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• Př́ıklad 1

Když je povrch vzorku drasĺıku ozářen světlem o vlnové délce 3 × 10−7m,
emituje elektrony s kinetickou energíı 2, 1eV. Když je stejný vzorek ozářen
světlem o vlnové délce λ = 5 × 10−7m, emituje vzorek elektrony s kinetickou
energíı 0, 5eV. Použijte Einsteinovo vysvětleńı fotoelktrického jevu k źıskáńı
hodnoty Planckovy konstanty h̄ (nebo h = 2πh̄). Najděte dále minimálńı
energii E0 která je nezbytná k uvolněńı elektronu z povrchu.

Pozn: 1eV = 1, 6× 10−19J.

• Př́ıklad 2

Světlo ze slabé hvězdy má energetický tok 10−10Jm−2s−1. Předpokládejte, že
světlo je monochromatické s vlnovou délkou λ = 5 × 10−7m. Určete počet
foton

◦
u z této hvězdy které dopadnou do lidského oka za 1 vteřinu.

Pozn: Předpokládejte, že očńı pupila má p
◦
uměr 5mm.

• Př́ıklad 3

1. Bohr
◦
uv model vod́ıkového atomu (1913) předpokládá že elektrony jsou

nerelativistické klasické částice které se pohybuj́ı rychlost́ı v po kruhových
drahách (orbitách) s poloměrem r kolem bodového protonu. Bohr pos-
tuloval, že moment hybnosti muśı být celoč́ıselným násobkem n Planck-
ovy konstanty h̄. Srovnáńım přitažlivé śıly e2/(4πε0r

2) s odstředivou śılou
mev

2/r ukažte, že Bohr
◦
uv model předpov́ıdá energii elektronu ve tvaru

En = −mec
2α2/(2n2) .

α reprezentuje konstantu jemné struktury α = e2/(4πε0h̄c) ≈ 1/137.

2. Elektron v n = 1 stavu (základńım energetickém stavu) má r = r0, kde r0

je Bohr
◦
uv poloměr. Ukažte, že r0 = λC/α kde λC je Comptonova vlnová

délka. Ukažte, že rychlost elektronu v základńım stavu je v = αc, což
zaručuje, že nerelativistická Bohrova aproximace je správná .

3. Když je elektron vybuzen (excitován) do stavu s n > 1, vrat́ı se po čase do
nižš́ıho energetického stavu a při tom emituje foton. Jaká je maximálńı
energie kterou emitovaný foton m

◦
uže źıskat? Jaká je minimálńı vlnová

delka λmin? Ukažte, že λmin � r0.

• Př́ıklad 4

Mion µ− má stejný elektrický náboj jako elektron, ale hmotnost mµ = 207me.
M

◦
uže být zachycen volným protonem a vytvořit atom, tkzv. “mionový” či

“µ-mezický” atom. Nalezněte poloměr prvńı Bohrovy orbity v tomto atomu.



• Př́ıklad 5

Předpokládejte, že máte dynamické proměnné Ai, Bj a jim přǐrazené (Her-

mitovské) oparátory Âi, B̂j. Diracova kvantovaćı podmı́nka potom přǐrazuje
Poissonovým závorkám na kvantové úrovni komutátory podle předpisu

{A1, A2} = A3 →
[
Â1, Â2

]
= ih̄Â3 .

Dokažte, že Diracova reprezentace Poissonových závorek prostřednictv́ım ko-
mutátor

◦
u je jedinou možnost́ı která je kompatibilńı s 5 základńımi vlastnos-

tmi Poissonových závorek (viz, přednáška). V d
◦
ukazu m

◦
užete (ale numuśıte)

postupovat následuj́ıćım zp
◦
usobem: Definujte {Âi, B̂j}QM jakožto kvantově

mechanický analog {Ai, Bj}. S užit́ım algebraických vlastnost́ı Poissonových
závorek spočtěte

{Â1Â2, B̂1B̂2}QM ,

a dokažte, že z výsledku lze usoudit, že plat́ı

{Â1, B̂1}QM
(
Â2B̂2 − B̂2Â2

)
=
(
Â1B̂1 − B̂1Â1

)
{Â2, B̂2}QM .

Z nezávislosti Â1, B̂1 a Â2, B̂2 usud’te, že

c{Âi, B̂i}QM =
(
ÂiB̂i − B̂iÂi

)
=
[
Âi, B̂i

]
,

c je c-č́ıslo. Dokažte, že Re(c) = 0. Dokažte dále, že pokud klasicky plat́ı
{A1, A2} = A3 vede předchoźı rovnice k závěru, že v kvantové mechanice muśı
platit [

Â1, Â2

]
= i|c|Â3 .

• Př́ıklad 6

1. Dokažte pravidlo pro výpočet komutátor
◦
u[

Â, B̂Ĉ
]

=
[
Â, B̂

]
Ĉ + B̂

[
Â, Ĉ

]
,

a dokažte tedy, že [x̂, p̂2] = 2ih̄p̂. Dále dokažte (napr. indukćı), že obecně
plat́ı

[x̂, p̂n] = nih̄p̂n−1 .

2. Definujeme-li

e−iap̂/h̄ =
∞∑
n=0

1

n!

(
−iap̂
h̄

)n
,

(a je c-č́ıslo) dokažte, že[
x̂, e−iap̂/h̄

]
= ae−iap̂/h̄ ,

a tud́ıž

x̂e−iap̂/h̄ = e−iap̂/h̄(x̂+ a) .

Ukažte, že z posledńı rovnice vyplývá , že

e−iap̂/h̄|x〉 = |x+ a〉 a 〈x+ a| = 〈x|eiap̂/h̄ .



• Př́ıklad 7

1. V souladu s klasickou mechanikou definujte operátor momentu hybnosti
jako L̂ = x̂ × p̂, t.j., L̂i = εijkx̂j p̂k. S použit́ım vlastnost́ı komutátor

◦
u

dokažte, že[
L̂i, x̂l

]
= ih̄εiljx̂j ,

[
L̂i, x̂

2
]

= 0 ,
[
L̂i, p̂m

]
= ih̄εimkp̂k ,

[
L̂i, p̂

2
]

= 0 ,[
L̂i, L̂j

]
= ih̄εijkL̂k , [L̂i, L̂

2] = 0 .

K d
◦
ukazu se vám mohou hodit relace [x̂i, x̂j] = [p̂i, p̂j] = 0 and [x̂i, p̂j] =

ih̄δij.

2. Předpokládejte, že máte Hamiltonián Ĥ = p̂2

2m
+ V (|x̂|) (t.j., potenciálńı

energie záviśı jen na velikosti x⇒ sféricky symetrický problém). Dokažte
potom, že [L̂, Ĥ] = 0. V d

◦
ukazu m

◦
užete předpokládat, že potenciál V se

dá rozvinout do Taylorovy řady.


