Sada pfiklada z kvantové fyziky ¢.2

Termin odevzdani: pfed cvicenim 19.10.

Ke studiu kvantové mechaniky je potfeba se sezndmit s nékterymi matematickymi
sturkturami studovanymi ve funkciondlni analyze: linedrni operdtory, komutdtory, vl-
nové funkce a dalsi. Posledni pfiklad se vénuje de Broglieho hypotéze a jejim diisled-
kiim.

Piiklad ¢.1

Linedrni operdtory

Necht' ¢(z) : R — C. Které z nasledujicich operatorti jsou linedrni?
a) /:hlz(a;) =cy(z), kdece C

b) Bij(x) = ¢*(x)

Q) C(z) = ()

d) Toip(x) = ¢(x — a)

e) Xy(z) = xip(x)

D Pu(e) = —idu(2)

8) Ki(z) = §z1(x)

h) Hi(z) = |— L& & (x)} 1 (z), kde m je konstanta a V() je redlnd funkce

2m dz?

Mgéjme dva lineérni operétory A, B, jsou nasledujici vyrazy také linearni?
A+ B, AB,exp(B) = Y0°, (i)!n

Cemu se rovné (A — B)(A + B)?

P¥iklad ¢.2
Vlinové funkce
Mohou nésledujici funkce byt vinovymi funkcemi na daném intervalu? Pokud
ano, urcete normalizacni konstantu.
a) Y1 (z) = ax, na [0, +o0)
b) ¥2(x) = bz?, na (—oo, )
) ¥3(x) = esin (%47 (z — 1)), na intervalu [/, 1], kde n € IN
d(a? — 2?) pro |z| < a

e) ¥s(z) = ge~* na intervalu (—oo, 00)
Pozn.: v pfikladu e) miiZete potiebovat tzv. Gaussiiv integrdl

Jaka je pravdépodobnost nalezeni elektronu v poli vodikového obalu ve
vzdélenosti [r, 7 + dr] od jadra v Case ¢, jehoZ vlnova funkce je déna jako

,na (—00,00)

U(x,y,2) = Ae” 0. 1)

Pozn.: transformugjte do sférickyjch soutadnic, nezapomerite na Jakobidn



Piiklad ¢.3

Komutdtory

komutdtor operdtorii A, B je definovin ndsledujicim zpiisobem: [A, B = AB — BA.

a) spotitejte nasledujici komutétory ze znalosti [A, B]

[A, A, (B, A, [A+ B,C], [AB,C], |A, BC] o

b) Necht X4(z) = av)(z), Py(z) = —ihS¢(x). Spottéte [X, X, [X, P|[X?, P][X, P?].
c) Ukazte, Ze [X, P"] = nihP"~!

K =(z3)% 1 = (L2)" Plati, ze K = [?

Ptiklad ¢.4

de Broglieho hypotéza

a) ¢emu se je imérnd pravdépodobnost nalezeni ¢astice popsané de Broglieho
vlnou

Vg p(Z,t) = Aexp <;(ﬁf Et)> (2)

v intervalu (z1, 22) X (y1,y2) X (21,22)?

b) urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieho viny pro molekulu O za
pokojové teploty a pro &astici vazici 10pg a rychlosti zvuku.

Bonusovy ptiklad (za extra body): Mé&me vlnovou funkci v 1D v €ase t = 0 defi-
novanou jako

Y(z) = Cexp(—Ax? 4 Br) 3)

- vlnovy balik. Naleznéte koeficienty v (p) rozvoje (x) do rovinnych vin %,
z nich Ize pak vyjadfit ¢(z) jako

() = / dpy(p)e @)

Pozn.: nastudujte si zdkladni principy Fourierovy transformace - nap?. Wikipedie...



