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1 Diferenéni rovnice

1.1 Motivacni ulohy

Priklad 1.1. Kralici:

Kolik part potomki bude mit v n-tém roce jediny par kralika, kdyz
e Kralici dospivaji po jednom mésici.
e Kazdy dospély par ma v kazdém mésici jeden par potomki.
e Nedochéazi k thynu.
Dojdeme k rekurenci
Fooo=F,1+F,, n>0, Fo=0, Fi=1. (1.1)

Priklad 1.2. Hanojské véze: Mame tii kolicky a na jednom z nich je nasunutd véz z
kolecek od nejvétsiho vespodu az k nejmensimu navrch. Jaky je minimélni pocet krokt

ve k presunuti véze o n-koleckach na jiny kolik, kdyz
e V jednom tahu presouvame jedno kolecko.
e Smime polozit jen mensi na vétsi.

Oznacime H,. VyzkouSime a zjistime H, = 1, Hy = 3, H3 = 7. Zavislost H,, na H,_
dvodime nésledujicim postupem: Mame-li véz vysky n, presuneme nejdiive hornich n — 1
krouzki na jiny kolik. To lze provést nejméné H,,_; kroky. Potom pfesuneme nejvétsi n-té
kolecko na prazdny kolik. Nakonec opét presuneme véz vysky n — 1, tentokrat na kolik s
nejvétsim koleckem, k ¢emuz potfebujeme dalsich H,,_; krokid. Celkem H, = 2H, 1 + 1.

Ted bychom chtéli vyfesit rekurentni vztah, tedy zjistit H, v zavislosti na n, nikoliv
na predchézejicich ¢lenech posloupnosti.

1. feSeni: Udélame si tabulku nékolika prvnich hodnot posloupnosti napocitanych z

rekurence,
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Zkusime uhodnout feseni. V tomto pripadé to neni nijak slozité, pro prvnich sedm hodnot
n plati H, = 2" — 1. Musime ale dokazat, Ze to plati pro vSechna prirozena n. Protoze
mame k dispozici vztah, prevadéjici H, na vyraz v predchozich ¢lenech posloupnosti,
vhodnym néastrojem k ditkazu je matematickd indukce. Platnost prvniho kroku je zjevna
z tabulky hodnot. Piedpoklddejme, Ze pro indexy k < n plati H, = 2¥ — 1. Pak H, =
2H, 1 +1=22"1—-1)+1=2"—1.

2. feseni: Kdyby se stalo, 7ze nds nenapadne mozné pokracovani posloupnosti 1, 3, 7,
15, 31, ..., mizeme zkusit metodu postupného dosazovani:

H,=2H, +1=202H, »+1)+1=2*H, y+2+1=

= 922H, s+ 1) +24+1=2H, 3 +22+2+1=... =
n—1
:2n—1Hl+2n—2+..,+2+1222j:271_1’

§=0
kde jsme vyuzili, ze H; = 1 a vzorec pro soucet clenii geometrické posloupnosti.

3. feSeni: Stejné jako v pripadé soustav linearnich rovnic je nékdy je prehlednéjsi misto
postupného dosazovani napsat vSechny rovnice pod sebe a eliminovat nezname sé¢itanim

vhodnych nasobkil rovnic:
H,—2H, ;=1/x2

H, 1—2H, ,=1/x2!

Hs —2Hy =1/ x2"3
H2—2H1:1/><2n72
V nasem pripadé seCenim vSech naznacenych nasobkii rovnic vypadnou neznamé cleny

H,_1, ..., Hy a ziskdme
n—2
H,—2""'H =Y 2,
j=0
coz vede ke stejnému vysledku jako prve.

Priklad 1.3. Kréajeni pizzy: Jaky je nejvyssi pocet dili, na ktery lze rozkrojit pizzu n-
rovhymi Fezy? Po ivaze brzy zjistime, ze k ziskdni maximalniho po¢tu ma smysl délat fezy
pouze tak, aby kazdy novy fez protinal v Sechny predchozi na plose pizzy. Predpokladame-
li, Ze fezy umime délat s libovolnou presnosti, mizeme vlastné uvazovat pizzu libovolné
velkou a ulohu pak zjednodusSit nasledovné: Hleddme nejvysSsi pocet Casti, na které lze

rozdélit rovinu n piimkami. Ozna¢me tento pocet P,.



Zkusme opét urcit P, pro nékolik pocatecnich hodnot n. Zjevné Py = 1, P, = 2. Pri
urcovani P, = 4 a P3 = 7 si uvédomime, ze je tfeba n-tou piimku volit riznobéznou
s predchozimi. Pii umistovani kazdé dalsi pfimky je tfeba dbat na to, aby zadné tti
neprochazely jednim spole¢nym bodem.

Rekurentni vztah pro P, vznikne, kdyz si uvédomime, ze oproti P,_; vznikne tolik
novych ¢asti, kolik je prisec¢ikit nové piimky s predchozimi, a jesté jedna navic, tedy
celkem n. Mame proto P, = P,_1 + n.

Tento rekurentni vztah chceme opét vyresit. Vytvorime tabulku prvnich nékolika hod-

not posloupnosti,

n|0/1]2/3/4 5|6
P,|1]2]4|7|11]|16]22

vvvvvv

rovnice pod sebe.
Pn - Pn—l =n

P, y—PFP,o=n-1

P,— P =2

P-F=1

Prostym sectenim ziskdme rovnost P, — Py =37, j = sn(n+ 1), takze

Pnzl—l—n(n;—l) _ n2+2n+2.
Piiklad 1.4. Krajeni mésla: Zkoumejme nyni trojrozmérnou analogii piredchozi tlohy,
tedy otazku, jaky je nejvyssi pocet dild, na ktery lze rozkrojit n-rovnymi fezy kostku
masla. Stejné jako v prikladu 1.3 problém zidealizujeme a pirevedeme na zjistovani ma-
ximalniho poctu c¢asti, na které lze rozdélit prostor n rovinami. Oznac¢me tento pocet
R,.

Tabulku R,, pro nékolik poc¢ate¢nich hodnot n je sestavujeme ted bez obrazku ponékud
obtiznéji, mame Ry =1, Ry = 2, Ry = 4, R3 =8, Ry = 15, .... Pfi umistovani rovin je

tfeba dodrzovat nasledujici pravidla:
e Roviny klademe tak, aby jejich priisecnice byly mimobézné,;
e 7adnym bodem prostoru neprochazi vice nez tii roviny.

Pti splnéni téchto podminek se v n-té roviné zobrazi prisecnice s predchozimi n — 1

rovinami jako n — 1 rliznobézek, které se nikdy nesetkavaji tf¥i v jednom bodé. To se
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napadné podoba tloze o pizze. Kdyz chceme sestavit pro posloupnost (R,,),>1 rekurentni
vztah, uvédomime si, Ze pridanim n-té roviny rozdélime na dvé kazdy dil z déleni z (n—1)-
niho kroku, kterym n-ta rovina prochazi, a téch je prave tolik, kolik je oblasti v n-té roviné
vytycenych priise¢nicemi s predchozimi pfimkami. Téch je ale P,_;. Proto pro kazdé n
plati

R,=R, 1+ P,1.

Rekurenci opét fesime zapsanim pod sebe,
Rn - Rn—l = Pn—l
Rn—l - Rn—Q = Pn—2

Ry — R =P
Ri—Ry=F,
Sectenim ziskdme rovnost
n—1 n—1 n—1 n—1
Rn—ROZ;P(J') = 2 (1+ n(n;”) :n+1jzz(;]+_;]27
odkud odvodime
R, = W |

Piiklad 1.5. Pro pofadek odvodme vztah 377 | j* = F(n(n+1)(2n+1)).
L. feseni: Jednim ze zpiisobti je zkoumdni rozdilu Y 7, (j + 1)3 — > j3. Na jedné

strané je zjevné, ze

n n n+1 n
S+ =Y 72=Y 7A=Y PF=m+1)P?-1. (1.2)
j=1 j=1 j=2 j=1

Na druhé strané mtzeme vyjadrit

n n

d G+ - ;jg => B2 +3j+1)=3> >+ ;n(n+ Dtn. (L3

Jj=1 Jj=1 J=1

Porovnanim (1.2) a (1.3) dostaneme
—~ o 17 2 3. 9 Lo 3 2
Z] = g(n +3n +3n—§(n —i—n)—n) = 6(2n +3n°+n),
j=1

coz odpovida uvadénému vzorci.



2. feSeni: Ctendr moznd zna odvozeni pomoci jindho zajimavého triku, totiz prevedeni

na soucet dvojnasobné sumy. Zapiseme-li j = izl 1, mame
n n J
ZJ—ZZJ—ZZJ—Z 3 -
j=1 j=1 k=1 k=1 j=k

2
:_Z (n+1)+k—k) = <n2+1)+n(n4+1)—32k:2.

Porovnanim levé a pravé strany dostaneme

_ZQ n—|—1)+n(n+1)

4 )
coz vede ke kyzenému vysledku.

Priiklad 1.6. QuickSort



2 Linearni diferenc¢ni rovnice

VSechny v ivodu uvedené tlohy vedly na feSeni tzv. linedrnich rekurentnich vztahi, totiz
takovych, v nichz n-ty ¢len posloupnosti je linearni kombinaci pevného poc¢tu predchozich

¢lent. Presnéji tento pojem uvedeme v nasledujici definici.

Definice 2.1. Necht k£ € N, (f(n))n>1, (ao(n))n>1, ey (ak_l(n))n>1 jsou komplexni

posloupnosti takové, ze ag(n) neni rovna nulové posloupnosti. Vztah
Ukt 0p—1 (1) Gppp—1 +0p—2(N)Upip—2+- - -Far1(n)ap1+ag(n)a, = f(n), n>1, (2.1)

se nazyva linedrni diferen¢ni rovnice k-tého ¥adu (nebo linedrni rekurentni vztah k-tého

radu) pro posloupnost (a,),>1.

Poznamka 2.2. 1. Vsimnéte si, ze pro kazdé n je zavislost na predchozich k cle-
nech dané jinou rovnici, protoze posloupnosti (ao(n))n>1, . (ak_l(n))n>1 nejsou
obecné konstantni. Kdyz ap(n) = a9 # 0, ..., ax—1(0) = ag—; pro v8echna n > 1,

nazyvame (2.1) linearni diferen¢ni rovnice k-tého fadu s konstantnimi koeficienty.

2. Podminka, aby posloupnost (ao(n)) nebyla identicky nulové, zarucuje, Ze dife-

n>1
ren¢ni rovnice je pravé k-tého a nikoliv nizsiho radu.

3. Aby byla posloupnost (a,),>1 vztahem (2.1) jednozna¢né urcena, je tieba zadat k
pocateénich podminek, tj. hodnot ao, ..., ar_1. Ostatni ¢leny pak ze vztahu (2.1)
Ize dopocitat. Posléze uvidime, ze ve skutecnosti staci zadat libovolnych £k ¢lent

posloupnosti.

4. Nejjednodussim pripadem pravé strany (f(n))n>1 diferen¢ni rovnice (2.1) je nulova
posloupnost. Pokud f(n) = 0 pro kazdé n > 1, nazyvame (2.1) homogenni linearni

diferenc¢ni rovnice.

Priklad 2.3. Rekurence F),, 5 = F,11+F, zapsana jako F, o—F,,+1—F}, = 0 je homogenni
linedrni diferenéni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty, kde ag(n) = a;1(n) =

—1 pron > 0.



Priklad 2.4. Ackoliv v rekurenci a,, = a,_o zavisi n-ty ¢len vzdy pouze na jednom z
predchozich ¢lent, je to rekurence druhého radu, protoze k jednoznac¢nému urceni vSech

¢lentt posloupnosti (a,)n>0 je tieba zadat dvé pocatecéni podminky, a; a as.

2.1 Prostor komplexnich posloupnosti

Pro nase pozdéjsi tvahy je podstatné si pripomenout vektorovy prostor ¢ komplexnich
posloupnosti. Na mnoziné posloupnosti {(a,),>1 : a, € C} jsou definoviny operace @ :

(xl—1l, ®:Cx{—{ ¢len po ¢lenu, tedy

(an)nZI S¥ (bn)nZI = (an + bn)nZl 5 and a® (an)nZI = (aan)nZI .

Roli nulového vektoru hraje nulova posloupnost (0),>;. Ctend¥ si snadno ové¥i, Ze trojice
(¢, @, ®) splhuje v8echny axiomy vektorového prostoru nad télesem C. Protoze jsou ope-
race definované prirozené a z kontextu je vzdy jasné, kdy se jednd o s¢itani a nasobeni
skalarem v ¢, budeme je brzy znacit obycejnym + a -.

Tento prostor ma nekone¢nou dimenzi, protoze pro kazdé m € N existuje m-tice

linedrné nezavislych vektortt. Tu lze volit napiiklad z posloupnosti eV) = (egj ))@1; j =

1,....m, kde el = in je ddno Kroneckerovym delta. Symbolicky zapsano,
e =(1,0,0,...,0,0,...),

e =1(0,1,0,...,0,0,...),

e™ =(0,0,0,...,1,0,...).
Linearni nezavislost téchto posloupnosti se ovéri piimo z definice. Zjistujeme, zda jedina

linearni kombinace eM, ..., €™ rovna nulové posloupnosti je trivialni, tedy zda

a0eVad- - da, o™ = (04167(11) 4t amegm)) = (0)n>1 (2.2)

n>1

implikuje oy = -+ = «,;, = 0. Vztah (2.2) lze vidét jako nekone¢né mnoho rovnic pro
nezndmeé aj, . .., Quy,, z nichz prvnich m udava pravé a; = 0, dals{ jsou trividlni, 0 = 0.

Linearni nezéavislost posloupnosti e™, ..., e™ je tedy potvrzena.

Vyuzijme tento algebraicky pohled na posloupnosti k vyfeseni nejjednodusiho pripadu
linearni diferen¢ni rovnice druhého adu, tedy na rekurenci pro Fibonacciho ¢éisla (1.1).

Oznac¢me M mnozinu posloupnosti spliujicich stejnou rekurenci,
M = {(%)@1 €l:apig— Api1 —a, =0, pron > 1} ,

8



a zkoumejme jeji strukturu. Predevsim si vSimneme, Ze M je neprdzdnd, obsahuje na-
priklad posloupnost Fibonacciho ¢isel a samoziejmé také nulovou posloupnost. Snadno
rovnéz vidime, ze M je uzaviend na sc¢itani @& a nasobeni ¢islem z télesa C. Pro po-
sloupnosti (a,)n>1, (bn)n>1 € M a komplexni ¢islo « totiz mizeme dosadit posloupnost
(Cn)n>1 = a® (an)n>1 ® (bn)n>1 = (@ay, + by)n>1 do rekurence a zjistit, ze

Cht2 — Cpy1 — Cp = (aan+2 + bn+2) - (aan—l—l + bn+1) - (aan + bn) -

=« (an+2 — Qpy1 — an) + (bn+2 - anrl - bn) =0.

i i

g

=0protoze (an)pn>1 € M =0 protoze Eg’ﬂ)nzl eM
Mnozina M s operacemi &, ® tedy tvoii podprostor vektorového prostoru ¢.
Protoze k jednozna¢nému urceni posloupnosti z M je tteba znat dva jeji ¢leny, odhadu-
jeme, ze dimenze prostoru M je rovna 2. Abychom toto dokézali, potfebujeme najit dvou-
¢lennou bézi prostoru M, tedy dvé linearné nezévislé posloupnosti aV), a® z M takové,

ze kazda posloupnost z M je jejich linearni kombinaci. Tentokrat smime volit pouze dva

¢leny v bazickych posloupnostech. Ostatni je tfeba dopocitat z rekurence afﬁ —afﬁl —ay

tak, aby bylo zaruceno, ze aM, a® jsou prvky mnoziny M. Volime-li agl) =1, agl) =0,
a§2) =0, a;Q) = 1, dostaneme
aW =(1,0,1,1,2,3,5,...),

a®=1(0,1,1,2,3,5,8,...),
tedy posunuta Fibonacciho ¢isla. Snadno se presvédcéime, ze tyto posloupnosti jsou opravdu

linedrné nezavislé, protoze

(1)

a1a;” + aaa (1) (1) _

52):041:0, 10y’ +aray’ =g =0.

Ovéime fakt, ze aV), a® generuji celou mnozinu M. Nechf (an)n>1 € M. Najdéme ay, ap €

C tak, aby (a,)n>1 = a1 © a + ay ® a®. Porovnanim po slozkich ziskdme pro n = 1,2,

1) 2
ay = 041Cl§ + 042a§ ) = oy,

ay = oqaél) + OCQCL(2) = Q.

v . NV 1 2 Y1z .
Jesté musime overit, ze a, = ala% ) +a2agl) pro kazdé n > 1. To provedeme matematickou

indukci. Pro n = 1,2 to zjevné plati. Predpokladejme, ze a; = ala,(:) + aga,(f) pro k < n.

Z rekurence pro (a,),>1 mame

Ap = Qp_1 + Qp_9 = (ala,(ll,)l + agagl) + (ala,(ll,)z + agag,)Q) =

= al(ag_)l + CLS_)2> + ag(af_)l + af_)Q) = alag) + agag) R
kde jsme vyuzili indukéni pFedpoklad a rekurenci pro posloupnosti a® a a®. Tim jsme

vlastné dokazali nasledujici tvrzeni.



Tvrzeni 2.5. Necht M = {(an)n>1 € £ : apio — a1 —a, = 0, pron > 1}. Pak M je

podprostor prostoru £ a plati dim M = 2.

Sice jsme ukazali, Ze posloupnosti a(M, a® tvoi{ bazi prostoru M, nicméné k vyfeSeni
Fibonacciho rekurentniho vztahu nam to zatim nepomohlo. Potifebujeme najit vhodnéjsi-
bazi, tak, aby n-ty ¢len bazickych posloupnosti jednoduchym zptisobem zavisel na n. Vy-
zkousime, jestli bazi nemizeme sestavit z posloupnosti tvaru (A\"),>1, pro néjaké A € C.

Ptedev§im musi byt (A"),>1 € M, tedy splhovat rekurenci,
N2\l A =0, pn>1.

Pti A = 0 to je jisté pravda, nicméné vysledkem je nulovd posloupnost, kterd nemuze
byt prvkem béaze. Proto predpokldddme A # 0 a vykratime A™. Aby posloupnost (A"),>1
spliiovala Fibonacciho rekurenci, je pak nutné a staci, aby A byla kofenem rovnice 22 —

x — 1. Ziskdme néasledujici fakt.
Tvrzeni 2.6. Necht A # 0. Pak (\"),>1 € M, prdvé kdyz A = 3(1£/5).
Dostali jsme tedy pravé dvé posloupnosti tavru (A"),>; v prostoru M. Byli bychom

radi, kdyby ((252)"),, a ((552)"),., tvoiily bazi M. K tomu jiz staéf ovéiit jejich

linearni nezavislost, tedy platnost implikace

a(F5) w15

2

)n — 0 pro kazdé n € N (2.3)
J

alzon:O.

Jednou z moznosti je pouzit dvé z nekoneéné mnoha rovnic (2.3) pro nezndmé oy, ao,
napf. pron = 1 an = 2, a vyjadrit aq, as. Platnost implikace lze ale také ovérit pouzitim

vlastnosti limit posloupnosti. Protoze %‘F’ >1a ]%ﬂ < 1, je limita

5 5 0 kdyz a; = 0,
—oo  kdyz oy <0,

n—oo

lim <a1<1+\/3>”+a2<1—\/§>n> _ +oo  kdyz a; >0,

takze (2.3) plati pouze pro a; = 0. Odtud uz piimo plyne, ze i ay = 0 a tedy nase

posloupnosti ((%5)")71>1 a ((%5)")7»1 jsou linedrné nezavislé. Jelikoz dim M = 2,

tvori bazi prostoru M. Kazdy prvek z M, a tedy i posloupnost (F},),>1 Fibonacciho ¢isel

je tedy jejich linearni kombinaci. Naleznéme tedy «, 8 € C takové, 7e pro kazdé n plati
L+V6\n 1 —+/5yn

) i)

Fn:oz<

10



K tomu pouzijeme soustavu rovnic danou pocatecnimi podminkami Fy =1, F;, =1,

1+\/5+/81—\/3

F1:1:CY

2 2
1 5\ 2 1 —/5)\2
N e
2 2
Jednoduchym vypocétem dostaneme a = —f = \/ig Odvodili jsme tak tzv. Binetovu

formuli.

Tvrzeni 2.7. Necht (F,)nen je dana rekurenci F, o = F, 1+ F, pron > 1 s pocdtecnimi

podminkam: Fy = F5, = 1. Pak

VByr ~ 5
Fn:%<1+2 5> _%(1 : 5

n
1’2 ma za limitu nulu, snadno nahlédneme, ze F), je vlastné

1+\/5>n
=) .

>n, n € N.

)

Protoze posloupnost (

nejblizi celé dislo k &slu %g(
2.2 Homogenni linearni diferenc¢ni rovnice

Postup ilustrovany v predchozim paragrafu na piipadu rekurence pro Fibonacciho ¢isla
nyni aplikujeme k feseni obecnych homogennich line4drnich rekurenci k-tého radu s kon-

stantnimi koeficienty,
pak + Qk—10n k-1 + Qp—20pigp—2+ -+ 1ap41 +pa, =0, n>1. (2.4)
Véta 2.8. Oznacme
M = {(an)n>1 € £ : (an)n>1 spliuje (2.4)}.
Mnozina M je podprostor prostoru ¢ a plati dim M = k.

Diikaz. Protoze M obsahuje nulovou posloupnost, je M # (). Musime jesté ovérit uza-
vienost na operace @& a ® z prostoru £ nad télesem C. Ovéfeni je primocaré, takze ho

nechame na ¢tenari. O

V prostoru M budeme opét hledat vhodnou bézi. Protoze je M prostor dimenze k, staci
zvolit k linedrné nezavislych posloupnosti. Stejné jako v prikladé s Fibonacciho rekurenci

vyzkousSime posloupnosti typu (A"),>1.
Véta 2.9. Necht X\ # 0. Pak (\")n,>1 € M, prdve kdyz X je korenem polynomu
P(x) = 2" + ap_ 12" +apo2™ 2+ Fonr +ag. (2.5)
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Definice 2.10. Polynom (2.5) v pfedchozi definici se nazyva charakteristicky polynom

diferen¢ni rovnice (2.4). Rovnice P(\) = 0 je charakteristickd rovnice (2.4).
Dukaz vety 2.9. celé provést obecné. O

V&imnéme si, ze az po vétu 2.8 bylo mozné uvazovat diferencni rovnice s nekonstant-
nimi koeficienty. Teprve kdyz jsme odvozovali dikaz véty 2.9, bylo nutné vzit v potaz

konstantnost koeficienti o (n).

Poznamka 2.11. Vzhledem k tomu, Ze bude tieba pracovat s kofeny charakteristického
polynomu diferenc¢ni rovnice, je vhodné pripomenout néktera fakta o polynomech. Z kurzt

matematické analyzy a linearni algebry by ¢tenar mél védét, ze

e Polynom s komplexnimi koeficienty stupné & ma v C pravé k kotend, tj. existuji

komplexni ¢éisla Aq, ..., \x € C tak, ze

P(CU):Oékmk+-~-+0é1$+a0:Oék(x—)\l)---(x—)\k)_

o Jestlize mé polynom redlné koeficienty, pak s kazdym kotfenem \g € C mé za kofen i
¢islo Ao komplexné sdruzené k A. Kofeny Ao, Ao maji stejnou nasobnost. Toto tvrzeni

Ize snadno odvodit z faktu, ze P(\) = P(\) = 0.

e Jestlize ma polynom P kofen A nasobnosti v > 1, pak jeho derivace P’ mé koten
A nasobnosti v — 1. Je-li totiz P(x) = (x — A\)?Q(z), kde Q(X\) # 0, pak P'(x) =
(2= A71Q(@) + (r = AP Q'(x) = (1= A Q@)+ (z - NQ (@) = (1= A" R(x).
Nésobnost kofene A je tedy alesponi ;. Dosadime-li x = A, zjistime, ze R(\) =
Q)+ (A =XNQ'(N\) = Q(X\) # 0. Proto je ndsobnost kotene A pravé v — 1.

e Jestlize polynom P(\) = 2?20 ;M mé kofeny Ay, ..., A\, a C' € C je néjaka nenu-

lova konstanta, pak polynom

k
P()\) = Z&j)\j, kde &;=C7"%a; proj=0,...,k,

J=0

mé kofeny C~t\, ..., C71)\,. Plati totiz

k

= ZO&j)\j =0
j=0
)

k j k
' N ~ .
CTIN) =2 a(CTAY = 3 7 haymr = C7F ) o = CTEP(A) = 0.

j= =0 j=0
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Pti vySetfovani kofeni polynomu P mohou nastat dvé situace:

1. Pokud mame stésti, kotfeny Aq,..., A\; charakteristického polynomu jsou navzajem
rizné. Tyto kofeny jsou navic nenulové, coz je zaruceno podminkou oy # 0. V
prostoru M tedy mame k posloupnosti (A})n>1, -.., (A})n>1. KdyZz ovéfime jejich

linearni nezavislost, budeme mit vhodnou bazi prostoru M.

2. Mize se ale stat, ze nékteré kofeny polynomu P maji nasobnost > 2. Polynom
P ma pak pouze [ < k navzajem rliznych nenulovych kotent Ay, ..., A;, a i kdyby
posloupnosti (A})n>1, - - -, (A} )n>1 byly linedrné nezavislé, neni jich dost, aby tvorily
béazi prostoru M, ktery ma dimenzi k. Bude tedy nutné soubor doplnit o dalsi

linearné nezavislé posloupnosti.
Kazdou ze situaci rozebereme zvl4st.

2.2.1 Charakteristicky polynom s riznymi koreny

Necht charakteristicky polynom P ze vztahu (2.5) méa k navzajem riznych kofeni Aq, ...,

Ak. Ovéime linearni nezavislost posloupnosti (A}),>1, ..., (A})n>1, tj. platnost implikace
I+ 4+ BAg=0proneN = [i=-=p0=0.
Zapisme matici soustavy prvnich k rovnic pro neznamé Sy, ..., [,
Al A2 A3 o A
AN N LN
A=A A A .. X (2.6)
AXENE W

Chceme ukéazat, Ze soustava homogennich linedrnich rovnic s takovou matici mé pouze
trivialn{ fegeni. Ctena¥ obezndmeny s pojmem determinantu jisté rozpoznal Vandermon-
dovu matici, jejiZ determinant je roven det A = [, ., ., i [T,<;j<;.(Ai — Ar), a proto je v
pripadé navzajem ruznych nenulovych Ay, ..., A\; rizny od nuly. Matice A je tedy regularni
a soustava ma pouze trividlni feSeni. Protoze ale nepredpokladame znalost latky kurzu
Linearni algebra 2, pokusime se presvédcit i ctenafe s determinantii neznalé. Mizeme pro-
vést ekvivalentni ipravy matice A, tj. ty, které nezméni reSeni prislusné soustavy rovnic.

Takovou upravou je naptiklad pri¢itani \;-nasobku predchoziho fadku k nasledujicimu,
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které vyrobi v prvnim sloupci nuly,

)\1 )\2 )\3 .o )\k
0 X(da—X)  ADs—=A) .. (A=)

A [0 =)  AAs—XM) .. Xw—XN) (2.7)
0 Mo —XA) M tOs—M) 0 MO =)

V nasledujicim kroku bychom chtéli vydélit vSsechny sloupce tak, aby podmatice k — 1 x

k — 1 byla stejného typu jako puvodni matice A. Dostaneme matici

A1 )\2>\—2/\1 As(As =A™ 0 (e = A7
0 Ay Az e Ak

B=]0 )\ A . A2 . 28)
0 )\]5_1 )\lg—l N )\Ig_l

Tato Gprava uz ovSem nepatii mezi ekvivalentni ipravy. Z naseho hlediska to ale nevadi,
protoze soustava s matici B ma pouze trividlni feSeni, pravé kdyz soustava s matici A ma

pouze trivialni reSeni. Zavedeme-li totiz

=01 2= 52()\2 - /\1)7 ey V= ﬁk()\k - >\1),

pak Bi,... Bk splhuji homogenni soustavu s matici A, pravé kdyz 1, ..., vy splhuji homo-
genni soustavu s matici B, a z jejich vztahu je jasné, ze 5, = 0, pravé kdyz ~; = 0.

Je zjevné, ze upravami obdobnymi tém z (2.7) a (2.8) obdrzime matici v hornim
trojihelnikovém tvaru s diagodéalou (A1, Ao, ..., Ax), takze piislusnd homogenni soustava
ma pouze trividlni feseni. Odtud vyplyva, ze nutné 5, = o = -+ = 3, = 0.

V prostoru M dimenze k tudiz mame k linedrné nezavislych posloupnosti (A}),>1, - - -,
(A)n>1, které tedy tvori bazi. Libovolna posloupnost (a,),>1 € M je tedy jejich linedrni

kombinaci. Presnéji:

Tvrzeni 2.12. Necht charakteristicky polynom (2.5) linedrni rekurence (2.4) md k navzd-

jem riznych kofeni Ay, ..., A\,. Pak ke kazdé posloupnosti (a,,)n>1, kterd je fesenim (2.4),
existuji komplexni c¢isla By, ..., B tak, Ze pro kazdé n > 1 plati

ap = BN + -+ By . (2.9)

Koeficienty By, ..., B ziskdme porovnanim (2.9) s pocate¢nimi podminkami pro po-

sloupnost (a,)n>1, obvykle zadanymi uréenim hodnot as, ..., a;. Dostdvdme soustavu k

linearnich rovnic pro neznamé i, ..., ;. Matice této soustavy je regularni, takze sou-

stava méa jednoznacné teseni. V pripadé zadani pravé hodnot aq, ..., ax je matici soustavy
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matice A ze vztahu (2.6). Je ale zfejmé, Ze zadanim jinych & hodnot posloupnosti (a,)n>1

bychom opét dostali soustavu linedrnich rovnic, jejimz fesenim bychom ziskali koeficienty

51, cee ;ﬁk do (29)

2.2.2 Charakteristicky polynom s nasobnymi koreny

Piiklad 2.13. Motivacni priklad: Re$me diferen¢ni rovnici Apio — 20p41 +ay, = 08
pocatec¢nimi podminkami a; = 1, as = —1. Charakteristicky polynom této rovnice je
P(A) = A =2\ +1 = (X — 1)% Kofen méame tedy pouze jeden, Ay = Ay = 1. Ke
konstantni posloupnosti (1"),>; = (1),>1 tedy musime dodat jesté jednu jinou tak, aby
spoleéné tvorily bazi prostoru M = {(an)nzl €l :aps—2ap11 +a, =0, pron > 1}.
Protoze 1ze nasi rekurenci ptepsat a, o — api1 = apy1 — ap, snadno nas napadné jiné
mozné feSeni, tieba (a,)n,>1 = (n)>1. Vyzkousime, zda posloupnosti (1),>; a (n),>1 jsou
linedrné nezavislé, jako obvykle piimo z definice. Musime ovéfit, ze a+ fn = 0 pro kazdé
n > 1 implikuje « = g = 0. To je ovSem pravda, protoze uz pron = 1 a n = 2 mame

soustavu
a+p=0

a+28=0
kterd ma samozifejmé pouze trividlni feSeni. Posloupnosti (1),>1 a (n),>1 tedy tvoii bazi
prostoru M a kazdé tfeSeni nasi rekurence musi byt jejich linedrni kombinaci. Pfesnéji

feceno, oro kazdé (a,),>1 € M existuji komplexni ¢isla «, 5 takova, 7ze
a,=a+pn pron>1.

Prostor M tedy obsahuje pravé vSechny aritmetické posloupnosti. Koeficienty o, 5 € C

spocitame z pocatec¢nich podminek,

a+p=1
a+28=-1
kde vidime, 7e 3 = —2 a a = 3. ReSenim nasi tlohy je proto posloupnost (a,),>1 =

(3 — 2n)n21.

Podivejme se, jak obecné tesit situaci, kdyz nékteré kotreny charakteristického poly-
nomu P maji ndsobnost > 2. Ozna¢me navzajem rizné nenulové koteny Ay, ..., \; a jejich
nasobnosti postupné 7, ...,7. Jak tedy doplnit soubor (A?),>1, ..., (A\]")n>1 o dalsich

k — [ posloupnosti, aby vznikla baze prostoru M?
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Ke kazdému \; uvazujme nasledujicich ~; posloupnosti:
Anz1, (A )nz1, (0PAD )1, oy (07N s

Prvni, co je tieba dokazat, je fakt, Ze uvedené posloupnosti vSechny patii do M, tedy

ze splhuji rekurenci (2.4). To odvodime nésledujici ivahou o charakteristickém polynomu

P(X). Zderivujeme-li polynom A" P()\) pro pevné n € N podle proménné A, dostaneme
(A"P(N) = (A" b o A b g AT apAn) =

=+ BN o (n k- DA 2 g (n DA 4 oAt

Kdyz predchozi polynom vynasobime A, dostaneme
ANPN) = (n+ )N f g (n+k— DA b ag(n 4+ DA+ agnA™ . (2.10)

Chceme-li ovéfit, zda posloupnost (nA}),>; spliuje (2.4), stac¢i zjistit, zda polynom (2.10)
mé koten \;. Pokud méa polynom P()\) kofen \; ndsobnosti 7; > 2, totéz plati i pro poly-
nom A"P()\) (pfibyde jen n-nasobny kofen 0). Vzhledem k pozndmce 2.11, ma polynom
(A"P()\))/ a tedy i )\()\”P(A))/ kofen A; nasobnosti 7; — 1 > 1. Proto pro kazdé pevné
n > 1 plati

(n+ kA 4 (n+ k= DA 4 ag(n+ DAY + agnAl =0,

coz neni nic jiného nez dosazeni posloupnosti (nA}),>1 do (2.4). (nA'),>1 proto patii do
prostoru M.

Pro ovéfeni (n?A),>; € M uvazujeme polynom
/
A(A(A”P(A))’) = (4 k)2NF g (n -k — 12N g (n 4 120 4 agn? AT,
ktery ma kofen \;, pravé kdyz ndsobnost \; v polynomu P(\) je v; > 3.

Stejnym zplisobem bychom odvodili, Ze (n*A?),>; € M pro viechna k = 0,..., v — 1.

Zaroven vidime, Ze posloupnost (nYA?),>; uz rekurenci (2.4) nespliuje.

Protoze ke kazdému kofenu \; mame tolik posloupnosti, kolik je jeho nasobnost, mame
celkem k£ = Zizl ~v; posloupnosti jako kandidaty na bazi prostoru M. Nyni je tfeba zjistit,
zda jsou tyto posloupnosti linearné nezavislé. Postup by byl obdobny jako v predchézeji-

cich ptipadech, jen o poznani technictéjsi. ZapisSme tedy, co jsme odvodili:

Tvrzeni 2.14. Nechl charakteristicky polynom (2.5) linedrni rekurence (2.4) md | na-
vzajem riznych korend Ay, ..., A\, nasobnosti po radé vy, ..., v. Pak kaZdd posloupnost

(an)n>1, kterd je fesenim (2.4), je komplexni linedrni kombinaci posloupnosti
()\?)nzl, (nA?)nzl, (nzA?)nzl, ey (n’W*l)\?)nzl y 1 E {1, ey l} (211)
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2.2.3 Charakteristicky polynom s komplexnimi koreny

Priklad 2.15. VyfesSme rekurenci a, 19 + 2a,+1 + 4a, = 0, ag = a; = 1. Charakteristicky
polynom P(A\) = A24+2A+4 ma tentokrat dva navzdjem komplexné sdruzené kofeny \; o =
—141i+/3. Nage posloupnost (a,),>o je tedy linedrni kombinaci posloupnosti (A?),>o, tedy

musi existovat komplexni «, 8 tak, ze pro kazdé n > 0 plati
= a(=1+iV3)" + (-1 —iV3)"

Dosazenim pocatecnich podminek dostaneme soustavu linedrnich rovnic

m=l=a+pfa=1 =a(-1+iV3)+B(-1—iV3)

STy Mo e _ 244V3 _ 3-2iV/3 _ 2-iV3 _ 3+2iV3 . 4 it
jejimz fesenim je a = TU2 = =5, b = v I T Mame proto nasledujici

vyjadreni n-tého ¢lenu posloupnosti a,,:

an:—?’_?‘/g(—lﬂ'\@)" 3+§“f( 1—4V3)".

Vzhledem k tomu, Ze ze zadani je posloupnost (a,)n>o zjevné celo¢iselnd, tento vysle-
dek zapsany pomoci komplexnich ¢isel se nAm moc nelibi. Pokusme se tedy najit vyjadieni
pro a,, které by pouzivalo pouze realna ¢isla. Protoze Ay = )y, je také Ay = o= g
Protoze také 3 = @, je a, vlastné realnou slozkou vyrazu 2= 2“[( 1+ iv/3)". Pro jeji
urceni pouzijeme zapis komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru a Moivreovu vétu. Mame

—1+iV3=2(-1+ z*/Tg) = 2(cos & +isin 3). Proto
(=1 +iV3)" = 2" (cos & +zsm%’r) = 2" (cos £ + isin 32) .
Odtud odvodime

n+1

3 — 213 2
a, = 2§R<TZ\/_(—1 +iV/3)" ) = 2" cos " + sin 222 |

Toto vyjadreni uz nevyuzivd komplexni jednotku. Ctendre mize napadnout, zda nelze

pro jesté hezci zapis a,, vyuzit faktu, Ze posloupnosti sin 2”7” a cos 2”—” jsou periodické s

periodou 3. Mame

27 (3k+2) V3

3 .
n 8 =0, s B YD 12 -
2n(3k) _ 1 2m(3k+1) 1 (32 V3
COs 3 ) C0572—57 COoS TF(3+) :_77
a proto
Qs = 23]43, Agpi1 = _23k 4 23k+1 — 23]6’ A3y = _23]€+1 - 23k+2 — _3. 23k+1 '
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Ziskanim takto jednoduchého vyjadieni vyvstane otazka, jestli jsme si vSechnu praci ne-
mohli usetfit a dospét k nému z rekurence rovnou. Jak se snado ukaze, toto mozné bylo,
pokud bychom provedli hned na zacatku jednoduchy trik: Protoze pozadujeme platnost
rekurence a,. 9+ 2a,.1 + 4a, = 0 pro kazdé n, napiSeme si tento vztah pod sebe pro dva

po sobé jdouci indexy,
Qnio + 2ap11 + 4a, =0,

(py3 + 20p42 + 4ap = 0.
Odectenim dvojnasobku prvni rovnice od druhé ziskdme vztah a,, 3 = 8a, = 2%a,. S
pouzitim poc¢atecni podminky ag = 1 odtud plyne ag, = 2%, z podminky a; = 1 odvodime

asie1 = 2°F a protoze ay = —2a, —4ag = —6, dostaneme také asy o = —6-23%F = —3.23%+1

Ve skutec¢nosti kazdy polynom s redlnymi koeficienty ma s komplexnim kofenem \q za
kofen i ¢slo Ao komplexné sdruzené, a to oba se stejnou nasobnosti. Mfizeme se stejné jako
prikladu 2.15 ptat, zda Teseni ptislusné diferenc¢ni rovnice nelze zapsat pomoci realné baze,
tedy nahradit posloupnosti (n/A\3),>1, (anS)nzl dvéma jinymi posloupnostmi v prostoru

M, které by byly linearné nezavislé. Vyuzijeme nasledujici tvrzeni z linearni algebry.

Tvrzeni 2.16. Pokud %, vy, Z, ..., Zx je baze vektorového prostoru V nad C, pak ¢

%(f—i— ), %(f— ¥), Z1, ..., 2 je baze vektorového prostoru V.

Diikaz. Toto tvrzeni dokazeme, kdyz ovérime, 7Ze z linedrni nezavislosti &, ¥, 21, ..., Zx
lyne linedrni nezévislost (7 + ¥), & (% — ¥), 2 2 O

ply 2 Y): 5 Y), 21y <5 Rk-

Dusledek 2.17. Necht mezi kofeny charakteristického polynomu (2.5) linedrni reku-
rence (2.4) jsou \g = r(cosp + ising), \g = r(cosp — ising) s ndsobnosti vy. Pak
posloupnosti (NI A )1, (WA )1, 0 < j < 40, v bdzi (2.11) prostoru M lze nahradit

posloupnostmi (/1" cosny),>1, (N?r"sinng),s1, 0 < j < 7.

Dikaz. Mame

5 @ ((WA)nz1 & (7 20)nz1) = <§ (WA + %, >>n21 N
= <8% nj/\n >n>1 = (n]%()‘g)>n21
4 1
Lo (o= (5B

= (&(nI \» ) _ ( Jjcx(\m >

<\S(n 0) n>1 " \S( 0) n>1

Protoze A\g = r(cos ¢+isin ), podle Moivreovy véty odvodime \j = 7" (cos p+isin )" =
r"(cos n + isinng), takze R(A}) = r" cosnp a I(A§) = r"sinnep. O
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2.3 Linearni diferen¢ni rovnice s pravou stranou

Podivejme se nyni na feSeni linearni rekurence k-tého fadu s konstantnimi koeficienty ale

nenulovou pravou stranou,
Qptk T Of—10ntk—1 + Qp—20ntk—2 + -+ + Q1Apt1 + XAy = f(n) T >1. <212)

Piidruzenym charakteristickym polynomem je polynom P(\) = \¥ + ap ( AF1 + ... +
a1\ + ag. Abychom naznacdili obecny postup Feseni nehomogenni diferencni rovnice, pro-
zkoumejme nejprve na piikladé nejjednodussi piipad pravé strany, kdy f(n) =1 je kon-

stantni.
Priklad 2.18. Resme diferenéni rovnici druhého ¥adu s nenulovou pravou stranou,
Qpio — 3Gpi1 + 2a, = 1. (2.13)

Protoze pozadujeme platnost tohoto vztahu pro kazdé prirozené n, miizeme vyuzit, ze i

(pi3 — 3Apio + 2a,11 = 1. Ode¢tenim obou rovnosti dostaneme
apas3 — 4apio + 5ap11 — 20, =0. (2.14)

To uz je homogenni diferen¢ni rovnice, ovSem tietiho radu. Zkusme ji feSit metodou,

kterou jsme se naucili. Charakteristicky polynom (2.14) je
PA) =X —4N+50—2=(A—1)*(\—-2),

proto kazdé feSeni (2.14) je linedrni kombinaci posloupnosti (1),en, (7)nen @ (2")nen, a

tedy n-ty ¢len je tvaru
a, = a+ fn+~2", pronéaké «,B,v€C. (2.15)

Je zfejmé, Ze pro jednoznaéné urceni feSeni (2.13) staci dvé pocatecni podminky, proto
jisté ne kazda trojice komplexnich koeficienti «, 3,y povede k feSeni pivodni rovnice.

Dosadme (2.15) do (2.13),

a+Bn+2)+72" —3(a+Bn+1) +~2") +2(a+ Bn+42") =1,

(1-3+2a+ (n+2-3n+1)+2n)3+(2""?-3-2"" +2.2") =1,

-~

=0 -1

=0
z ¢ehoz odvodime 8 = —1. Obecnym FeSenim rovnice (2.13) je tedy posloupnost (a,)n>1,

kde a, = a —n + 2™
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Ctenafe mozna uz napadlo, pro¢ zavislost na parametrech o a 7 zmizela. Je to tim,
ze pravé posloupnosti tvaru a + 72" jsou feSenim rovnice (2.13) bez pravé strany. Cha-
rakteristickym polynomem je totiz P(\) = A\ =3\ +2 = (A —1)(\ — 2), takZe piislusnou
homogenni rovnici fesi vSechny linearni kombinace posloupnosti (1"),,>1 a (2"),>1. Z toho
je vidét, Ze feSeni nehomogenni rovnice (2.13) lze rozloZit na soucet feseni a” pFidruzené
homogenni rovnice a jednoho partikuldrniho feSeni af k pravé strané. V nasem pripadé

an = al +af, kde a = a + 2" a af = —n.

Snadno si uvédomime, Ze linearita diferen¢ni rovnice umoznuje rozklad na homogenni

a partikularni feSeni i v pripadé obecné pravé strany.

Tvrzeni 2.19. Necht posloupnost (ab),>1 je libovolné Feseni diferencéni rovnice (2.12).
Pak vsechna Feseni této rovnice najdeme ve tvaru a, = a® + a?, n > 1, kde (al),>1 je

n’

néjaké resent pridruzené homogeni diferencni rovnice (2.4).

Otazkou zistava, jak nalézt néjaké partikularni feseni k dané pravé strané. Probereme
nékolik typu posloupnosti ( f (n))n>1, u kterych Ize dat k hledani partikularniho feSeni

navod.

2.3.1 Polynomialni prava strana

Prvnim pfipadem nenulové pravé strany pro nas byla konstantni posloupnost. UkadZeme
si, ze postup lze zobecnit. To, co se v prikladé 2.18 délo, totiz nebylo ndhodou.

Zkoumejme nyni obecnéjsi pripad, kdy na pravé strané diferen¢ni rovnice bude poly-
nom

fn)=co+cn+--+emt,

kdestf =t >0, cg, ..., c jsou obecné komplexni koeficienty a ¢; # 0. Podivame se, co se
stane, kdyz stejné jako v prikladé provedeme posunuti indexu a odecteni. Na pravé strané

nové rekurence mame polynom

fn)=fn+1)—fn)=co+cn+1)+-+en+1)—(co+ecn+--+en') =
=+ toa((n+ ) =n") +e((n+ 1) —n') =
=c 4 +otn ™+ (On' TP+ in+1)

L stoji koeficient

Polynom f je tedy stupné pravé t — 1, protoze u nejvysii mocniny nt~
¢; # 0. Situace je tedy zlep$ila, nicméné abychom ziskali homogenni diferen¢ni rovnici,

budeme muset tento posun s ode¢tenim znovu a znovu, celkem (¢ + 1)-krat. Po ¢ krocich
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dostaneme polynom stupné nula, tedy konstantu, po poslednim, (¢ + 1)-nim kroku bude
na pravé strané opravdu nulovy polynom.

Musime ovsem vyzkoumat, co se pfi téchto operacich déje na levé strané rekurence.
U7z po jednom kroku tam stoji komplikovany vyraz

ptk+1 T Qk—1Qpyf + -0+ Qolpt1 — (an+k + op_1Qpyp—1 + - F Oéoan) = ( )
2.16
= Qpit1 + (g—1 — Dapg + (g2 — Qg—1)anik—1 - + (0 — 1) an, — apay, .

Ve skutecnosti ale tento vyraz zkoumat nepotiebujeme. Potfebujeme totiz znat jen cha-
rakteristicky polynom P pridruzeny k nové rovnici. Ten ziskdvame dosazenim posloupnosti
A". Uvédomime-li si, ze posun v indexu pak znamend pouze vynasobi proménnou A, vi-
dime, Ze polynom 15()\) vznikne ode¢tenim ptivodniho charakteristického polynomu P(\)
od jeho A-nasobku, tedy P(\) = AP(\) — P(\) = (A — 1)P()\).

Jak jsme si fekli, operaci posunu indexu a odecteni potfebujeme provést (¢ + 1)-krat.

Na konci tak budeme mit homogenni diferen¢ni rovnici
bptkttr1 + Qprtbpipre + - + Q1bpys + b =0, n>1, (2.17)

s charakteristickym polynomem (A — 1)**!P()\). Réeni této nové homogenni rekurence
umime najit postupem z predchoizich kapitol jako linedrni kombinaci posloupnosti ziska-
nych z kofenti polynomu (A — 1) P(\). Ozna¢me A\; = 1 a necht r > 0 je ndsobnost
A1 jako kofene v ptvodnim polynomu P(A). Pak podprostor M posloupnosti, které fesi

homogenni rekurenci (2.17), ma bazi

(1)71217 (n>n217 ] (nr_l)nZM (nr)nZh ceey (nr—H)nzlu (2 18)
()\?)nZl, (n)\?)nzl, C. (n%_lky)nzl, 1€ {2, ey l} .
Poznamenejme, ze pokud polynom P nemél kofen A; = 1, pak (1),>1, (n)p>1, .-,

(n" 1)1 je prazdny seznam.

Odvodili jsme, 7e kazdé Teseni nehomogenni diferen¢ni rovnice (2.12) je feSenim ho-
mogenni rovnice (2.17). Naopak to ovSem neplati. Ne kazda linedrni kombinace prvki
béze (2.18) prostoru M spliuje rovnici (2.12). Posloupnosti (n")p>1, ..., (7" 7)n>1 jsou
v bazi M diky faktoru (A — 1)"*' polynomu P()). Zbytek uvedenych posloupnosti tedy
tvori bazi prostoru M vsech feseni homogenni diferenc¢ni rovnice pridruzené k ptvodni rov-
nici (2.12). Kazda jejich linearni kombinace proto odpovidd homogennimu Feseni (a”),>1.
Naopak linedrni kombinaci posloupnosti (n"),>1, . . ., (n"*"),>1 ziskdme partikularni feseni

k dané pravé strané. Toto partikularni feseni je ve tvaru
a? =don” +dn" - dn™ =n"(do +din + -+ dint), n>1.
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Koeficienty dy, . . ., d; zjistime dosazenim (a?),>; do (2.12). Shriime uvedené poznatky do

tvrzeni.

Tvrzeni 2.20. Je-li pravd strana (f(n)) ., diferencni rovnice (2.12) ddna polynomem
f(n) stupnét > 0, pak partikuldrni feseni rovnice (2.12) je ve tvaru a?. = n"g(n), kde r >
0 je ndsobnost korene A\ = 1 v charakteristickém polynomu P(X\) pFidruZené homogenni

diferencni rovnice a g(n) je néjaky polynom stupné st(g) = st(f) = t.

P¥iklad 2.21. Metodu pouZijeme k vypoctu sumy >, k? jeSté jinym zpisobem nez
v prikladu 1.5. Oznacime-li napiiklad S, := >,_, k?, snadno ziskdme pro posloupnost
(Sp)ns1 rekurentni vztah S, — S, = (n 4 1)2. Protoze Y,_, k? = 1, sou¢tem nasi sumy
je tedy pravé feeni této rekurence s poc¢atecni podminkou S; = 1. ReSeni homogenni
soustavy SZH — S" = 0 jsou samoziejmé konstantni posloupnosti, S = a € C. Abychom
urcili partikularni feseni, uvédomime si, zZe na pravé strané rekurence je polynom stupné
t = 2, a charakteristicky polynom rekurence P(A\) = A — 1 ma kofen 1 nésobnosti r = 1.
Proto partikuldrni feseni hleddme ve tvaru SP = n(dy + din + don?). Koeficienty dy, dy, do

ziskame dosazenim do rekurence s pravou stranou,
b =S =(n+1)(do+ di(n+1) + do(n + 1)*) — n(do + din + don®) =
=dy+di(2n+ 1)+ dy(3n* +3n+1) = (n+1)%.

Protoze potfebujeme rovnost pro véechna n > 1, staci porovnat koeficienty u jednotlivych

mocnin n.
TL02 do+d1+d2:1
Tll . 2d1 + 3d2 =2
n? 3dy =1

To je soustava tii linedrnich rovnic o tfech neznamych dy, dy, do, kterou snadno vyresime.

ReSenim je trojice

Partikuldrtn{ feseni proto nachézime ve tvaru S? = n(3 + sn + in®) = :(2n° + 3n* +n).

Obecné feseni rekurence S, — S, = (n+1)? je tedy S, = SE+52 = a+£(2n3+3n*+n).

Koeficient o, ktery odpovida pravé FeSeni udavajicimu soucet sumy >, k?, vypoéitame

dosazenim pocatecni podminky S; = 1. Mdme S; =1 = a + %(2 + 3+ 1), takze o = 0.
1

Mizeme tedy uzaviit, ze Y, k* = £(2n® 4+ 3n* +n), coZ samoziejmé odpovida vysledku

z prikladu 1.5.
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2.3.2 Kvazipolynomialni prava strana

Uvazujme jeSte obecnéjsi pravou stranu diferen¢ni rovnice ve tvaru tzv. kvazipolynomu,
tj. f(n) = C™p(n), kde p(n) je polynom a 0 # C' € C. Podivejme se, jakym zptsobem

reSeni ulohy prevedeme na znadmy pripad. Vydélime-li celou rovnici
Apik + Qp_1Gpip—1 + - + Q1apy1 + qpa, = C"p(n). (2.19)

¢islem C™**. dostaneme pii Sikovném zapisu

An+k  Of—1 Qpik—1 g Q1 Gpt1 Qo An p(n)
Cntk C (Ontk-1 Ck—1 On+1 Ck Cn - ck

an

cn>?

Zavedeme-li novou posloupnost a,, = ziskali jsme vlastné diferen¢ni rovnici

C~Ln+k + (Sékflger,k,l + 4 651C~Ln+1 + &gdn = ﬁ(n) . (220)

s koeficienty a; = C9*ay, j € {0,...,k — 1}, a na pravé strané je polynom p(n) =
C~*p(n). (Je t¥eba si uvédomit, Ze k je pevné, je to fad diferen¢ni rovnice.) Vyiesime re-
kurenci (2.20) postupem vyse uvedenym, kde @, = a"+a?. Reseni diferen¢ni rovnice (2.19)
dostaneme ve tvaru
a, = C"a, = C"al + C"ar . (2.21)
Zkoumejme vztah dvou vyse uvedenych rekurenci (2.19) a (2.20). Charakteristicky po-
lynom homogenni rekurence ptidruzené k (2.19) ozna¢me P()), polynom piislusny k (2.20)
oznacme 15()\). Podle pozndmky 2.11 jsou kofeny \; polynomu P jen C~'-nisobky kofent

polynomu P()\), tj. C~!\;. Proto vime, ze kdyz
()\?)nzl, (n)\?)@l, RN (n%_l)\?)n21, 1€ {1, .. 71}

je béaze prostoru feSeni ptivodni homogenni rovnice ptidruzené k (2.19), pak bazi

()\?)nzp (nj\?)nzp ] (n%_lj\?)nzp ? S {17 ey l},

prostoru feSeni homogenni rovnice pfidruzené k (2.20) lze zapsat pomoci kofeni polynomu
P(\) jako

(CT" A1, (MC " A sty -, (RO A sy, i€ {1, 1}
Odvodime tak, ze C"a” ve vztahu (2.21) je vlastné feSenim a? homogenni rovnice piidru-
zené k (2.19). Partikularni feSeni a? ziskame jako af = C™aP. Pfipomenime, 7e af jsme
podle predpisu z tvrzeni 2.20 hledali ve tvaru a2 = n"g(n), kde g(n) je polynom stupné

stg = stp = stp a r je nasobnost kofene 1 v polynomu P. Ta je ale stejna jako nasobnost

kotene C' v polynomu P. Odvodili jsme tak nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2.22. Je-li pravd strana (f(n)) _, diferenéni rovnice (2.12) ddna kvazipolyno-
mem f(n) = C"p(n), kde 0 # C € C a p je polynom stupné t > 0, pak partikularni
resent rovnice (2.12) je ve tvaru o = C"n"g(n), kde r > 0 je ndsobnost kotene A = C
v charakteristickém polynomu P(\) pridruZené homogenni diferenéni rovnice a g(n) je

néjaky polynom stupné st(g) = st(f) = t.

Piiklad 2.23. Vypocitame soucet >, (—1)*k?. Obdobné jako v pifkladu 2.21 ozna¢ime
Sy =Y p_1(=1)*k2 Posloupnost (S,),>1 spliuje rekurenci S,41 — S, = (—1)" " (n+ 1)
Regeni bude dano jednozna¢né, pokud zaddme poCatec¢ni podminku S; = —1. Obecné
reseni této rekurence s kvazipolynomialni pravou stranou je souctem obecného teseni
homogenni rovnice, coz je opét S* = o a partikularniho feseni SP. Podle tvrzeni 2.22 lze
partikularni feSeni hledat ve tvaru S? = C"n"g(n), kde C' = —1, r je nasobnost kotene
—1 v polynomu P(\) = XA — 1, tj. » = 0. Polynom g je stupné stejného jako (n + 1),
tj. stg = 2. Je tedy S? = (—1)"(dy + din + dan?). Koeficienty dy, dy,ds zjistime, kdyz SP

dosadime do ptvodni rekurence s pravou stranou.
SPo1 = SP =(=1)""(dy + di(n + 1) + da(n + 1)%) — (=1)"(dp + din + don?) =
= (=1)""(2do + di(2n + 1) + do(2n® + 2n + 1)) = (=1)"" ' (n+ 1)°.
Porovnédme koeficienty u jednotlivych mocnin n,

nO: 2d0+d1+d2:1
nlz 2d1+2d2:2
TL2Z 2d2:1

ReSenim této soustava rovnic je trojice

Partikuldrtn{ Feseni proto nachdzime ve tvaru S% = (—=1)"(3n + 3n?) = (_21)" (n? +n).
Obecné fedeni rekurence Sy, 11— S, = (—1)""(n+1)? je tedy S, = S +52 = a+ 2 (n?+
n). Koeficient «, ktery odpovida pravé feseni udavajicimu soucet sumy > ,_, (—1)k?
vypoditame dosazenim pocateéni podminky S; = —1. Mame S; = -1 =a + _71(1 +1) =

a — 1, takze opéta = 0. Mizeme tedy uzaviit, 7e S5, (—1)k k> = 52 (02 4 n).

Priklad 2.24. Se¢téme sumu ), _, k:(Z) Tentokrat uz samotné sestaveni rekurence neni

apln¢ pifmocaré. Oznacime-li opét S, = >, k(}), pak Sp41 = Zillk:(":l) Kdyz

chceme vyjadrit 5,1 pomoci predchozich ¢lent posloupnosti, pouzijeme identitu (”:1) =
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(%) + ("), kterd plati pro 1 < k < n. Je proto

k
n+1 n n
Spir =Y k() =D k() + e+ D) =D R(() + (")) A+l =
k=1 k=1 k=
n n n n—1
:Zk(g)+2k(kﬁl)+n+1:2k(g)+ k+1)() +n+1=
k=1 k=1 k=1 k=0
=2> k() +> () =28, +2",
k=1 k=0

kde jsme vyuzili, ze (") =1a Y, (7) = 2" Odvodili jsme tedy rekurenci
Sn+1—2Sn:2n, 51:1

Vime, ze S, = S" + SP. Protoze charakteristicky polynom piidruzené homogenni rovnice
je P(\) = X\ — 2, je obecné fefeni S" = « - 2". Partikularn{ fegeni hleddme ve tvaru

SP = 2"ndy. Dosazenim do rekurence zjistime
Sh =252 =2 (n+ 1)dy — 2"ndy = 2",

odkud snadno odvodime, ze 2dy = 1, tudiz dy = 3. Je tedy S, = Sh+ SP = - 2" 42" 'n,
S vyuzitim pocateéni podminky mame S; = 1 = 2a + 1, takze a = 0. Celkové tedy
Yh-1k(3) =2"""n.

Tento priklad ovSsem zaslouzi drobny komentafr. Ke stejnému vysledku bychom totiz
mohli dojit na zakladé jednoduché kombinatorické tivahy. Zjistime pocet moznosti, jak
ze tTidy o n zéacich vybrat vybor s predsedou. Pii pevném k je pocet riznych k-clennych
komisi v n-¢lenné t¥idé roven (Z) V kazdé z téchto komisi médme k& moznosti vybéru
predsedy. Proto k(:) je pocet k-Clennych komisi s predsedou. Abychom ziskali pocet
vSech moznosti, musime seéist pfes 1 < k < n. NaSe suma ) ,_, k(Z) tedy oznacuje pocet
riznych komisi s predsedou v n-Clenné tridé. Stejny pocet ovSem zjistime, kdyz nejprve
urc¢ime ve t¥idé predsedu - tu mame n moznosti. Pak komisi libovolné doplnime, a to tak,
7e kazdému ze zbyvajicich n—1 zakl rekneme, jestli v komisi bude nebo ne. To provedeme

271 zpisoby. Celkem n2" 1.

2.3.3 Algebraicky pristup
Na problém feSeni linearnich diferen¢nich rovnic lze nahlédnout jesté vice algebraicky.

Uvazujme operator A na prostoru ¢, zadany predpisem

Alan)nz1 = (A + Qr1Gnpp-1 + -+ 01ang + 0‘0““)@1 .
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Snadno ovérime, ze tento operator je linearni, totiz ze pro dvé komplexni posloupnosti
(@n)n>1, (bn)n>1 & komplexni &slo o plati A(a(an)n>1+ (bp)n>1) = @A(an)n>1+ A(by)n>1-

Regen{ diferenéni rovnice (2.12) je vlastné hledani posloupnosti (a,),>1 takové, Ze
Alap)p>1 = (f(n))nZl Z linearni algebry vime, ze mnozina vSech feSeni takové rovnice,

tj. mnoZina A~! (f(n))n>1 ma. tvar
A_l(‘f(n))nZl = (ab)n>1 + kerA,

kde posloupnost (a?),>1 spliuje A(a),>1 = (f(n))n>1 je néjaké partikularni feSeni a
kerA = A‘l((O)nzl) je jadro operatoru A, tj. mnozina vSech TeSeni homogenni rov-
nice (2.4). My jsme jiz d¥ive vidéli, ze kerA = M je podprostor prostoru ¢. Mnozina
v8ech FeSeni nehomogenni rovnice (2.12) je tedy linedrni varieta v /.

Predpokladejme, Ze je dano vice pravych stran (fi(n>)n>17 proi € {1,...,m}, ak nim
partikuldrni feSeni (a2%),>1, tj. takové posloupnosti, ze A(a')n>1 = (fi(n)), .. Protoze

operator A je linedrni je mnozina feSeni rovnice

Azt = (), oy + (Falm) oy + o+ (fu)

AT ((fl(n))nZl SRR (fm(m)nzl) = AT ((fi(n) 2y @ AT ((fn() 1oy =
= () )nz1 @ -+ @ (@™ )nz1 + kerA.
Pravou stranu linedrni diferen¢ni rovnice (2.12) si tedy mizeme rozlozit na soucet dil¢ich
pravych stran tak, aby se nam snéaze hledala partikularni feSeni. Tuto myslenku posléze

vyuzijeme.
2.3.4 Prava strana sin(nv), cos(nvy)

Poslednim pripadem pravé strany, kterym se budeme zabyvat, jsou posloupnosti typu
(sinng g(n))n>1, (cosng g(n)),>1, kde ¢ € R a g je néjaky polynom. Ve skutec¢nosti je
tento pripad snadno prevoditelny na predchozi ilohu. Staci si totiz uvédomit vzorce
eiz _ efiz eiz + efiz
sing=————, cosz=————, prozeC.
21 2

Priklad 2.25. ReSme rekurenci a, ;1 — 3a, = 2" cos % ReSenim homogenni rovnice je

. nmi | nmi o I U SRR .
al = a3". ProtoZe cos o= %(e 3 e s ), muzeme hledat partikularni feseni jako soucet

posloupnosti (a?!), (aP?), pro které

nmi _ nmi

pl p,l _ on—1 P2 p2 _ on—1
@y —3ah =2""es | a, —3ay"=2"""e 3 .
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Tyto rekurence uz maji pravé strany ve tvaru (navzajem komplexné sdruzenych) kvazipo-
lynomi %(Qei%i)n. ProtoZe stupeii polynomu je ¢ = 0 a nasobnost konstanty K = 2e*%
jako korene charakteristického polynomu je r = 0, partikularni feseni hledame ve tvaru

us’

u 7% _TINT ’
abt = d; (2e%)", ab? = dy(2¢7%)". Dosazeni provedeme pro a?',

apty = 3al! = di(20%)" =3y (2¢7)" = i (2¢7)" (2% - 3) = 27 1eT

odkud snadno plyne d; = 2(+ Podobné odvodime, ze dy = ———. I partikularni

2e% —3) 2(2e” % —3)
fesen{ jsou tedy k sobé navzijem komplexné sdruzend, takze a2 = ab!' + af? = 2RaP’.

Protoze , :
1 2% —3 2% —3
dy = i i = )
2(2e5 —3)2e" 5 —3 14
vypocitame
2 -5 - 3 T\ T n juss nmi
ab = 2%% (2e3)" =ZR(2e 5 —3)e s =
=2 (2cos 5 — 2isin % — 3)(cos % +isin &) = £ (-2 —i\/g)(cos% +isin %) =
= %( — 2cos +\/§sin%) = —#cos% + —Zn;/gsin%

Celkové Teseni ptivodni rekurence ziskdme sou¢tem tohoto partikularniho feSeni s fesenim

homogenni rovnice, tj.

n+1 n .
an:oz?)"—ZTcos%’r—i—%sm%”.
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3 Priklady jinych diferenc¢nich
rovnic

3.1 Rekurence s nekonstantnimi koeficienty
Priklad 3.1. VyiesSme rekurenci
an1 =n(ap +ap1+--+a)),n>2, a =1.

Na prvni pohled je to rekurence, kterd nezapada do naseho standardu. Provedeme-li ale
jednoduchy trik, na zndmy pripad ji pfevedeme. Stac¢i totiz oznacit s, = a1 + - -+ + a,.
Pak a,.1 je rovno rozdilu s,.1 — s, = a,41, takze plati s,,.1 — s, = ns,. Prepsdno ve
standardnim tvaru s, —(n+1)s, = 0. Vidime, Ze to je jednoducha homogenni rekurence
prvniho fadu, a i kdyz ma nekonstantni koeficient, snadno odvodime, ze s,, = n!s;. Protoze

s1=a; =1, je s, =n!aodtud pron > 2
=8, —Sp1=nl—(n—1)1'=Mn-1)(n—-1).

Priklad 3.2. ReSme homogenni linearni rekurenci druhého fadu s nekonstantnimi koefi-
cienty,

20,49+ 2na,1 +n(n—1)a, =0, n>2.

Tvar nekonstantnich koeficientl v této rekurenci miize smérovat k napadu, abychom celou

rovnici vydélili n!. Potom

Ap42 n Qpyl n<n - 1) Qp,
p P —0, n>2.
W TR =D =1 (n=2) =

Po substituci b,, = ﬁ pro n > 2 mame
2bn+2+2bn+l+bn:0; nZQ,

coz uz je homogenni rekurence druhého fadu s konstantnimi koeficienty. K dofeseni staci

urcit koteny charakteristického polynomu 2A? + 2\ + 1. Témi jsou navzdjem komplexné
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sdruzena cisla % + 5. Abychom dostali feseni vyjadieno jako linedrni kombinaci realnych

posloupnosti, pouzijeme postup z disledku 2.17, zapiseme ¢islo % + % v goniometrickém

tvaru
Lypd— L(2 4 v2)) = L(cosT 4 isinT)
2 T2 22 2 V2 4 1) -
Odtud b, = fn cos % + B\[n sin . Prejdeme-li zpét k posloupnosti a,,, mame

an:a(ff%) cos’m—i—ﬁ n smT n>2.

Pi#iklad 3.3. Re$me rekurenci
rm—m—=1r,1—(n—1r,2=0, n>2, (3.1)

s poc¢atecnimi podminkami rg = 1, r; = 0. To je homogenni linearni rekurence druhého
radu, ovSem s nekonstantnimi koeficienty. Trik z piikladu 3.2 tady nevede k cili, jak si
¢tenar miize sdm vyzkouset. Zadivame-li se na rovnici peclivé, vSimneme si, ze 1ze snadno
prepsat do tvaru
Ty — M1 = —(Tn—1 —(n— 1)7’n_2) )

Oznacime-li s, = r, —nr,_1, dostavame jednoduchy vztah pro posloupnost (s,),>1, totiz
Sp = —Sp_1. ZkuSené oko okamzité zjisti, Ze obecné FeSeni této rovnice je s, = (—1)"c.
Konstantu ¢ miizeme zjistit z pocatecnich podminek, protoze s; = —c =ry —rg = —1,

tudiz ¢ = 1. Zbyva tedy urcit, jak pomoci s, zjistime r,. Dosazenim mame pron > 1
Tn—nrp_1 = (—1)".

Zavzpominame na kapitolu 1.1, kde jsme vidéli, jak teSit libovolnou linearni rekurenci

prvniho radu. Pro jednoduchost ozna¢me posloupnost ¢, = &, pro kterou mame ¢,

(=nk

tho1 = % pro n > 1. S pouzitim ¢y = ro = 1 snadno odvodime, ze ¢, = Y_;,_ 0 i

odkud dale

rn = n! Z (_k;ll) . (3.2)
k=0

Tim jsme ziskali vyjadfeni pro n-ty ¢len posloupnosti (7, ),>0 bez pouziti predchazejicich
¢lentt této posloupnosti. Uplné spokojeni ale zatim nejsme, protoze bychom nejradéji méli

vztah pro n pomoci kone¢ného poctu elemementarnich operaci. Vypomizeme si nasledu-

jici ivahou: Vyraz (3.2) nam mizZe p¥ipomenout Tayloriv rozvoj funkce e* = Zj’) ”,i—lf
Proz = —1jetedy >, _, k,)k = e~ . Vrovnosti (3.2) ovem mame pouze kone¢nou sumu.
Protoze rozvoj fada ) ,_, kl,) ma Cleny se stfidavymi znaménky, odhadneme chybu

NS
D R T
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takze po vynasobeni n! dostavame

n o k
|rn—n!e’1‘:‘n!2( Y —n!e’1|< L <

1
—. (3.3)
prt k! n+17= 2

Na zaveér si uvédomime, zZe vSechny ¢leny posloupnosti (7, ),>0 jsou ze zadani nutné celoci-
Y =

selné, tudiz 7, 1ze podle (3.3) urcit jako nejblizsi celé ¢islo k ¢islu nle™!. To lze ekvivalentné

zapsat pomoci celé ¢asti,

rp = |nle”t +1]. (3.4)

3.2 Invertovaci formule

Zkoumejme nasledujici ulohu: Na konci skolniho roku si déti ve tfidé chtéji vzdjemné
davat darky. Protoze jsou ale nékteré déti oblibenéjsi nez jiné, aby to tém druhym nebylo
lito, ucitelka rozhodla, ze budou losovat, kdo komu darek donese. Kolika zpiisoby muze
losovani dopadnout?

Losovani odpovida permutacim na mnoziné {1,2,...,n}, kde n je pocet déti ve tFidé.
Je ale jasné, Ze pii losovani nechceme, aby dité mélo donést darek samo sobé, takze
vylou¢ime ty permutace 7, kdy pro néjaké 1 < i < n plati n(i) = i. Takové permutace
muzeme nazvat permutace bez pevného bodu. Jejich pocet oznac¢me d,,.

Pro mala n uréime d,, pfimo. Zjevné
di =0, dy=1, d3 =2,

protoze jedind permutace jednoho prvku je identita, na dvou prvcich uz mame jednu
transpozici, a na tfech prvcich cyklické permutace (231) a (312). Zbylé ¢tyfi permutace
na {1,2,3} jsou identita a tii transpozice, kde pevnym bodem je postupné i =1, i =2 a
i = 3. Zkusme odvodit pocet d,, obecné. Roztiidime vSechny permutace na {1,2,...,n},
kterych je n!, do t¥id podle toho, kolik maji pevnych bodi. Hledané ¢&islo d,, oznacuje
pocet téch, které nemaji zadny pevny bod. Téch, které maji pevny bod pravé jeden, je
nd,_1. Je totiz n zplsobu, jak zvolit pevny bod, a pak d,,_; zpiisob, jak zamichat ostatni
prvky mnoziny {1,2,...,n}. Obdobné (g) d,_o je poCet prmutaci s pravé dvéma pevnymi

body. Mizeme tedy zapsat

= dy+ndyy 4 (0 )dug bt (7 Vot (7 )di 1,
2 n—2 n—1

kde posledni jednicka zastupuje jedinou permutaci, kdy jsou pevnymi body vSechny prvky

mnoziny {1,2,...,n}, a to identitu. Dodefinujeme-li dy = 1, pak tento vztah lze prepsat

30



na

n! = zn: (7:) s (3.5)

=0

Takovy vztah je vlastné taky rekurenci pro posloupnost (d,,),>0, nase avahy o linearnich
diferen¢nich rovnicich pro feseni této rekurence nefunguji. Nastrojem nam v tomto piipadé

bude nasledujici invertovaci formule.

Véta 3.4. Necht (fn)n>0, (gn)n>0 jsou posloupnosti takové, Ze pro kazdé n € Ny plati
In =Y ro (Z) Jn—i- Pak pro pro kazdé n € Ny plati f,, = ,_, (")( 1) gk

Diikaz. Do pravé strany vztahu, ktery chceme dokazat, dosadime predpoklad

PS = zn: (Z) (=D *gn_p = zn: (Z) (—1)F n_: (n ; k) e -

k=0 k=0 j=

Ve vnitini sumé zaménime poradi sc¢itanci, takze
n n n—k n
PS=>" ’f§ fi-
k n—k—j
k=0 j=

V tomto vyrazu zaménime sumy,

s B (T SO

k=0 j=0 =0 k=0

a dale rozepiseme kombinac¢ni cisla,

n n—=k)!
PS= ZZ k'n— )'(ngk—;)!j!fj'

Zkratime (n — k)! a z vnitinisumy vytkneme vSe, co nezavisi na jejim s¢itacim indexu k,

n n—j n

B n! Nk 1 B (n—j)!
PS_;fjj!kz:;( D k‘!(n—k;—j)!_; (n — j‘z k;'n— k-’

pii¢emz jsme rozsifili vyndsobenim (n — 7)!/(n — j)!. Tak ziskdme
—J
ps=3 ()5 (")
k=0
Vnitini sumu ted upravime podle binomické véty 37—/ (";j)(—l)k =(1-1)""7 =§,,

tj. tato suma je nulova pro vsechna j kromé j = n, kdy méa hodnotu 1. Proto mtizeme

oS0

coz jsme chtéli ukazat. O

uzavrit
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Predvedme pouziti této invertovaci formule na piikladu permutaci bez pevného bodu.

Piiklad 3.5. Chceme-li aplikovat vétu 3.4 na vztah (3.5), polozime g, = n! a f, = d,. Z

véty potom dostaneme

=3 (Z)(—nk(n—k)!: Y Z—:(—l)’“-

k=0 k=

o

To ale pfesné odpovida vyrazu (3.2). S pouZitim feSeni piikladu 3.3 tedy zjistime, Ze
poCet permutaci mnoziny {1,2,...,n} bez pevného bodu je d,, = |nle™' + 3]. Ctenafi
ponechavame jako cviceni, aby si rozmyslel kombinatorické zdivodnéni, proc¢ posloupnost

(dy)n>0 splije rekurenci (3.1).
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4 Joseftiv problém a souvisejici
ulohy

Josefliv problém patii mezi tzv. rozpocitavaci tlohy. Jmenuje se podle fimského historika
zidovského ptvodu Josefa Flavia, ktery ho popsal ve svych zapiscich o prvni Zidovské vélce.
Podle Josefova popisu obléhani mésta Jodfatu byli on a dalsich 40 bojovnik{ uvéznéni v
jeskyni ffmskymi vojéky. Nechtéli se nechat Rimany zajmout, a tak se rozhodli spachat
hromadnou sebevrazdu. Shodli se, Ze se zabiji navzajem tak, aby nikdo nezahynul vlastni
rukou. Prvni vylosovany bude zabit druhym vylosovanym, ten zase tfetim, atd. a az po-
sledni se vyda obléhateliim. Losovani probéhlo rozpocitavanim tak, ze si bojovnici stoupli
do kruhu a los padl na kazdého tietiho. Josef popisuje, zZe shodou ndhod nebo mozna
Bozim tizenim zistal on a jeho pritel jako posledni na fadé. Josef byl tedy zajat, ale pro-
toze vojevidci Vespasianovi predpoveédél, ze se stane cisafem, nejenze prezil, ale dokonce
byl propustén a ve sluzbach Rima udélal pomérné slusnou kariéru.

Podivame se na tuto rozpocitavaci tlohu, ale ve zjednodusené verzi.

4.1 ZjednoduSeny Joseftiv problém

Nejdrive zformulujeme tdlohu. Postavime n lidi do kola, pricemz jednotlivé osoby jsou
oznaceny Cislem od 1 do n podle poradi. Postupné vyfazujeme kazdého druhého (tj. osobu
s Cislem 2, 4, 6, atd.) a takto projdeme cely kruh. Pfi dal$im vyfazovani postupujeme
stejné, jen uz neni na prvni pohled jasné, kterych osob se zbavujeme. Na konci prezije
jedind osoba a my oznacime J(n) ¢islo, kterym tato osoba byla od zafatku oznacena.
Reseni naseho problému tedy spo¢iva v popisu posloupnosti (J(n))n>1.

Na prikladé si miizeme vyzkouset
4B 48 &8 €8 €5
@ © ©, ©, ©,
takze pfezivsi je ¢islo J(6) = 5.
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Mzeme si vSimnout jistych zdkonitosti. Je samoziejmé, ze vSechny osoby se sudym
poradim vypadnou hned v prvnim kole. V nésledujicim kole pak skrtneme jako prvni
osobu ¢. 1 nebo 3 podle toho, jestli pivodni pocet osob byl lichy nebo sudy. RozliSme si
proto tyto dva pripady.

Necht nejdiiv n = 2m pro néjaké m > 1. Po prvnim kole nam zbyde m osob, pricemz
posledni vyrazena byla osoba s ¢islem 2m. Nez zacneme dalsi kolo vytazovani, vSechny
zbylé osoby (tj. 1,3,5,...,2m— 1) dostanou nové oznadeni (tj. 1,2,3,...,m), takZe osoba
s ptivodnim ¢islem 2k — 1, pro k = 1,...,m, dostane nové oznaceni k, protoze je ted k-ta
v pofadi. Pfedpokladejme, Ze zndme hodnotu J(m), coz je nové oznaceni osoby, kterd
preZije. Sta¢i uz jen zjistit, jaké bylo jeji puvodni oznaceni. To je zjevné 2J(m) — 1.

Uvazujme nyni ptipad, kdy n = 2m+1 pro m > 1. Po vyrazeni m+ 1 osob zbyde osob
m, pricemz posledni jsme vyradili osoby s ¢islem 2m a pak 1. Opét vSechny zbylé osoby
3,5,...,2m + 1 precislujeme na 1,2, 3,...,m, takze tentokrat osoba s puvodnim c¢islem
2k + 1, pro k =1,...,m, dostava nové oznaceni k. Hodnotu J(2m + 1) pak vypocitame
z J(m) podle J(2m + 1) = 2J(m) + 1.

Celkové jsme tedy odvodili nasledujici rekurentni vztah pro posloupnost (J (n))n>1,
J(1) =1,
J(2m)=2J(m)—1, m>1, (4.1)

J2m+1)=2J(m)+1, m>1

1. feSeni: Vypisme si nékolik poc¢atec¢nich hodnot posloupnosti:

n (1121345678910 |11|12|13]14]15]16
Jn) [T 1|3[1|3|5[7|1|3]5 |79 |11|13]|15]1

Pozorovanim této tabulky nas mtize napadnout, ze hodnoty 1 posloupnost nabyva prave
pro argumenty ve tvaru 2¥. Déle se zd4, Ze mezi jednotlivymi jedni¢kami jsou posloupnosti
po sobé jdoucich lichych ¢isel. To Ize jednoduse zapsat, pokud si uvédomime, Ze vSechna
pfirozend ¢isla lze zapsat ve tvaru n = 28 + 1, kde k > 0 a 0 < [ < 2%, pficemz riiznym

parim (k,[) odpovidaji rizna n. Pak
Jn)=J2"+1)=20+1. (4.2)

Platnost uhodnutého vzorce ovérime matematickou indukci na k. Pro k = 0 je jediné [ = 0,
a tudiz J(2° +0) = J(1) =1 = 2- 0 + 1. Pfedpoklddejme, Ze pro kladné exponenty < k

uz vzorec (4.2) plati. Protoze v indukci budeme pouzivat rekurentni vztah (4.1), rozlisime

34



pifpad sudého a lichého I. Je-li k > 1 a 0 <1 < 2* je sudé, pak 2 +1 =2(2""' + 1), kde

0< % < 2F=1 Proto s pouzitim rekurentniho vztahu a indukéniho predpokladu méme

) =272+ L) —1=202f+1)-1=20+1.

Prok>1a0<1<2"liché je 28 +1=2(2"" 4+ 151) + 1, kde 0 < 52 < 2"71. Proto je
JRETT+5) +1) =272 + 5 +1 =202 +1) +1=20+1.

Tim jsme platnost vzorce (4.2) ovéfili.

2. feseni: Ukazme si, ze ke stejnému vysledku bychom mohli dojit i bez pouziti reku-
rentniho vztahu (4.1). Nejprve se podivejme na p¥ipad, kdy pocet osob v kruhu je n = 2*
pro k > 1. Kdyz za¢neme rozpocitavat od prvniho a projdeme jedno kolo, zbyde pravé
polovina, tedy 2¥~1 lidi a pocitat v dalsim kole se bude opét od osoby &. 1. Po k kolech
zbyde ‘v kruhu’ jen jeden ¢lovék, a to pravé osoba ¢. 1. Proto J(2F) = 1.

V piipadé, ze lidi v kruhu stoji 2% 4 [, za¢neme tim, Ze vyfadime [ osob, takZe v kruhu
zbyvé 2F lidi. Z predchoziho vime, Ze v takové situaci preziva ten, od kterého za¢neme
pocitat. Protoze posledni z [ lidi, kterého jsme skrtli, byla osoba ¢. 2/, mame nové pocitat
od osoby ¢. 21 + 1. Vidime, ze J(2F +1) = 21 + 1.

Tim jsme ovéfili, ze feSenim rekurence (4.1) je opravdu posloupnost (4.2).

4.2 Zobecnény Josefiiv problém

Zkusime predchozi tlohu lehce zobecnit. Uvazujeme realné parametry «, 5y, 1. Budeme

hledat posloupnost (J(n)) ktera spliiuje rekurenci

n>1
J(1) = a,
J(2n) =2J(n) + fy, n>1, (4.3)
J2n+1)=2J(n)+ /1, n>1

Ve vysledku ptedchoziho prikladu byla dilezitd nejvyssi mocnina dvojky obsazena v

argumentu n. Zkusme zkoumat rekurenci (4.3) v zavislosti na dvojkovém zapisu ¢isla n.
Predpokladejme, ze

n= (b -bo)y = bp2" + -+ by - 2" + by.

Uvédomime si, ze ve dvojkovém zapisu o parité ¢isla rozhoduje posledni cifra by, specidlné

. sudé, pokud by =0,
n je
liché, pokud by = 1.
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Posledni cifra tedy rozhodne, kterou rovnici z rekurence (4.1) mame pouzit. Kdyz by = 0,
tedy n = 2m = (b ---b10)s, pak dvojkovy zapis ¢isla m, tedy poloviny z n, je m =
(bg -+ - b1)o. Podobné kdyz by = 1, tedy n = 2m + 1 = (bg---b11)a, pak dvojkovy zapis

¢islam = (n—1)/2, je opét m = (b, - - - by )2. Rekurenci (4.3) tedy mizeme jednotné zapsat

J((br -+ b1bg)a) = 2J (b -+ b1)2) + By, J(1) = a.

Tady jsme vyuzili, ze v rekurenci je Sy pii by = 0 a f; pii by = 1. Nyni mizeme tuto
rekurenci opakované pouzit,
J(TL) = J((bk tee blbo)g) = 2J((bk te bl)g) + Bbo = 2<2J((bk Tt bg)g) + 6(21) + Bbo =
= 22T ((bg -+ - b2)2) + 2" By, + By, = 2° (2]((bk -+ Dg)2) + 6@) +2' 8, + By = =
= 2T ((bk)2) + 2" By, + -+ + 2" 5oy + Do

Protoze standardné volime nejvyssi cifru nenulovou, tedy b, = 1, mame ve finéle
J(n) =2"a+ 2", 4+ 2'By, + By

coz by pfi mirném zneuziti znaceni mohlo byt zapsano

J(n) = (Ozﬁb,%l x 'ﬁblﬁbO)Q'

Priklad 4.1. V nasi pavodni rekurenci (4.1) uréime timto zpasobem J(70). Nyni plati
a =1, By = —1, f1 = 1. Protoze dvojkovy zépis ¢isla 78 je 78 = (1001110), bude
vysledkem ¢islo

J(78) = (Bofof1S1S1fo)2 = (1TT1111),,
pficem? jsme pro cifry v “zobecnéné dvojkové soustave” pouzili zapis 1 = —1. Vysledkem
je tedy

J(78) = (1T11111), = 2% —2° — 24 423 + 22 + 2 — 1 = 29.

Piivodni metodou bychom dostali stejny vysledek, protoze 78 = 26 + 14, takze J(78) =
2-144+1=29.

Ptedchozi tvahy miizeme zobecnit jesté dale, totiz na rekurence, v nichz je predpis
rozliSen v zavislosti na zbytku po déleni jinym ¢islem nez 2. Je uz jednoduché ovérit, ze

plati nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 4.2. Necht d € N, d > 2, a necht dale c,aq,...,aq-1,00,-..,B4-1 € C jsou

libovolna ¢isla. Je-li n = (b - - - bibo)g zdpis ¢isla n v soustavé se zdkladem d, pak Tesenim

rekurence
J(l) = (q,
J(d - 1) = g—1,
J(dn+j)=cJ(n)+p;, j€{0,....,d—1}, n>1,
je

J(”) - (abkﬁbk,1 e ﬁblﬁbo)c == Ckabk + Ckilﬁbkfl + te + Cl/gbl + /Bbo'

Priklad 4.3. Najdeme hodnotu f(135) posloupnosti (f(n)) kterd je feSenim reku-

rence f)y =0, f2)=1, fB) =2,
f(dn) =3f(n) + 2,
f(dn+1) = 3f(n) —
fdn+2) =3f(n) +1,
fdn+3) =3f(n) —

Budeme fesit rekurenci podle tvrzeni 4.2. V nasem piipadé mame d = 4, ¢ = 3 a dale

061:07 062:1, 053:2, 50:27 61:_57 62:]-7 /83:_

Nejprve zapiseme ¢islo 135 v soustavé se zédkladem d = 4. Plati 135 =2-43 +1-4' + 3 =
(2013)4. Cifry tohoto rozvoje pouzijeme jako indexy koeficienti «, resp. § pro ziskani

vysledku. Podle tvrzeni 4.2 je
fin)=cag+ o +c'Bi+p3=3-1+3-2+3-(=5) — 1= (1251)3 = 29.

Vysledek jsme zapsali i pomoci zneuzitého znaceni, pri¢emz jsme pro cifry v “zobecnéné

trojkové soustave” pouzili zapis 5 = -5 a 1= —1.
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5 Koreny polynomu

Podstatou feSeni linednich rekurenci je urceni korenu charakteristického polynomu. To
muze byt zapeklitd otdzka, pokud je polynom vyssiho stupné. Exaktné (takzvané v ra-
dikélech) totiz lze urcit pouze kotfeny polynomt linedrnich, kvadratickych, kubickych a
kvartickych. Nasledujici tvrzeni nam alespon dava metodu, jak najit vSechny racionalni

kofeny polynomu, pokud ma celo¢iselné koeficienty.

Véta 5.1. Je-li f(x) = apz™ + -+ a1z +ag, n €N, ag,...,a, € Z, pak viechny jeho

racitonalni koreny lezi v mnoZiné

r
{— :r €7Z, s € N,r|ay, s|an}.

5
Diikaz. Ptedpokladejme, Ze polynom f ma racionélni kofen %, r € Z, s € N, kde zlomek
je zapsan v zdkladnim tvaru, tedy r je nesoudélné s s. Proto plati f(%) = 0. Dosadime-Ii,
vidime
n n—1
0=f(E)=az + a1+ +ai+a.

s

Vynésobenim obou stran rovnosti ¢islem s”, obdrzime
0=a, "+ ap_ 17" ts+ -+ ars" 4+ aps" .
Odtud snadno odvodime, 7e
a,y" =0 mods a ays" =0 modr.

Proto s déli a,,r™ a r déli aps™. Nyni vyuzijeme nesoudélnosti r a s. Jestlize totiz s déli
a,r™ a je nesoudélné s r, nutné déli a,. Podobné odvodime, ze r déli ap. Tim je dikaz

hotov. L]

Ptiklad 5.2. Urcete kofeny polynomu f(z) = 5x* + 42° + 42% + 42 — 1. Podle véty 5.1
mize byt racionalni ¢islo §, p € Z, q € N, kofenem polynomu f, pouze pokud p|1 a ¢|5.

To znamend, ze jedinymi kandidaty na racionélni kofen polynomu f jsou

|
Pe {il,i—}.
q 5)
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Staci tedy overit pro kazdy prvek £ této mnoziny, zda f (g) = 0. Mame

F)=5+4+4+4—1=16#0,
f(=1)=5-4+4—-4—1=0,
1 1 1 1 1
f(5) 54+ 53+ 52+ )
1 1 1 1 1 208

Sy =5— — 444 — 4 — 1= 0.
J=5) =55 45 +4E — 45 1257

Racionalnimi koteny polynomu f jsou tedy —1 a é Pokud vydélime polynom f polyno-
mem (z + 1)(5z — 1) = ba? + 4z — 1, ziskdme z? + 1, takze zbyvajicimi kofeny polynomu

f jsou %i. Polynom f lze tedy rozlozit na kofenové ¢initele
f(x) =52* + 42 + 42 + 4z — 1 = (v + 1)(5z — 1)(z + i) (z — i).

Na predchozim ptrikladu mizeme pozorovat, ze vSsechny racionalni kofeny polynomu s
celoc¢iselnymi koeficienty lze urc¢it vycislenim polynomu v konec¢ném poctu bodi. Predve-
deme si proto zptisob, jak toto zjednodusit.

Uvazujme opét polynom f(z) = ap,2™ + -+ 4+ a1 + ag. Nasim cilem je vy¢cislit f v

bodé c. K tomu pouzijeme vhodny prepis f,
fle) =ap+clay + clag + -+ - clan—2 + c(an_1 + cay)) --+)).

Polynom tedy miizeme vycislovat postupné od vnitini zavorky. Formalné postupujeme

takto:
b, = a,

bn—l = ap-1 + Cbn
(5.1)
b1 =a; + Cbg
bo ‘= ag + Cbl
Snadno si uvédomime, 7e by = f(c). Pfi takovém postupu vyéislovani polynomu stupné n
pak pouzijeme nejvyse n nasobeni a n sc¢itani. Tim se pocet operaci oproti vypoctu pou-
hym dosazenim vyrazné snizuje. Tento postup se nazyva Hornerovo schéma a lze zapsat

do tzv. syntetického diagramu, do kterého vyplnime v prvnim radku koeficienty poly-

nomu od nejvyssiho k nejnizsimu a do druhého radku postupné dopocitavame b,, ..., by
podle (5.1)
lan | an1 |-+ a1 | ao
C‘bn‘bn—l‘ ‘bl‘bg



Priklad 5.3. Vyd&islime polynom f(z) = 5z* 4 42® + 42% + 42 — 1 v bodé ¢ = 1 s pomoci

Hornerova schematu. Mame
flc)=—=14c(4+c(4+ c(4+ch)))
Vyplnime tedy do tabulky

5]4]4]4]-1
s15[5[5[5] 0

Vyslo nam tedy, Ze f(é) = 0. Pro zajimavost uvedme, Ze nova posloupnost 5,5, 5,5 tvori

posloupnost koeficienti v polynomu, ktery ziskdme vydélenim polynomu f kofenovym

1

Cinitelem z — £, coz si Ctenal mize rozmyslet. Plati tedy

f(@) = (z — $)(5a” + 52® + 5z + 5) .
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6 Konecné grupy a konecéna télesa

V linearni algebte jste zavedli pojem téleso. Definici télesa spliuji mnoziny R a C redlnych
a komplexnich cisel. S témito télesy jste pak pracovali v kontextu vektorovych prostort,
ale 1 posloupnosti a funkci. Kromé R a C jste se setkali s télesem Q racionalnich ¢isel.

Stejné vlastnosti ale splnuje celd fada dalsich mnozin.

Piiklad 6.1. Pt. Uvazujme mnozinu prvki {a,b,c} a na ni definované operace + a x

pomoci tabulek

+la|b]|c xlalblc
alalblc alalala
blblc|a blalbl|c
clclalb clalc|b

Poznamenejme, ze vysledek operace x oy je v tabulce o v fadku oznaceném z a sloupci
oznac¢eném y. Snadno se presvédéite, Ze mnozina {a, b, c} s takto definovanymi operacemi
spliiuje vSechny vlastnosti pozadované od télesa. Specialné prvek a = 0 je neutralni vzhle-
dem ke sc¢itani, b = 1 je neutralni vzhledem k nasobeni. Prvek b je opacny k prvku ¢, a
prvek c je inverzni sam k sobé. Prejmenujeme-li jesté ¢ = 2, je jasné vidét, ze operace +

a * jsou pravé sc¢itani a nasobeni modulo 3.

Predvedeme, jak takové téleso miize byt uzite¢né v kontextu rekurentnich posloupnosti,

naptiklad kdyz zkoumame délitelnost jejich ¢lent.

Piiklad 6.2. Urcete, které ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou délitelné tiemi. Misto
(F))n>0 ndm staci uvazovat posloupnost (R,)n>0, kde R, je zbytek po déleni ¢isla F),
tfemi. Pak R, € {0,1,2} a ¢islo F,, je délitelné tfemi, pravé kdyz R, = 0.

Nova posloupnost splhuje rekurenci R, o = R,+1+ R, pron > 0, ve které nyni operace
+ je sc¢itani modulo 3, s poc¢atecnimi podminkami Ry =0, R, = 1.

Snadno napo¢itdme nékolik prvnich ¢lentt posloupnosti (R,,)n>0

n |0]1(2|3[4[5|6|7|8
R,/0/1{1(2/0[{2]2|1]|0]1
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Protoze jsme ziskali Ry = Ry = 0, Ry = R; = 1, bude posloupnost (R,),>o periodicka s
periodou délky 8. Délitelné tfemi jsou pravé Fibonacciho ¢isla, jejichz index je délitelny
¢tyrmi, tedy

3|F, <= 4n.

V tomto vykladu nas budou zajimat pravé konecna télesa. Jejich plnou silu uvidite v

kurzu Teorie kédovani [4].

6.1 Grupy

Struktura télesa pracuje se dvéma binarnimi operacemi. Jesté elementarnéjsi strukturou

je tzv. grupa, mnozina vybavena jednou binarni operaci s ur¢itymi vlastnostmi.

Definice 6.3. Necht G je neprazdnd mnozina a o : G x G — G binarni operace na G s
vlastnostmi:

e ao(boc)=(aob)ocprokaidéa,b,ce M (asociativita),

e existuje e € M takové, ze e o a = a pro kazdé a € M (e je neutralni prvek),

e pro kazdé a € M existuje b € M takové, ze aob =e (b je inverzni prvek k prvku a).
Mnozinu G spolu s operaci o zna¢ime (G,0) a nazyvame grupa. Pokud je z kontextu
ziejmé, jakou operaci o uvazujeme, mluvime o grupé GG. Pokud operace o navic spliuje
e aob=boaprokazdé a,b,e6 M (komutativita),

rekneme, ze grupa G je abelovska.

Pojem grupa zachycuje obecnou podstatu rfady matematickych struktur. Nejmensi
grupou je tzv. triviadlni grupa E obsahujici pouze jediny prvek. Nejcastéji se setkavame s
grupami, jejichz nosné mnoziny jsou podmnoziny komplexnich ¢isel a operace jsou bézné

scitani a nasobeni. Tyto operace jsou asociativni a komutativni.

Piiklad 6.4. Mnozina celych €isel s operaci s¢itani (Z, +) je abelovska grupa, neutralnim
prvkem je 0 a opa¢nym k m je —m. Naopak mnozina (N, +) grupou neni. Neobsahuje totiz
ani neutralni prvek, ani inverze. Dal§imi jednoduchymi priklady grup jsou (Q, +), (R, +).

Mnozina realnych cisel vybavena nasobenim vlastnosti grupy nespliuje. Neutralnim
prvkem vzhledem k nasobeni by mohla byt 1, ale pak nemé ¢islo 0 inverzi. Nicméné

struktura (R \ {0}, ) uz grupou je, stejné tak (Q\ {0},-).

Pod pojem grupa ovSem spada i fada méné béznych struktur.
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Priklad 6.5. Necht G je mnozina vSech spojitych bijekci f : R — R a o je operace
skladani zobrazeni. Operace o je asociativni, neutralnim prvkem je identické zobrazeni a
ke kazdé spojité bijekci f je jeji inverzi vzhledem ke skldddni spojita funkce f~!. Proto
(G,o0) je grupa. Tato grupa ovSem neni abelovska. Jako pfiklad si mtizeme uvést funkce

f(z) =2z, g(x) = x + 1. Plati

(fog)(z)=f(g(z)) =2z+2, ale (go f)(z) =g(f(z)) =2z +1.

Priklad 6.6. Necht G je mnozina vSech matic A € R"*" s nenulovym determinantem
a o je operace maticového nasobeni. Pak (G,o) je grupa, kterd neni abelovska. Ptiklad

muzeme najit uz u matic 2 x 2. Oznac¢ime-li
11 2 0
=)o)
3 1 2 2
A-B:(1 1), ale B-A:(1 2).

Nejzasadnéjsim prikladem konec¢nych grup jsou grupy ziskané pomoci operaci s¢itani

pak

a nasobeni modulo m € N. Tyto operace jsou opét asociativni a komutativni. V dalsim

textu je pro rozliseni od s¢itani a nasobeni v C budeme znacit &, ©.

Piiklad 6.7. Necht m = 5. Pak mnozina Zs = {0, 1,...,4} s operaci s¢itani modulo 5 je
grupa. Neutralnim prvkem je 0, a protoze 154 =0, 2@ 3 =0, jsou prvky 1 a 4, resp. 2
a 3, navzajem opacné. Proto (Zs,® mod 5) je grupa.

Vybavime-li mnozinu Zs operaci nasobeni modulo 5, bude 1 neutradlnim prvkem, ale
narazime na problém, ze 0 nemd inverzi. Kazdy nenulovy prvek ale inverzi méa, protoze
101=1,203=1,404 = 1. Struktura (Z; \ {0}, ® mod 5) je tedy grupa.

Priklad 6.8. Necht m = 6. MnozZina Zg = {0,1,...,5} s operaci s¢itdani modulo 6 je
opét grupa. Neutralnim prvkem je 0, a pary opacnych prvkil jsou 15 =0,2® 4 = 0,
303=0.

Vyzkousejme, zda nésobeni modulo 6 opét vytvori grupu na mnoziné nenulovych
zbytkd modulo 6. Zg \ {0} = {1,2,3,4,5}. Neutrdlnim prvkem mitize byt jediné 1. Maji

ale vSechny prvky inverze? Zjevné 1 je inverzni sama k sobé a také plati 5® 5 = 1. Ale
202=4,203=0,204=2,205=4.

Proto prvek 2 nemé v mnoziné Zg \ {0} inverzi. Stejné tak bychom nenalezli inverzi k

prvkiim 3 a 4. Je to tim, zZe 2, 3,4 jsou c¢isla soudélna s 6.
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Situace z predchozich dvou prikladi se d& zobecnit do nasledujiciho tvrzeni.
Tvrzeni 6.9. Necht m € N a necht ® a ® znaci operace modulo m. Pak plati

1. (Zp,®) je grupa pro kazdé m € N.

2. (Zm \ {0}, ®) je grupa, privé kdyzZ m je prvocislo.

Diikaz. V mnoziné Z,, = {0,1,...,m — 1} vybavené s¢itinim modulo m je neutralnim
prvkem 0. K prvku k € Z,, je inverzi prvek m — k € Z,,, protoze k @ (m — k) = 0. Proto
(Zn, ®) je grupa.

Uvazujme mnozinu {1,2,...,m — 1} s nasobenim modulo m. Neutrdlnim prvkem je
1. Jestlize m neni prvodislo, pak existuje d € {1,2,...,m — 1}, které je délitelem ¢isla m.
Kdyby toto d mélo v mnoziné {1,2,...,m — 1} inverzi k& vzhledem k néasobeni, pak by
platilo d ©® k = 1. To ale znamen4, Ze existuje j € Z takové, ze d-k =1+ 5 -m. To ale
neni mozné, protoze ¢islo d déli levou stranu, ale nedéli pravou stranu této rovnice.

Pro diikaz opac¢né implikace druhého tvrzeni vyuzijeme znalost z prvniho semestru
diskrétni matematiky [3]. Necht m je prvocislo. Pak jsou vSechna ¢islad € {1,2,...,m—1}
nesoudélnd s m. K danému d tedy existuji &k, j € Z tak, ze plati d- k+m - j = 1, navic k
je uréeno az na posun o nasobek ¢isla m. Lze tedy volit £ € {1,2,...,m — 1}. To oviem

znamenad, ze d ® k = 1, takze k je inverze k prvku d. O]

Poznamka 6.10. Stejné jako jsme z mnoziny Z,, odebrali 0, kterd neméla inverzi vzhle-
dem k nasobeni, lIze v pripadé, ze m neni prvocislo, odebrat z mnoziny Z,, i dalsi prvky
bez inverzi tak, aby vznikla grupa. Lze odvodit, ze invertibilni prvky v Z,, jsou pravé

takova k, kterd jsou nesoudélnd s m. Mnozinu invertibilnich prvkd modulo m zna¢ime
Z:, =A{k € Z, : nsd(k,m) = 1}.

Spolu s operaci nasobeni modulo m tvoii Z;, grupu. To je v souladu s faktem, ze pro m

prvodislo, tato mnozina splyva se Z,, \ {0}.

6.2 Podgrupa

Protoze nejcastéjsim typem operace o je sc¢itani nebo nasobeni, pouziva se jedno ze dvou

typt znaceni.
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Aditivni znaceni: Pro operaci o pouzivame znacku +, neutralni prvek se znaci 0, inverz-

nimu prvku k prvku a se rika opac¢ny prvek a znaci se —a a zavadime a +a+ --- +a = na
TV
nkrat

pron € N, a také 0a =0 a (—n)a = n(—a).
Multiplikativni znaceni: Znacku - pro operaci o ¢asto vynechavame, tedy pro a,b € GG

piSeme a o b = ab. Neutralni prvek se znaci 1, nékdy se mu také rika jednotka. Inverzni

prvek k prvku a zna¢ime a ! a zavaddime g - a - - -+ - a = a”, pfifemz a’ = laa™" = (a1
—_——
nkrat

7, asociativity operace snadno vidime, ze plati oc¢ekavany vztah

a*od’ =ad"*  pro kazdé k,j € Z.

V nasledujicim textu budeme vyuzivat multiplikativni znaceni.

Definice 6.11. Necht G s operaci o je grupa a necht G’ je neprazdna podmnozina mnoziny

G. Pokud G’ s operaci o je sama grupou, fekneme, ze G’ je podgrupa grupy G.

Poznamka 6.12. Aby neprazdna podmnozina G’ C G byla podgrupou grupy G, je nutné
a staci, aby byla uzaviena na operaci o a na inverze vSech prvki. Kazda grupa méa jako

svou podgrupu trivialni grupu E a taky sebe samu.

Tvrzeni 6.13. Necht G je grupa a necht G' je jeji podgrupa. Pak pocet proki v G' déli
pocet proki v G, tedy #G'|#G.

Diikaz. Pro kazdé a € G uvazujeme mnozinu oG’ = {az : © € G'}. Ukdzeme, ze plati tato
t1i fakta:

(a) Pro kazdé = € G existuje a € G tak, 7e € aG';

(b) pro kazdé a € G je #(aG") = #G';

(¢) pro kazdé a,b € G plati aG' = bG’ nebo aG' NG’ = .

Jinymi slovy, mnozina G je disjunktnim sjednocenim stejné velkych podmnozin o
velikosti #G'. Proto #G'|#G. Zbyva tedy dokéazat fakta (a)—(c).

Bod (a) je zfejmy, protoZe podgrupa G’ obsahuje neutrélni prvek. Je tedy = = z1 €
xG’. Pro bod (b) vezméme x,y € G'. Jestlize ax = ay, pak vynasobenim prvkem a~! zleva
ziskdme © = y. Pfifazeni  — ax je tedy bijekce mezi G' a aG'. Tudiz #(aG") = #G'.

Pro bod (c) uvazujme prvek z v priniku aG’' N bG'. To znamend, ze existuji prvky
y,z € G’ tak, 7e x = ay = bz. Zjistime, Zze b = ayz~!. Protoze G’ je podgrupa grupy
G, lezi prvek yz=! v G/, a proto b € aG’. Ted ukdZeme, 7ze bG' C aG'. Libovolny prvek

bw € bG’ miizeme totiz napsat bw = ayz~'w € aG’, opét z uzavienosti G’ vici operacim.
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Ze symetrie ale plati aG’ C bG'. Pokud tedy prinik mnozin aG’, bG’ obsahuje alespon

jeden prvek, pak jsou obé mnoziny shodné. O

Pfiklad 6.14. Najdéte minimalni mnozinu G tak, aby obsahovala matici A = ({ ') a
tvorila spolu s maticovym nasobenim grupu. Potom rozhodnéte, zda GG je grupa abelovska
a najdéte vSechny podgrupy grupy G.

Reseni: Vime, Ze vSechny mocniny matice A musi patiit do mnoziny G,

(0 =1\ (-1 0 s (0 1\ (1 0)_
=(00) = () = (B ) =) -

Je zfejmé, Ze mnoZina G = {I, A, A%, A3} s maticovym ndsobenim tvoii grupu. Mocniny
stejné matice spolu komutuji, proto je grupa G abelovski. Protoze #G = 4, podle tvr-
zeni 6.13 mohou mit podgrupy pouze 1, 2 nebo 4 prvky. Jednoprvkova podgrupa je pouze
trivialni G’ = {I}. Cty¥prvkova podgrupa je pak celé G’ = G. Netrivialn{ nevlastni pod-
grupa grupy G bude tedy dvouprvkova a kromé identické matice I bude obsahovat prvek
B takovy, ze B* = I. Jedinou moznosti je G’ = {I, B = A?}.

6.3 Cyklické grupy

Lemma 6.15. Necht G je konecnad grupa. Pak pro kaZdé a € G existuje n € N takove, Ze
a” =1.
Diikaz. Uvazujme posloupnost prvkil 1 = a’, a', a2, a?, .... ProtoZe grupa G je konecna,

k

musi existovat k,j € N tak, ze a* = a/. Vynasobime-li rovnici prvkem (a=')’, dostaneme

a7 =1. ]
Definice 6.16. Necht G je kone¢nd grupa, a € G. Minimélni n € N s vlastnosti a™ = 1
se nazyva tad prvku a v grupé G.

Piiklad 6.17. Urcéete fady vsech prvkd v grupé G z piikladu 6.14. Protoze A* = I,
(A%)? = [, (A%)* = I, jsou fady jednotlivych matic v grupé G rovny r(I) = 1, r(A) =
r(A3) =4, r(A?) = 2.

Tvrzeni 6.18. Necht G je konecnd grupa, a € G. Oznacme r Tad prvku a v grupé G.
Potom G' = {a,a? a*,...,a" = 1} je podgrupa grupy G, piicemz r déli pocet #G proki
v grupé G.

Dikaz. Fakt, ze G' je podgrupou grupy G je ziejmy. Protoze #G' = r, plati podle tvr-
zeni 6.13, 7e 7| #G. O
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Definice 6.19. Grupa G se nazyva cyklicka, pokud existuje prvek a € G tak, ze G =

3

{1,a,a% a%, ...,a" "'}, kde 7 je ¥ad prvku a v grupé G. Rekneme, Ze G je generovana

prvkem a a prvek a je generdtor grupy G.

Poznamka 6.20. Protoze mocniny stejného prvku spolu komutuji, je kazda cyklicka

grupa abelovska.

Piiklad 6.21. Uvazujme grupu (Z: = {1,2,3,4},®). Protoze
(2! =222 =4,2° =3,2* = 1} = Zi,

je prvek 2 generatorem této grupy. Podobné
{3'=3,32=4,3*=2,3" =1} = Z;,

takze prvek 3 je také generator grupy. Je to proto, ze fady prvki 2 a 3 jsou r(2) = r(3) = 4.

Naopak 4? = 1, takze fadd prvku 4 je r(4) = 2 a prvek 4 neni generdtorem.

Pozndmka 6.22. Necht G = {a,a?, ... ,a" = 1} je cyklickd grupa s generatorem a fadu
r. Kazdy délitel d ¢isla r je fadem nékterého prvku grupy G. Ozna¢me k = r/d. Pak prvek
b = a* ma ¥ad d, protoze b? = a*! = a" = 1. Zaroveii plati, ze G' = {b,b?,...,b% = 1} je

podgrupa grupy G.
Néasledujici véta urcuje, jak nalézt vSechny generatory cyklické grupy.

Tvrzeni 6.23. Necht G je cyklicka grupa s r prvky a necht a je jeji generdtor, tj. G =

{a,a, ... a"

“1a" = 1}. Pak proek a je taky generdtor grupy G, prave kdy? nsd(k,r) = 1.
Specidlné to znamend, Ze pocet riznych generdtori grupy G je ¢(r), kde ¢ je Eulerova

funkce.

Diikaz. Nejd¥ive si uvédomime, ze pro kazdy ndsobek n = jr ¢isla r plati ™ = (a")! =
17 = 1. Plati i opa¢nd implikace, totiz jakmile a” = 1 pro n&jaké n € N, pak r|n. Pfi déleni
¢isla n Eislem r mame n = jr +i, kde j e Nga 0 <i <r.Pak 1 =a" = (a")/a’ = a'. A
protoze r je minimalni exponent s touto vlastnosti, nutné ¢ = 0.

Uvazujme nyni exponent k a ozna¢me d = nsd(k,r). Pak pro prvek b = a* plati
br/d _ (ak)r/d _ (ar)k/d -1
Proto je ¥ad r(b) prvku b nejvyse roven r/d.
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Kdyby d = nsd(k,r) > 1, pak {b,%,...,0"® =1} G G. Predpoklidejme naopak, ze
d = 1. Pak pro tad r(b) prvku b = a* plati r(b) < r. Plati 1 = b"® = (a¥)"® = ¢+®),
Podle vyse uvedeného nutné mame r|kr(b). Ale nsd(k,r) = 1, takze r|r(b). To dohromady

znamend, ze r = r(b), takze prvek b je generatorem grupy G. O

Priopomenime, ze Fulerova funkce ¢ : N — N urcuje pro kazdé n pocet pfirozenych
¢isel mensgich nebo rovnych n nesoudélnych s n. Vlastnosti Eulerovy funkce i vzorec, jak

urcit ¢(n) z prvociselného rozkladu ¢isla n, mize ¢tendf najit v [3].

Priklad 6.24. Vrafme se k piikladu 6.21. V grupé Z: = {2,22 = 4,23 = 3,2 = 1} je
generatorem prvek 27/, kde j je nesoudélné s r = 4. Takové j je pouze j = 1, j = 3, takze

21 =2a2%=3.

Piiklad 6.25. Najdéme generatory v grupé (Zj, = {1,2,3,...,16},®). Vypoctem zjis-
time
31=3,32=9, 3=10, 3' =13, 3 =5, 3° =15, 3" =11, 3% = 16,
=14, 39=8, 3" =7, 32=4, 33=12 3"=2 3B =6, 36=1.
To znamena, Ze 3 je generatorem grupy. Protoze rad prvku 3 je 16, budou dalsimi genera-
tory grupy ¢isla 3% = 10, 3° = 5, 37 = 11, 3% = 14, 3" = 7, 313 = 12 a 3!5 = 6. Generatort

je celkem 8, coz odpovida poctu ¢(16) ¢isel mensich nebo rovnych 16 nesoudélnych s 16.

Poznamka 6.26. V grupé (Z,, @) je generatorem vzdy 1, protoze

{11e1=2,..1@le - @l=n—-1181¢ - &1=0} =Z,

~~

(n—1)krét nkrat

Piiklad 6.27. Najdeme vSechny generatory grupy (Zg, ®). Protoze Zg je cyklicka grupa
s generatorem 1, mizeme k nalezeni vSech dalSich generdtori pouzit tvrzeni 6.23. Mu-
sime jen dat pozor, zZe nyni mame aditivni znaceni. Dal$imi generatory jsou tedy prvky

1®&1®---@d1 = j, kde j je nesoudélné s 6. Kromé 1 je tedy generatorem Zg jesté 5.

jkrat
Miuzeme si ovérit:

5, 5®5=4, 50585 =3, 5P5B5P5 =2, 5PR5BIPLBR5 =1, 5BR5P5B5P5H5 = 0.
Ale tieba 4 neni generatorem, protoze

{4, 404=2,40404=0} G Zs.
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6.4 Izomorfizmy grup

Jak jsme vidéli na nékterych prikladech, grupou mohou byt riizné matematické objekty
- mnoziny ¢isel, matic, funkci, atd. Presto jejich struktura muze byt v zasadé stejna. V
pripadé, Ze u grupy G staéi prvky a operaci ,prejmenovat®, abychom dostali grupu G,

budeme fikat, Ze grupy G a G’ jsou izomorfni. Pfesnéji to vystihuje nasledujici definice.

Definice 6.28. Necht (G,0) a (G’,0') jsou grupy. Rekneme, ze grupa G je izomorfni s
grupou G/, pokud existuje bijekce 1 : G — G’ takova, Ze pro vSechny x,y € G plati

(xoy) = () P(y). (6.1)

Nejlépe ilustrujeme izomorfii grup, pokud porovname jejich tabulku operace.
Pi#iklad 6.29. Uvazujme grupu grupu Z; = {0,1,2,3} s operaci s¢itdni modulo 4 a
grupu Z: = {1,2, 3,4} s operaci nasobeni modulo 5. Maji stejny pocet prvki, coz je prvni
podminka k tomu, aby mezi nimi existoval izomorfizmus. Z tabulek jejich operaci zkusime

vycist, ktera bijekce mezi Z, a Z} je izomorfizmem.

Zy 011123 ZE 111234
010[1]2]3 111234
11112,3]0 21214113
2 12|3]0]1 3131142
313(0|1]2 4 1413121

Na prvni pohled se tabulky operaci nepodobaji. Piesto jsou tyto grupy izomorfni. Snadno
si rozmyslime, ze pii izomorfizmu se musi zobrazovat neutralni prvek na neutralni prvek a
prvek z v grupé G musi mit stejny fad jako prvek ¢ (z) v grupé G'. Z tabulek 1ze snadno
vycist, ze fady prvki jsou
vV Zy r(0)=1, r(1) =4, r(2) =2, r(3) =
v Z; r(1)=1, r(2) =4, r(3) =4, r(4) =
Poznamenejme, ze prvky fadu 4 jsou pravé generatory piislusné grupy. Kandidaty na
izomorfizmy mame dva
(S O—1, 1—2 2—4 33— 3;
Yy O—1,1—3, 2—4, 3+— 2.

Po pfislusném zpermutovani prvkl v tabulce Z} dostaneme tabulky

z:  |1]2]4]3 z:  |1]3]4]2
n(0)=1]1]2[4]3 (0):11342
() =2]2[4]3]1 b(1)=3]3]4]2]1
(2 =4]4[3]1]2 n(2)=4]4]2]1]3
@) =3]3[1]2]4 @) =2]2]1]3]4
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V obou pripadech vznikne tabulka, v niz kazdy radek je jen cyklickym posunem oproti
radku predchozimu tak, jak je tomu u tabulky sc¢itani v Zy.

Stejnou strukturu cyklické grupy jako Z, maji i dalsi ¢tyfprvkové grupy, jako napiiklad
grupa matic {I, A, A%, A3} pro A = (V') z piikladu 6.14, grupa ({1, +i},-) vSech

komplexnich kofenti polynomu a* — 1 s operaci nésobeni komplexnich ¢isel, nebo grupa

AV
A N

Ctenaf si jako cviteni miiZe zkusit nalézt pifslusné izomorfizmy.

symetrii takového obrazku:

Na prikladé si kazdy mize uvédomit nasledujici zjevny fakt.
Tvrzeni 6.30. Kazdé dvé cyklické grupy se stejngm poctem provki jsou izomorfni.

Diikaz. Necht G je cyklicka grupa s generatorem a, G = {a,a?, ...,a" = 1} a G’ je grupa s
generatorem b, G’ = {b,b?,...,b" = 1}. Definujeme zobrazeni ¢ : G — G’ tak, Ze ¥(a) = b
a pro kazdy prvek o/ € G, j =2,...,r ddle ¥(a’) = ¢ (a)’ = V’. Z predpisu je jasné, Ze 1)
je bijekce a navic spliuje vlastnost izomorfizmu (6.1). H

Piiklad 6.31. Najdeme minimaln{ mnozinu obsahujici matice B = (§ %) a C = ('?),

ktera spolu s maticovym nasobenim tvofi grupu.

Postupné mame
B*=1, =1, BC=CB=(3") a(BC)’=(CB)?=1.

Celkové tedy mame ¢tyiprvkovou grupu G = {I, B,C, BC'}, v niz maji vSechny prvky
kromé identity I rfad 2. Tato grupa tedy neni cyklicka, a nemuze tedy byt izomorfni grupé
Zy.

Snadno si rozmyslime, 7e je ale izomorfni grupé {(17 1),(1,-1),(-1,1), (-1, —1)}, ve
které je operaci nasobeni dvojic po slozkach, potazmo grupé {(O, 0),(0,1),(1,0),(1, 1)},
jejiz operaci je scitani modulo 2 opét po slozkach. Tato posledni grupa je vlastné , direkt-

nim soucinem® grup Zsy X Zs a odpovida symetriim obrazku
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BN 4
Ad A

Poznamenejme, 7e existuji pravé dvé tyiprvkové grupy (az na izomorfizmus), jak jsou

popsany v prikladech 6.29 a 6.31. Ta prvni je cyklicka grupa Z,, grupa Zs X Zs se nazyva

Kleinova grupa.

ol
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