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1 Diferenèní rovnice

1.1 Motivaèní úlohy

Pøíklad 1.1. Králíci:

Kolik párù potomkù bude mít v n-tém roce jediný pár králíkù, kdy¾

• Králíci dospívají po jednom mìsíci.

• Ka¾dý dospìlý pár má v ka¾dém mìsíci jeden pár potomkù.

• Nedochází k úhynu.

Dojdeme k rekurenci

Fn+2 = Fn+1 + Fn , n ≥ 0 , F0 = 0, F1 = 1 . (1.1)

Pøíklad 1.2. Hanojské vì¾e: Máme tøi kolíèky a na jednom z nich je nasunutá vì¾ z

koleèek od nejvìt¹ího vespodu a¾ k nejmen¹ímu navrch. Jaký je minimální poèet krokù

ve k pøesunutí vì¾e o n-koleèkách na jiný kolík, kdy¾

• V jednom tahu pøesouváme jedno koleèko.

• Smíme polo¾it jen men¹í na vìt¹í.

Oznaèíme Hn. Vyzkou¹íme a zjistíme H1 = 1, H2 = 3, H3 = 7. Závislost Hn na Hn−1

dvodíme následujícím postupem: Máme-li vì¾ vý¹ky n, pøesuneme nejdøíve horních n− 1

krou¾kù na jiný kolík. To lze provést nejménì Hn−1 kroky. Potom pøesuneme nejvìt¹í n-té

koleèko na prázdný kolík. Nakonec opìt pøesuneme vì¾ vý¹ky n− 1, tentokrát na kolík s

nejvìt¹ím koleèkem, k èemu¾ potøebujeme dal¹ích Hn−1 krokù. Celkem Hn = 2Hn−1 + 1.

Teï bychom chtìli vyøe¹it rekurentní vztah, tedy zjistit Hn v závislosti na n, nikoliv

na pøedcházejících èlenech posloupnosti.

1. øe¹ení: Udìláme si tabulku nìkolika prvních hodnot posloupnosti napoèítaných z

rekurence,
n 1 2 3 4 5 6 7 . . .
Hn 1 3 7 15 31 63 127 . . .
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Zkusíme uhodnout øe¹ení. V tomto pøípadì to není nijak slo¾ité, pro prvních sedm hodnot

n platí Hn = 2n − 1. Musíme ale dokázat, ¾e to platí pro v¹echna pøirozená n. Proto¾e

máme k dispozici vztah, pøevádìjící Hn na výraz v pøedchozích èlenech posloupnosti,

vhodným nástrojem k dùkazu je matematická indukce. Platnost prvního kroku je zjevná

z tabulky hodnot. Pøedpokládejme, ¾e pro indexy k < n platí Hk = 2k − 1. Pak Hn =

2Hn−1 + 1 = 2(2n−1 − 1) + 1 = 2n − 1.

2. øe¹ení: Kdyby se stalo, ¾e nás nenapadne mo¾né pokraèování posloupnosti 1, 3, 7,

15, 31, . . . , mù¾eme zkusit metodu postupného dosazování:

Hn = 2Hn−1 + 1 = 2(2Hn−2 + 1) + 1 = 22Hn−2 + 2 + 1 =

= 22(2Hn−3 + 1) + 2 + 1 = 23Hn−3 + 22 + 2 + 1 = · · · =

= 2n−1H1 + 2n−2 + · · ·+ 2 + 1 =
n−1∑
j=0

2j = 2n − 1 ,

kde jsme vyu¾ili, ¾e H1 = 1 a vzorec pro souèet èlenù geometrické posloupnosti.

3. øe¹ení: Stejnì jako v pøípadì soustav lineárních rovnic je nìkdy je pøehlednìj¹í místo

postupného dosazování napsat v¹echny rovnice pod sebe a eliminovat neznáme sèítáním

vhodných násobkù rovnic:

Hn − 2Hn−1 = 1 /× 20

Hn−1 − 2Hn−2 = 1 /× 21

...

H3 − 2H2 = 1 /× 2n−3

H2 − 2H1 = 1 /× 2n−2

V na¹em pøípadì seèením v¹ech naznaèených násobkù rovnic vypadnou neznámé èleny

Hn−1, . . . , H2 a získáme

Hn − 2n−1H1 =
n−2∑
j=0

2j ,

co¾ vede ke stejnému výsledku jako prve.

Pøíklad 1.3. Krájení pizzy: Jaký je nejvy¹¹í poèet dílù, na který lze rozkrojit pizzu n-

rovnými øezy? Po úvaze brzy zjistíme, ¾e k získání maximálního poètu má smysl dìlat øezy

pouze tak, aby ka¾dý nový øez protínal v ¹echny pøedchozí na plo¹e pizzy. Pøedpokládáme-

li, ¾e øezy umíme dìlat s libovolnou pøesností, mù¾eme vlastnì uva¾ovat pizzu libovolnì

velkou a úlohu pak zjednodu¹it následovnì: Hledáme nejvy¹¹í poèet èástí, na které lze

rozdìlit rovinu n pøímkami. Oznaème tento poèet Pn.
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Zkusme opìt urèit Pn pro nìkolik poèáteèních hodnot n. Zjevnì P0 = 1, P1 = 2. Pøi

urèování P2 = 4 a P3 = 7 si uvìdomíme, ¾e je tøeba n-tou pøímku volit rùznobì¾nou

s pøedchozími. Pøi umís»ování ka¾dé dal¹í pøímky je tøeba dbát na to, aby ¾ádné tøi

neprocházely jedním spoleèným bodem.

Rekurentní vztah pro Pn vznikne, kdy¾ si uvìdomíme, ¾e oproti Pn−1 vznikne tolik

nových èástí, kolik je prùseèíkù nové pøímky s pøedchozími, a je¹tì jedna navíc, tedy

celkem n. Máme proto Pn = Pn−1 + n.

Tento rekurentní vztah chceme opìt vyøe¹it. Vytvoøíme tabulku prvních nìkolika hod-

not posloupnosti,
n 0 1 2 3 4 5 6 . . .
Pn 1 2 4 7 11 16 22 . . .

Tentokrát je výraznì obtí¾nìj¹í odhadnout výsledek pouze z této tabulky. Napí¹eme proto

rovnice pod sebe.
Pn − Pn−1 = n

Pn−1 − Pn−2 = n− 1

...

P2 − P1 = 2

P1 − P0 = 1

Prostým seètením získáme rovnost Pn − P0 =
∑n

j=1 j = 1
2
n(n+ 1), tak¾e

Pn = 1 +
n(n+ 1)

2
=
n2 + n+ 2

2
.

Pøíklad 1.4. Krájení másla: Zkoumejme nyní trojrozmìrnou analogii pøedchozí úlohy,

tedy otázku, jaký je nejvy¹¹í poèet dílù, na který lze rozkrojit n-rovnými øezy kostku

másla. Stejnì jako v pøíkladu 1.3 problém zidealizujeme a pøevedeme na zji¹»ování ma-

ximálního poètu èástí, na které lze rozdìlit prostor n rovinami. Oznaème tento poèet

Rn.

Tabulku Rn pro nìkolik poèáteèních hodnot n je sestavujeme teï bez obrázku ponìkud

obtí¾nìji, máme R0 = 1, R1 = 2, R2 = 4, R3 = 8, R4 = 15, . . . . Pøi umís»ování rovin je

tøeba dodr¾ovat následující pravidla:

• Roviny klademe tak, aby jejich prùseènice byly mimobì¾né;

• ¾ádným bodem prostoru neprochází více ne¾ tøi roviny.

Pøi splnìní tìchto podmínek se v n-té rovinì zobrazí prùseènice s pøedchozími n − 1

rovinami jako n − 1 rùznobì¾ek, které se nikdy nesetkávají tøi v jednom bodì. To se
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nápadnì podobá úloze o pizze. Kdy¾ chceme sestavit pro posloupnost (Rn)n≥1 rekurentní

vztah, uvìdomíme si, ¾e pøidáním n-té roviny rozdìlíme na dvì ka¾dý díl z dìlení z (n−1)-

ního kroku, kterým n-tá rovina prochází, a tìch je právì tolik, kolik je oblastí v n-té rovinì

vytyèených prùseènicemi s pøedchozími pøímkami. Tìch je ale Pn−1. Proto pro ka¾dé n

platí

Rn = Rn−1 + Pn−1 .

Rekurenci opìt øe¹íme zapsáním pod sebe,

Rn −Rn−1 = Pn−1

Rn−1 −Rn−2 = Pn−2
...

R2 −R1 = P1

R1 −R0 = P0

Seètením získáme rovnost

Rn −R0 =
n−1∑
j=0

P (j) =
n−1∑
j=0

(
1 +

n(n+ 1)

2

)
= n+

1

2

n−1∑
j=0

j +
1

2

n−1∑
j=0

j2 ,

odkud odvodíme

Rn =
n3 + 5n− 6

6
.

Pøíklad 1.5. Pro poøádek odvoïme vztah
∑n

j=1 j
2 = 1

6

(
n(n+ 1)(2n+ 1)

)
.

1. øe¹ení: Jedním ze zpùsobù je zkoumání rozdílu
∑n

j=1(j + 1)3 −
∑n

j=1 j
3. Na jedné

stranì je zjevné, ¾e

n∑
j=1

(j + 1)3 −
n∑
j=1

j3 =
n+1∑
j=2

j3 −
n∑
j=1

j3 = (n+ 1)3 − 1 . (1.2)

Na druhé stranì mù¾eme vyjádøit

n∑
j=1

(j + 1)3 −
n∑
j=1

j3 =
n∑
j=1

(3j2 + 3j + 1) = 3
n∑
j=1

j2 +
3

2
n(n+ 1) + n . (1.3)

Porovnáním (1.2) a (1.3) dostaneme

n∑
j=1

j2 =
1

3

(
n3 + 3n2 + 3n− 3

2
(n2 + n)− n

)
=

1

6
(2n3 + 3n2 + n) ,

co¾ odpovídá uvádìnému vzorci.

5



2. øe¹ení: Ètenáø mo¾ná zná odvození pomocí jináho zajímavého triku, toti¾ pøevedení

na souèet dvojnásobné sumy. Zapí¹eme-li j =
∑j

k=1 1, máme

n∑
j=1

j2 =
n∑
j=1

j∑
k=1

j =
n∑
k=1

n∑
j=k

j =
n∑
k=1

(n+ k)(n+ 1− k)

2
=

=
1

2

n∑
k=1

(
n(n+ 1) + k − k2

)
=
n2(n+ 1)

2
+
n(n+ 1)

4
− 1

2

n∑
k=1

k2 .

Porovnáním levé a pravé strany dostaneme

3

2

n∑
j=1

j2 =
n2(n+ 1)

2
+
n(n+ 1)

4
,

co¾ vede ke ký¾enému výsledku.

Pøíklad 1.6. QuickSort
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2 Lineární diferenèní rovnice

V¹echny v úvodu uvedené úlohy vedly na øe¹ení tzv. lineárních rekurentních vztahù, toti¾

takových, v nich¾ n-tý èlen posloupnosti je lineární kombinací pevného poètu pøedchozích

èlenù. Pøesnìji tento pojem uvedeme v následující de�nici.

De�nice 2.1. Nech» k ∈ N,
(
f(n)

)
n≥1,

(
α0(n)

)
n≥1, . . . ,

(
αk−1(n)

)
n≥1 jsou komplexní

posloupnosti takové, ¾e α0(n) není rovna nulové posloupnosti. Vztah

an+k+αk−1(n)an+k−1+αk−2(n)an+k−2+· · ·+α1(n)an+1+α0(n)an = f(n) , n ≥ 1 , (2.1)

se nazývá lineární diferenèní rovnice k-tého øádu (nebo lineární rekurentní vztah k-tého

øádu) pro posloupnost (an)n≥1.

Poznámka 2.2. 1. V¹imnìte si, ¾e pro ka¾dé n je závislost na pøedchozích k èle-

nech daná jinou rovnicí, proto¾e posloupnosti
(
α0(n)

)
n≥1, . . . ,

(
αk−1(n)

)
n≥1 nejsou

obecnì konstantní. Kdy¾ α0(n) = α0 6= 0, . . . , αk−1(0) = αk−1 pro v¹echna n ≥ 1,

nazýváme (2.1) lineární diferenèní rovnice k-tého øádu s konstantními koe�cienty.

2. Podmínka, aby posloupnost
(
α0(n)

)
n≥1 nebyla identicky nulová, zaruèuje, ¾e dife-

renèní rovnice je právì k-tého a nikoliv ni¾¹ího øádu.

3. Aby byla posloupnost (an)n≥1 vztahem (2.1) jednoznaènì urèena, je tøeba zadat k

poèáteèních podmínek, tj. hodnot a0, . . . , ak−1. Ostatní èleny pak ze vztahu (2.1)

lze dopoèítat. Posléze uvidíme, ¾e ve skuteènosti staèí zadat libovolných k èlenù

posloupnosti.

4. Nejjednodu¹¹ím pøípadem pravé strany
(
f(n)

)
n≥1 diferenèní rovnice (2.1) je nulová

posloupnost. Pokud f(n) = 0 pro ka¾dé n ≥ 1, nazýváme (2.1) homogenní lineární

diferenèní rovnice.

Pøíklad 2.3. Rekurence Fn+2 = Fn+1+Fn zapsána jako Fn+2−Fn+1−Fn = 0 je homogenní

lineární diferenèní rovnice druhého øádu s konstantními koe�cienty, kde α0(n) = α1(n) =

−1 pro n ≥ 0.
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Pøíklad 2.4. Aèkoliv v rekurenci an = an−2 závisí n-tý èlen v¾dy pouze na jednom z

pøedchozích èlenù, je to rekurence druhého øádu, proto¾e k jednoznaènému urèení v¹ech

èlenù posloupnosti (an)n≥0 je tøeba zadat dvì poèáteèní podmínky, a1 a a2.

2.1 Prostor komplexních posloupností

Pro na¹e pozdìj¹í úvahy je podstatné si pøipomenout vektorový prostor ` komplexních

posloupností. Na mno¾inì posloupností {(an)n≥1 : an ∈ C} jsou de�novány operace ⊕ :

`× `→ `, � : C× `→ `, èlen po èlenu, tedy

(an)n≥1 ⊕ (bn)n≥1 = (an + bn)n≥1 , and α� (an)n≥1 = (αan)n≥1 .

Roli nulového vektoru hraje nulová posloupnost (0)n≥1. Ètenáø si snadno ovìøí, ¾e trojice

(`,⊕,�) splòuje v¹echny axiomy vektorového prostoru nad tìlesem C. Proto¾e jsou ope-

race de�nované pøirozenì a z kontextu je v¾dy jasné, kdy se jedná o sèítání a násobení

skalárem v `, budeme je brzy znaèit obyèejným + a ·.

Tento prostor má nekoneènou dimenzi, proto¾e pro ka¾dé m ∈ N existuje m-tice

lineárnì nezávislých vektorù. Tu lze volit napøíklad z posloupností e(j) = (e
(j)
n )n≥1, j =

1, . . . ,m, kde e(j)n = δjn je dáno Kroneckerovým delta. Symbolicky zapsáno,

e(1) = (1, 0, 0, . . . , 0, 0, . . . ) ,

e(2) = (0, 1, 0, . . . , 0, 0, . . . ) ,

...

e(m) = (0, 0, 0, . . . , 1, 0, . . . ) .

Lineární nezávislost tìchto posloupností se ovìøí pøímo z de�nice. Zji¹»ujeme, zda jediná

lineární kombinace e(1), . . . , e(m) rovná nulové posloupnosti je triviální, tedy zda

α1 � e(1) ⊕ · · · ⊕ αm � e(m) =
(
α1e

(1)
n + · · ·+ αme

(m)
n

)
n≥1 = (0)n≥1 (2.2)

implikuje α1 = · · · = αm = 0. Vztah (2.2) lze vidìt jako nekoneènì mnoho rovnic pro

neznámé α1, . . . , αm, z nich¾ prvních m udává právì αj = 0, dal¹í jsou triviální, 0 = 0.

Lineární nezávislost posloupností e(1), . . . , e(m) je tedy potvrzena.

Vyu¾ijme tento algebraický pohled na posloupnosti k vyøe¹ení nejjednodu¹ího pøípadu

lineární diferenèní rovnice druhého øádu, tedy na rekurenci pro Fibonacciho èísla (1.1).

Oznaème M mno¾inu posloupností splòujících stejnou rekurenci,

M =
{

(an)n≥1 ∈ ` : an+2 − an+1 − an = 0, pro n ≥ 1
}
,
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a zkoumejme její strukturu. Pøedev¹ím si v¹imneme, ¾e M je neprázdná, obsahuje na-

pøíklad posloupnost Fibonacciho èísel a samozøejmì také nulovou posloupnost. Snadno

rovnì¾ vidíme, ¾e M je uzavøená na sèítání ⊕ a násobení èíslem z tìlesa C. Pro po-

sloupnosti (an)n≥1, (bn)n≥1 ∈ M a komplexní èíslo α toti¾ mù¾eme dosadit posloupnost

(cn)n≥1 := α� (an)n≥1 ⊕ (bn)n≥1 = (αan + bn)n≥1 do rekurence a zjistit, ¾e

cn+2 − cn+1 − cn = (αan+2 + bn+2)− (αan+1 + bn+1)− (αan + bn) =

= α (an+2 − an+1 − an)︸ ︷︷ ︸
=0 proto¾e (an)n≥1 ∈M

+ (bn+2 − bn+1 − bn)︸ ︷︷ ︸
=0proto¾e (bn)n≥1 ∈M

= 0 .

Mno¾ina M s operacemi ⊕, � tedy tvoøí podprostor vektorového prostoru `.

Proto¾e k jednoznaènému urèení posloupnosti zM je tøeba znát dva její èleny, odhadu-

jeme, ¾e dimenze prostoruM je rovna 2. Abychom toto dokázali, potøebujeme najít dvou-

èlennou bázi prostoru M , tedy dvì lineárnì nezávislé posloupnosti a(1), a(2) z M takové,

¾e ka¾dá posloupnost z M je jejich lineární kombinací. Tentokrát smíme volit pouze dva

èleny v bazických posloupnostech. Ostatní je tøeba dopoèítat z rekurence a(j)n+2−a
(j)
n+1−a

(j)
n

tak, aby bylo zaruèeno, ¾e a(1), a(2) jsou prvky mno¾iny M . Volíme-li a(1)1 = 1, a(1)2 = 0,

a
(2)
1 = 0, a(2)2 = 1, dostaneme

a(1) = (1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . . ) ,

a(2) = (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . ) ,

tedy posunutá Fibonacciho èísla. Snadno se pøesvìdèíme, ¾e tyto posloupnosti jsou opravdu

lineárnì nezávislé, proto¾e

α1a
(1)
1 + α2a

(2)
1 = α1 = 0 , α1a

(1)
2 + α1a

(1)
2 = α2 = 0 .

Ovìøme fakt, ¾e a(1), a(2) generují celou mno¾inuM . Nech» (an)n≥1 ∈M . Najdìme α1, α2 ∈

C tak, aby (an)n≥1 = α1 � a(1) + α2 � a(2). Porovnáním po slo¾kách získáme pro n = 1, 2,

a1 = α1a
(1)
1 + α2a

(2)
1 = α1 ,

a2 = α1a
(1)
2 + α2a

(2)
2 = α2 .

Je¹tì musíme ovìøit, ¾e an = a1a
(1)
n +a2a

(2)
n pro ka¾dé n ≥ 1. To provedeme matematickou

indukcí. Pro n = 1, 2 to zjevnì platí. Pøedpokládejme, ¾e ak = a1a
(1)
k + a2a

(2)
k pro k < n.

Z rekurence pro (an)n≥1 máme

an = an−1 + an−2 = (a1a
(1)
n−1 + a2a

(2)
n−1) + (a1a

(1)
n−2 + a2a

(2)
n−2) =

= a1(a
(1)
n−1 + a

(1)
n−2) + a2(a

(2)
n−1 + a

(2)
n−2) = a1a

(1)
n + a2a

(2)
n ,

kde jsme vyu¾ili indukèní pøedpoklad a rekurenci pro posloupnosti a(1) a a(2). Tím jsme

vlastnì dokázali následující tvrzení.
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Tvrzení 2.5. Nech» M = {(an)n≥1 ∈ ` : an+2 − an+1 − an = 0, pro n ≥ 1}. Pak M je

podprostor prostoru ` a platí dimM = 2.

Sice jsme ukázali, ¾e posloupnosti a(1), a(2) tvoøí bázi prostoru M , nicménì k vyøe¹ení

Fibonacciho rekurentního vztahu nám to zatím nepomohlo. Potøebujeme najít vhodnìj¹í-

bázi, tak, aby n-tý èlen bazických posloupností jednoduchým zpùsobem závisel na n. Vy-

zkou¹íme, jestli bázi nemù¾eme sestavit z posloupností tvaru (λn)n≥1, pro nìjaké λ ∈ C.

Pøedev¹ím musí být (λn)n≥1 ∈M , tedy splòovat rekurenci,

λn+2 − λn+1 − λn = 0 , n ≥ 1 .

Pøi λ = 0 to je jistì pravda, nicménì výsledkem je nulová posloupnost, která nemù¾e

být prvkem báze. Proto pøedpokládáme λ 6= 0 a vykrátíme λn. Aby posloupnost (λn)n≥1

splòovala Fibonacciho rekurenci, je pak nutné a staèí, aby λ byla koøenem rovnice x2 −

x− 1. Získáme následující fakt.

Tvrzení 2.6. Nech» λ 6= 0. Pak (λn)n≥1 ∈M , právì kdy¾ λ = 1
2
(1±

√
5).

Dostali jsme tedy právì dvì posloupnosti tavru (λn)n≥1 v prostoru M . Byli bychom

rádi, kdyby
(
(1+
√
5

2
)n
)
n≥1 a

(
(1−
√
5

2
)n
)
n≥1 tvoøily bázi M . K tomu ji¾ staèí ovìøit jejich

lineární nezávislost, tedy platnost implikace

α1

(1 +
√

5

2

)n
+ α2

(1−
√

5

2

)n
= 0 pro ka¾dé n ∈ N (2.3)

⇓

α1 = α2 = 0 .

Jednou z mo¾ností je pou¾ít dvì z nekoneènì mnoha rovnic (2.3) pro neznámé α1, α2,

napø. pro n = 1 a n = 2, a vyjádøit α1, α2. Platnost implikace lze ale také ovìøit pou¾itím

vlastností limit posloupnosti. Proto¾e 1−
√
5

2
> 1 a |1−

√
5

2
| < 1, je limita

lim
n→∞

(
α1

(1 +
√

5

2

)n
+ α2

(1−
√

5

2

)n)
=


+∞ kdy¾ α1 > 0,

0 kdy¾ α1 = 0,

−∞ kdy¾ α1 < 0,

tak¾e (2.3) platí pouze pro α1 = 0. Odtud u¾ pøímo plyne, ¾e i α2 = 0 a tedy na¹e

posloupnosti
(
(1+
√
5

2
)n
)
n≥1 a

(
(1−
√
5

2
)n
)
n≥1 jsou lineárnì nezávislé. Jeliko¾ dimM = 2,

tvoøí bázi prostoru M . Ka¾dý prvek z M , a tedy i posloupnost (Fn)n≥1 Fibonacciho èísel

je tedy jejich lineární kombinací. Naleznìme tedy α, β ∈ C takové, ¾e pro ka¾dé n platí

Fn = α
(1 +

√
5

2

)n
+ β

(1−
√

5

2

)n
.
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K tomu pou¾ijeme soustavu rovnic danou poèáteèními podmínkami F1 = 1, F2 = 1,

F1 = 1 = α
1 +
√

5

2
+ β

1−
√

5

2
,

F2 = 1 = α
(1 +

√
5

2

)2
+ β

(1−
√

5

2

)2
.

Jednoduchým výpoètem dostaneme α = −β = 1√
5
. Odvodili jsme tak tzv. Binetovu

formuli.

Tvrzení 2.7. Nech» (Fn)n∈N je dána rekurencí Fn+2 = Fn+1+Fn pro n ≥ 1 s poèáteèními

podmínkami F1 = F2 = 1. Pak

Fn =
1√
5

(1 +
√

5

2

)n
− 1√

5

(1−
√

5

2

)n
, n ∈ N .

Proto¾e posloupnost
(

1−
√
5

2

)n
má za limitu nulu, snadno nahlédneme, ¾e Fn je vlastnì

nejbli¾¹í celé èíslo k èíslu 1√
5

(
1+
√
5

2

)n
.

2.2 Homogenní lineární diferenèní rovnice

Postup ilustrovaný v pøedchozím paragrafu na pøípadu rekurence pro Fibonacciho èísla

nyní aplikujeme k øe¹ení obecných homogenních lineárních rekurencí k-tého øádu s kon-

stantními koe�cienty,

an+k + αk−1an+k−1 + αk−2an+k−2 + · · ·+ α1an+1 + α0an = 0 , n ≥ 1 . (2.4)

Vìta 2.8. Oznaème

M = {(an)n≥1 ∈ ` : (an)n≥1 splòuje (2.4)} .

Mno¾ina M je podprostor prostoru ` a platí dimM = k.

Dùkaz. Proto¾e M obsahuje nulovou posloupnost, je M 6= ∅. Musíme je¹tì ovìøit uza-

vøenost na operace ⊕ a � z prostoru ` nad tìlesem C. Ovìøení je pøímoèaré, tak¾e ho

necháme na ètenáøi.

V prostoruM budeme opìt hledat vhodnou bázi. Proto¾e jeM prostor dimenze k, staèí

zvolit k lineárnì nezávislých posloupností. Stejnì jako v pøíkladì s Fibonacciho rekurencí

vyzkou¹íme posloupnosti typu (λn)n≥1.

Vìta 2.9. Nech» λ 6= 0. Pak (λn)n≥1 ∈M , právì kdy¾ λ je koøenem polynomu

P (x) = xk + αk−1x
k−1 + αk−2x

k−2 + · · ·+ α1x+ α0 . (2.5)
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De�nice 2.10. Polynom (2.5) v pøedchozí de�nici se nazývá charakteristický polynom

diferenèní rovnice (2.4). Rovnice P (λ) = 0 je charakteristická rovnice (2.4).

Dùkaz vìty 2.9. celé provést obecnì.

V¹imnìme si, ¾e a¾ po vìtu 2.8 bylo mo¾né uva¾ovat diferenèní rovnice s nekonstant-

ními koe�cienty. Teprve kdy¾ jsme odvozovali dùkaz vìty 2.9, bylo nutné vzít v potaz

konstantnost koe�cientù αi(n).

Poznámka 2.11. Vzhledem k tomu, ¾e bude tøeba pracovat s koøeny charakteristického

polynomu diferenèní rovnice, je vhodné pøipomenout nìkterá fakta o polynomech. Z kurzù

matematické analýzy a lineární algebry by ètenáø mìl vìdìt, ¾e

• Polynom s komplexními koe�cienty stupnì k má v C právì k koøenù, tj. existují

komplexní èísla λ1, . . . , λk ∈ C tak, ¾e

P (x) = αkx
k + · · ·+ α1x+ α0 = αk(x− λ1) · · · (x− λk) .

• Jestli¾e má polynom reálné koe�cienty, pak s ka¾dým koøenem λ0 ∈ C má za koøen i

èíslo λ̄0 komplexnì sdru¾ené k λ. Koøeny λ0, λ̄0 mají stejnou násobnost. Toto tvrzení

lze snadno odvodit z faktu, ¾e P (λ̄) = P (λ) = 0.

• Jestli¾e má polynom P koøen λ násobnosti γ ≥ 1, pak jeho derivace P ′ má koøen

λ násobnosti γ − 1. Je-li toti¾ P (x) = (x − λ)γQ(x), kde Q(λ) 6= 0, pak P ′(x) =

(x−λ)γ−1Q(x)+(x−λ)γQ′(x) = (x−λ)γ−1(Q(x)+(x−λ)Q′(x)) = (x−λ)γ−1R(x).

Násobnost koøene λ je tedy alespoò γ1. Dosadíme-li x = λ, zjistíme, ¾e R(λ) =

Q(λ) + (λ− λ)Q′(λ) = Q(λ) 6= 0. Proto je násobnost koøene λ právì γ − 1.

• Jestli¾e polynom P (λ) =
∑k

j=0 αjλ
j má koøeny λ1, . . . , λk, a C ∈ C je nìjaká nenu-

lová konstanta, pak polynom

P̃ (λ) =
k∑
j=0

α̃jλ
j, kde α̃j = Cj−kαj pro j = 0, . . . , k,

má koøeny C−1λ1, . . . , C−1λk. Platí toti¾

P (λ) =
k∑
j=0

αjλ
j = 0

m

P̃ (C−1λ) =
k∑
j=0

α̃j(C
−1λ)j =

k∑
j=0

Cj−kαj
λj

Cj
= C−k

k∑
j=0

αjλ
j = C−kP (λ) = 0 .

12



Pøi vy¹etøování koøenù polynomu P mohou nastat dvì situace:

1. Pokud máme ¹tìstí, koøeny λ1, . . . , λk charakteristického polynomu jsou navzájem

rùzné. Tyto koøeny jsou navíc nenulové, co¾ je zaruèeno podmínkou α0 6= 0. V

prostoru M tedy máme k posloupností (λn1 )n≥1, . . . , (λnk)n≥1. Kdy¾ ovìøíme jejich

lineární nezávislost, budeme mít vhodnou bázi prostoru M .

2. Mù¾e se ale stát, ¾e nìkteré koøeny polynomu P mají násobnost ≥ 2. Polynom

P má pak pouze l < k navzájem rùzných nenulových koøenù λ1, . . . , λl, a i kdyby

posloupnosti (λn1 )n≥1, . . . , (λnl )n≥1 byly lineárnì nezávislé, není jich dost, aby tvoøily

bázi prostoru M , který má dimenzi k. Bude tedy nutné soubor doplnit o dal¹í

lineárnì nezávislé posloupnosti.

Ka¾dou ze situací rozebereme zvlá¹».

2.2.1 Charakteristický polynom s rùznými koøeny

Nech» charakteristický polynom P ze vztahu (2.5) má k navzájem rùzných koøenù λ1, . . . ,

λk. Ovìøme lineární nezávislost posloupností (λn1 )n≥1, . . . , (λnk)n≥1, tj. platnost implikace

β1λ
n
1 + · · ·+ βkλ

n
k = 0 pro n ∈ N ⇒ β1 = · · · = βk = 0 .

Zapi¹me matici soustavy prvních k rovnic pro neznámé β1, . . . , βk,

A =


λ1 λ2 λ3 . . . λk
λ21 λ22 λ23 . . . λ2k
λ31 λ32 λ33 . . . λ3k
...

...
...

. . .
...

λk1 λk2 λk3 . . . λkk

 (2.6)

Chceme ukázat, ¾e soustava homogenních lineárních rovnic s takovou maticí má pouze

triviální øe¹ení. Ètenáø obeznámený s pojmem determinantu jistì rozpoznal Vandermon-

dovu matici, její¾ determinant je roven detA =
∏

1≤i≤n λi
∏

1≤i<j≤k(λi− λk), a proto je v

pøípadì navzájem rùzných nenulových λ1, . . . , λk rùzný od nuly. Matice A je tedy regulární

a soustava má pouze triviální øe¹ení. Proto¾e ale nepøedpokládáme znalost látky kurzu

Lineární algebra 2, pokusíme se pøesvìdèit i ètenáøe s determinantù neznalé. Mù¾eme pro-

vést ekvivalentní úpravy matice A, tj. ty, které nezmìní øe¹ení pøíslu¹né soustavy rovnic.

Takovou úpravou je napøíklad pøièítání λ1-násobku pøedchozího øádku k následujícímu,
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které vyrobí v prvním sloupci nuly,

A ∼


λ1 λ2 λ3 . . . λk
0 λ2(λ2 − λ1) λ3(λ3 − λ1) . . . λk(λk − λ1)
0 λ22(λ2 − λ1) λ23(λ3 − λ1) . . . λ2k(λk − λ1)
...

...
...

. . .
...

0 λk−12 (λ2 − λ1) λk−13 (λ3 − λ1) . . . λk−1k (λk − λ1)

 (2.7)

V následujícím kroku bychom chtìli vydìlit v¹echny sloupce tak, aby podmatice k − 1×

k − 1 byla stejného typu jako pùvodní matice A. Dostaneme matici

B =


λ1

λ2
λ2−λ1 λ3(λ3 − λ1)−1 . . . λk(λk − λ1)−1

0 λ2 λ3 . . . λk
0 λ22 λ23 . . . λ2k
...

...
...

. . .
...

0 λk−12 λk−13 . . . λk−1k

 . (2.8)

Tato úprava u¾ ov¹em nepatøí mezi ekvivalentní úpravy. Z na¹eho hlediska to ale nevadí,

proto¾e soustava s maticí B má pouze triviální øe¹ení, právì kdy¾ soustava s maticí A má

pouze triviální øe¹ení. Zavedeme-li toti¾

γ1 = β1, γ2 = β2(λ2 − λ1), . . . , γk = βk(λk − λ1),

pak β1,. . .βk splòují homogenní soustavu s maticí A, právì kdy¾ γ1, . . . , γk splòují homo-

genní soustavu s maticí B, a z jejich vztahu je jasné, ¾e β1 = 0, právì kdy¾ γi = 0.

Je zjevné, ¾e úpravami obdobnými tìm z (2.7) a (2.8) obdr¾íme matici v horním

trojùhelníkovém tvaru s diagodálou (λ1, λ2, . . . , λk), tak¾e pøíslu¹ná homogenní soustava

má pouze triviální øe¹ení. Odtud vyplývá, ¾e nutnì β1 = β2 = · · · = βk = 0.

V prostoruM dimenze k tudí¾ máme k lineárnì nezávislých posloupností (λn1 )n≥1, . . . ,

(λnk)n≥1, které tedy tvoøí bázi. Libovolná posloupnost (an)n≥1 ∈ M je tedy jejich lineární

kombinací. Pøesnìji:

Tvrzení 2.12. Nech» charakteristický polynom (2.5) lineární rekurence (2.4) má k navzá-

jem rùzných koøenù λ1, . . . , λk. Pak ke ka¾dé posloupnosti (an)n≥1, která je øe¹ením (2.4),

existují komplexní èísla β1, . . . , βk tak, ¾e pro ka¾dé n ≥ 1 platí

an = β1λ
n
1 + · · ·+ βkλ

n
k . (2.9)

Koe�cienty β1, . . . , βk získáme porovnáním (2.9) s poèáteèními podmínkami pro po-

sloupnost (an)n≥1, obvykle zadanými urèením hodnot a1, . . . , ak. Dostáváme soustavu k

lineárních rovnic pro neznámé β1, . . . , βk. Matice této soustavy je regulární, tak¾e sou-

stava má jednoznaèné øe¹ení. V pøípadì zadání právì hodnot a1, . . . , ak je maticí soustavy
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matice A ze vztahu (2.6). Je ale zøejmé, ¾e zadáním jiných k hodnot posloupnosti (an)n≥1

bychom opìt dostali soustavu lineárních rovnic, jejím¾ øe¹ením bychom získali koe�cienty

β1, . . . , βk do (2.9).

2.2.2 Charakteristický polynom s násobnými koøeny

Pøíklad 2.13. Motivacni priklad: Øe¹me diferenèní rovnici an+2 − 2an+1 + an = 0 s

poèáteèními podmínkami a1 = 1, a2 = −1. Charakteristický polynom této rovnice je

P (λ) = λ2 − 2λ + 1 = (λ − 1)2. Koøen máme tedy pouze jeden, λ1 = λ2 = 1. Ke

konstantní posloupnosti (1n)n≥1 = (1)n≥1 tedy musíme dodat je¹tì jednu jinou tak, aby

spoleènì tvoøily bázi prostoru M =
{

(an)n≥1 ∈ ` : an+2 − 2an+1 + an = 0, pro n ≥ 1
}
.

Proto¾e lze na¹í rekurenci pøepsat an+2 − an+1 = an+1 − an, snadno nás napadné jiné

mo¾né øe¹ení, tøeba (an)n≥1 = (n)≥1. Vyzkou¹íme, zda posloupnosti (1)n≥1 a (n)n≥1 jsou

lineárnì nezávislé, jako obvykle pøímo z de�nice. Musíme ovìøit, ¾e α+ βn = 0 pro ka¾dé

n ≥ 1 implikuje α = β = 0. To je ov¹em pravda, proto¾e u¾ pro n = 1 a n = 2 máme

soustavu
α + β = 0

α + 2β = 0

která má samozøejmì pouze triviální øe¹ení. Posloupnosti (1)n≥1 a (n)n≥1 tedy tvoøí bázi

prostoru M a ka¾dé øe¹ení na¹í rekurence musí být jejich lineární kombinací. Pøesnìji

øeèeno, oro ka¾dé (an)n≥1 ∈M existují komplexní èísla α, β taková, ¾e

an = α + βn pro n ≥ 1 .

Prostor M tedy obsahuje právì v¹echny aritmetické posloupnosti. Koe�cienty α, β ∈ C

spoèítáme z poèáteèních podmínek,

α + β = 1

α + 2β = −1

kde vidíme, ¾e β = −2 a α = 3. Øe¹ením na¹í úlohy je proto posloupnost (an)n≥1 =

(3− 2n)n≥1.

Podívejme se, jak obecnì øe¹it situaci, kdy¾ nìkteré koøeny charakteristického poly-

nomu P mají násobnost ≥ 2. Oznaème navzájem rùzné nenulové koøeny λ1, . . . , λl a jejich

násobnosti postupnì γ1, . . . , γl. Jak tedy doplnit soubor (λn1 )n≥1, . . . , (λnl )n≥1 o dal¹ích

k − l posloupností, aby vznikla báze prostoru M?
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Ke ka¾dému λi uva¾ujme následujících γi posloupností:

(λni )n≥1, (nλni )n≥1, (n2λni )n≥1, . . . , (nγi−1λni )n≥1 .

První, co je tøeba dokázat, je fakt, ¾e uvedené posloupnosti v¹echny patøí do M , tedy

¾e splòují rekurenci (2.4). To odvodíme následující úvahou o charakteristickém polynomu

P (λ). Zderivujeme-li polynom λnP (λ) pro pevné n ∈ N podle promìnné λ, dostaneme(
λnP (λ)

)′
=
(
λn+k + αk−1λ

n+k−1 + · · ·+ α1λ
n+1 + α0λ

n
)′

=

= (n+ k)λn+k−1 + αk−1(n+ k − 1)λn+k−2 + · · ·+ α1(n+ 1)λn + α0nλ
n−1

Kdy¾ pøedchozí polynom vynásobíme λ, dostaneme

λ
(
λnP (λ)

)′
= (n+ k)λn+k +αk−1(n+ k− 1)λn+k−1 + · · ·+α1(n+ 1)λn +α0nλ

n . (2.10)

Chceme-li ovìøit, zda posloupnost (nλni )n≥1 splòuje (2.4), staèí zjistit, zda polynom (2.10)

má koøen λi. Pokud má polynom P (λ) koøen λi násobnosti γi ≥ 2, toté¾ platí i pro poly-

nom λnP (λ) (pøibyde jen n-násobný koøen 0). Vzhledem k poznámce 2.11, má polynom(
λnP (λ)

)′
a tedy i λ

(
λnP (λ)

)′
koøen λi násobnosti γi − 1 ≥ 1. Proto pro ka¾dé pevné

n ≥ 1 platí

(n+ k)λn+ki + αk−1(n+ k − 1)λn+k−1i + · · ·+ α1(n+ 1)λni + α0nλ
n
i = 0 ,

co¾ není nic jiného ne¾ dosazení posloupnosti (nλni )n≥1 do (2.4). (nλni )n≥1 proto patøí do

prostoru M .

Pro ovìøení (n2λni )n≥1 ∈M uva¾ujeme polynom

λ
(
λ
(
λnP (λ)

)′)′
= (n+ k)2λn+k +αk−1(n+ k− 1)2λn+k−1 + · · ·+α1(n+ 1)2λn +α0n

2λn ,

který má koøen λi, právì kdy¾ násobnost λi v polynomu P (λ) je γi ≥ 3.

Stejným zpùsobem bychom odvodili, ¾e (nkλni )n≥1 ∈M pro v¹echna k = 0, . . . , γi− 1.

Zároveò vidíme, ¾e posloupnost (nγλni )n≥1 u¾ rekurenci (2.4) nesplòuje.

Proto¾e ke ka¾dému koøenu λi máme tolik posloupností, kolik je jeho násobnost, máme

celkem k =
∑l

i=1 γi posloupností jako kandidáty na bázi prostoruM . Nyní je tøeba zjistit,

zda jsou tyto posloupnosti lineárnì nezávislé. Postup by byl obdobný jako v pøedcházejí-

cích pøípadech, jen o poznání techniètìj¹í. Zapi¹me tedy, co jsme odvodili:

Tvrzení 2.14. Nech» charakteristický polynom (2.5) lineární rekurence (2.4) má l na-

vzájem rùzných koøenù λ1, . . . , λl, násobností po øadì γ1, . . . , γl. Pak ka¾dá posloupnost

(an)n≥1, která je øe¹ením (2.4), je komplexní lineární kombinací posloupností

(λni )n≥1, (nλni )n≥1, (n2λni )n≥1, . . . , (nγi−1λni )n≥1 , i ∈ {1, . . . , l}. (2.11)
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2.2.3 Charakteristický polynom s komplexními koøeny

Pøíklad 2.15. Vyøe¹me rekurenci an+2 + 2an+1 + 4an = 0, a0 = a1 = 1. Charakteristický

polynom P (λ) = λ2+2λ+4 má tentokrát dva navzájem komplexnì sdru¾ené koøeny λ1,2 =

−1±i
√

3. Na¹e posloupnost (an)n≥0 je tedy lineární kombinací posloupností (λni )n≥0, tedy

musí existovat komplexní α, β tak, ¾e pro ka¾dé n ≥ 0 platí

an = α(−1 + i
√

3)n + β(−1− i
√

3)n .

Dosazením poèáteèních podmínek dostaneme soustavu lineárních rovnic

a1 = 1 = α + βa2 = 1 = α(−1 + i
√

3) + β(−1− i
√

3)

jejím¾ øe¹ením je α = 2+i
√
3

2i
√
3

= 3−2i
√
3

6
, β = 2−i

√
3

−2i
√
3

= 3+2i
√
3

6
. Máme proto následující

vyjádøení n-tého èlenu posloupnosti an:

an =
3− 2i

√
3

6
(−1 + i

√
3)n +

3 + 2i
√

3

6
(−1− i

√
3)n .

Vzhledem k tomu, ¾e ze zadání je posloupnost (an)n≥0 zjevnì celoèíselná, tento výsle-

dek zapsaný pomocí komplexních èísel se nám moc nelíbí. Pokusme se tedy najít vyjádøení

pro an, které by pou¾ívalo pouze reálná èísla. Proto¾e λ2 = λ1, je také λn2 = λ1
n

= λn1 .

Proto¾e také β = α, je an vlastnì reálnou slo¾kou výrazu 3−2i
√
3

6
(−1 + i

√
3)n. Pro její

urèení pou¾ijeme zápis komplexních èísel v goniometrickém tvaru a Moivreovu vìtu. Máme

−1 + i
√

3 = 2(−1
2

+ i
√
3
2

) = 2(cos 2π
3

+ i sin 2π
3

). Proto

(−1 + i
√

3)n = 2n
(

cos 2π
3

+ i sin 2π
3

)n
= 2n

(
cos 2πn

3
+ i sin 2πn

3

)
.

Odtud odvodíme

an = 2<
(3− 2i

√
3

6
(−1 + i

√
3)n
)

= 2n cos 2πn
3

+
2n+1

√
3

sin 2πn
3
.

Toto vyjádøení u¾ nevyu¾ívá komplexní jednotku. Ètenáøe mù¾e napadnout, zda nelze

pro je¹tì hezèí zápis an vyu¾ít faktu, ¾e posloupnosti sin 2πn
3

a cos 2πn
3

jsou periodické s

periodou 3. Máme

sin 2π(3k)
3

= 0,

cos 2π(3k)
3

= 1,

sin 2π(3k+1)
3

=

√
3

2
,

cos 2π(3k+1)
3

= −1

2
,

sin 2π(3k+2)
3

= −
√

3

2
,

cos 2π(3k+2)
3

= −
√

3

2
,

a proto

a3k = 23k, a3k+1 = −23k + 23k+1 = 23k, a3k+2 = −23k+1 − 23k+2 = −3 · 23k+1 .
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Získáním takto jednoduchého vyjádøení vyvstane otázka, jestli jsme si v¹echnu práci ne-

mohli u¹etøit a dospìt k nìmu z rekurence rovnou. Jak se snado uká¾e, toto mo¾né bylo,

pokud bychom provedli hned na zaèátku jednoduchý trik: Proto¾e po¾adujeme platnost

rekurence an+2 + 2an+1 + 4an = 0 pro ka¾dé n, napí¹eme si tento vztah pod sebe pro dva

po sobì jdoucí indexy,
an+2 + 2an+1 + 4an = 0,

an+3 + 2an+2 + 4an+1 = 0.

Odeètením dvojnásobku první rovnice od druhé získáme vztah an+3 = 8an = 23an. S

pou¾itím poèáteèní podmínky a0 = 1 odtud plyne a3k = 23k, z podmínky a1 = 1 odvodíme

a3k+1 = 23k a proto¾e a2 = −2a1−4a0 = −6, dostaneme také a3k+2 = −6 ·23k = −3 ·23k+1.

Ve skuteènosti ka¾dý polynom s reálnými koe�cienty má s komplexním koøenem λ0 za

koøen i èíslo λ0 komplexnì sdru¾ené, a to oba se stejnou násobností. Mù¾eme se stejnì jako

pøíkladu 2.15 ptát, zda øe¹ení pøíslu¹né diferenèní rovnice nelze zapsat pomocí reálné báze,

tedy nahradit posloupnosti (njλn0 )n≥1, (njλ
n

0 )n≥1 dvìma jinými posloupnostmi v prostoru

M , které by byly lineárnì nezávislé. Vyu¾ijeme následující tvrzení z lineární algebry.

Tvrzení 2.16. Pokud ~x, ~y, ~z1, . . . , ~zk je báze vektorového prostoru V nad C, pak i

1
2
(~x+ ~y), 1

2i
(~x− ~y), ~z1, . . . , ~zk je báze vektorového prostoru V .

Dùkaz. Toto tvrzení doká¾eme, kdy¾ ovìøíme, ¾e z lineární nezávislosti ~x, ~y, ~z1, . . . , ~zk

plyne lineární nezávislost 1
2
(~x+ ~y), 1

2i
(~x− ~y), ~z1, . . . , ~zk.

D�usledek 2.17. Nech» mezi koøeny charakteristického polynomu (2.5) lineární reku-

rence (2.4) jsou λ0 = r(cosϕ + i sinϕ), λ0 = r(cosϕ − i sinϕ) s násobností γ0. Pak

posloupnosti (njλn0 )n≥1, (njλ
n

0 )n≥1, 0 ≤ j < γ0, v bázi (2.11) prostoru M lze nahradit

posloupnostmi (njrn cosnϕ)n≥1, (njrn sinnϕ)n≥1, 0 ≤ j < γ0.

Dùkaz. Máme

1

2
�
(
(njλn0 )n≥1 ⊕ (njλ

n

0 )n≥1
)

=
(1

2

(
njλn0 + njλ

n

0

))
n≥1

=

=
(
<
(
njλn0

))
n≥1

=
(
nj<

(
λn0
))

n≥1
1

2i
�
(
(njλn0 )n≥1 	 (njλ

n

0 )n≥1
)

=
( 1

2i

(
njλn0 − njλ

n

0

))
n≥1

=

=
(
=
(
njλn0

))
n≥1

=
(
nj=

(
λn0
))

n≥1

Proto¾e λ0 = r(cosϕ+i sinϕ), podle Moivreovy vìty odvodíme λn0 = rn(cosϕ+i sinϕ)n =

rn(cosnϕ+ i sinnϕ), tak¾e <
(
λn0
)

= rn cosnϕ a =
(
λn0
)

= rn sinnϕ.
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2.3 Lineární diferenèní rovnice s pravou stranou

Podívejme se nyní na øe¹ení lineární rekurence k-tého øádu s konstantními koe�cienty ale

nenulovou pravou stranou,

an+k + αk−1an+k−1 + αk−2an+k−2 + · · ·+ α1an+1 + α0an = f(n) , n ≥ 1 . (2.12)

Pøidru¾eným charakteristickým polynomem je polynom P (λ) = λk + αk−1λ
k−1 + · · · +

α1λ+ α0. Abychom naznaèili obecný postup øe¹ení nehomogenní diferenèní rovnice, pro-

zkoumejme nejprve na pøíkladì nejjednodu¹¹í pøípad pravé strany, kdy f(n) ≡ 1 je kon-

stantní.

Pøíklad 2.18. Øe¹me diferenèní rovnici druhého øádu s nenulovou pravou stranou,

an+2 − 3an+1 + 2an = 1 . (2.13)

Proto¾e po¾adujeme platnost tohoto vztahu pro ka¾dé pøirozené n, mù¾eme vyu¾ít, ¾e i

an+3 − 3an+2 + 2an+1 = 1. Odeètením obou rovností dostaneme

an+3 − 4an+2 + 5an+1 − 2an = 0 . (2.14)

To u¾ je homogenní diferenèní rovnice, ov¹em tøetího øádu. Zkusme ji øe¹it metodou,

kterou jsme se nauèili. Charakteristický polynom (2.14) je

P (λ) = λ3 − 4λ2 + 5λ− 2 = (λ− 1)2(λ− 2) ,

proto ka¾dé øe¹ení (2.14) je lineární kombinací posloupností (1)n∈N, (n)n∈N a (2n)n∈N, a

tedy n-tý èlen je tvaru

an = α + βn+ γ2n , pro nìjaké α, β, γ ∈ C . (2.15)

Je zøejmé, ¾e pro jednoznaèné urèení øe¹ení (2.13) staèí dvì poèáteèní podmínky, proto

jistì ne ka¾dá trojice komplexních koe�cientù α, β, γ povede k øe¹ení pùvodní rovnice.

Dosaïme (2.15) do (2.13),

α + β(n+ 2) + γ2n+2 − 3
(
α + β(n+ 1) + γ2n+1

)
+ 2(α + βn+ γ2n) = 1 ,

(1− 3 + 2︸ ︷︷ ︸
=0

)α +
(
n+ 2− 3(n+ 1) + 2n︸ ︷︷ ︸

=−1

)
β + (2n+2 − 3 · 2n+1 + 2 · 2n︸ ︷︷ ︸

=0

) = 1 ,

z èeho¾ odvodíme β = −1. Obecným øe¹ením rovnice (2.13) je tedy posloupnost (an)n≥1,

kde an = α− n+ γ2n.
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Ètenáøe mo¾ná u¾ napadlo, proè závislost na parametrech α a γ zmizela. Je to tím,

¾e právì posloupnosti tvaru α + γ2n jsou øe¹ením rovnice (2.13) bez pravé strany. Cha-

rakteristickým polynomem je toti¾ P (λ) = λ2− 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2), tak¾e pøíslu¹nou

homogenní rovnici øe¹í v¹echny lineární kombinace posloupností (1n)n≥1 a (2n)n≥1. Z toho

je vidìt, ¾e øe¹ení nehomogenní rovnice (2.13) lze rozlo¾it na souèet øe¹ení ahn pøidru¾ené

homogenní rovnice a jednoho partikulárního øe¹ení apn k pravé stranì. V na¹em pøípadì

an = ahn + apn, kde a
h
n = α + γ2n a apn = −n.

Snadno si uvìdomíme, ¾e linearita diferenèní rovnice umo¾òuje rozklad na homogenní

a partikulární øe¹ení i v pøípadì obecné pravé strany.

Tvrzení 2.19. Nech» posloupnost (apn)n≥1 je libovolné øe¹ení diferenèní rovnice (2.12).

Pak v¹echna øe¹ení této rovnice najdeme ve tvaru an = ahn + apn, n ≥ 1, kde (ahn)n≥1 je

nìjaké øe¹ení pøidru¾ené homogení diferenèní rovnice (2.4).

Otázkou zùstává, jak nalézt nìjaké partikulární øe¹ení k dané pravé stranì. Probereme

nìkolik typù posloupností
(
f(n)

)
n≥1, u kterých lze dát k hledání partikulárního øe¹ení

návod.

2.3.1 Polynomiální pravá strana

Prvním pøípadem nenulové pravé strany pro nás byla konstantní posloupnost. Uká¾eme

si, ¾e postup lze zobecnit. To, co se v pøíkladì 2.18 dìlo, toti¾ nebylo náhodou.

Zkoumejme nyní obecnìj¹í pøípad, kdy na pravé stranì diferenèní rovnice bude poly-

nom

f(n) = c0 + c1n+ · · ·+ ctn
t ,

kde stf = t ≥ 0, c0, . . . , ct jsou obecnì komplexní koe�cienty a ct 6= 0. Podíváme se, co se

stane, kdy¾ stejnì jako v pøíkladì provedeme posunutí indexu a odeètení. Na pravé stranì

nové rekurence máme polynom

f̃(n) := f(n+ 1)− f(n) = c0 + c1(n+ 1) + · · ·+ ct(n+ 1)t − (c0 + c1n+ · · ·+ ctn
t) =

= c1 + · · ·+ ct−1
(
(n+ 1)t−1 − nt−1

)
+ ct

(
(n+ 1)t − nt

)
=

= c1 + · · ·+ ct
(
tnt−1 +

(
t
2

)
nt−2 + · · ·+ tn+ 1

)
Polynom f̃ je tedy stupnì právì t − 1, proto¾e u nejvy¹¹í mocniny nt−1 stojí koe�cient

ct 6= 0. Situace je tedy zlep¹ila, nicménì abychom získali homogenní diferenèní rovnici,

budeme muset tento posun s odeètením znovu a znovu, celkem (t+ 1)-krát. Po t krocích

20



dostaneme polynom stupnì nula, tedy konstantu, po posledním, (t + 1)-ním kroku bude

na pravé stranì opravdu nulový polynom.

Musíme ov¹em vyzkoumat, co se pøi tìchto operacích dìje na levé stranì rekurence.

U¾ po jednom kroku tam stojí komplikovaný výraz

an+k+1 + αk−1an+k + · · ·+ α0an+1 −
(
an+k + αk−1an+k−1 + · · ·+ α0an

)
=

= an+k+1 + (αk−1 − 1)an+k + (αk−2 − αk−1)an+k−1 · · ·+ (α0 − α1)an − α0an .
(2.16)

Ve skuteènosti ale tento výraz zkoumat nepotøebujeme. Potøebujeme toti¾ znát jen cha-

rakteristický polynom P̃ pøidru¾ený k nové rovnici. Ten získáváme dosazením posloupnosti

λn. Uvìdomíme-li si, ¾e posun v indexu pak znamená pouze vynásobí promìnnou λ, vi-

díme, ¾e polynom P̃ (λ) vznikne odeètením pùvodního charakteristického polynomu P (λ)

od jeho λ-násobku, tedy P̃ (λ) = λP (λ)− P (λ) = (λ− 1)P (λ).

Jak jsme si øekli, operaci posunu indexu a odeètení potøebujeme provést (t+ 1)-krát.

Na konci tak budeme mít homogenní diferenèní rovnici

bn+k+t+1 + α̃k+tbn+k+t + · · ·+ α̃1bn+1 + α̃0b0 = 0 , n ≥ 1 , (2.17)

s charakteristickým polynomem (λ − 1)t+1P (λ). Ø¹ení této nové homogenní rekurence

umíme najít postupem z pøedchoizích kapitol jako lineární kombinací posloupností získa-

ných z koøenù polynomu (λ − 1)t+1P (λ). Oznaème λ1 = 1 a nech» r ≥ 0 je násobnost

λ1 jako koøene v pùvodním polynomu P (λ). Pak podprostor M̃ posloupností, které øe¹í

homogenní rekurenci (2.17), má bázi

(1)n≥1, (n)n≥1, . . . (nr−1)n≥1, (nr)n≥1, . . . , (nr+t)n≥1,

(λni )n≥1, (nλni )n≥1, . . . (nγi−1λni )n≥1, i ∈ {2, . . . , l}.
(2.18)

Poznamenejme, ¾e pokud polynom P nemìl koøen λ1 = 1, pak (1)n≥1, (n)n≥1, . . . ,

(nr−1)n≥1 je prázdný seznam.

Odvodili jsme, ¾e ka¾dé øe¹ení nehomogenní diferenèní rovnice (2.12) je øe¹ením ho-

mogenní rovnice (2.17). Naopak to ov¹em neplatí. Ne ka¾dá lineární kombinace prvkù

báze (2.18) prostoru M̃ splòuje rovnici (2.12). Posloupnosti (nr)n≥1, . . . , (nr+t)n≥1 jsou

v bázi M̃ díky faktoru (λ − 1)t+1 polynomu P̃ (λ). Zbytek uvedených posloupností tedy

tvoøí bázi prostoruM v¹ech øe¹ení homogenní diferenèní rovnice pøidru¾ené k pùvodní rov-

nici (2.12). Ka¾dá jejich lineární kombinace proto odpovídá homogennímu øe¹ení (ahn)n≥1.

Naopak lineární kombinací posloupností (nr)n≥1, . . . , (nr+t)n≥1 získáme partikulární øe¹ení

k dané pravé stranì. Toto partikulární øe¹ení je ve tvaru

apn = d0n
r + d1n

r+1 + · · ·+ dtn
r+t = nr(d0 + d1n+ · · ·+ dtn

t) , n ≥ 1 .

21



Koe�cienty d0, . . . , dt zjistíme dosazením (apn)n≥1 do (2.12). Shròme uvedené poznatky do

tvrzení.

Tvrzení 2.20. Je-li pravá strana
(
f(n)

)
n≥1 diferenèní rovnice (2.12) dána polynomem

f(n) stupnì t ≥ 0, pak partikulární øe¹ení rovnice (2.12) je ve tvaru apn = nrg(n), kde r ≥

0 je násobnost koøene λ = 1 v charakteristickém polynomu P (λ) pøidru¾ené homogenní

diferenèní rovnice a g(n) je nìjaký polynom stupnì st(g) = st(f) = t.

Pøíklad 2.21. Metodu pou¾ijeme k výpoètu sumy
∑n

k=1 k
2 je¹tì jiným zpùsobem ne¾

v pøíkladu 1.5. Oznaèíme-li napøíklad Sn :=
∑n

k=1 k
2, snadno získáme pro posloupnost

(Sn)n≥1 rekurentní vztah Sn+1 − Sn = (n+ 1)2. Proto¾e
∑1

k=1 k
2 = 1, souètem na¹í sumy

je tedy právì øe¹ení této rekurence s poèáteèní podmínkou S1 = 1. Øe¹ení homogenní

soustavy Shn+1−Shn = 0 jsou samozøejmì konstantní posloupnosti, Shn = α ∈ C. Abychom

urèili partikulární øe¹ení, uvìdomíme si, ¾e na pravé stranì rekurence je polynom stupnì

t = 2, a charakteristický polynom rekurence P (λ) = λ− 1 má koøen 1 násobnosti r = 1.

Proto partikulární øe¹ení hledáme ve tvaru Spn = n(d0 + d1n+ d2n
2). Koe�cienty d0, d1, d2

získáme dosazením do rekurence s pravou stranou,

Spn+1 − Spn =(n+ 1)
(
d0 + d1(n+ 1) + d2(n+ 1)2

)
− n(d0 + d1n+ d2n

2) =

= d0 + d1(2n+ 1) + d2(3n
2 + 3n+ 1) = (n+ 1)2 .

Proto¾e potøebujeme rovnost pro v¹echna n ≥ 1, staèí porovnat koe�cienty u jednotlivých

mocnin n.
n0 : d0 + d1 + d2 = 1
n1 : 2d1 + 3d2 = 2
n2 : 3d2 = 1

To je soustava tøí lineárních rovnic o tøech neznámých d0, d1, d2, kterou snadno vyøe¹íme.

Øe¹ením je trojice

d2 = 1
3
, d1 = 1

2
, d0 = 1

6
.

Partikulártní øe¹ení proto nacházíme ve tvaru Spn = n(1
6

+ 1
2
n+ 1

3
n2) = 1

6
(2n3 + 3n2 + n).

Obecné øe¹ení rekurence Sn+1−Sn = (n+1)2 je tedy Sn = Shn+Spn = α+ 1
6
(2n3+3n2+n).

Koe�cient α, který odpovídá právì øe¹ení udávajícímu souèet sumy
∑n

k=1 k
2, vypoèítáme

dosazením poèáteèní podmínky S1 = 1. Máme S1 = 1 = α + 1
6
(2 + 3 + 1), tak¾e α = 0.

Mù¾eme tedy uzavøít, ¾e
∑n

k=1 k
2 = 1

6
(2n3 + 3n2 +n), co¾ samozøejmì odpovídá výsledku

z pøíkladu 1.5.
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2.3.2 Kvazipolynomiální pravá strana

Uva¾ujme je¹te obecnìj¹í pravou stranu diferenèní rovnice ve tvaru tzv. kvazipolynomu,

tj. f(n) = Cnp(n), kde p(n) je polynom a 0 6= C ∈ C. Podívejme se, jakým zpùsobem

øe¹ení úlohy pøevedeme na známý pøípad. Vydìlíme-li celou rovnici

an+k + αk−1an+k−1 + · · ·+ α1an+1 + α0an = Cnp(n) . (2.19)

èíslem Cn+k, dostaneme pøi ¹ikovném zápisu

an+k
Cn+k

+
αk−1
C

an+k−1
Cn+k−1 + · · ·+ α1

Ck−1
an+1

Cn+1
+
α0

Ck

an
Cn

=
p(n)

Ck
.

Zavedeme-li novou posloupnost ãn = an
Cn

, získali jsme vlastnì diferenèní rovnici

ãn+k + α̃k−1ãn+k−1 + · · ·+ α̃1ãn+1 + α̃0ãn = p̃(n) . (2.20)

s koe�cienty α̃j = Cj−kαj, j ∈ {0, . . . , k − 1}, a na pravé stranì je polynom p̃(n) =

C−kp(n). (Je tøeba si uvìdomit, ¾e k je pevné, je to øád diferenèní rovnice.) Vyøe¹íme re-

kurenci (2.20) postupem vý¹e uvedeným, kde ãn = ãhn+ãpn. Øe¹ení diferenèní rovnice (2.19)

dostaneme ve tvaru

an = Cnãn = Cnãhn + Cnãpn . (2.21)

Zkoumejme vztah dvou vý¹e uvedených rekurencí (2.19) a (2.20). Charakteristický po-

lynom homogenní rekurence pøidru¾ené k (2.19) oznaème P (λ), polynom pøíslu¹ný k (2.20)

oznaème P̃ (λ). Podle poznámky 2.11 jsou koøeny λ̃i polynomu P̃ jen C−1-násobky koøenù

polynomu P (λ), tj. C−1λi. Proto víme, ¾e kdy¾

(λni )n≥1, (nλ
n
i )n≥1, . . . , (n

γi−1λni )n≥1, i ∈ {1, . . . , l}.

je báze prostoru øe¹ení pùvodní homogenní rovnice pøidru¾ené k (2.19), pak bázi(
λ̃ni
)
n≥1,

(
nλ̃ni

)
n≥1, . . . ,

(
nγi−1λ̃ni

)
n≥1, i ∈ {1, . . . , l},

prostoru øe¹ení homogenní rovnice pøidru¾ené k (2.20) lze zapsat pomocí koøenù polynomu

P (λ) jako

(C−nλni )n≥1, (nC
−nλni )n≥1, . . . , (n

γi−1C−nλni )n≥1, i ∈ {1, . . . , l}.

Odvodíme tak, ¾e Cnãhn ve vztahu (2.21) je vlastnì øe¹ením apn homogenní rovnice pøidru-

¾ené k (2.19). Partikulární øe¹ení apn získáme jako apn = Cnãpn. Pøipomeòme, ¾e ãpn jsme

podle pøedpisu z tvrzení 2.20 hledali ve tvaru ãpn = nrg(n), kde g(n) je polynom stupnì

stg = stp̃ = stp a r je násobnost koøene 1 v polynomu P̃ . Ta je ale stejná jako násobnost

koøene C v polynomu P . Odvodili jsme tak následující tvrzení.
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Tvrzení 2.22. Je-li pravá strana
(
f(n)

)
n≥1 diferenèní rovnice (2.12) dána kvazipolyno-

mem f(n) = Cnp(n), kde 0 6= C ∈ C a p je polynom stupnì t ≥ 0, pak partikulární

øe¹ení rovnice (2.12) je ve tvaru apn = Cnnrg(n), kde r ≥ 0 je násobnost koøene λ = C

v charakteristickém polynomu P (λ) pøidru¾ené homogenní diferenèní rovnice a g(n) je

nìjaký polynom stupnì st(g) = st(f) = t.

Pøíklad 2.23. Vypoèítáme souèet
∑n

k=1(−1)kk2. Obdobnì jako v pøíkladu 2.21 oznaèíme

Sn =
∑n

k=1(−1)kk2. Posloupnost (Sn)n≥1 splòuje rekurenci Sn+1 − Sn = (−1)n+1(n+ 1)2.

Øe¹ení bude dáno jednoznaènì, pokud zadáme poèáteèní podmínku S1 = −1. Obecné

øe¹ení této rekurence s kvazipolynomiální pravou stranou je souètem obecného øe¹ení

homogenní rovnice, co¾ je opìt Shn = α a partikulárního øe¹ení Spn. Podle tvrzení 2.22 lze

partikulární øe¹ení hledat ve tvaru Spn = Cnnrg(n), kde C = −1, r je násobnost koøene

−1 v polynomu P (λ) = λ − 1, tj. r = 0. Polynom g je stupnì stejného jako (n + 1)2,

tj. stg = 2. Je tedy Spn = (−1)n(d0 + d1n + d2n
2). Koe�cienty d0, d1, d2 zjistíme, kdy¾ Spn

dosadíme do pùvodní rekurence s pravou stranou.

Spn+1 − Spn =(−1)n+1
(
d0 + d1(n+ 1) + d2(n+ 1)2

)
− (−1)n(d0 + d1n+ d2n

2) =

= (−1)n+1
(
2d0 + d1(2n+ 1) + d2(2n

2 + 2n+ 1)
)

= (−1)n+1(n+ 1)2 .

Porovnáme koe�cienty u jednotlivých mocnin n,

n0 : 2d0 + d1 + d2 = 1
n1 : 2d1 + 2d2 = 2
n2 : 2d2 = 1

Øe¹ením této soustava rovnic je trojice

d2 = 1
2
, d1 = 1

2
, d0 = 0 .

Partikulártní øe¹ení proto nacházíme ve tvaru Spn = (−1)n(1
2
n + 1

2
n2) = (−1)n

2
(n2 + n).

Obecné øe¹ení rekurence Sn+1−Sn = (−1)n+1(n+1)2 je tedy Sn = Shn+Spn = α+ (−1)n
2

(n2+

n). Koe�cient α, který odpovídá právì øe¹ení udávajícímu souèet sumy
∑n

k=1(−1)kk2,

vypoèítáme dosazením poèáteèní podmínky S1 = −1. Máme S1 = −1 = α+ −1
2

(1 + 1) =

α− 1, tak¾e opìtα = 0. Mù¾eme tedy uzavøít, ¾e
∑n

k=1(−1)kk2 = (−1)n
2

(n2 + n).

Pøíklad 2.24. Seètìme sumu
∑n

k=1 k
(
n
k

)
. Tentokrát u¾ samotné sestavení rekurence není

úplnì pøímoèaré. Oznaèíme-li opìt Sn =
∑n

k=1 k
(
n
k

)
, pak Sn+1 =

∑n+1
k=1 k

(
n+1
k

)
. Kdy¾

chceme vyjádøit Sn+1 pomocí pøedchozích èlenù posloupnosti, pou¾ijeme identitu
(
n+1
k

)
=
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(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
, která platí pro 1 ≤ k ≤ n. Je proto

Sn+1 =
n+1∑
k=1

k
(
n+1
k

)
=

n∑
k=1

k
(
n+1
k

)
+ (n+ 1)

(
n+1
n+1

)
=

n∑
k=1

k
((
n
k

)
+
(
n
k−1

))
+ n+ 1 =

=
n∑
k=1

k
(
n
k

)
+

n∑
k=1

k
(
n
k−1

)
+ n+ 1 =

n∑
k=1

k
(
n
k

)
+

n−1∑
k=0

(k + 1)
(
n
k

)
+ n+ 1 =

= 2
n∑
k=1

k
(
n
k

)
+

n∑
k=0

(
n
k

)
= 2Sn + 2n ,

kde jsme vyu¾ili, ¾e
(
n
n

)
= 1 a

∑n
k=0

(
n
k

)
= 2n. Odvodili jsme tedy rekurenci

Sn+1 − 2Sn = 2n , S1 = 1 .

Víme, ¾e Sn = Shn + Spn. Proto¾e charakteristický polynom pøidru¾ené homogenní rovnice

je P (λ) = λ − 2, je obecné øe¹ení Shn = α · 2n. Partikulární øe¹ení hledáme ve tvaru

Spn = 2nnd0. Dosazením do rekurence zjistíme

Spn+1 − 2Spn = 2n+1(n+ 1)d0 − 2nnd0 = 2n ,

odkud snadno odvodíme, ¾e 2d0 = 1, tudí¾ d0 = 1
2
. Je tedy Sn = Shn +Spn = α ·2n + 2n−1n.

S vyu¾itím poèáteèní podmínky máme S1 = 1 = 2α + 1, tak¾e α = 0. Celkovì tedy∑n
k=1 k

(
n
k

)
= 2n−1n.

Tento pøíklad ov¹em zaslou¾í drobný komentáø. Ke stejnému výsledku bychom toti¾

mohli dojít na základì jednoduché kombinatorické úvahy. Zjistíme poèet mo¾ností, jak

ze tøídy o n ¾ácích vybrat výbor s pøedsedou. Pøi pevném k je poèet rùzných k-èlenných

komisí v n-èlenné tøídì roven
(
n
k

)
. V ka¾dé z tìchto komisí máme k mo¾ností výbìru

pøedsedy. Proto k
(
n
k

)
je poèet k-èlenných komisí s pøedsedou. Abychom získali poèet

v¹ech mo¾ností, musíme seèíst pøes 1 ≤ k ≤ n. Na¹e suma
∑n

k=1 k
(
n
k

)
tedy oznaèuje poèet

rùzných komisí s pøedsedou v n-èlenné tøídì. Stejný poèet ov¹em zjistíme, kdy¾ nejprve

urèíme ve tøídì pøedsedu - tu máme n mo¾ností. Pak komisi libovolnì doplníme, a to tak,

¾e ka¾dému ze zbývajících n−1 ¾ákù øekneme, jestli v komisi bude nebo ne. To provedeme

2n−1 zpùsoby. Celkem n2n−1.

2.3.3 Algebraický pøístup

Na problém øe¹ení lineárních diferenèních rovnic lze nahlédnout je¹tì více algebraicky.

Uva¾ujme operátor A na prostoru `, zadaný pøedpisem

A(an)n≥1 =
(
an+k + αk−1an+k−1 + · · ·+ α1an+1 + α0an

)
n≥1 .
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Snadno ovìøíme, ¾e tento operátor je lineární, toti¾ ¾e pro dvì komplexní posloupnosti

(an)n≥1, (bn)n≥1 a komplexní èíslo α platí A
(
α(an)n≥1 +(bn)n≥1

)
= αA(an)n≥1 +A(bn)n≥1.

Øe¹ení diferenèní rovnice (2.12) je vlastnì hledání posloupnosti (an)n≥1 takové, ¾e

A(an)n≥1 =
(
f(n)

)
n≥1. Z lineární algebry víme, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení takové rovnice,

tj. mno¾ina A−1
(
f(n)

)
n≥1 má tvar

A−1
(
f(n)

)
n≥1 = (apn)n≥1 + kerA ,

kde posloupnost (apn)n≥1 splòuje A(apn)n≥1 =
(
f(n)

)
n≥1 je nìjaké partikulární øe¹ení a

kerA = A−1
(
(0)n≥1

)
je jádro operátoru A, tj. mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní rov-

nice (2.4). My jsme ji¾ døíve vidìli, ¾e kerA = M je podprostor prostoru `. Mno¾ina

v¹ech øe¹ení nehomogenní rovnice (2.12) je tedy lineární varieta v `.

Pøedpokládejme, ¾e je dáno více pravých stran
(
fi(n)

)
n≥1, pro i ∈ {1, . . . ,m}, a k nim

partikulární øe¹ení (ap,in )n≥1, tj. takové posloupnosti, ¾e A(ap,in )n≥1 =
(
fi(n)

)
n≥1. Proto¾e

operátor A je lineární je mno¾ina øe¹ení rovnice

A(an)n≥1 =
(
f1(n)

)
n≥1 +

(
f2(n)

)
n≥1 + · · ·+

(
fm(n)

)
n≥1

rovna

A−1
((
f1(n)

)
n≥1 ⊕ · · · ⊕

(
fm(n)

)
n≥1

)
= A−1

((
f1(n)

)
n≥1 ⊕ · · ·A

−1((fm(n)
)
n≥1 =

= (ap,1n )n≥1 ⊕ · · · ⊕ (ap,mn )n≥1 + kerA .

Pravou stranu lineární diferenèní rovnice (2.12) si tedy mù¾eme rozlo¾it na souèet dílèích

pravých stran tak, aby se nám snáze hledala partikulární øe¹ení. Tuto m�y¹lenku posléze

vyu¾ijeme.

2.3.4 Pravá strana sin(nγ), cos(nγ)

Posledním pøípadem pravé strany, kterým se budeme zabývat, jsou posloupnosti typu

(sinnϕ g(n))n≥1, (cosnϕ g(n))n≥1, kde ϕ ∈ R a g je nìjaký polynom. Ve skuteènosti je

tento pøípad snadno pøevoditelný na pøedchozí úlohu. Staèí si toti¾ uvìdomit vzorce

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
, pro z ∈ C .

Pøíklad 2.25. Øe¹me rekurenci an+1 − 3an = 2n cos nπ
3
. Øe¹ením homogenní rovnice je

ahn = α3n. Proto¾e cos nπ
3

= 1
2

(
e
nπi
3 +e−

nπi
3

)
, mù¾eme hledat partikulární øe¹ení jako souèet

posloupností (ap,1n ), (ap,2n ), pro které

ap,1n+1 − 3ap,1n = 2n−1e
nπi
3 , ap,2n+1 − 3ap,2n = 2n−1e−

nπi
3 .

26



Tyto rekurence u¾ mají pravé strany ve tvaru (navzájem komplexnì sdru¾ených) kvazipo-

lynomù 1
2

(
2e±

πi
3

)n
. Proto¾e stupeò polynomu je t = 0 a násobnost konstanty K = 2e±

πi
3

jako koøene charakteristického polynomu je r = 0, partikulární øe¹ení hledáme ve tvaru

ap,1n = d1
(
2e

πi
3

)n
, ap,2n = d2

(
2e−

πi
3

)n
. Dosazení provedeme pro ap,1n ,

ap,1n+1 − 3ap,1n = d1
(
2e

πi
3

)n+1 − 3d1
(
2e

πi
3

)n
= d1

(
2e

πi
3

)n
(2e

πi
3 − 3) = 2n−1e

nπi
3 ,

odkud snadno plyne d1 = 1

2(2e
πi
3 −3)

. Podobnì odvodíme, ¾e d2 = 1

2(2e−
πi
3 −3)

. I partikulární

øe¹ení jsou tedy k sobì navzájem komplexnì sdru¾ená, tak¾e apn = ap,1n + ap,2n = 2<ap,1n .

Proto¾e

d1 =
1

2(2e
πi
3 − 3)

2e−
πi
3 − 3

2e−
πi
3 − 3

=
2e−

πi
3 − 3

14
,

vypoèítáme

apn = 2<2e−
πi
3 − 3

14

(
2e

πi
3

)n
= 2n

7
<
(
2e−

πi
3 − 3

)
e
nπi
3 =

= 2n

7

(
2 cos π

3
− 2i sin π

3
− 3
)(

cos nπ
3

+ i sin nπ
3

)
= 2n

7
(−2− i

√
3)
(

cos nπ
3

+ i sin nπ
3

)
=

= 2n

7

(
− 2 cos nπ

3
+
√

3 sin nπ
3

)
= −2n+1

7
cos nπ

3
+ 2n

√
3

7
sin nπ

3

Celkové øe¹ení pùvodní rekurence získáme souètem tohoto partikulárního øe¹ení s øe¹ením

homogenní rovnice, tj.

an = α3n − 2n+1

7
cos nπ

3
+ 2n

√
3

7
sin nπ

3
.
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3 Pøíklady jiných diferenèních

rovnic

3.1 Rekurence s nekonstantními koe�cienty

Pøíklad 3.1. Vyøe¹me rekurenci

an+1 = n(an + an−1 + · · ·+ a1) , n ≥ 2 , a1 = 1 .

Na první pohled je to rekurence, která nezapadá do na¹eho standardu. Provedeme-li ale

jednoduchý trik, na známý pøípad ji pøevedeme. Staèí toti¾ oznaèit sn = a1 + · · · + an.

Pak an+1 je rovno rozdílu sn+1 − sn = an+1, tak¾e platí sn+1 − sn = nsn. Pøepsáno ve

standardním tvaru sn+1−(n+1)sn = 0. Vidíme, ¾e to je jednoduchá homogenní rekurence

prvního øádu, a i kdy¾ má nekonstantní koe�cient, snadno odvodíme, ¾e sn = n!s1. Proto¾e

s1 = a1 = 1, je sn = n! a odtud pro n ≥ 2

an = sn − sn−1 = n!− (n− 1)! = (n− 1)(n− 1)! .

Pøíklad 3.2. Øe¹me homogenní lineární rekurenci druhého øádu s nekonstantními koe�-

cienty,

2an+2 + 2nan+1 + n(n− 1)an = 0 , n ≥ 2 .

Tvar nekonstantních koe�cientù v této rekurenci mù¾e smìøovat k nápadu, abychom celou

rovnici vydìlili n!. Potom

2
an+2

n!
+ 2

n

n

an+1

(n− 1)!
+
n(n− 1)

n(n− 1)

an
(n− 2)!

= 0 , n ≥ 2 .

Po substituci bn = an
(n−2)! pro n ≥ 2 máme

2bn+2 + 2bn+1 + bn = 0 , n ≥ 2 ,

co¾ u¾ je homogenní rekurence druhého øádu s konstantními koe�cienty. K doøe¹ení staèí

urèit koøeny charakteristického polynomu 2λ2 + 2λ + 1. Tìmi jsou navzájem komplexnì
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sdru¾ená èísla 1
2
± i

2
. Abychom dostali øe¹ení vyjádøeno jako lineární kombinaci reálných

posloupností, pou¾ijeme postup z dùsledku 2.17, zapí¹eme èíslo 1
2

+ i
2
v goniometrickém

tvaru

1
2

+ i
2

= 1√
2

(√
2
2

+
√
2
2
i
)

= 1√
2

(
cos π

4
+ i sin π

4

)
.

Odtud bn = α 1√
2
n cos πn

4
+ β 1√

2
n sin πn

4
. Pøejdeme-li zpìt k posloupnosti an, máme

an = α (n−2)!√
2
n cos πn

4
+ β (n−2)!√

2
n sin πn

4
, n ≥ 2 .

Pøíklad 3.3. Øe¹me rekurenci

rn − (n− 1)rn−1 − (n− 1)rn−2 = 0 , n ≥ 2 , (3.1)

s poèáteèními podmínkami r0 = 1, r1 = 0. To je homogenní lineární rekurence druhého

øádu, ov¹em s nekonstantními koe�cienty. Trik z pøíkladu 3.2 tady nevede k cíli, jak si

ètenáø mù¾e sám vyzkou¹et. Zadíváme-li se na rovnici peèlivì, v¹imneme si, ¾e lze snadno

pøepsat do tvaru

rn − nrn−1 = −
(
rn−1 − (n− 1)rn−2

)
.

Oznaèíme-li sn = rn−nrn−1, dostáváme jednoduchý vztah pro posloupnost (sn)n≥1, toti¾

sn = −sn−1. Zku¹ené oko okam¾itì zjistí, ¾e obecné øe¹ení této rovnice je sn = (−1)nc.

Konstantu c mù¾eme zjistit z poèáteèních podmínek, proto¾e s1 = −c = r1 − r0 = −1,

tudí¾ c = 1. Zbývá tedy urèit, jak pomocí sn zjistíme rn. Dosazením máme pro n ≥ 1

rn − nrn−1 = (−1)n .

Zavzpomínáme na kapitolu 1.1, kde jsme vidìli, jak øe¹it libovolnou lineární rekurenci

prvního rádu. Pro jednoduchost oznaème posloupnost tn = rn
n!
, pro kterou máme tn −

tn−1 = (−1)n
n!

pro n ≥ 1. S pou¾itím t0 = r0 = 1 snadno odvodíme, ¾e tn =
∑n

k=0
(−1)k
k!

,

odkud dále

rn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
. (3.2)

Tím jsme získali vyjádøení pro n-tý èlen posloupnosti (rn)n≥0 bez pou¾ití pøedcházejících

èlenù této posloupnosti. Úplnì spokojení ale zatím nejsme, proto¾e bychom nejradìji mìli

vztah pro n pomocí koneèného poètu elemementárních operací. Vypomù¾eme si následu-

jící úvahou: Výraz (3.2) nám mù¾e pøipomenout Taylorùv rozvoj funkce ex =
∑+∞

k=0
xk

k!
.

Pro x = −1 je tedy
∑n

k=0
(−1)k
k!

= e−1. V rovnosti (3.2) ov¹em máme pouze koneènou sumu.

Proto¾e rozvoj øada
∑n

k=0
(−1)k
k!

má èleny se støídavými znaménky, odhadneme chybu∣∣ n∑
k=0

(−1)k

k!
− e−1

∣∣ < 1

(n+ 1)!
,
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tak¾e po vynásobení n! dostáváme

∣∣rn − n!e−1
∣∣ =

∣∣n!
n∑
k=0

(−1)k

k!
− n!e−1

∣∣ < 1

n+ 1
≤ 1

2
. (3.3)

Na závìr si uvìdomíme, ¾e v¹echny èleny posloupnosti (rn)n≥0 jsou ze zadání nutnì celoèí-

selné, tudí¾ rn lze podle (3.3) urèit jako nejbli¾¹í celé èíslo k èíslu n!e−1. To lze ekvivalentnì

zapsat pomocí celé èásti,

rn =
⌊
n!e−1 + 1

2

⌋
. (3.4)

3.2 Invertovací formule

Zkoumejme následující úlohu: Na konci ¹kolního roku si dìti ve tøídì chtìjí vzájemnì

dávat dárky. Proto¾e jsou ale nìkteré dìti oblíbenìj¹í ne¾ jiné, aby to tìm druhým nebylo

líto, uèitelka rozhodla, ¾e budou losovat, kdo komu dárek donese. Kolika zpùsoby mù¾e

losování dopadnout?

Losování odpovídá permutacím na mno¾inì {1, 2, . . . , n}, kde n je poèet dìtí ve tøídì.

Je ale jasné, ¾e pøi losování nechceme, aby dítì mìlo donést dárek samo sobì, tak¾e

vylouèíme ty permutace π, kdy pro nìjaké 1 ≤ i ≤ n platí π(i) = i. Takové permutace

mù¾eme nazvat permutace bez pevného bodu. Jejich poèet oznaème dn.

Pro malá n urèíme dn pø�mo. Zjevnì

d1 = 0, d2 = 1, d3 = 2,

proto¾e jediná permutace jednoho prvku je identita, na dvou prvcích u¾ máme jednu

transpozici, a na tøech prvcích cyklické permutace (231) a (312). Zbylé ètyøi permutace

na {1, 2, 3} jsou identita a tøi transpozice, kde pevným bodem je postupnì i = 1, i = 2 a

i = 3. Zkusme odvodit poèet dn obecnì. Roztøídíme v¹echny permutace na {1, 2, . . . , n},

kterých je n!, do tøíd podle toho, kolik mají pevných bodù. Hledané èíslo dn oznaèuje

poèet tìch, které nemají ¾ádný pevný bod. Tìch, které mají pevný bod právì jeden, je

ndn−1. Je toti¾ n zpùsobù, jak zvolit pevný bod, a pak dn−1 zpùsobù, jak zamíchat ostatní

prvky mno¾iny {1, 2, . . . , n}. Obdobnì
(
n
2

)
dn−2 je poèet prmutací s právì dvìma pevnými

body. Mù¾eme tedy zapsat

n! = dn + ndn−1 +

(
n

2

)
dn−2 + · · ·+

(
n

n− 2

)
d2 +

(
n

n− 1

)
d1 + 1 ,

kde poslední jednièka zastupuje jedinou permutaci, kdy jsou pevnými body v¹echny prvky

mno¾iny {1, 2, . . . , n}, a to identitu. Dode�nujeme-li d0 = 1, pak tento vztah lze pøepsat
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na

n! =
n∑
i=0

(
n

i

)
dn−i . (3.5)

Takový vztah je vlastnì taky rekurencí pro posloupnost (dn)n≥0, na¹e úvahy o lineárních

diferenèních rovnicích pro øe¹ení této rekurence nefungují. Nástrojem nám v tomto pøípadì

bude následující invertovací formule.

Vìta 3.4. Nech» (fn)n≥0, (gn)n≥0 jsou posloupnosti takové, ¾e pro ka¾dé n ∈ N0 platí

gn =
∑n

k=0

(
n
k

)
fn−k. Pak pro pro ka¾dé n ∈ N0 platí fn =

∑n
k=0

(
n
k

)
(−1)kgn−k.

Dùkaz. Do pravé strany vztahu, který chceme dokázat, dosadíme pøedpoklad

PS =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kgn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

n−k∑
j=0

(
n− k
j

)
fn−k−j .

Ve vnitøní sumì zamìníme poøadí sèítancù, tak¾e

PS =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

n−k∑
j=0

(
n− k

n− k − j

)
fj .

V tomto výrazu zamìníme sumy,

PS =
n∑
k=0

n−k∑
j=0

(
n

k

)
(−1)k

(
n− k

n− k − j

)
fj =

n∑
j=0

n−j∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

(
n− k

n− k − j

)
fj ,

a dále rozepí¹eme kombinaèní èísla,

PS =
n∑
j=0

n−j∑
k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!

(n− k)!

(n− k − j)!j!
fj .

Zkrátíme (n− k)! a z vnitønísumy vytkneme v¹e, co nezávisí na jejím sèítacím indexu k,

PS =
n∑
j=0

fj
n!

j!

n−j∑
k=0

(−1)k
1

k!(n− k − j)!
=

n∑
j=0

fj
n!

j!(n− j)!

n−j∑
k=0

(−1)k
(n− j)!

k!(n− k − j)!
,

pøièem¾ jsme roz¹íøili vynásobením (n− j)!/(n− j)!. Tak získáme

PS =
n∑
j=0

fj

(
n

j

) n−j∑
k=0

(
n− j
k

)
(−1)k .

Vnitøní sumu teï upravíme podle binomické vìty
∑n−j

k=0

(
n−j
k

)
(−1)k = (1 − 1)n−j = δnj ,

tj. tato suma je nulová pro v¹echna j kromì j = n, kdy má hodnotu 1. Proto mù¾eme

uzavøít

PS =
n∑
j=0

fj

(
n

j

)
δnj = fn

(
n

n

)
= fn ,

co¾ jsme chtìli ukázat.
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Pøedveïme pou¾ití této invertovací formule na pøíkladu permutací bez pevného bodu.

Pøíklad 3.5. Chceme-li aplikovat vìtu 3.4 na vztah (3.5), polo¾íme gn = n! a fn = dn. Z

vìty potom dostaneme

dn =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k(n− k)! =

n∑
k=0

n!

k!
(−1)k .

To ale pøesnì odpovídá výrazu (3.2). S pou¾itím øe¹ení pøíkladu 3.3 tedy zjistíme, ¾e

poèet permutací mno¾iny {1, 2, . . . , n} bez pevného bodu je dn = bn!e−1 + 1
2
c. Ètenáøi

ponecháváme jako cvièení, aby si rozmyslel kombinatorické zdùvodnìní, proè posloupnost

(dn)n≥0 splòuje rekurenci (3.1).
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4 Josefùv problém a související

úlohy

Josefùv problém patøí mezi tzv. rozpoèítávací úlohy. Jmenuje se podle øímského historika

¾idovského pùvodu Josefa Flavia, který ho popsal ve svých zápiscích o první ¾idovské válce.

Podle Josefova popisu obléhání mìsta Jodfatu byli on a dal¹ích 40 bojovníkù uvìznìni v

jeskyni øímskými vojáky. Nechtìli se nechat Øímany zajmout, a tak se rozhodli spáchat

hromadnou sebevra¾du. Shodli se, ¾e se zabijí navzájem tak, aby nikdo nezahynul vlastní

rukou. První vylosovaný bude zabit druhým vylosovaným, ten zase tøetím, atd. a a¾ po-

slední se vydá obléhatelùm. Losování probìhlo rozpoèítáváním tak, ¾e si bojovníci stoupli

do kruhu a los padl na ka¾dého tøetího. Josef popisuje, ¾e shodou náhod nebo mo¾ná

Bo¾ím øízením zùstal on a jeho pøítel jako poslední na øadì. Josef byl tedy zajat, ale pro-

to¾e vojevùdci Vespasianovi pøedpovìdìl, ¾e se stane císaøem, nejen¾e pøe¾il, ale dokonce

byl propu¹tìn a ve slu¾bách Øíma udìlal pomìrnì slu¹nou kariéru.

Podíváme se na tuto rozpoèítávací úlohu, ale ve zjednodu¹ené verzi.

4.1 Zjednodu¹ený Josefùv problém

Nejdøíve zformulujeme úlohu. Postavíme n lidí do kola, pøièem¾ jednotlivé osoby jsou

oznaèeny èíslem od 1 do n podle poøadí. Postupnì vyøazujeme ka¾dého druhého (tj. osobu

s èíslem 2, 4, 6, atd.) a takto projdeme celý kruh. Pøi dal¹ím vyøazování postupujeme

stejnì, jen u¾ není na první pohled jasné, kterých osob se zbavujeme. Na konci pøe¾ije

jediná osoba a my oznaèíme J(n) èíslo, kterým tato osoba byla od zaèátku oznaèena.

Øe¹ení na¹eho problému tedy spoèívá v popisu posloupnosti
(
J(n)

)
n≥1.

Na pøíkladì si mù¾eme vyzkou¹et

4
3

×1
6

5 × 3

×1
6

5 × 3

×1×
5 ×

×
×1×

5 ×
×
×

×
×
5

tak¾e pøe¾iv¹í je èíslo J(6) = 5.
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Mù¾eme si v¹imnout jistých zákonitostí. Je samozøejmé, ¾e v¹echny osoby se sudým

poøadím vypadnou hned v prvním kole. V následujícím kole pak ¹krtneme jako první

osobu è. 1 nebo 3 podle toho, jestli pùvodní poèet osob byl lichý nebo sudý. Rozli¹me si

proto tyto dva pøípady.

Nech» nejdøív n = 2m pro nìjaké m ≥ 1. Po prvním kole nám zbyde m osob, pøièem¾

poslední vyøazená byla osoba s èíslem 2m. Ne¾ zaèneme dal¹í kolo vyøazování, v¹echny

zbylé osoby (tj. 1, 3, 5, . . . , 2m−1) dostanou nové oznaèení (tj. 1, 2, 3, . . . ,m), tak¾e osoba

s pùvodním èíslem 2k− 1, pro k = 1, . . . ,m, dostane nové oznaèení k, proto¾e je teï k-tá

v poøadí. Pøedpokládejme, ¾e známe hodnotu J(m), co¾ je nové oznaèení osoby, která

pøe¾ije. Staèí u¾ jen zjistit, jaké bylo její pùvodní oznaèení. To je zjevnì 2J(m)− 1.

Uva¾ujme nyní pøípad, kdy n = 2m+1 pro m ≥ 1. Po vyøazení m+1 osob zbyde osob

m, pøièem¾ poslední jsme vyøadili osoby s èíslem 2m a pak 1. Opìt v¹echny zbylé osoby

3, 5, . . . , 2m + 1 pøeèíslujeme na 1, 2, 3, . . . ,m, tak¾e tentokrát osoba s pùvodním èíslem

2k + 1, pro k = 1, . . . ,m, dostáva nové oznaèení k. Hodnotu J(2m + 1) pak vypoèítáme

z J(m) podle J(2m+ 1) = 2J(m) + 1.

Celkovì jsme tedy odvodili následující rekurentní vztah pro posloupnost
(
J(n)

)
n≥1,

J(1) = 1,

J(2m) = 2J(m)− 1, m ≥ 1,

J(2m+ 1) = 2J(m) + 1, m ≥ 1.

(4.1)

1. øe¹ení: Vypi¹me si nìkolik poèáteèních hodnot posloupnosti:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 . . .
J(n) 1 1 3 1 3 5 7 1 3 5 7 9 11 13 15 1 . . .

Pozorováním této tabulky nás mù¾e napadnout, ¾e hodnoty 1 posloupnost nabývá právì

pro argumenty ve tvaru 2k. Dále se zdá, ¾e mezi jednotlivými jednièkami jsou posloupnosti

po sobì jdoucích lichých èísel. To lze jednodu¹e zapsat, pokud si uvìdomíme, ¾e v¹echna

pøirozená èísla lze zapsat ve tvaru n = 2k + l, kde k ≥ 0 a 0 ≤ l < 2k, pøièem¾ rùzným

párùm (k, l) odpovídají rùzná n. Pak

J(n) = J(2k + l) = 2l + 1 . (4.2)

Platnost uhodnutého vzorce ovìøíme matematickou indukcí na k. Pro k = 0 je jediné l = 0,

a tudí¾ J(20 + 0) = J(1) = 1 = 2 · 0 + 1. Pøedpokládejme, ¾e pro kladné exponenty < k

u¾ vzorec (4.2) platí. Proto¾e v indukci budeme pou¾ívat rekurentní vztah (4.1), rozli¹íme
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pøípad sudého a lichého l. Je-li k ≥ 1 a 0 ≤ l < 2k je sudé, pak 2k + l = 2
(
2k−1 + l

2

)
, kde

0 ≤ l
2
< 2k−1. Proto s pou¾itím rekurentního vztahu a indukèního pøedpokladu máme

J
(
2(2k−1 + l

2
)
)

= 2J(2k−1 + l
2
)− 1 = 2

(
2 l
2

+ 1
)
− 1 = 2l + 1 .

Pro k ≥ 1 a 0 ≤ l < 2k liché je 2k + l = 2
(
2k−1 + l−1

2

)
+ 1, kde 0 ≤ l−1

2
< 2k−1. Proto je

J
(
2
(
2k−1 + l−1

2

)
+ 1
)

= 2J(2k−1 + l−1
2

) + 1 = 2
(
2 l−1

2
+ 1
)

+ 1 = 2l + 1 .

Tím jsme platnost vzorce (4.2) ovìøili.

2. øe¹ení: Uka¾me si, ¾e ke stejnému výsledku bychom mohli dojít i bez pou¾ití reku-

rentního vztahu (4.1). Nejprve se podívejme na pøípad, kdy poèet osob v kruhu je n = 2k

pro k ≥ 1. Kdy¾ zaèneme rozpoèítávat od prvního a projdeme jedno kolo, zbyde právì

polovina, tedy 2k−1, lidí a poèítat v dal¹ím kole se bude opìt od osoby è. 1. Po k kolech

zbyde `v kruhu' jen jeden èlovìk, a to právì osoba è. 1. Proto J(2k) = 1.

V pøípadì, ¾e lidí v kruhu stojí 2k + l, zaèneme tím, ¾e vyøadíme l osob, tak¾e v kruhu

zbývá 2k lidí. Z pøedchozího víme, ¾e v takové situaci pøe¾ívá ten, od kterého zaèneme

poèítat. Proto¾e poslední z l lidí, kterého jsme ¹krtli, byla osoba è. 2l, máme novì poèítat

od osoby è. 2l + 1. Vidíme, ¾e J(2k + l) = 2l + 1.

Tím jsme ovìøili, ¾e øe¹ením rekurence (4.1) je opravdu posloupnost (4.2).

4.2 Zobecnìný Josefùv problém

Zkusíme pøedchozí úlohu lehce zobecnit. Uva¾ujeme reálné parametry α, β0, β1. Budeme

hledat posloupnost
(
J(n)

)
n≥1, která splòuje rekurenci

J(1) = α,

J(2n) = 2J(n) + β0, n ≥ 1,

J(2n+ 1) = 2J(n) + β1, n ≥ 1.

(4.3)

Ve výsledku pøedchozího pøíkladu byla dùle¾itá nejvy¹¹í mocnina dvojky obsa¾ená v

argumentu n. Zkusme zkoumat rekurenci (4.3) v závislosti na dvojkovém zápisu èísla n.

Pøedpokládejme, ¾e

n = (bk · · · b0)2 = bk2
k + · · ·+ b1 · 21 + b0.

Uvìdomíme si, ¾e ve dvojkovém zápisu o paritì èísla rozhoduje poslední cifra b0, speciálnì

n je

{
sudé, pokud b0 = 0,

liché, pokud b0 = 1.
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Poslední cifra tedy rozhodne, kterou rovnici z rekurence (4.1) máme pou¾ít. Kdy¾ b0 = 0,

tedy n = 2m = (bk · · · b10)2, pak dvojkový zápis èísla m, tedy poloviny z n, je m =

(bk · · · b1)2. Podobnì kdy¾ b0 = 1, tedy n = 2m + 1 = (bk · · · b11)2, pak dvojkový zápis

èíslam = (n−1)/2, je opìtm = (bk · · · b1)2. Rekurenci (4.3) tedy mù¾eme jednotnì zapsat

J
(
(bk · · · b1b0)2

)
= 2J

(
(bk · · · b1)2

)
+ βb0 , J(1) = α.

Tady jsme vyu¾ili, ¾e v rekurenci je β0 pøi b0 = 0 a β1 pøi b0 = 1. Nyní mù¾eme tuto

rekurenci opakovanì pou¾ít,

J(n) = J
(
(bk · · · b1b0)2

)
= 2J

(
(bk · · · b1)2

)
+ βb0 = 2

(
2J
(
(bk · · · b2)2

)
+ βb1

)
+ βb0 =

= 22J
(
(bk · · · b2)2

)
+ 21βb1 + βb0 = 22

(
2J
(
(bk · · · b3)2

)
+ βb2

)
+ 21βb1 + βb0 = · · · =

= 2kJ
(
(bk)2

)
+ 2k−1βbk−1

+ · · ·+ 21βb1 + βb0 .

Proto¾e standardnì volíme nejvy¹¹í cifru nenulovou, tedy bk = 1, máme ve �nále

J(n) = 2kα + 2k−1βbk−1
+ · · ·+ 21βb1 + βb0 ,

co¾ by pøi mírném zneu¾ití znaèení mohlo být zapsáno

J(n) =
(
αβbk−1

· · · βb1βb0
)
2
.

Pøíklad 4.1. V na¹í pùvodní rekurenci (4.1) urèíme tímto zpùsobem J(70). Nyní platí

α = 1, β0 = −1, β1 = 1. Proto¾e dvojkový zápis èísla 78 je 78 = (1001110)2, bude

výsledkem èíslo

J(78) = (αβ0β0β1β1β1β0)2 = (1111111)2,

pøièem¾ jsme pro cifry v \zobecnìné dvojkové soustavì" pou¾ili zápis 1 = −1. Výsledkem

je tedy

J(78) = (1111111)2 = 26 − 25 − 24 + 23 + 22 + 2− 1 = 29.

Pùvodní metodou bychom dostali stejný výsledek, proto¾e 78 = 26 + 14, tak¾e J(78) =

2 · 14 + 1 = 29.

Pøedchozí úvahy mù¾eme zobecnit je¹tì dále, toti¾ na rekurence, v nich¾ je pøedpis

rozli¹en v závislosti na zbytku po dìlení jiným èíslem ne¾ 2. Je u¾ jednoduché ovìøit, ¾e

platí následující tvrzení.
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Tvrzení 4.2. Nech» d ∈ N, d ≥ 2, a nech» dále c, α1, . . . , αd−1, β0, . . . , βd−1 ∈ C jsou

libovolná èísla. Je-li n = (bk · · · b1b0)d zápis èísla n v soustavì se základem d, pak øe¹ením

rekurence
J(1) = α1,

...

J(d− 1) = αd−1,

J(dn+ j) = cJ(n) + βj, j ∈ {0, . . . , d− 1}, n ≥ 1,

je

J(n) =
(
αbkβbk−1

· · · βb1βb0
)
c

= ckαbk + ck−1βbk−1
+ · · ·+ c1βb1 + βb0 .

Pøíklad 4.3. Najdeme hodnotu f(135) posloupnosti
(
f(n)

)
n≥1, která je øe¹ením reku-

rence
f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = 2,

f(4n) = 3f(n) + 2,

f(4n+ 1) = 3f(n)− 5,

f(4n+ 2) = 3f(n) + 1,

f(4n+ 3) = 3f(n)− 1.

Budeme øe¹it rekurenci podle tvrzení 4.2. V na¹em pøípadì máme d = 4, c = 3 a dále

α1 = 0, α2 = 1, α3 = 2, β0 = 2, β1 = −5, β2 = 1, β3 = −1.

Nejprve zapí¹eme èíslo 135 v soustavì se základem d = 4. Platí 135 = 2 · 43 + 1 · 41 + 3 =

(2013)4. Cifry tohoto rozvoje pou¾ijeme jako indexy koe�cientù α, resp. β pro získání

výsledku. Podle tvrzení 4.2 je

f(n) = c3α2 + c2β0 + c1β1 + β3 = 33 · 1 + 32 · 2 + 3 · (−5)− 1 = (1251)3 = 29.

Výsledek jsme zapsali i pomocí zneu¾itého znaèení, pøièem¾ jsme pro cifry v \zobecnìné

trojkové soustavì" pou¾ili zápis 5 = −5 a 1 = −1.

37



5 Koøeny polynomù

Podstatou øe¹ení lineáních rekurencí je urèení koøenù charakteristického polynomu. To

mù¾e být zapeklitá otázka, pokud je polynom vy¹¹ího stupnì. Exaktnì (takzvanì v ra-

dikálech) toti¾ lze urèit pouze koøeny polynomù lineárních, kvadratických, kubických a

kvartických. Následující tvrzení nám alespoò dává metodu, jak najít v¹echny racionální

koøeny polynomu, pokud má celoèíselné koe�cienty.

Vìta 5.1. Je-li f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0, n ∈ N, a0, . . . , an ∈ Z, pak v¹echny jeho

racionální koøeny le¾í v mno¾inì{r
s

: r ∈ Z, s ∈ N, r|a0, s|an
}
.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e polynom f má racionální koøen r
s
, r ∈ Z, s ∈ N, kde zlomek

je zapsán v základním tvaru, tedy r je nesoudìlné s s. Proto platí f( r
s
) = 0. Dosadíme-li,

vidíme

0 = f( r
s
) = an

rn

sn
+ an−1

rn−1

sn−1 + · · ·+ a1
r
s

+ a0 .

Vynásobením obou stran rovnosti èíslem sn, obdr¾íme

0 = anr
n + an−1r

n−1s+ · · ·+ a1rs
n−1 + a0s

n .

Odtud snadno odvodíme, ¾e

anr
n ≡ 0 mod s a a0s

n ≡ 0 mod r .

Proto s dìlí anrn a r dìlí a0sn. Nyní vyu¾ijeme nesoudìlnosti r a s. Jestli¾e toti¾ s dìlí

anr
n a je nesoudìlné s r, nutnì dìlí an. Podobnì odvodíme, ¾e r dìlí a0. Tím je dùkaz

hotov.

Pøíklad 5.2. Urèete koøeny polynomu f(x) = 5x4 + 4x3 + 4x2 + 4x − 1. Podle vìty 5.1

mù¾e být racionální èíslo p
q
, p ∈ Z, q ∈ N, koøenem polynomu f , pouze pokud p|1 a q|5.

To znamená, ¾e jedinými kandidáty na racionální koøen polynomu f jsou

p

q
∈
{
±1,±1

5

}
.
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Staèí tedy ovìøit pro ka¾dý prvek p
q
této mno¾iny, zda f(p

q
) = 0. Máme

f(1) = 5 + 4 + 4 + 4− 1 = 16 6= 0,

f(−1) = 5− 4 + 4− 4− 1 = 0,

f(
1

5
) = 5

1

54
+ 4

1

53
+ 4

1

52
+ 4

1

5
− 1 = 0,

f(−1

5
) = 5

1

54
− 4

1

53
+ 4

1

52
− 4

1

5
− 1 = −208

125
6= 0.

Racionálními koøeny polynomu f jsou tedy −1 a 1
5
. Pokud vydìlíme polynom f polyno-

mem (x+ 1)(5x− 1) = 5x2 + 4x− 1, získáme x2 + 1, tak¾e zbývajícími koøeny polynomu

f jsou ±i. Polynom f lze tedy rozlo¾it na koøenové èinitele

f(x) = 5x4 + 4x3 + 4x2 + 4x− 1 = (x+ 1)(5x− 1)(x+ i)(x− i).

Na pøedchozím pøíkladu mù¾eme pozorovat, ¾e v¹echny racionální koøeny polynomu s

celoèíselnými koe�cienty lze urèit vyèíslením polynomu v koneèném poètu bodù. Pøedve-

deme si proto zpùsob, jak toto zjednodu¹it.

Uva¾ujme opìt polynom f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0. Na¹ím cílem je vyèíslit f v

bodì c. K tomu pou¾ijeme vhodný pøepis f ,

f(c) = a0 + c(a1 + c(a2 + · · · c(an−2 + c(an−1 + can)) · · · )).

Polynom tedy mù¾eme vyèíslovat postupnì od vnitøní závorky. Formálnì postupujeme

takto:
bn := an

bn−1 := an−1 + cbn
...

b1 := a1 + cb2

b0 := a0 + cb1

(5.1)

Snadno si uvìdomíme, ¾e b0 = f(c). Pøi takovém postupu vyèíslování polynomu stupnì n

pak pou¾ijeme nejvý¹e n násobení a n sèítání. Tím se poèet operací oproti výpoètu pou-

hým dosazením výraznì sni¾uje. Tento postup se nazývá Hornerovo schéma a lze zapsat

do tzv. syntetického diagramu, do kterého vyplníme v prvním øádku koe�cienty poly-

nomu od nejvy¹¹ího k nejni¾¹ímu a do druhého øádku postupnì dopoèítáváme bn, . . . , b0

podle (5.1)
an an−1 · · · a1 a0

c bn bn−1 · · · b1 b0
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Pøíklad 5.3. Vyèíslíme polynom f(x) = 5x4 + 4x3 + 4x2 + 4x− 1 v bodì c = 1
5
s pomocí

Hornerova schematu. Máme

f(c) = −1 + c(4 + c(4 + c(4 + c5)))

Vyplníme tedy do tabulky
5 4 4 4 −1

1
5

5 5 5 5 0

Vy¹lo nám tedy, ¾e f(1
5
) = 0. Pro zajímavost uveïme, ¾e nová posloupnost 5, 5, 5, 5 tvoøí

posloupnost koe�cientù v polynomu, který získáme vydìlením polynomu f koøenovým

èinitelem x− 1
5
, co¾ si ètenáø mù¾e rozmyslet. Platí tedy

f(x) = (x− 1
5
)(5x3 + 5x2 + 5x+ 5) .
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6 Koneèné grupy a koneèná tìlesa

V lineární algebøe jste zavedli pojem tìleso. De�nici tìlesa splòují mno¾iny R a C reálných

a komplexních èísel. S tìmito tìlesy jste pak pracovali v kontextu vektorových prostorù,

ale i posloupností a funkcí. Kromì R a C jste se setkali s tìlesem Q racionálních èísel.

Stejné vlastnosti ale splòuje celá øada dal¹ích mno¾in.

Pøíklad 6.1. Pø. Uva¾ujme mno¾inu prvkù {a, b, c} a na ní de�nované operace + a ∗

pomocí tabulek
+ a b c
a a b c
b b c a
c c a b

∗ a b c
a a a a
b a b c
c a c b

Poznamenejme, ¾e výsledek operace x ◦ y je v tabulce ◦ v øádku oznaèeném x a sloupci

oznaèeném y. Snadno se pøesvìdèíte, ¾e mno¾ina {a, b, c} s takto de�novanými operacemi

splòuje v¹echny vlastnosti po¾adované od tìlesa. Speciálnì prvek a = 0 je neutrální vzhle-

dem ke sèítání, b = 1 je neutrální vzhledem k násobení. Prvek b je opaèný k prvku c, a

prvek c je inverzní sám k sobì. Pøejmenujeme-li je¹tì c = 2, je jasnì vidìt, ¾e operace +

a ∗ jsou právì sèítání a násobení modulo 3.

Pøedvedeme, jak takové tìleso mù¾e být u¾iteèné v kontextu rekurentních posloupností,

napøíklad kdy¾ zkoumáme dìlitelnost jejich èlenù.

Pøíklad 6.2. Urèete, které èleny Fibonacciho posloupnosti jsou dìlitelné tøemi. Místo

(Fn)n≥0 nám staèí uva¾ovat posloupnost (Rn)n≥0, kde Rn je zbytek po dìlení èísla Fn

tøemi. Pak Rn ∈ {0, 1, 2} a èíslo Fn je dìlitelné tøemi, právì kdy¾ Rn = 0.

Nová posloupnost splòuje rekurenci Rn+2 = Rn+1+Rn pro n ≥ 0, ve které nyní operace

+ je sèítání modulo 3, s poèáteèními podmínkami R0 = 0, R1 = 1.

Snadno napoèítáme nìkolik prvních èlenù posloupnosti (Rn)n≥0

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
Rn 0 1 1 2 0 2 2 1 0 1 . . .
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Proto¾e jsme získali R8 = R0 = 0, R9 = R1 = 1, bude posloupnost (Rn)n≥0 periodická s

periodou délky 8. Dìlitelné tøemi jsou právì Fibonacciho èísla, jejich¾ index je dìlitelný

ètyømi, tedy

3|Fn ⇐⇒ 4|n.

V tomto výkladu nás budou zajímat právì koneèná tìlesa. Jejich plnou sílu uvidíte v

kurzu Teorie kódování [4].

6.1 Grupy

Struktura tìlesa pracuje se dvìma binárními operacemi. Je¹tì elementárnìj¹í strukturou

je tzv. grupa, mno¾ina vybavená jednou binární operací s urèitými vlastnostmi.

De�nice 6.3. Nech» G je neprázdná mno¾ina a ◦ : G × G → G binární operace na G s

vlastnostmi:

• a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c pro ka¾dé a, b, c ∈M (asociativita),

• existuje e ∈M takové, ¾e e ◦ a = a pro ka¾dé a ∈M (e je neutrální prvek),

• pro ka¾dé a ∈M existuje b ∈M takové, ¾e a ◦ b = e (b je inverzní prvek k prvku a).

Mno¾inu G spolu s operací ◦ znaèíme (G, ◦) a nazýváme grupa. Pokud je z kontextu

zøejmé, jakou operaci ◦ uva¾ujeme, mluvíme o grupì G. Pokud operace ◦ navíc splòuje

• a ◦ b = b ◦ a pro ka¾dé a, b,∈M (komutativita),

øekneme, ¾e grupa G je abelovská.

Pojem grupa zachycuje obecnou podstatu øady matematických struktur. Nejmen¹í

grupou je tzv. triviální grupa E obsahující pouze jediný prvek. Nejèastìji se setkáváme s

grupami, jejich¾ nosné mno¾iny jsou podmno¾iny komplexních èísel a operace jsou bì¾né

sèítání a násobení. Tyto operace jsou asociativní a komutativní.

Pøíklad 6.4. Mno¾ina celých èísel s operací sèítání (Z,+) je abelovská grupa, neutrálním

prvkem je 0 a opaèným km je −m. Naopak mno¾ina (N,+) grupou není. Neobsahuje toti¾

ani neutrální prvek, ani inverze. Dal¹ími jednoduchými pøíklady grup jsou (Q,+), (R,+).

Mno¾ina reálných èísel vybavená násobením vlastnosti grupy nesplòuje. Neutrálním

prvkem vzhledem k násobení by mohla být 1, ale pak nemá èíslo 0 inverzi. Nicménì

struktura (R \ {0}, ·) u¾ grupou je, stejnì tak (Q \ {0}, ·).

Pod pojem grupa ov¹em spadá i øada ménì bì¾ných struktur.
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Pøíklad 6.5. Nech» G je mno¾ina v¹ech spojitých bijekcí f : R → R a ◦ je operace

skládání zobrazení. Operace ◦ je asociativní, neutrálním prvkem je identické zobrazení a

ke ka¾dé spojité bijekci f je její inverzí vzhledem ke skládání spojitá funkce f−1. Proto

(G, ◦) je grupa. Tato grupa ov¹em není abelovská. Jako pøíklad si mù¾eme uvést funkce

f(x) = 2x, g(x) = x+ 1. Platí

(f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
= 2x+ 2, ale (g ◦ f)(x) = g

(
f(x)

)
= 2x+ 1.

Pøíklad 6.6. Nech» G je mno¾ina v¹ech matic A ∈ Rn×n s nenulovým determinantem

a ◦ je operace maticového násobení. Pak (G, ◦) je grupa, která není abelovská. Pøíklad

mù¾eme najít u¾ u matic 2× 2. Oznaèíme-li

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
2 0
1 1

)
,

pak

A ·B =

(
3 1
1 1

)
, ale B · A =

(
2 2
1 2

)
.

Nejzásadnìj¹ím pøíkladem koneèných grup jsou grupy získané pomocí operací sèítání

a násobení modulo m ∈ N. Tyto operace jsou opìt asociativní a komutativní. V dal¹ím

textu je pro rozli¹ení od sèítání a násobení v C budeme znaèit ⊕, �.

Pøíklad 6.7. Nech» m = 5. Pak mno¾ina Z5 = {0, 1, . . . , 4} s operací sèítání modulo 5 je

grupa. Neutrálním prvkem je 0, a proto¾e 1⊕ 4 = 0, 2⊕ 3 = 0, jsou prvky 1 a 4, resp. 2

a 3, navzájem opaèné. Proto (Z5,⊕ mod 5) je grupa.

Vybavíme-li mno¾inu Z5 operací násobení modulo 5, bude 1 neutrálním prvkem, ale

narazíme na problém, ¾e 0 nemá inverzi. Ka¾dý nenulový prvek ale inverzi má, proto¾e

1� 1 = 1, 2� 3 = 1, 4� 4 = 1. Struktura (Z5 \ {0},� mod 5) je tedy grupa.

Pøíklad 6.8. Nech» m = 6. Mno¾ina Z6 = {0, 1, . . . , 5} s operací sèítání modulo 6 je

opìt grupa. Neutrálním prvkem je 0, a páry opaèných prvkù jsou 1 ⊕ 5 = 0, 2 ⊕ 4 = 0,

3⊕ 3 = 0.

Vyzkou¹ejme, zda násobení modulo 6 opìt vytvoøí grupu na mno¾inì nenulových

zbytkù modulo 6. Z6 \ {0} = {1, 2, 3, 4, 5}. Neutrálním prvkem mù¾e být jedinì 1. Mají

ale v¹echny prvky inverze? Zjevnì 1 je inverzní sama k sobì a také platí 5� 5 = 1. Ale

2� 2 = 4, 2� 3 = 0, 2� 4 = 2, 2� 5 = 4 .

Proto prvek 2 nemá v mno¾inì Z6 \ {0} inverzi. Stejnì tak bychom nenalezli inverzi k

prvkùm 3 a 4. Je to tím, ¾e 2, 3, 4 jsou èísla soudìlná s 6.
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Situace z pøedchozích dvou pøíkladù se dá zobecnit do následujícího tvrzení.

Tvrzení 6.9. Nech» m ∈ N a nech» ⊕ a � znaèí operace modulo m. Pak platí

1. (Zm,⊕) je grupa pro ka¾dé m ∈ N.

2. (Zm \ {0},�) je grupa, právì kdy¾ m je prvoèíslo.

Dùkaz. V mno¾inì Zm = {0, 1, . . . ,m − 1} vybavené sèítáním modulo m je neutrálním

prvkem 0. K prvku k ∈ Zm je inverzí prvek m− k ∈ Zm, proto¾e k ⊕ (m− k) = 0. Proto

(Zm,⊕) je grupa.

Uva¾ujme mno¾inu {1, 2, . . . ,m − 1} s násobením modulo m. Neutrálním prvkem je

1. Jestli¾e m není prvoèíslo, pak existuje d ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}, které je dìlitelem èísla m.

Kdyby toto d mìlo v mno¾inì {1, 2, . . . ,m − 1} inverzi k vzhledem k násobení, pak by

platilo d � k = 1. To ale znamená, ¾e existuje j ∈ Z takové, ¾e d · k = 1 + j ·m. To ale

není mo¾né, proto¾e èíslo d dìlí levou stranu, ale nedìlí pravou stranu této rovnice.

Pro dùkaz opaèné implikace druhého tvrzení vyu¾ijeme znalost z prvního semestru

diskrétní matematiky [3]. Nech»m je prvoèíslo. Pak jsou v¹echna èísla d ∈ {1, 2, . . . ,m−1}

nesoudìlná s m. K danému d tedy existují k, j ∈ Z tak, ¾e platí d · k +m · j = 1, navíc k

je urèeno a¾ na posun o násobek èísla m. Lze tedy volit k ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}. To ov¹em

znamená, ¾e d� k = 1, tak¾e k je inverze k prvku d.

Poznámka 6.10. Stejnì jako jsme z mno¾iny Zm odebrali 0, která nemìla inverzi vzhle-

dem k násobení, lze v pøípadì, ¾e m není prvoèíslo, odebrat z mno¾iny Zm i dal¹í prvky

bez inverzí tak, aby vznikla grupa. Lze odvodit, ¾e invertibilní prvky v Zm jsou právì

taková k, která jsou nesoudìlná s m. Mno¾inu invertibilních prvkù modulo m znaèíme

Z∗m = {k ∈ Zm : nsd(k,m) = 1}.

Spolu s operací násobení modulo m tvoøí Z∗m grupu. To je v souladu s faktem, ¾e pro m

prvoèíslo, tato mno¾ina splývá se Zm \ {0}.

6.2 Podgrupa

Proto¾e nejèastìj¹ím typem operace ◦ je sèítání nebo násobení, pou¾ívá se jedno ze dvou

typù znaèení.
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Aditivní znaèení: Pro operaci ◦ pou¾íváme znaèku +, neutrální prvek se znaèí 0, inverz-

nímu prvku k prvku a se øíká opaèný prvek a znaèí se −a a zavádíme a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
nkrát

= na

pro n ∈ N, a také 0a = 0 a (−n)a = n(−a).

Multiplikativní znaèení: Znaèku · pro operaci ◦ èasto vynecháváme, tedy pro a, b ∈ G

pí¹eme a ◦ b = ab. Neutrální prvek se znaèí 1, nìkdy se mu také øíká jednotka. Inverzní

prvek k prvku a znaèíme a−1 a zavádíme a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
nkrát

= an, pøièem¾ a0 = 1 a a−n = (a−1)n.

Z asociativity operace snadno vidíme, ¾e platí oèekávaný vztah

ak ◦ aj = ak+j pro ka¾dé k, j ∈ Z.

V následujícím textu budeme vyu¾ívat multiplikativní znaèení.

De�nice 6.11. Nech»G s operací ◦ je grupa a nech»G′ je neprázdná podmno¾ina mno¾iny

G. Pokud G′ s operací ◦ je sama grupou, øekneme, ¾e G′ je podgrupa grupy G.

Poznámka 6.12. Aby neprázdná podmno¾ina G′ ⊂ G byla podgrupou grupy G, je nutné

a staèí, aby byla uzavøená na operaci ◦ a na inverze v¹ech prvkù. Ka¾dá grupa má jako

svou podgrupu triviální grupu E a taky sebe samu.

Tvrzení 6.13. Nech» G je grupa a nech» G′ je její podgrupa. Pak poèet prvkù v G′ dìlí

poèet prvkù v G, tedy #G′|#G.

Dùkaz. Pro ka¾dé a ∈ G uva¾ujeme mno¾inu aG′ = {ax : x ∈ G′}. Uká¾eme, ¾e platí tato

tøi fakta:

(a) Pro ka¾dé x ∈ G existuje a ∈ G tak, ¾e x ∈ aG′;

(b) pro ka¾dé a ∈ G je #(aG′) = #G′;

(c) pro ka¾dé a, b ∈ G platí aG′ = bG′ nebo aG′ ∩ bG′ = ∅.

Jinými slovy, mno¾ina G je disjunktním sjednocením stejnì velkých podmno¾in o

velikosti #G′. Proto #G′|#G. Zbývá tedy dokázat fakta (a){(c).

Bod (a) je zøejmý, proto¾e podgrupa G′ obsahuje neutrální prvek. Je tedy x = x1 ∈

xG′. Pro bod (b) vezmìme x, y ∈ G′. Jestli¾e ax = ay, pak vynásobením prvkem a−1 zleva

získáme x = y. Pøiøazení x 7→ ax je tedy bijekce mezi G′ a aG′. Tudí¾ #(aG′) = #G′.

Pro bod (c) uva¾ujme prvek x v prùniku aG′ ∩ bG′. To znamená, ¾e existují prvky

y, z ∈ G′ tak, ¾e x = ay = bz. Zjistíme, ¾e b = ayz−1. Proto¾e G′ je podgrupa grupy

G, le¾í prvek yz−1 v G′, a proto b ∈ aG′. Teï uká¾eme, ¾e bG′ ⊂ aG′. Libovolný prvek

bw ∈ bG′ mù¾eme toti¾ napsat bw = ayz−1w ∈ aG′, opìt z uzavøenosti G′ vúèi operacím.
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Ze symetrie ale platí aG′ ⊂ bG′. Pokud tedy prùnik mno¾in aG′, bG′ obsahuje alespoò

jeden prvek, pak jsou obì mno¾iny shodné.

Pøíklad 6.14. Najdìte minimální mno¾inu G tak, aby obsahovala matici A = ( 0 −1
1 0 ) a

tvoøila spolu s maticovým násobením grupu. Potom rozhodnìte, zda G je grupa abelovská

a najdìte v¹echny podgrupy grupy G.

Øe¹ení: Víme, ¾e v¹echny mocniny matice A musí patøit do mno¾iny G,

A =

(
0 −1
1 0

)
, A2 =

(
−1 0
0 −1

)
, A3 =

(
0 1
−1 0

)
, A4 =

(
1 0
0 1

)
= I

Je zøejmé, ¾e mno¾ina G = {I, A,A2, A3} s maticovým násobením tvoøí grupu. Mocniny

stejné matice spolu komutují, proto je grupa G abelovská. Proto¾e #G = 4, podle tvr-

zení 6.13 mohou mít podgrupy pouze 1, 2 nebo 4 prvky. Jednoprvková podgrupa je pouze

triviální G′ = {I}. Ètyøprvková podgrupa je pak celé G′ = G. Netriviální nevlastní pod-

grupa grupy G bude tedy dvouprvková a kromì identické matice I bude obsahovat prvek

B takový, ¾e B2 = I. Jedinou mo¾ností je G′ = {I, B = A2}.

6.3 Cyklické grupy

Lemma 6.15. Nech» G je koneèná grupa. Pak pro ka¾dé a ∈ G existuje n ∈ N takové, ¾e

an = 1.

Dùkaz. Uva¾ujme posloupnost prvkù 1 = a0, a1, a2, a3, . . . . Proto¾e grupa G je koneèná,

musí existovat k, j ∈ N tak, ¾e ak = aj. Vynásobíme-li rovnici prvkem (a−1)j, dostaneme

ak−j = 1.

De�nice 6.16. Nech» G je koneèná grupa, a ∈ G. Minimální n ∈ N s vlastností an = 1

se nazývá øád prvku a v grupì G.

Pøíklad 6.17. Urèete øády v¹ech prvkù v grupì G z pøíkladu 6.14. Proto¾e A4 = I,

(A2)2 = I, (A3)4 = I, jsou øády jednotlivých matic v grupì G rovny r(I) = 1, r(A) =

r(A3) = 4, r(A2) = 2.

Tvrzení 6.18. Nech» G je koneèná grupa, a ∈ G. Oznaèmì r øád prvku a v grupì G.

Potom G′ = {a, a2, a3, . . . , ar = 1} je podgrupa grupy G, pøièem¾ r dìlí poèet #G prvkù

v grupì G.

Dùkaz. Fakt, ¾e G′ je podgrupou grupy G je zøejmý. Proto¾e #G′ = r, platí podle tvr-

zení 6.13, ¾e r|#G.
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De�nice 6.19. Grupa G se nazývá cyklická, pokud existuje prvek a ∈ G tak, ¾e G =

{1, a, a2, a3, . . . , ar−1}, kde r je øád prvku a v grupì G. Øekneme, ¾e G je generovaná

prvkem a a prvek a je generátor grupy G.

Poznámka 6.20. Proto¾e mocniny stejného prvku spolu komutují, je ka¾dá cyklická

grupa abelovská.

Pøíklad 6.21. Uva¾ujme grupu (Z∗5 = {1, 2, 3, 4},�). Proto¾e

{21 = 2, 22 = 4, 23 = 3, 24 = 1} = Z∗5,

je prvek 2 generátorem této grupy. Podobnì

{31 = 3, 32 = 4, 33 = 2, 34 = 1} = Z∗5,

tak¾e prvek 3 je také generátor grupy. Je to proto, ¾e øády prvkù 2 a 3 jsou r(2) = r(3) = 4.

Naopak 42 = 1, tak¾e øád prvku 4 je r(4) = 2 a prvek 4 není generátorem.

Poznámka 6.22. Nech» G = {a, a2, . . . , ar = 1} je cyklická grupa s generátorem a øádu

r. Ka¾dý dìlitel d èísla r je øádem nìkterého prvku grupy G. Oznaème k = r/d. Pak prvek

b = ak má øád d, proto¾e bd = akd = ar = 1. Zároveò platí, ¾e G′ = {b, b2, . . . , bd = 1} je

podgrupa grupy G.

Následující vìta urèuje, jak nalézt v¹echny generátory cyklické grupy.

Tvrzení 6.23. Nech» G je cyklická grupa s r prvky a nech» a je její generátor, tj. G =

{a, a2, . . . , ar−1, ar = 1}. Pak prvek ak je taky generátor grupy G, právì kdy¾ nsd(k, r) = 1.

Speciálnì to znamená, ¾e poèet rùzných generátorù grupy G je ϕ(r), kde ϕ je Eulerova

funkce.

Dùkaz. Nejdøíve si uvìdomíme, ¾e pro ka¾dý násobek n = jr èísla r platí an = (ar)j =

1j = 1. Platí i opaèná implikace, toti¾ jakmile an = 1 pro nìjaké n ∈ N, pak r|n. Pøi dìlení

èísla n èíslem r máme n = jr + i, kde j ∈ N0 a 0 ≤ i < r. Pak 1 = an = (ar)jai = ai. A

proto¾e r je minimální exponent s touto vlastností, nutnì i = 0.

Uva¾ujme nyní exponent k a oznaème d = nsd(k, r). Pak pro prvek b = ak platí

br/d = (ak)r/d = (ar)k/d = 1.

Proto je øád r(b) prvku b nejvý¹e roven r/d.
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Kdyby d = nsd(k, r) > 1, pak {b, b2, . . . , br(b) = 1} $ G. Pøedpokládejme naopak, ¾e

d = 1. Pak pro øád r(b) prvku b = ak platí r(b) ≤ r. Platí 1 = br(b) = (ak)r(b) = akr(b).

Podle vý¹e uvedeného nutnì máme r|kr(b). Ale nsd(k, r) = 1, tak¾e r|r(b). To dohromady

znamená, ¾e r = r(b), tak¾e prvek b je generátorem grupy G.

Pøiopomeòme, ¾e Eulerova funkce ϕ : N → N urèuje pro ka¾dé n poèet pøirozených

èísel men¹ích nebo rovných n nesoudìlných s n. Vlastnosti Eulerovy funkce i vzorec, jak

urèit ϕ(n) z prvoèíselného rozkladu èísla n, mù¾e ètenáø najít v [3].

Pøíklad 6.24. Vra»me se k pøíkladu 6.21. V grupì Z∗5 = {2, 22 = 4, 23 = 3, 24 = 1} je

generátorem prvek 2j, kde j je nesoudìlné s r = 4. Takové j je pouze j = 1, j = 3, tak¾e

21 = 2 a 23 = 3.

Pøíklad 6.25. Najdìme generátory v grupì (Z∗17 = {1, 2, 3, . . . , 16},�). Výpoètem zjis-

tíme

31 = 3, 32 = 9, 33 = 10, 34 = 13, 35 = 5, 36 = 15, 37 = 11, 38 = 16,

39 = 14, 310 = 8, 311 = 7, 312 = 4, 313 = 12, 314 = 2, 315 = 6, 316 = 1.

To znamená, ¾e 3 je generátorem grupy. Proto¾e øád prvku 3 je 16, budou dal¹ími generá-

tory grupy èísla 33 = 10, 35 = 5, 37 = 11, 39 = 14, 311 = 7, 313 = 12 a 315 = 6. Generátorù

je celkem 8, co¾ odpovídá poètu ϕ(16) èísel men¹ích nebo rovných 16 nesoudìlných s 16.

Poznámka 6.26. V grupì (Zn,⊕) je generátorem v¾dy 1, proto¾e

{
1, 1⊕ 1 = 2, . . . , 1⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸

(n−1)krát

= n− 1, 1⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸
nkrát

= 0
}

= Zn.

Pøíklad 6.27. Najdeme v¹echny generátory grupy (Z6,⊕). Proto¾e Z6 je cyklická grupa

s generátorem 1, mù¾eme k nalezení v¹ech dal¹ích generátorù pou¾ít tvrzení 6.23. Mu-

síme jen dát pozor, ¾e nyní máme aditivní znaèení. Dal¹ími generátory jsou tedy prvky

1⊕ 1⊕ · · · ⊕ 1︸ ︷︷ ︸
jkrát

= j, kde j je nesoudìlné s 6. Kromì 1 je tedy generátorem Z6 je¹tì 5.

Mù¾eme si ovìøit:

5, 5⊕5 = 4, 5⊕5⊕5 = 3, 5⊕5⊕5⊕5 = 2, 5⊕5⊕5⊕5⊕5 = 1, 5⊕5⊕5⊕5⊕5⊕5 = 0.

Ale tøeba 4 není generátorem, proto¾e

{4, 4⊕ 4 = 2, 4⊕ 4⊕ 4 = 0} $ Z6.
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6.4 Izomor�zmy grup

Jak jsme vidìli na nìkterých pøíkladech, grupou mohou být rùzné matematické objekty

- mno¾iny èísel, matic, funkcí, atd. Pøesto jejich struktura mù¾e být v zásadì stejná. V

pøípadì, ¾e u grupy G staèí prvky a operaci þpøejmenovatÿ, abychom dostali grupu G′,

budeme øíkat, ¾e grupy G a G′ jsou izomorfní. Pøesnìji to vystihuje následující de�nice.

De�nice 6.28. Nech» (G, ◦) a (G′, ◦′) jsou grupy. Øekneme, ¾e grupa G je izomorfní s

grupou G′, pokud existuje bijekce ψ : G→ G′ taková, ¾e pro v¹echny x, y ∈ G platí

ψ(x ◦ y) = ψ(x) ◦′ ψ(y). (6.1)

Nejlépe ilustrujeme izomor�i grup, pokud porovnáme jejich tabulku operace.

Pøíklad 6.29. Uva¾ujme grupu grupu Z4 = {0, 1, 2, 3} s operací sèítání modulo 4 a

grupu Z∗5 = {1, 2, 3, 4} s operací násobení modulo 5. Mají stejný poèet prvkù, co¾ je první

podmínka k tomu, aby mezi nimi existoval izomor�zmus. Z tabulek jejich operací zkusíme

vyèíst, která bijekce mezi Z4 a Z∗5 je izomor�zmem.

Z4 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Z∗5 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

Na první pohled se tabulky operací nepodobají. Pøesto jsou tyto grupy izomorfní. Snadno

si rozmyslíme, ¾e pøi izomor�zmu se musí zobrazovat neutrální prvek na neutrální prvek a

prvek x v grupì G musí mít stejný øád jako prvek ψ(x) v grupì G′. Z tabulek lze snadno

vyèíst, ¾e øády prvkù jsou

v Z4 : r(0) = 1, r(1) = 4, r(2) = 2, r(3) = 4;

v Z∗5 : r(1) = 1, r(2) = 4, r(3) = 4, r(4) = 2.

Poznamenejme, ¾e prvky øádu 4 jsou právì generátory pøíslu¹né grupy. Kandidáty na

izomor�zmy máme dva

ψ1 : 0 7→ 1, 1 7→ 2, 2 7→ 4, 3 7→ 3;

ψ2 : 0 7→ 1, 1 7→ 3, 2 7→ 4, 3 7→ 2.

Po pøíslu¹ném zpermutování prvkù v tabulce Z∗5 dostaneme tabulky

Z∗5 1 2 4 3
ψ1(0) = 1 1 2 4 3
ψ1(1) = 2 2 4 3 1
ψ1(2) = 4 4 3 1 2
ψ1(3) = 3 3 1 2 4

Z∗5 1 3 4 2
ψ2(0) = 1 1 3 4 2
ψ2(1) = 3 3 4 2 1
ψ2(2) = 4 4 2 1 3
ψ2(3) = 2 2 1 3 4
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V obou pøípadech vznikne tabulka, v ní¾ ka¾dý øádek je jen cyklickým posunem oproti

øádku pøedchozímu tak, jak je tomu u tabulky sèítání v Z4.

Stejnou strukturu cyklické grupy jako Z4 mají i dal¹í ètyøprvkové grupy, jako napøíklad

grupa matic {I, A,A2, A3} pro A = ( 0 −1
1 0 ) z pøíkladu 6.14, grupa ({±1,±i}, ·) v¹ech

komplexních koøenù polynomu x4 − 1 s operací násobení komplexních èísel, nebo grupa

symetrií takového obrázku:

Ètenáø si jako cvièení mù¾e zkusit nalézt pøíslu¹né izomor�zmy.

Na pøíkladì si ka¾dý mù¾e uvìdomit následující zjevný fakt.

Tvrzení 6.30. Ka¾dé dvì cyklické grupy se stejným poètem prvkù jsou izomorfní.

Dùkaz. Nech» G je cyklická grupa s generátorem a, G = {a, a2, . . . , ar = 1} a G′ je grupa s

generátorem b, G′ = {b, b2, . . . , br = 1}. De�nujeme zobrazení ψ : G→ G′ tak, ¾e ψ(a) = b

a pro ka¾dý prvek aj ∈ G, j = 2, . . . , r dále ψ(aj) = ψ(a)j = bj. Z pøedpisu je jasné, ¾e ψ

je bijekce a navíc splòuje vlastnost izomor�zmu (6.1).

Pøíklad 6.31. Najdeme minimální mno¾inu obsahující matice B = ( 1 0
0 −1 ) a C = ( −1 0

0 1 ),

která spolu s maticovým násobením tvoøí grupu.

Postupnì máme

B2 = I, C2 = I, BC = CB =
( −1 0

0 −1
)
a (BC)2 = (CB)2 = I.

Celkovì tedy máme ètyøprvkovou grupu G = {I, B,C,BC}, v ní¾ mají v¹echny prvky

kromì identity I øád 2. Tato grupa tedy není cyklická, a nemù¾e tedy být izomorfní grupì

Z4.

Snadno si rozmyslíme, ¾e je ale izomorfní grupì
{

(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)
}
, ve

které je operací násobení dvojic po slo¾kách, pota¾mo grupì
{

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)
}
,

její¾ operací je sèítání modulo 2 opìt po slo¾kách. Tato poslední grupa je vlastnì þdirekt-

ním souèinemÿ grup Z2 × Z2 a odpovídá symetriím obrázku
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Poznamenejme, ¾e existují právì dvì ètyøprvkové grupy (a¾ na izomor�zmus), jak jsou

popsány v pøíkladech 6.29 a 6.31. Ta první je cyklická grupa Z4, grupa Z2×Z2 se nazývá

Kleinova grupa.
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