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Pojmy |
Necht ¢ € C.
3f € Q[x] monicky, f(5) =0 — 3 algebraické &islo
3f € Z[x] monicky, f(5) =0 — 3 algebraické celé &islo
f min. stupné mezi vemi T —  minimalni polynom ¢&isla 3

stupefi minimalniho polynomu —  stupefi &isla 0

Minimalni polynom
d—1 ) d )
f(x) = x? + Z aix' = H(X — 3
i=0 j=1

je ireducibilni = AW =3, 8@, . Bl e C jsou riizné.

—  sdruzené kofeny
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Minimalni téleso obsahujici Q a
Q(B) ={a0+aiB+ -+ +ag-18%"" | a € Q}.
lzomorfizmus Q(3) — Q(31):

x=ag+aB+ - +ag-18"
!
X(i) — 30 + 31/3(’.) _|_ e + ad—l(ﬁ(i))d_l

je identicky na Q.
Je-li x € Q(5) a g polynom s raciondlnimi koeficienty, pak

g)=0 — gkx)=0.
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O Rényiho 3-rozvojich
Pro 8 > 1 mame B-transformaci
Ts: [0,1) —[0,1), Tﬁ(x) = fBx — [ Bx].
Pro x € [0,1) definujeme cifry a;, i =1,2,3,..., kde
ai = [T V()] € {0.1,.... 18]}

. a a a
Pak  d(8,x) = aiazaz---, tj. x= ! 2 3

=4+ S+t
g B
Ret&zec cifer ajaraz - - - je p¥ipustny, pravé kdyz pro i =1,2,3, ...

0¥ R @idi+13i42 e d*(ﬂ,l):€ifg+d(ﬂ,1—€)~

Rényiho rozvoj jednicky: d(8,1) = titatz-- -,
kde t; = [BTU-1(1)], i > 1.
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Parryho cisla

Posléze periodicky Rényiho rozvoj jednicky:

d(B,1)=t1-  tm0“ =ty tm, tm #0
jednoducha Parryho ¢&isla

d(ﬂ, 1) =ty tm(tm+1 te tm—i—p)wx tm 7é tm+p
nejednoducha Parryho ¢&isla

Pro 8 Parryho €&islo:
» Dynamicky systém ([0,1), Tg) je “sofic”.
> V mnoZiné (-celych &isel je koneény polet mezer mezi
sousedy.
> Zg je kédovano nekoneénym slovem ug v konegné abecedé.

> ug je invariantni na substituci a md spoustu dalSich
zajimavych vlastnosti.
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Parryho polynom
Je-li d(B,1) =ty tm, pak

P(B)=B"—tf" = —tm 1~ tm =0
Je-li d(B,1) =t1 - tm(tmyr - tmip)”, pak
P(B) = 5m+p - tlIBm+p_1 - thrple — tm4p—
—(B™ =t~ — 1B — tm) =0

P je tzv. Parryho polynom
P je monicky v Z[x] = Parryho &islo 3 je algebraické celé.

P neni nutné ireducibilni,
m > d (resp. m+ p > d), kde d je stupefi &isla (3.
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Perronova disla

Algebraické celé &islo 3, jehoz sdruzené koteny spliiuji |3()| < 3,
Perronovo ¢&islo

Parryho ¢&islo 3 je vlastni &islo matice

0 1 0 0 0
0 o0 1 0 0
0 o0 0 0 0
M, = )
0 O o --- 0 1
tm tm1 tmeo - t 1

Ta ma nezdporné koeficienty a je nerozloZitelna,
tj. z Perron-Frobeniovy véty jsou ostatni vlastni &isla |6(’)| < B.
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Pisotova a Salemova ¢&isla

G > 1 algebraické celé stupné d je
Pisotovo &islo, kdyz jeho sdruzené koteny spliuji
80 <1, i=2,...,d.
Salemovo ¢&islo, kdyz
80 <1, i=2,....d,

a alespofi v jednom p¥ipad& nastava rovnost.
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Vlastnosti Salemova ¢isla 3 > 1
Je-li f minimalni polynom

d-1
f(x):xd—l—Zc;Xi—i—Co, G €L
i=1

a a je koten f takovy, %e |a| = 1, pak i @ = a~! je koFen f.

Ale minimalni polynom a1 je

d—1
_.d Cd—i i
g(x) =x —i—Z o X'+

1
i—1 0

C
Protoze f = g, je

» cg =1 a 3 je algebraicka jednotka,
> f je reciproky polynom, proto f(y) =0 = f(y~ 1) =0.

= Jediné kofeny v R jsou 3 a 371, ostatni |y| = 1 a d je sudé.
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Aritmetika v 3-soustavach

Oznatme Per(3) mnozinu &isel s periodickym [3-rozvojem.
Pro bazi 8 € N plati Per(3) = Q = Q(p).
Pro bdzi § ¢ N plati Per(3) C Q(5). Pro kterd 3 plati rovnost?

Theorem (Schmidt) :
Per(8) = Q(5) = B je Pisotovo nebo Salemovo.
B je Pisotovo = Per(B) = Q(5).

Otazka: Je Per(3) = Q(5) pro viechna Salemova &isla?
Pro 3 stupné 4 ano.
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©° .
a=p"1+ Z xj877 .
j=m+1
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Dikaz Q(B) C Per(8) = 3 Pisot nebo Salem:
Pro libovolné m € N jisté existuje o € Q s rozvojem
i .
a=p"1+ Z xj3~.
j=m+1
Je-li v sdruzeny kofen k 3, |y| > 1, pak
o . o .
a=0" 4 Y 8T =0T+ Y
Jj=m+1 j=m+1
Pozor! Pro rovnost je tfeba periodicita rozvoje! Pak

B =< Y XIBT =<2 > X,

Jj=m+1 Jj=m+1

kde 1 = max{|3]~*, [7|7*}.
Vhodna volba m (a tedy «) vede ke sporu.



Dikaz 3 Pisot = Q(3) C Per(3):

a € Q(B) s rozvojem o = Zj’il xjﬁ—f lze zapsat
1 _
o= a(co—i—clﬁ—l—---—i—cd,lﬂd b,

kde g € N minimélni a ¢y, ...,cq4_1 € Z.



Dikaz 3 Pisot = Q(3) C Per(3):
o € Q(B) s rozvojem av = 3%, X3~ Ize zapsat
a= i(co +aB+-+ g1,
kde g € N minimdlni a ¢p,...,c4_1 € Z. Snadno
T (a) = ;(cé") + c:f")ﬁ +--+ cc(,"_)lﬂd_l) )

P¥itom

o0

T ) = > 87 = 5" (a - ixjﬂ‘f ).

Jj=n+1 Jj=1
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Dikaz 3 Pisot = Q(3) C Per(3):

o € Q(B) s rozvojem av = 3%, x;37 Ize zapsat

1
= E(CO +aB++egfih),

kde g € N minimalni a ¢y,...,cq4—1 € Z. Polynomialni rovnici
(a—zxﬂ J) R B B O
spliiuji v8echny sdruzené kofeny k (3:
7"l ZXN ) (67 + ™y 4+ )

v <1 = c,-(") omezenév n = T((a) se zacykli.
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Vlastnost F

Oznatme Fin(3) mnoZinu &isel s kone¢nym (3-rozvojem.

Theorem (Frougny & Solomyak) :
Fin(p3) je okruh = [ je Pisotovo &islo.
Naopak neplati.
Nap¥. 3 se sdruzenym ko¥enem 3() € (0,1) nemie byt
jednoduché Parryho, protoze

t1 t

dp, )=t - tm = 1:W+~--+W>nzl
b 13 .
Pak ale B—t125+@+~--¢15‘1n(ﬁ).

Otazka: Algebraickd charakterizace &isel s vlastnosti F.
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Sdruzené koteny Parryho dcisel
VyuZijeme
ti=[6T0D(1)] = pTD() = TO(Q).

Navic je-li d(5,1) =1t --tm, pak T7(1)=0.

Upravime Parryho polynom ¢&isla 3:

P(x) = x™ — Xl — Hox™T2 et X — ty =
=x"—(B-T@A)x" 1t~ — (ﬂT(’"*l)(l) — T(’”)(l)) =
= x (XM TOX™ 2 T )+ T (1)

— B T2 4 T (1)) =



Sdruzené koteny Parryho dcisel
VyuZijeme
= [BTD()) = BTED(1) - TOQ).

Navic je-li d(8,1) =t1---tm, pak T™(1)=0.

Upravime Parryho polynom ¢&isla j3:

P(x) =x™ — tix™ L — tox™ % — ot X — by =
=x"—(B-T@A)x" 1t~ — (ﬂT(’"*l)(l) — T(’”)(l)) =
= x (XM TOX™ 2 T )+ T (1)

— (T T2 4 TP =

= (= B) (X TOX™ 24 TP())
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Vsechny koteny v # 3 Parryho polynomu P tedy spliiuji

,ym—l + T(l),ym—2 R Tm—2,y + Tm—l(l) -0.
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Je-li |y| > 1, pak

T =T 4 T2y - T <
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<SP+ 1=
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Vsechny koteny v # 3 Parryho polynomu P tedy spliiuji
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Detailn&jsi popis mnoziny sdruzenych ko¥enl vdech Parryho &isel
podal Solomyak.



Sdruzené koteny Parryho dcisel
Vsechny koteny v # 3 Parryho polynomu P tedy spliiuji
YT TP 4+ T2+ T (1) =0,
Je-li |[y] > 1, pak
AT = T2 44 T2 4+ T <

himt -1 _ pim

<™ty + 1= :
v -1 v =1

a proto |y] < 2.
P¥i jemn&jsim odhadu |T0)(1) — 1| < 1 vyjde |v] < 3(1 + V/5).

Detailn&jsi popis mnoziny sdruzenych ko¥enl vdech Parryho &isel
podal Solomyak.

Podobné& pro nejednoduché Parryho &islo.



Kvadraticka Parryho dcisla

Je-li P Parryho polynom a f minimalni polynom ¢&isla 3, pak
P(x) = f(x)Q(x), kde Q € Z[x]

Odtud P(0) = £(0)Q(0), a proto |£(0)] < |P(0)].
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Kvadraticka Parryho dcisla

Je-li P Parryho polynom a f minimalni polynom ¢&isla 3, pak
P(x) = f(x)Q(x), kde Q € Z[x]
Odtud P(0) = f(0)Q(0), a proto |f(0)| < |P(0)].
Ale pro absolutni &len P(0) polynomu P mame
P(0) = —tm nebo P(0) = tm — tmtp
a tedy |P(O)| < t1 =[] < B
Absolutni &len £(0) je sou&in kofend polynomu f,

FO) = 18113 <|P(O) <8 = [#]<1.



Kvadraticka Parryho dcisla

Je-li P Parryho polynom a f minimalni polynom ¢&isla 3, pak
P(x) = f(x)Q(x), kde Q € Z[x]
Odtud P(0) = f(0)Q(0), a proto |f(0)| < |P(0)].
Ale pro absolutni &len P(0) polynomu P mame
P(0) = —tm nebo P(0) = tm — tmtp
a tedy |P(O)| < t1 =[] < B
Absolutni &len £(0) je sou&in kofend polynomu f,
FO)I =B8] < |PO)| <8 = |5]<1.

Kvadraticka Parryho jsou tedy pravé kvadratickd Pisotova.



Kvadraticka Parryho dcisla

Je-li P Parryho polynom a f minimalni polynom ¢&isla 3, pak
P(x) = f(x)Q(x), kde Q € Z[x]
Odtud P(0) = f(0)Q(0), a proto |f(0)| < |P(0)].
Ale pro absolutni &len P(0) polynomu P mame
P(0) = —tm nebo P(0) = tm — tmtp
a tedy |P(O)| < t1 =[] < B
Absolutni &len £(0) je sou&in kofend polynomu f,
FO) =18I18T<[PO) <8 = [F]<1.
Kvadraticka Parryho jsou tedy pravé kvadratickd Pisotova.

Podobné& pro kubickd &isla se sdruzenymi koteny v C \ R.



Oteviené otazky

» Algebraicky popis Parryho &isel.
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Maize platit |Q(0)| > 27
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Oteviené otazky

» Algebraicky popis Parryho &isel.

» Co je za¥ polynom Q(x) v rovnosti P(x) = f(x)Q(x)?
Maize platit |Q(0)| > 27

» Kterd Pisotova ¢&isla maji F?

» Co lze Fici o Itovych-Sadahirovych &islech?
» Jsou vibec v8echna Perronova?
Matice spole€nice polynomu P neni nezdpon3d!
» Plati Parryho = Itova-Sadahirova &isla?

> A co aritmetika? Fin(—7) neni okruh!



Dékuji za pozornost.



