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I Připomenut́ı Rényiho β-rozvoj̊u.
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I Parryho č́ısla – Parryho polynom

I Perronova č́ısla
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I Výjimečnost β-soustav, když
I β je Parryho č́ıslo – kombinatorické vlastnosti

I β je Pisotovo nebo Salemovo č́ıslo – aritmetické vlastnosti

I Vztah Pisotova ⊂ Parryho ⊂ Perronova č́ısla

I Kǒreny Parryho polynomu

I Analogie pro Itovy-Sadahirovy (−β)-rozvoje?
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I β je Pisotovo nebo Salemovo č́ıslo – aritmetické vlastnosti
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Pojmy I

Necht’ β ∈ C.

∃ f ∈ Q[x ] monický, f (β) = 0 → β algebraické č́ıslo

∃ f ∈ Z[x ] monický, f (β) = 0 → β algebraické celé č́ıslo

f min. stupně mezi všemi ↑ → minimálńı polynom č́ısla β

stupeň minimálńıho polynomu → stupeň č́ısla β

Minimálńı polynom

f (x) = xd +
d−1∑
i=0

aix
i =

d∏
j=1

(x − β(j))

je ireducibilńı ⇒ β(1) = β, β(2), . . . , β(d) ∈ C jsou r̊uzné.

→ sdružené kǒreny
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Pojmy I

Necht’ β ∈ C.
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Minimálńı polynom

f (x) = xd +
d−1∑
i=0

aix
i =

d∏
j=1

(x − β(j))
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Pojmy II

Minimálńı těleso obsahuj́ıćı Q a β

Q(β) = {a0 + a1β + · · ·+ ad−1β
d−1 | ai ∈ Q} .

Izomorfizmus Q(β) 7→ Q
(
β(i)
)
:

x = a0 + a1β + · · ·+ ad−1β
d−1

↓
x (i) = a0 + a1β

(i) + · · ·+ ad−1(β(i))d−1

je identický na Q.

Je-li x ∈ Q(β) a g polynom s racionálńımi koeficienty, pak

g(x) = 0 =⇒ g(x (i)) = 0 .
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O Rényiho β-rozvoj́ıch

Pro β > 1 máme β-transformaci

Tβ : [0, 1) 7→ [0, 1) , Tβ(x) = βx − bβxc .

Pro x ∈ [0, 1) definujeme cifry ai , i = 1, 2, 3, . . . , kde

ai = bβT
(i−1)
β (x)c ∈ {0, 1, . . . , bβc} .

Pak d(β, x) = a1a2a3 · · · , tj. x =
a1

β
+

a2

β2
+

a3

β3
+ · · · .

Řetězec cifer a1a2a3 · · · je p̌ŕıpustný, právě když pro i = 1, 2, 3, . . .

0ω �lex aiai+1ai+2 · · · ≺lex d∗(β, 1) = lim
ε→0+

d(β, 1− ε) .

Rényiho rozvoj jedničky: d(β, 1) = t1t2t3 · · · ,
kde ti = bβT (i−1)(1)c, i ≥ 1.



O Rényiho β-rozvoj́ıch
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Parryho č́ısla

Posléze periodický Rényiho rozvoj jedničky:

d(β, 1) = t1 · · · tm0ω = t1 · · · tm, tm 6= 0
jednoduchá Parryho č́ısla

d(β, 1) = t1 · · · tm(tm+1 · · · tm+p)ω, tm 6= tm+p

nejednoduchá Parryho č́ısla

Pro β Parryho č́ıslo:

I Dynamický systém ([0, 1),Tβ) je “sofic”.

I V množině β-celých č́ısel je konečný počet mezer mezi
sousedy.

I Zβ je kódováno nekonečným slovem uβ v konečné abecedě.

I uβ je invariantńı na substituci a má spoustu daľśıch
zaj́ımavých vlastnost́ı.
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Pro β Parryho č́ıslo:
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Pro β Parryho č́ıslo:
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sousedy.
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d(β, 1) = t1 · · · tm(tm+1 · · · tm+p)ω, tm 6= tm+p
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I Dynamický systém ([0, 1),Tβ) je “sofic”.
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Parryho polynom

Je-li d(β, 1) = t1 · · · tm, pak

P(β) = βm − t1β
m−1 − · · · − tm−1β − tm = 0

Je-li d(β, 1) = t1 · · · tm(tm+1 · · · tm+p)ω, pak

P(β) = βm+p − t1β
m+p−1 − · · · − tm+p−1β − tm+p−

−(βm − t1β
m−1 − · · · − tm−1β − tm) = 0

P je tzv. Parryho polynom

P je monický v Z[x ] ⇒ Parryho č́ıslo β je algebraické celé.

P neńı nutně ireducibilńı,
m ≥ d (resp. m + p ≥ d), kde d je stupeň č́ısla β.
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Perronova č́ısla

Algebraické celé č́ıslo β, jehož sdružené kǒreny splňuj́ı |β(i)| < β,
Perronovo č́ıslo

Parryho č́ıslo β je vlastńı č́ıslo matice

Mα =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 0 1

tm tm−1 tm−2 · · · t2 t1


,

Ta má nezáporné koeficienty a je nerozložitelná,
tj. z Perron-Frobeniovy věty jsou ostatńı vlastńı č́ısla |β(i)| < β.
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Pisotova a Salemova č́ısla

β > 1 algebraické celé stupně d je

Pisotovo č́ıslo, když jeho sdružené kǒreny splňuj́ı

|β(i)| < 1 , i = 2, . . . , d .

Salemovo č́ıslo, když

|β(i)| ≤ 1 , i = 2, . . . , d ,

a alespoň v jednom p̌ŕıpadě nastává rovnost.
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β > 1 algebraické celé stupně d je
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Vlastnosti Salemova č́ısla β > 1

Je-li f minimálńı polynom

f (x) = xd +
d−1∑
i=1

cix
i + c0 , ci ∈ Z

a α je kǒren f takový, že |α| = 1, pak i α = α−1 je kǒren f .

Ale minimálńı polynom α−1 je

g(x) = xd +
d−1∑
i=1

cd−i

c0
x i +

1

c0
.

Protože f = g , je

I c0 = 1 a β je algebraická jednotka,

I f je reciproký polynom, proto f (γ) = 0 ⇒ f (γ−1) = 0.

⇒ Jediné kǒreny v R jsou β a β−1, ostatńı |γ| = 1 a d je sudé.
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Aritmetika v β-soustavách

Označme Per(β) množinu č́ısel s periodickým β-rozvojem.

Pro bázi β ∈ N plat́ı Per(β) = Q = Q(β).

Pro bázi β /∈ N plat́ı Per(β) ⊂ Q(β). Pro která β plat́ı rovnost?

Theorem (Schmidt) :

Per(β) = Q(β) =⇒ β je Pisotovo nebo Salemovo.

β je Pisotovo =⇒ Per(β) = Q(β) .

Otázka: Je Per(β) = Q(β) pro všechna Salemova č́ısla?
Pro β stupně 4 ano.
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Aritmetika v β-soustavách
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Důkaz Q(β) ⊂ Per(β) ⇒ β Pisot nebo Salem:

Pro libovolné m ∈ N jistě existuje α ∈ Q s rozvojem

α = β−1 +
∞∑

j=m+1

xjβ
−j .

Je-li γ sdružený kǒren k β, |γ| > 1, pak

α = β−1 +
∞∑

j=m+1

xjβ
−j = γ−1 +

∞∑
j=m+1

xjγ
−j .

Pozor! Pro rovnost je ťreba periodicita rozvoje! Pak

|β−1 − γ−1| ≤
∑

j=m+1

xj |β−j − γ−j | ≤ 2
∑

j=m+1

xjη
j ,

kde η = max{|β|−1, |γ|−1} .
Vhodná volba m (a tedy α) vede ke sporu.
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Důkaz β Pisot ⇒ Q(β) ⊂ Per(β):

α ∈ Q(β) s rozvojem α =
∑∞

j=1 xjβ
−j lze zapsat

α =
1

q

(
c0 + c1β + · · ·+ cd−1β

d−1
)
,

kde q ∈ N minimálńı a c0, . . . , cd−1 ∈ Z.

|γ| < 1 ⇒ c
(n)
i

omezené v n ⇒ T (n)(α) se zacykĺı.
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α =
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q
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kde q ∈ N minimálńı a c0, . . . , cd−1 ∈ Z. Polynomiálńı rovnici
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Vlastnost F

Označme Fin(β) množinu č́ısel s konečným β-rozvojem.

Theorem (Frougny & Solomyak) :

Fin(β) je okruh =⇒ β je Pisotovo č́ıslo.

Naopak neplat́ı.

Nap̌r. β se sdruženým kǒrenem β(i) ∈ (0, 1) nemůže být
jednoduché Parryho, protože

d(β, 1) = t1 · · · tm ⇒ 1 =
t1

β(i)
+ · · ·+ tm

(β(i))m
> t1 ≥ 1

Pak ale β − t1 =
t2

β
+

t3

β2
+ · · · /∈ Fin(β) .

Otázka: Algebraická charakterizace č́ısel s vlastnost́ı F .



Vlastnost F
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Sdružené kǒreny Parryho č́ısel

Využijeme

ti = bβT (i−1)(1)c = βT (i−1)(1)−
(
βT (i−1)(1)− bβT (i−1)(1)c

)

Nav́ıc je-li d(β, 1) = t1 · · · tm, pak Tm(1) = 0.

Uprav́ıme Parryho polynom č́ısla β:

P(x) = xm − t1x
m−1 − t2x

m−2 − · · · − tm−1x − tm =

= xm −
(
β − T (1)

)
xm−1 − · · · −

(
βT (m−1)(1)− T (m)(1)

)
=

= x
(
xm−1 + T (1)xm−2 + · · ·+ Tm−1(1)

)
+ Tm(1)+

− β
(
xm−1 + T (1)xm−2 + · · ·+ Tm−1(1)

)
=

= (x − β)
(
xm−1 + T (1)xm−2 + · · ·+ Tm−1(1)

)
.
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Sdružené kǒreny Parryho č́ısel
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Sdružené kǒreny Parryho č́ısel
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Sdružené kǒreny Parryho č́ısel
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Sdružené kǒreny Parryho č́ısel

Všechny kǒreny γ 6= β Parryho polynomu P tedy splňuj́ı

γm−1 + T (1)γm−2 + · · ·+ Tm−2γ + Tm−1(1) = 0 .

Je-li |γ| > 1, pak

|γm−1| = |T (1)γm−2 + · · ·+ Tm−2γ + Tm−1(1)| ≤

≤ |γ|m−2 + · · ·+ |γ|+ 1 =
|γ|m−1 − 1

|γ| − 1
<
|γ|m−1

|γ| − 1
,

a proto |γ| < 2.

Při jemněǰśım odhadu |T (i)(1)− 1
2 | ≤

1
2 vyjde |γ| < 1

2 (1 +
√

5).

Detailněǰśı popis množiny sdružených kǒrenů všech Parryho č́ısel
podal Solomyak.

Podobně pro nejednoduché Parryho č́ıslo.
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Všechny kǒreny γ 6= β Parryho polynomu P tedy splňuj́ı
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|γ| − 1
<
|γ|m−1

|γ| − 1
,

a proto |γ| < 2.

Při jemněǰśım odhadu |T (i)(1)− 1
2 | ≤

1
2 vyjde |γ| < 1

2 (1 +
√

5).

Detailněǰśı popis množiny sdružených kǒrenů všech Parryho č́ısel
podal Solomyak.

Podobně pro nejednoduché Parryho č́ıslo.
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γm−1 + T (1)γm−2 + · · ·+ Tm−2γ + Tm−1(1) = 0 .

Je-li |γ| > 1, pak

|γm−1| = |T (1)γm−2 + · · ·+ Tm−2γ + Tm−1(1)| ≤

≤ |γ|m−2 + · · ·+ |γ|+ 1 =
|γ|m−1 − 1

|γ| − 1
<
|γ|m−1

|γ| − 1
,

a proto |γ| < 2.
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Kvadratická Parryho č́ısla

Je-li P Parryho polynom a f minimálńı polynom č́ısla β, pak

P(x) = f (x)Q(x) , kde Q ∈ Z[x ]

Odtud P(0) = f (0)Q(0), a proto |f (0)| ≤ |P(0)|.

Ale pro absolutńı člen P(0) polynomu P máme

P(0) = −tm nebo P(0) = tm − tm+p

a tedy |P(0)| ≤ t1 = bβc < β.

Absolutńı člen f (0) je součin kǒrenů polynomu f ,

|f (0)| = |β||β′| ≤ |P(0)| < β ⇒ |β′| < 1 .

Kvadratická Parryho jsou tedy právě kvadratická Pisotova.

Podobně pro kubická č́ısla se sdruženými kǒreny v C \ R.
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|f (0)| = |β||β′| ≤ |P(0)| < β ⇒ |β′| < 1 .
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Ale pro absolutńı člen P(0) polynomu P máme
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Otev̌rené otázky

I Algebraický popis Parryho č́ısel.

I Co je zač polynom Q(x) v rovnosti P(x) = f (x)Q(x)?
Může platit |Q(0)| ≥ 2?

I Která Pisotova č́ısla maj́ı F?

I Co lze ř́ıci o Itových-Sadahirových č́ıslech?

I Jsou v̊ubec všechna Perronova?
Matice společnice polynomu P neńı nezáponá!

I Plat́ı Parryho = Itova-Sadahirova č́ısla?

I A co aritmetika? Fin(−τ) neńı okruh!
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Matice společnice polynomu P neńı nezáponá!

I Plat́ı Parryho = Itova-Sadahirova č́ısla?
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I Jsou v̊ubec všechna Perronova?
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I Plat́ı Parryho = Itova-Sadahirova č́ısla?
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Otev̌rené otázky
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Děkuji za pozornost.


