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I Připomenut́ı Rényiho β-rozvoj̊u a vlastnost́ı množiny Zβ.

I Připomenut́ı Ito-Sadahiro (−β)-rozvoj̊u:

I transformace T−β : Iβ 7→ Iβ
I p̌ŕıpustnost rozvoj̊u ve sťŕıdavém uspǒrádáńı

I rozvoje č́ısel x /∈ Iβ a jejich nejednoznačnost

I definice Z−β

I Řešeńı nejednoznačnosti pomoćı ,,hladového algoritmu”

I Popis Z−β:

I Kdy je netriviálńı?

I Když netriviálńı, pak nekonečná a diskrétńı.

I Popis vzdálenost́ı mezi sousedy

I Otev̌rené otázky
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O Rényiho β-rozvoj́ıch I

β-transformace

Tβ : [0, 1) 7→ [0, 1) , Tβ(x) = βx − bβxc .

Pro x ∈ [0, 1) definujeme cifry ai , i = 1, 2, 3, . . . , kde

ai = bβT
(i−1)
β (x)c ∈ {0, 1, . . . , bβc} .

Pak d(β, x) = a1a2a3 · · · , tj. x =
a1

β
+

a2

β2
+

a3

β3
+ · · · .

Řetězec cifer a1a2a3 · · · je p̌ŕıpustný, právě když pro i = 1, 2, 3, . . .

0ω �lex aiai+1ai+2 · · · ≺lex d∗(β, 1) = lim
ε→0+

d(β, 1− ε) .

Rényiho rozvoj jedničky: d(β, 1) = t1t2t3 · · · ,
kde t1 = bβc a t2t3 · · · = d(β, β − t1).
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O Rényiho β-rozvoj́ıch II

Neńı nejednoznačnost:

Pro každé x > 0 je právě jeden p̌ŕıpustný v retězec.

Je to ten, který najde hladový algoritmus.

β-celá č́ısla:

Z+
β = {akβ

k + · · ·+ a1β + a0 | akak−1 · · · a1a00ω je p̌ŕıpustný}

Zβ = Z+
β ∪ (−Z+

β ) je diskrétńı.

Vzdálenosti mezi sousedńımi β-celými č́ısly: ∆i =
∞∑
j=1

ti+j

βj
< 1 .

Je jich konečně mnoho, když d(β, 1) je periodický (β Parryho č́ıslo)

Zβ kódováno nekonečným slovem uβ invariantńım na substituci ϕβ.
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Itovy-Sadahirovy (−β)-rozvoje

(−β)-transformace

T−β :
[ −β
β + 1

,
1

β + 1

)
7→
[ −β
β + 1

,
1

β + 1

)
,

T−β(x) = −βx −
⌊
− βx +

β

β + 1

⌋
.

Pro x ∈
[ −β
β+1 ,

1
β+1

)
definujeme cifry ai , i = 1, 2, 3, . . . , kde

ai =
⌊
T

(i−1)
−β (x) +

β

β + 1

⌋
∈ {0, 1, . . . , bβc} .

Pak d(−β, x) = a1a2a3 · · · , tj.

x =
a1

−β
+

a2

(−β)2
+

a3

(−β)3
+ · · · .
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Př́ıpustné řetězce cifer

Sťŕıdavé uspǒrádáńı: x1x2x3 · · · ≺alt y1y2y3 · · ·

⇐⇒ (−1)j(yj − xj) > 0 pro prvńı j , kde se lǐśı

Řetězec cifer x1x2x3 · · · je p̌ŕıpustný, právě když pro i = 1, 2, 3, . . .

d(−β, lβ) �alt xixi+1xi+2 · · · ≺alt d∗(−β, rβ) = lim
ε→0+

d(−β, rβ−ε) .

Označme d(−β, lβ) = d1d2d3 · · · , pak

d∗(−β, rβ) =

{
0d1d2d3 · · · věťsinou,(
0d1 · · · d2t(d2t+1 − 1)

)ω
jinak.

Zvláštnost:
d(−β, lβ) = d1d2d3 · · · je p̌ŕıpustný, ale 0d1d2d3 · · · neńı.



Př́ıpustné řetězce cifer
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Nejednoznačnost rozvoje

Když akak−1ak−2 · · · je p̌ŕıpustný, ak 6= 0, pak

x =
k∑

i=−∞
ai (−β)i ∈


[
βk

β+1 ,
βk+2

β+1

]
for k even,[

− βk+2

β+1 ,−
βk

β+1

]
for k odd.

Hladový algoritmus:

Je-li x > 0:

najdi k sudé tak, že
βk

β + 1
≤ x <

βk+2

β + 1
.

polož cifru ak :=
⌊

x
(−β)k + β

β+1

⌋
a nové x := x − ak(−β)k .

Je-li x < 0:

najdi k liché tak, že
βk+2

β + 1
< x ≤ βk

β + 1
.
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x
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β+1
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Vlastnosti (−β)-celých č́ısel

Z−β := {akβ
k + · · ·+ a1β + a0 | akak−1 · · · a1a00ω je p̌ŕıpustný}

Které konečné řetězce jsou p̌ŕıpustné?

10ω je p̌ŕıpustný ⇐⇒ d(−β, lβ) 6= 102k1 ∗ ∗ ∗ · · ·

V opačném p̌ŕıpadě Z−β = {0}.

Je-li Z−β 6= {0}, pak je nekonečná a diskrétńı.

Př́ıklad: β minimálńı Pisotovo č́ıslo, reálný kǒren x3 = x + 1.
d(−β, lβ) = 1001ω, a proto Z−β = {0}.

Př́ıklad: τ zlatý řez, tj. τ = 1
2 (1 +

√
5).

d(−β, lβ) = 10ω, tj. Z−β netriviálńı a nav́ıc Z−τ = Zτ2 .
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Vlastnosti (−β)-celých č́ısel
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k + · · ·+ a1β + a0 | akak−1 · · · a1a00ω je p̌ŕıpustný}

Které konečné řetězce jsou p̌ŕıpustné?

10ω je p̌ŕıpustný ⇐⇒ d(−β, lβ) 6= 102k1 ∗ ∗ ∗ · · ·

V opačném p̌ŕıpadě Z−β = {0}.

Je-li Z−β 6= {0}, pak je nekonečná a diskrétńı.

Př́ıklad: β minimálńı Pisotovo č́ıslo, reálný kǒren x3 = x + 1.
d(−β, lβ) = 1001ω, a proto Z−β = {0}.

Př́ıklad: τ zlatý řez, tj. τ = 1
2 (1 +

√
5).

d(−β, lβ) = 10ω, tj. Z−β netriviálńı a nav́ıc Z−τ = Zτ2 .



Vzdálenosti mezi (−β)-celými č́ısly

S(k) = množina p̌ŕıpustných řetězc̊u tvaru ak−1 · · · a00ω .

Extremálńı řetězce (vzhledem k �alt):

Max(k) maximálńı v S(k),
Min(k) minimálńı v S(k).

Sousedi v Z−β: x = wdMin(k), y = w(d − 1)Max(k).

Když k sudé, pak

x > y a x − y = βk + γ
(
Min(k)

)
− γ
(
Max(k)

)
.

Když k liché, pak

x < y a y − x = βk + γ
(
Max(k)

)
− γ
(
Min(k)

)
.
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Sousedi v Z−β: x = wdMin(k), y = w(d − 1)Max(k).
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Vzdálenosti mezi (−β)-celými č́ısly

Zjednodušuj́ıćı p̌redpoklad:

d(−β, lβ) = d1d2d3 · · · , kde 0 < di < d1 pro i = 2, 3, 4, . . . .

Pak
Min(2k) = d1d2d3 · · · d2k−1d2k ,

Max(2k) = 0d1d2d3 · · · d2k−2(d2k−1 − 1) ,

Min(2k+1) = d1d2d3 · · · d2k(d2k+1 − 1) ,

Max(2k+1) = 0d1d2d3 · · · d2k−1d2k .

Vzdálenosti v Z−β jsou

∆0 = 1 , ∆k =
∣∣∣(−1)k +

∞∑
i=1

dk−1+i − dk+i

(−β)i

∣∣∣ , k ≥ 1.
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Otev̌rené otázky

I Kdy je Z−β uniformně diskrétńı a relativně hustá?

Kdy ∃ r ,R > 0 tak, že r ≤ ∆i ≤ R.

I Kdy je Z−β = Zγ pro nějaké γ?

Nutně stejné mezery, tj. ∆i ≤ 1.

I Invariance na substituce obecně?

Na p̌ŕıkladech funguje.

I Aritmetické otázky

I Kdy konečné rozvoje uzav̌rené na sč́ıtáńı?
I Je uzav̌renost na + stejná jako na ±?
I Odhady na počty zlomkových ḿıst



Otev̌rené otázky
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Otev̌rené otázky
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Děkuji za pozornost.


