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O Rényiho [-rozvojich |
(B-transformace
Ts: [0,1) —[0,1), Tﬁ(x) = pBx — [Bx].
Pro x € [0,1) definujeme cifry a;, i =1,2,3,..., kde

ai= BT V(x)] €{0,1,.... 18]}
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Pak d(ﬁ,X) = ajapaz---, tj. x= + -

ACANE
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O Rényiho [-rozvojich |
[B-transformace
Ts: [0,1) —[0,1), Tﬁ(x) = fBx — [ Bx].
Pro x € [0,1) definujeme cifry a;, i =1,2,3,..., kde
ai =[BT 00)) € {01, 18]}

Pak d([-}*x) = aiagasz- -, tJ x — ai an as

=S+ St St
g g g
Ret&zec cifer ajaraz - - - je piipustny, pravé kdyz pro i =1,2,3, ...

0¥ R @idi+13i42 e d*(ﬂ,l):€ifg+d(ﬂ,1—€)~

Rényiho rozvoj jedni¢ky: d(3,1) = titatz - - -,
kde t; = Lﬂj a btz = d(ﬂ,ﬂ - tl).
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O Rényiho (-rozvojich Il
Neni nejednoznaénost:
Pro kazdé x > 0 je pravé jeden pfipustny v retézec.
Je to ten, ktery najde hladovy algoritmus.
(-cela Cisla:
Z; = {akﬁk + -+ a1f+ ag | akak—1---a1ap0” je pfipustny}
Zp = 1§ U(~1}) je diskrétni.

tl+_] 1

B

Je jich kone&n& mnoho, kdyz d(3,1) je periodicky (B Parryho ¢&islo)

Vzdalenosti mezi sousednimi G-celymi &isly: A; = Z

Zg kédovano nekoneZnym slovem wg invariantnim na substituci ¢g.



Itovy-Sadahirovy (—/)-rozvoje

(—3)-transformace

T-p: bfl’ﬁil) - [ﬁ_frﬂ—lu)’

T_g(x) = —fx — {—ﬁx%— %J .



Itovy-Sadahirovy (—/)-rozvoje

(—0)-transformace

Top: [ﬂfl’ﬂil) ~ [ﬁffﬁ-lu)’

T_p(x) = —fBx — {—ﬂx%— ﬁﬁlJ .

Pro x € [ﬂ;fl, 5+7) definujeme cifry a;, i =1,2,3,..., kde
i-1 B
7= | TG00+ 555) e fon 1))

Pak  d(—f,x) = ajazaz---, tj.

ai an as

= M EOE

AN AN C T



PFipustné fetézce cifer

St¥idavé usporadani: X1X2X3 + ¢ <ak Y1Voy3 -

= (—=1Y(y; — x;) > 0 pro prvni j, kde se li&f



PFipustné fetézce cifer

St¥idavé usporadani: X1X2X3 + ¢ <ak Y1Voy3 -

= (—=1Y(y; — x;) > 0 pro prvni j, kde se li¥f

Ret&zec cifer x;xox3 - - - je pripustny, pravé kdyz pro i =1,2,3,...

C/(—/)), /[3) <. XiXi41Xi42 =k d*(—ﬁ, I’ﬁ) = Eirg+ d(—ﬁ, r@—s) .



PFipustné fetézce cifer

St¥idavé usporadani: X1X2X3+++ <ae YiYoy3 o
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PFipustné fetézce cifer

St¥idavé usporadani: X1X2X3+++ <ae YiYoy3 o
= (—=1Y(y; — x;) > 0 pro prvni j, kde se li¥f
Ret&zec cifer x;xox3 - - - je p¥ipustny, pravé kdyz pro i =1,2,3,...

d(—0,18) =ax XiXig1Xi42 -+ <a d* (=0, r3) = Eif& d(—p,rz—¢).

Oznatme d(—p, I3) = didhds - - -, pak

o [ 0didads - - vétsinou,
d* (=0, rs) —{ (0dh -+ - do¢(does1 — 1)) jinak.

Zvlastnost:
d(—ﬁ, /ﬁ) = didhdz - -+ je pfipustny, ale Odidads--- neni.



Nejednoznacnost rozvoje

Kdy? axax_1ak_»- - je p¥ipustny, ax # 0, pak

k . [%’ %] for k even,

X = Z ai(—B)' € [ k2 3k

i=—o00 — m, —m] for k odd.



Nejednoznacnost rozvoje
KdyZ agax_1akx_o--- je pFipustny, ax # 0, pak

k ] [%’ %] for k even,
X = Z ai(—p)' € kt2 K
B B
i=—o00 |:— m, —m] for k odd.
Hladovy algoritmus:
Je-li x > 0:
ﬁk Bk+2

najdi k sudé tak, Ze 71 <x< i1

a nové x 1= x — ax(—pB)k.

polo? cifru ay := Lﬁ + %J

Je-li x < 0:
k+2 ﬂk

najdi k liché tak, ze F+1 <x < Ar1
a nové x 1= x — ax(—pB)k.

polo? cifru ay := Lﬁ + %J
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Vlastnosti (—/3)-celych ¢&isel
Z_g:={aB"+ -+ a1+ ao | akak—1 - a1200* je pipustny}
Které kone&né Fetézce jsou pFipustné?
10% je pF¥ipustny — d(-p,13) # 102K s s - - -
V opat&ném pfipadé Z_g = {0}.
Je-li Z_g # {0}, pak je nekone¢na a diskrétni.

P¥iklad: 3 minimalni Pisotovo &islo, redlny ko¥en x3=x+1.
d(—p,Ig) = 1001*, a proto Z_z = {0}.

Ptiklad: 7 zlaty Yez, tj. 7 = 3(1+/5).
d(—pf,Ig) = 10%, tj. Z_g netrividlni a navic Z_; = Z,2.



Vzdalenosti mezi (—/)-celymi &isly

S(k) = mnoZzina pt¥ipustnych ¥et&zci tvaru ax_1--

Extremalni Yetézce (vzhledem k =<,.):

Max(k) maximalni v S(k),
Min(k)  minimalni v S(k).

: aOOW .
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Vzdalenosti mezi (—/)-celymi &isly
S(k) = mnoZina ptipustnych Yetézci tvaru ag_1---a390%.

Extremalni Yetézce (vzhledem k =<,.):
Max(k) maximalni v S(k),
Min(k)  minimalni v S(k).
Sousedi v Z_g: x = wdMin(k), y = w(d — 1)Max(k).
Kdyz k sudé, pak
x>y a x-—y=p"+~(Min(k)) — y(Max(k)).
Kdyz k liché, pak

x<y a y-x=p+y(Max(k)) —~(Min(k)).



Vzdalenosti mezi (—/)-celymi &isly

Zjednodusujici pfedpoklad:

d(—ﬁ,/ﬁ)=d1d2d3--', kde 0 < d; < dy proi=2,3,4,....



Vzdalenosti mezi (—/)-celymi &isly

Zjednodusujici pfedpoklad:

d(—ﬁ,/ﬂ)Zdldgdg,-", kde 0 < d; < dy proi=2,3,4,....

Pak
Mln(2k) = d1d2d3 e d2k—1d2k 5

Max(2k) == 0d1d2d3 s dgk_g(dgk_l - 1),

Min(2k+1) = didads - - - dox(do1 — 1),
Max(2k+1) = 0didrds -+ - dop_1d> .



Vzdalenosti mezi (—/)-celymi &isly
Zjednodusujici pfedpoklad:
d(—ﬁ,/ﬂ) =didadz---, kdeO<di<d;proi=223,4,....

Pak
Mln(2k) = d1d2d3 e d2k—1d2k 5

Max(2k) == 0d1d2d3 s dgk_g(dgk_l - 1),

Min(2k+1) = didads - - - dox(do1 — 1),
Max(2k+1) = 0didrds -+ - dop_1d> .

Vzdalenosti v Z_g jsou

>\ 14 — disi
No=1, Akzl(—l)uzw, k>1
i=1
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Oteviené otazky

» Kdy je Z_z uniformné diskrétni a relativné husta?

Kdy 4r,R >0 tak, ze r < A; < R.

> Kdy je Z_g = Z., pro n&jaké 7

Nutné stejné mezery, tj. A; < 1.

» Invariance na substituce obecné&?

Na p¥ikladech funguje.

> Aritmetické otdzky

» Kdy konetné rozvoje uzaviené na s&itani?
» Je uzavfenost na + stejnd jako na +7?
» Odhady na polty zlomkovych mist



Dékuji za pozornost.



