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Dokazte, ze sblizené zlomky iracionalniho ¢isla jsou jeho nejlepsimi racionalnimi aprox-
imacemi.

Dokazte, ze pro kazdé ¢islo £ € R\ Q existuje nekoneéné mnoho zlomku § splnujicich

‘f — %" < 1/2¢%. Vyslovte vétu, kterd ifkd, jak nejvice lze toto tvrzeni vylepsit.

. Dokazte, ze zlomek §= ktery splnuje ‘f—g’ < 1/2¢* pro £ € R\ Q, je sbliZzenym zlomkem

¢isla €.

. Vyslovte a dokazte Liouvillovu vétu o aproximovatelnosti algebraického c¢isla radu d.

. Definujte Liouvillovo ¢islo, dejte priklad takového ¢isla a dokazte, ze je Liouvillovo.

Dokazte, ze kazdé realné cislo 1ze zapsat jako soucet dvou Liouvillovych ¢isel.

Vyslovte Lagrangeovu vétu o fetézovém zlomku kvadratickych cisel a dokazte jednu z
implikaci. Najdéte minimalni polynom algebraického ¢isla s konkrétné zadanym perio-
dickym fetézovym zlomkem.

. Vyslovte tvrzeni charakterizujici ¢isla s ¢isté periodickym fetézovym zlomkem a dokazte

jednu z implikaci. Uvedte pifklad takového cisla v télese Q(y/m).

Odvodte tvar integralni bdze okruhu celych ¢isel v kvadratickych télesech K = Q(y/m),
kde m € Z\ {0, 1} a neobsahuje ¢tverec. Vypocitejte diskriminant télesa K.

Je-li K c¢iselné téleso, napiste, jak lze charakterizovat jednotky v okruhu Ok pomoci
normy, a tvrzeni dokazte. Popiste jednotky v okruzich celych ¢isel imaginarnich kvadrat-
ickych téles.

Dokazte, ze okruh celych ¢isel Ok v télese K = Q(y/m) pro m = —1,—2, -3, -7, —11,
2,3,5,13 je eukleidovsky okruh.

Definujte zkonstruovatelné cislo a dokazte, ze kdyz « je zkonstruovatelné, pak a je
algebraické stupné 2", kde r € N.

Doplitte tvrzeni: Pravidelny n-thelnik lze zkonstruovat, pravé kdyz n je tvaru ....
Dokazte jednu z implikaci.

Necht K je ¢iselné téleso stupné n. Definujte diskriminant souboru ¢éisel v K a dokazte,
ze B1,...,0, € K tvoil bazi télesa K jako vektorového prostoru nad Q, pravé kdyz

A(Bla"'7ﬂn> 7& 0.

Necht K je ¢iselné téleso stupné n. Dokazte, ze diskriminanty dvou integralnich bazi
Ok jsou shodné.
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Dokazte, ze existuje integralni baze okruhu celych ¢isel télesa Q(«) pro o € A.

Vysvétlete algoritmus hledani integralni béze okruhu celych ¢isel télesa Q(«). Vyslovte
tvrzeni, na kterém je algoritmus zalozen.

Dokazte, ze okruh O celych ¢isel ciselného télesa K je okruh s jednoznaénou faktorizaci,
pravé kdyz kazdy ireducibilni prvek v Ok je prvocislo v Og.

Definujte algebraické celé ¢islo. S pomoci Gaussova lemmatu dokazte, ze jeho minimalni
polynom ma celoc¢iselné koeficienty.

Definujte symetricky polynom v n proménnych. Vyslovte a dokazte hlavni vétu o sy-
metrickych polynomech.

Definujte télesovy polynom ¢isla 5 v télese Q(«v) a dokazte, Ze je mocninou minimalniho
polynomu ¢isla 3. Co to implikuje o stupni ¢isla 57

Definujte n-ty cyklotomicky polynom ®,,, urcete jeho stupen a dokazte, ze ®,, € Z[z]
pro kazdé n € N. Napiste, jak vypada p-ty cyklotomicky polynom ®, pro p prvocislo a
pomoci Eisensteinova kritéria dokazte, ze je ireducibilni nad Q.

Definujte kvadratické reziduum mod p a pro p prvocislo urcete pocet kvadratickych
rezidui. Vyslovte a dokazte vétu, kterd charakterizuje prvocislo p, pro které je —1
kvadratické reziduum mod p.

Dokazte, ze prvocislo tvaru p = 4k + 1 lze napsat jako soucet dvou ¢tvercu. Vysvétlete,
pro¢ prvocisla tvaru p = 4k + 3 takto zapsat nelze.

Popiste vsechna n € N, kterd lze napsat jako soucet a? + b%, kde a,b € Z a popiste
postup, jak a a b najit.

Formulujte a dokazte nutnou a postacujici podminku pro existenci reseni (z1,...,x) €
ZF linearni diofantické rovnice > o1 axTE = b.

Vyslovte a dokazte tvrzeni o pythagorejskych trojicich.



