10.

11.

12.

13.

14.

Je ddno © a e > 0. Dokazte, Ze kdyz

pro néjaky zlomek %, pak ¢ musi byt dostate¢né velké. Jak?

Definujeme ||z|| = min{|z — n| | n € Z}, vzdélenost &isla = k nejbliz§imu celému ¢islu. Dokazte, ze
lle + Bl < llell + 181, lIne]] < |n||le||. Najdéte vyjadreni pro |« pomoci zlomkové Easti {a} =
a—|al.

Necht % < % spliwji rq — ps = 1. DokaZte, Ze racionalni ¢islo ¢ spliiuje %7 < 7 < %, pravé kdyZ

existuji nezdporné cela ¢isla A, p tak, ze ’ ’
a=Ap+pur a b=XAg+pus.
Dokazte, ze zlomky z F,, 1 nepatiici do F,, jsou mediantem po sobé jdoucich prvki F,. Plati to i
naopak?
Najdéte pravého souseda zlomku % v Fso.
* Sestavte algoritmus generovani posloupnosti Fareyovych zlomki fadu n vzestupné, resp. sestupné.

Dokazte, ze

Pn PntPot1 Pnt+2Pni1  Pnt@nioPnti _ Poy2
Gn’ qn + n+1 o+ 2qn+1 ’ " gn + An+2qn+1 n+2

je monoténni posloupnost.

Dokaizte, Ze « je iraciondlni, pravé kdyz mnozina hodnot posloupnosti ({na})”>1 je husta v intervalu
(0,1). N

Necht a,b € N. Vyjadiete ¢islo
2a%b + a® + ab+2a + 1

2ab+a+2
ve tvaru fetézového zlomku.
Necht % je n-ty sblizeny zlomek k o = [ag,a1,...,an,...] a ag > 0. Dokazte, Ze
Pn An
[anaan—lv"')ao] = a [anaan—17~--;a1] = .
Pn-1 dn—1
Vypocitej hodnotu ¢isla
e—1
=0,2,6,10,14,18, .. .]
e+1
s presnosti na 8 desetinnych mist.
Necht o = [ag,a1,a2,...] a § = [bg,b1,bs,...]. Dokazte, Ze o < 3, pravé kdyz apajas--- <
bob1by - - -, kde uspofadani < definujeme takto: piSeme, Ze agaias - -+ < bobibs - - -, kdyZz pro prvni
index j takovy, Ze a;j # bj, plati (—1)7(b; — a;) > 0.
* Dokazte, Ze % = [bo, . .., x| lezi mezi Z’"—:i = lag,...,an—1] & 2—" = lag,...,an—1, ay), pravé kdyz

k>mnaplatib; =a;, i <n-—1,ab, > a,. Odtud dokazte, ze pokud néjaké racionélni ¢islo %
spliiuje
pet]<2e
q dn

kde % je sblizeny zlomek k ¢islu «, pak nutné ¢ > q,.

* Dokate, 7e fetézovy zlomek e'/% je [1, (k —1),1,1,(3k — 1),1,1,(5k — 1), 1,1, (7Tk — 1),1,1,...].

) ) )

e Vypoctéte pg, ps, go, g3 vySe uvedeného fetézového zlomku jako v zavislosti na k.

e Vytvofte rekurenci pro ¢itatele a jmenovatele sblizenych zlomku s ¢leny 73, vyjadfenymi po-
moci r3,_3 a r3,_g. Koeficienty v rekurenci jsou polynomy v n a k.



e Definujte posloupnost realnych ¢isel

T, (k) = %/ M ot dt
0 n

Ovéite, 7e Ty(k) = qoe’* —po, Ti (k) = gze'/* —p3. Dvojnasobnym pouzitim per partes ovéite,
7e T (k), Tn—1(k) a T,,_2(k) spliwuji pro n > 2 rekurenci vytvofenou vyse.

15. * Dokazte, 7e
e=2+ ,
24
3+
44

)

54 .

ve smyslu konvergence ,,useknutych® zlomki, ozn. Z—".

e Dokazte, ze ,,useknuty* zlomek

b
ag + ! = 2Zn

ba
a1 +

ao + b

ap—1+ —
n

lze zapsat z, = Z—", kde citatelé p,, a jmenovatelé ¢, splhuji rekurence
Pn = GnPn—1+ bnpn—2, qn = Apgn-1+ bngn—2.

e Odvodte, ze pro a;,b; € N plati

e Dokazte Ze

n

Z (=)t _ 1

1 Ck
k=1 1+
C2
co— 1+
C3 — 1+
c + Cn—1
nt cp—1
k—1
e Spouzitim 1 — L =37 | % a predchoziho odvodte vysledek.
16. Je-li g, jmenovatel n-tého sblizeného zlomku &isla &€ = [0, ay, ag, .. .|, dokazte, 7ze
ai 1 0 0
-1 as 1 0
Gn = det 0 -1 as 1
0 o --- =1 a,
17. * Necht ag, ..., jsou p¥irozens ¢isla. Oznatme o' = [@;, @51, -, ar, o, -- -, @i—1). Dokazte, ze

¢islo oo = @M ... o je algebraicka jednotka. Dokazte alespoii pro [ = 2.

(Algebraicka jednotka je ¢islo @ € C, které je kofenem polynomu f s celoiselnymi koeficienty,

¢ + E?_ll a;xt £1,a; € 7.)



18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

* Ukazte, Ze Tetézové zlomky o = [ag,a1,a2, -], B8 = [bo,b1,ba,- -] Cisel o, 8 € R\ Q jsou od
jistého ¢lenu shodné, pravé kdyz
cf+d
a= ; kde det (¢ %) = +1. 1
(Od jistého clenu shodné znamend, ze existuje | € Z a ko € Ny tak, Ze ay = byt pro vSechna
k > ko.) Cislum «, 8 pak ¥ikdme, Ze jsou ekvivalentni.

e Najdéte generatory G1,Ga, Gs grupy matic

S1(2,Z) = {A = (¢4) ] detA:il}.

e Zkoumejte vztah (1) v p¥ipadé (¢ ¢) = Gi.

* Markovova konstanta pu(a) pro ¢islo o € R\ Q je rovna %, kde C je maximalni takové, ze

tj. p(o) = liminf, o g||agl|, kde ||ly|| oznacuje vzdalenost y k nejbliziimu celému ¢islu. Hurwitzova
véta fikd, ze p(a) < f‘l pro kazdé a € R\ Q. Dokazte, 7e u(a) = V5 ', prave kdyz a je
ekvivalentni zlatému Yezu 1 (1 + v/5).

Najdéte C tak, aby Markovova konstanta kazdého isla a € R\ Q, které neni ekvivalentni zlatému
fezu, splitovala p(a) < C.

* O cisle « € R\ Q fekneme, Ze je $patné aproximovatelné, jestlize existuje C tak, Ze

c p
2l gl

pro kazdé racionalni ¢islo 2. Dokazte, Ze iracionélni ¢islo « je §patné aproximovatelné, praveé kdyz
jsou koeficienty jeho fetézového zlomku omezené.

* Existuji $patné aproximovatelné transcendentni ¢isla? Pokud ano, vysvétli pro¢. Pokud ne, vysvétli
proc.

* Predpokladejme, Ze pro a = [ag, a1, az, . . .| existuje podposloupost (a,,) posloupnosti (a,,), ktera
rychle roste, a,, > qZ;‘fl. Dokazte, Ze « je transcendentni.

* Dokazte nasledujici: Je-li ap =0 a a,, = Hf::ol(l + ay), pak o = [ag, a1, . ..] je transcendentni.

(Pouzijte v&tu, kterou nedokazujeme: Jestlize pro « = [ag, a1, az, . . .] existuje € > 0 a podposloupost
(an,) posloupnosti (a,) takovd, Ze a,, > q;,,_;, pak a je transcendentni.)

* Necht m,n € Z, n > 0, ¢/n # Q. Dokazte, 7e 2> — ny> = m méa jen kone¢n& mnoho feSeni
(x,y) € Z2. (VyuZijte Rothovu vétu - ve skriptech.)

* Dokazte, Ze pro kazdé m € Z rovnice z3 — 2y = m m4 jen kone¢né mnoho feseni (z,y) € Z2.
Najdéte explicitni odhady na velikost x, y.

(Vyuzijte vétu, kterou nedokazujeme: Pro vechna racionalni 2 platl 2 5% ’\/5 - f| )
* S pomoci véty 6.31 ze skript vyslovte a dokazte tvrzeni, popisujici vSechna FeSeni zobecnéné
Pellovy rovnice 22 — my? = B, kde |B| < \/m.

e Dokazte, ze kazdé redlné Cislo &, které je kofenem polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, lze
napsat ve tvaru

R+ /m
S )

R,S,m € Z, m >0, m neni ¢tverec pfirozeného ¢isla a S|(m — R?).

&=



e Dokazte, ze pro takové £ mame z algoritmu pro fetézové zlomky

_Rut+vm

&n S

an = ],

kde R,, S, jsou cela ¢isla, S,, # 0, definovana rekurencemi

2
m — RnJrl

RO = R7 SO = S; Rn+1 = ansn - Rna Sn+1 - S

Navic S,|(m — R2) pro kazdé n.
e Dokazte, ze kdyz £ jsou sblizené zlomky k ¢islu v/m, pak p2 —mg? = (=1)"TLS,41.

n(n+1)
2

27. Popiste, ktera triangularni ¢isla (7, = ) jsou rovna néjakému étverci m?. (Preved'te na fefeni

Pellovy rovnice.)

28. Urcete, pro ktera n existuje m tak, ze
142+ --+m=m+1)+(m+2)+---+n.
(Pfeved'te na feseni Pellovy rovnice.)

29. Pythagorejska trojice je trojice (z,y, z) € N takova, ze 2 +y? = 22, napf. (3,4,5). Najdéte alespon
3 dalsi Pythagorejské trojice takové, ze y = x 4+ 1. (Pfeved'te na feSeni Pellovy rovnice.)



