
1. Je dáno r
s a ε > 0. Dokaºte, ºe kdyº

0 <
∣∣∣r
s
− p

q

∣∣∣ < ε

pro n¥jaký zlomek p
q , pak q musí být dostate£n¥ velké. Jak?

2. De�nujeme ‖x‖ = min{|x− n| | n ∈ Z}, vzdálenost £ísla x k nejbliº²ímu celému £íslu. Dokaºte, ºe
‖α + β‖ ≤ ‖α‖ + ‖β‖, ‖nα‖ ≤ |n|‖α‖. Najd¥te vyjád°ení pro ‖α‖ pomocí zlomkové £ásti {α} =
α− bαc.

3. Nech´ p
q < r

s spl¬ují rq − ps = 1. Dokaºte, ºe racionální £íslo a
b spl¬uje p

q ≤
a
b ≤

r
s , práv¥ kdyº

existují nezáporná celá £ísla λ, µ tak, ºe

a = λp+ µr a b = λq + µs .

4. Dokaºte, ºe zlomky z Fn+1 nepat°ící do Fn jsou mediantem po sob¥ jdoucích prvk· Fn. Platí to i
naopak?

5. Najd¥te pravého souseda zlomku 5
8 v F30.

6. * Sestavte algoritmus generování posloupnosti Fareyových zlomk· °ádu n vzestupn¥, resp. sestupn¥.

7. Dokaºte, ºe
pn
qn
,
pn + pn+1

qn + qn+1
,
pn + 2pn+1

qn + 2qn+1
, · · · , pn + an+2pn+1

qn + an+2qn+1
=
pn+2

qn+2

je monotónní posloupnost.

8. Dokaºte, ºe α je iracionální, práv¥ kdyº mnoºina hodnot posloupnosti
(
{nα}

)
n≥1 je hustá v intervalu

(0, 1).

9. Nech´ a, b ∈ N. Vyjád°ete £íslo
2a2b+ a2 + ab+ 2a+ 1

2ab+ a+ 2

ve tvaru °et¥zového zlomku.

10. Nech´ pn

qn
je n-tý sblíºený zlomek k α = [a0, a1, . . . , an, . . . ] a a0 > 0. Dokaºte, ºe

[an, an−1, . . . , a0] =
pn
pn−1

a [an, an−1, . . . , a1] =
qn
qn−1

.

11. Vypo£ítej hodnotu £ísla
e− 1

e+ 1
= [0, 2, 6, 10, 14, 18, . . . ]

s p°esností na 8 desetinných míst.

12. Nech´ α = [a0, a1, a2, . . . ] a β = [b0, b1, b2, . . . ]. Dokaºte, ºe α < β, práv¥ kdyº a0a1a2 · · · ≺
b0b1b2 · · · , kde uspo°ádání � de�nujeme takto: pí²eme, ºe a0a1a2 · · · ≺ b0b1b2 · · · , kdyº pro první
index j takový, ºe aj 6= bj , platí (−1)j(bj − aj) > 0.

13. * Dokaºte, ºe p
q = [b0, . . . , bk] leºí mezi pn−1

qn−1
= [a0, . . . , an−1] a

pn

qn
= [a0, . . . , an−1, an], práv¥ kdyº

k ≥ n a platí bi = ai, i ≤ n − 1, a bn ≥ an. Odtud dokaºte, ºe pokud n¥jaké racionální £íslo p
q

spl¬uje ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < pn
qn

,

kde pn

qn
je sblíºený zlomek k £íslu α, pak nutn¥ q > qn.

14. * Dokaºte, ºe °et¥zový zlomek e1/k je [1, (k − 1), 1, 1, (3k − 1), 1, 1, (5k − 1), 1, 1, (7k − 1), 1, 1, . . . ].

• Vypo£t¥te p0, p3, q0, q3 vý²e uvedeného °et¥zového zlomku jako v závislosti na k.

• Vytvo°te rekurenci pro £itatele a jmenovatele sblíºených zlomk· s £leny r3n vyjád°enými po-
mocí r3n−3 a r3n−6. Koe�cienty v rekurenci jsou polynomy v n a k.



• De�nujte posloupnost reálných £ísel

Tn(k) =
1

kn

∫ 1/k

0

(kt)n(kt− 1)n

n!
et dt .

Ov¥°te, ºe T0(k) = q0e
1/k−p0, T1(k) = q3e

1/k−p3. Dvojnásobným pouºitím per partes ov¥°te,
ºe Tn(k), Tn−1(k) a Tn−2(k) spl¬ují pro n ≥ 2 rekurenci vytvo°enou vý²e.

15. * Dokaºte, ºe

e = 2 +
2

2 +
3

3 +
4

4 +
5

5 +
. . .

,

ve smyslu konvergence �useknutých� zlomk·, ozn. pn

qn
.

• Dokaºte, ºe �useknutý� zlomek

a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +

. . .

an−1 +
bn

an

= zn

lze zapsat zn = pn

qn
, kde £itatelé pn a jmenovatelé qn spl¬ují rekurence

pn = anpn−1 + bnpn−2 , qn = anqn−1 + bnqn−2 .

• Odvo¤te, ºe pro ai, bi ∈ N platí

lim
n→∞

(pn
qn
− pn−1
qn−1

)
= 0 .

• Dokaºte ºe
n∑

k=1

(−1)k−1

c1 · · · ck
=

1

c1 +
c1

c2 − 1 +
c2

c3 − 1 +

. . .

cn−1 +
cn−1

cn − 1

• S pouºitím 1− 1
e =

∑n
k=1

(−1)k−1

n! a p°edchozího odvo¤te výsledek.

16. Je-li qn jmenovatel n-tého sblíºeného zlomku £ísla ξ = [0, a1, a2, . . . ], dokaºte, ºe

qn = det


a1 1 0 0 · · ·
−1 a2 1 0 · · ·
0 −1 a3 1 · · ·
...

. . .

0 0 · · · −1 an


17. * Nech´ a0, . . . , al jsou p°irozená £ísla. Ozna£me α(i) =

[
ai, ai+1, . . . , al, a0, . . . , ai−1

]
. Dokaºte, ºe

£íslo α = α(0)α(1) · · ·α(l) je algebraická jednotka. Dokaºte alespo¬ pro l = 2.

(Algebraická jednotka je £íslo α ∈ C, které je ko°enem polynomu f s celo£íselnými koe�cienty,
p°i£emº koe�cient u nejvy²²í a nejniº²í mocniny x je roven ±1, tj. f(α) = 0 pro n¥jaký f(x) =

xd +
∑d−1

i=1 aix
i ± 1, ai ∈ Z.)



18. * Ukaºte, ºe °et¥zové zlomky α = [a0, a1, a2, · · · ], β = [b0, b1, b2, · · · ] £ísel α, β ∈ R \ Q jsou od
jistého £lenu shodné, práv¥ kdyº

α =
cβ + d

eβ + f
, kde det

(
c d
e f

)
= ±1 . (1)

(Od jistého £lenu shodné znamená, ºe existuje l ∈ Z a k0 ∈ N0 tak, ºe ak = bk+l pro v²echna
k ≥ k0.) �ísl·m α, β pak °íkáme, ºe jsou ekvivalentní.

• Najd¥te generátory G1, G2, G3 grupy matic

Sl(2,Z) = {A =
(
c d
e f

) ∣∣∣ detA = ±1
}
.

• Zkoumejte vztah (1) v p°ípad¥
(
c d
e f

)
= Gi.

19. * Markovova konstanta µ(α) pro £íslo α ∈ R \Q je rovna 1
C , kde C je maximální takové, ºe

∣∣α− p

q

∣∣ < 1

Cq2
,

tj. µ(α) = lim infq→∞ q‖αq‖, kde ‖y‖ ozna£uje vzdálenost y k nejbliº²ímu celému £íslu. Hurwitzova

v¥ta °íká, ºe µ(α) ≤
√
5
−1

pro kaºdé α ∈ R \ Q. Dokaºte, ºe µ(α) =
√
5
−1

, práv¥ kdyº α je
ekvivalentní zlatému °ezu 1

2 (1 +
√
5).

Najd¥te C tak, aby Markovova konstanta kaºdého £ísla α ∈ R \Q, které není ekvivalentní zlatému
°ezu, spl¬ovala µ(α) ≤ C.

20. * O £ísle α ∈ R \Q °ekneme, ºe je ²patn¥ aproximovatelné, jestliºe existuje C tak, ºe

c

q2
<
∣∣α− p

q

∣∣ ,
pro kaºdé racionální £íslo p

q . Dokaºte, ºe iracionální £íslo α je ²patn¥ aproximovatelné, práv¥ kdyº
jsou koe�cienty jeho °et¥zového zlomku omezené.

21. * Existují ²patn¥ aproximovatelná transcendentní £ísla? Pokud ano, vysv¥tli pro£. Pokud ne, vysv¥tli
pro£.

22. * P°edpokládejme, ºe pro α = [a0, a1, a2, . . . ] existuje podposloupost (ani) posloupnosti (an), která
rychle roste, ani

≥ qni
ni−1. Dokaºte, ºe α je transcendentní.

23. * Dokaºte následující: Je-li a0 = 0 a an =
∏N−1

n=0 (1 + an), pak α = [a0, a1, . . . ] je transcendentní.

(Pouºijte v¥tu, kterou nedokazujeme: Jestliºe pro α = [a0, a1, a2, . . . ] existuje ε > 0 a podposloupost
(ani

) posloupnosti (an) taková, ºe ani
≥ qεni−1, pak α je transcendentní.)

24. * Nech´ m,n ∈ Z, n > 0, 3
√
n 6= Q. Dokaºte, ºe x3 − ny3 = m má jen kone£n¥ mnoho °e²ení

(x, y) ∈ Z2. (Vyuºijte Rothovu v¥tu - ve skriptech.)

25. * Dokaºte, ºe pro kaºdé m ∈ Z rovnice x3 − 2y3 = m má jen kone£n¥ mnoho °e²ení (x, y) ∈ Z2.
Najd¥te explicitní odhady na velikost x, y.

(Vyuºijte v¥tu, kterou nedokazujeme: Pro v²echna racionální p
q platí

10−6

q2.955
<
∣∣ 3
√
2− p

q

∣∣. )
26. * S pomocí v¥ty 6.31 ze skript vyslovte a dokaºte tvrzení, popisující v²echna °e²ení zobecn¥né

Pellovy rovnice x2 −my2 = B, kde |B| <
√
m.

• Dokaºte, ºe kaºdé reálné £íslo ξ, které je ko°enem polynomu s celo£íselnými koe�cienty, lze
napsat ve tvaru

ξ =
R+
√
m

S
, R, S,m ∈ Z, m > 0, m není £tverec p°irozeného £ísla a S|(m−R2) .



• Dokaºte, ºe pro takové ξ máme z algoritmu pro °et¥zové zlomky

ξn =
Rn +

√
m

Sn
, an = bξnc ,

kde Rn, Sn jsou celá £ísla, Sn 6= 0, de�novaná rekurencemi

R0 = R, S0 = S, Rn+1 = anSn −Rn, Sn+1 =
m−R2

n+1

Sn
.

Navíc Sn|(m−R2
n) pro kaºdé n.

• Dokaºte, ºe kdyº pn

qn
jsou sblíºené zlomky k £íslu

√
m, pak p2n −mq2n = (−1)n+1Sn+1.

27. Popi²te, která triangulární £ísla (Tn = n(n+1)
2 ) jsou rovna n¥jakému £tverci m2. (P°eve¤te na °e²ení

Pellovy rovnice.)

28. Ur£ete, pro která n existuje m tak, ºe

1 + 2 + · · ·+m = (m+ 1) + (m+ 2) + · · ·+ n .

(P°eve¤te na °e²ení Pellovy rovnice.)

29. Pythagorejská trojice je trojice (x, y, z) ∈ N taková, ºe x2+y2 = z2, nap°. (3, 4, 5). Najd¥te alespo¬
3 dal²í Pythagorejské trojice takové, ºe y = x+ 1. (P°eve¤te na °e²ení Pellovy rovnice.)


