
1. Najd¥te kubický polynom v Z[x], jehoº ko°enem je α = ζ + ζ−1, kde ζ = e
2πi
7 .

2. Dokaºte, ºe
√

2 + 3
√

3 je iracionální £íslo.

3. Nech´ f ∈ Q[x] je polynom s rac. koe�cienty. Ukaºte, ºe existuje polynom g ∈ Q[x], g 6= 0, tak, ºe
f(x)g(x) = a2x

2 + a3x
3 + a5x

5 + · · ·+ apx
p je polynom, ve kterém jsou nenulové koe�cienty pouze

u mocnin s prvo£íselným exponentem.

4. Nech´ f(x) = x5 − 8x3 + 9x − 3, g(x) = x4 − 5x2 − 6x + 3. Dokaºte, ºe existuje d ∈ Z tak, ºe
polynomy f, g mají spole£ný ko°en v Q(

√
d).

5. Dokaºte, ºe polynom x4 + x+ 1 je ireducibilní nad Q.

6. Dokaºte, ºe polynom x4 + x3 + x2 + 6x+ 1 je ireducibilní nad Q.

7. Dokaºte, ºe R[x]|(x2+x+1) je izomorfní t¥lesu R[x]|(x2+1) (tj. také C). Dokaºte, ºe polynomy v R[x]
ireducibilní nad R jsou nanejvý² druhého stupn¥. Dokaºte, ºe je-li f takový polynom, pak R[x]|f je
izomorfní C.

8. Pro dané θ ∈ R dokaºte, ºe t¥leso K = Q(sin θ
3 ) je roz²í°ením t¥lesa L = Q(sin θ). Jaká m·ºe být

dimenze [K : L] t¥lesa K jako vektorového prostoru nad L v závislosti na θ?

9. Najd¥te sdruºené ko°eny k £íslu cos 2π
5 .

10. Najd¥te algebraická £ísla β, γ tak, aby

Q(
√

2, i) = Q(β) , Q(
√

2 +
√

3,
√

2−
√

5) = Q(γ) .

11. Najd¥te v²echna racionální α ∈ [0, 12 ] tak, ºe sin2(πα) ∈ Q.

• Dokaºte, ºe polynomy gm(x) =
∑m
j=0 bjx

j ∈ Z[x] de�nované rekurentn¥ g1(x) = x, g2(x) =

2x2 − 1, gm+1(x) = 2xgm(x)− gm−1(x) spl¬ují

(i) cos(mϕ) = gm(cosϕ)

(ii) bm = 2m−1

(iii) 2j−1 | bj pro k ∈ {2, 3, . . . ,m}.
• Odvo¤te, ºe 2 cos(πα) je algebraické celé pro α ∈ Q.

• Ur£ete, pro které racionální α ∈ [0, 12 ] je 2 cos(πα) racionální.

• Vyuºijte vztahu mezi sin a cos k odvození výsledku.

12. Popi²te v²echna θ ∈ Q ∩ [0, 12 ] taková, ºe cos2(πθ) ∈ Q.

13. Dokaºte, ºe sin(1◦) je algebraické iracionální.

14. Nech´ K je t¥leso kone£ného stupn¥ nad Q. Dokaºte, ºe K obsahuje pouze kone£n¥ mnoho ko°en·
z jedni£ky.

15. Nech´ K je algebraické £íselné t¥leso lichého stupn¥ nad Q. Dokaºte, ºe v jediné ko°eny jedni£ky,
které leºí v K jsou ±1.

16. Nech´ P (z) je polynom stupn¥ < k s komplexními koe�cienty. Nech´ ω1, . . .ωk jsou k-té ko°eny z
jedni£ky. Dokaºte, ºe

1

k

k∑
i=1

P (ωi) = P (0).

17. Nech´ p0 = n a pk = xk1 + · · ·xkn pro k ≥ 1. Dokaºte Newtonovy formule, tj.

• Pro k ≤ n je

pk − pk−1e1 + pk−2e2 − · · ·+ (−1)k−1p1ek−1 + (−1)kkek = 0;

• pro k > n je
pk − pk−1e1 + pk−2e2 − · · ·+ (−1)npk−nen = 0;



kde ek jsou elementární symetrické funkce v prom¥nných x1, . . . , xn.

18. Dokaºte, ºe polynom Φn lze vyjád°it pomocí Möbiovy funkce

Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d) .

19. Nech´ f ∈ Z[x] je monický polynom stupn¥ ≥ 2 ireducibilní nad Q takový, ºe jeden z jeho ko°en·
je v absolutní hodnot¥ roven 1. Dokaºte, ºe:

• f je reciproký polynom, tj. jeho koe�cienty tvo°í palindrom;

• f je sudého stupn¥;

• má-li f reálné ko°eny, pak pouze dva, a to β a 1
β ;

• ostatní ko°eny f leºí na jednotkové kruºnici.

20. Nech´ ζ je primitivní osmý ko°en z jedni£ky. Ukaºte, ºe Q(ζ) obsahuje práv¥ 3 podt¥lesa stupn¥ 2
nad Q, a to Q(

√
−1), Q(

√
2), Q(

√
−2).

21. Dokaºte, ºe algebraické celé £íslo, jehoº v²echny sdruºené ko°eny jsou v absolutní hodnot¥ rovny
1, je ko°en z jedni£ky. Najd¥te p°íklad algebraického £ísla druhého stupn¥, které není ko°enem z
jedni£ky, i kdyº ono i jeho sdruºený ko°en leºí na jednotkové kruºnici. (Pozn. Takové £íslo nesmí
být algebraické celé!)

22. Upevn¥me n,M . Je pravda, ºe algebraických celých £ísel stupn¥ < m takových, ºe |α| < M je
kone£n¥ mnoho? Dokaºte, nebo vyvra´te protip°íkladem.


