10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

27

Najdéte kubicky polynom v Z[z], jehoz kofenem je a = ¢ + (7!, kde ( = e 7 .

Dokazte, ze V2 + 3 je iracionalni ¢islo.

Necht f € Q[z] je polynom s rac. koeficienty. UkaZzte, Ze existuje polynom g € Q|z], g # 0, tak, Ze
f(x)g(z) = a22® + azz® + asz® + - - - + apa? je polynom, ve kterém jsou nenulové koeficienty pouze
u mocnin s prvociselnym exponentem.

Necht f(x) = 2° — 82% + 92 — 3, g(x) = 2* — 522 — 62 + 3. Dokaite, Ze existuje d € Z tak, 7e
polynomy f, g maji spoletny koten v Q(v/d).

Dokazte, 7e polynom z* 4+  + 1 je ireducibilni nad Q.

Dokazte, 7e polynom z* + 23 + 22 4 62 + 1 je ireducibilni nad Q.

Dokaite, 7e R[z]|(z24441) je izomorfni télesu R[z]|z241) (tj. také C). Dokazte, Ze polynomy v R|z]

ireducibilni nad R jsou nanejvys druhého stupné. Dokazte, 7e je-li f takovy polynom, pak R[z]|; je
izomorfni C.

Pro dané 6 € R dokazte, Ze téleso K = Q(sin g) je rozsifenim télesa L = Q(sin6). Jaka miZe byt
dimenze [K : L] t&lesa K jako vektorového prostoru nad L v zavislosti na 67

Najdéte sdruzené kotfeny k ¢islu cos %’T

Najdéte algebraicka ¢isla 3,y tak, aby
Q(V2,i) =Q(8), Q2+ v3,vV2-5)=0Q(7).

Najdéte viechna raciondlni « € [0, 3] tak, ze sin’(ra) € Q.

e Dokaite, ze polynomy g, (x) = > 7" bja’ € Z[z] definované rekurentné gi(z) = z, ga(x) =
20 — 1, gm+1(2) = 22¢m () — gm—1(2) spliuji
(i) cos(my) = gm(cos )
(ii) by = 27
(iii) 277! | b; pro k € {2,3,...,m}.

e Odvodte, 7e 2 cos(ma) je algebraické celé pro a € Q.

e Urcete, pro které raciondlni € [0, 1] je 2 cos(ma) racionalni.

e Vyuzijte vztahu mezi sin a cos k odvozeni vysledku.
Popiste vSechna 6 € QN [0, 3] takova, Ze cos?(mf) € Q.
Dokaite, 7e sin(1°) je algebraické iracionélni.

Necht K je téleso konetného stupné nad Q. Dokazte, Ze K obsahuje pouze kone¢né mnoho kofent
z jednicky.

Necht K je algebraické ciselné téleso lichého stupné nad Q. Dokazte, Ze v jediné kofeny jednicky,
které lezi v K jsou +1.

Necht P(z) je polynom stupné < k s komplexnimi koeficienty. Necht wy, ...wy jsou k-té kofeny z
jednicky. Dokazte, ze

k
Z P(w;) = P(0).

T =

Necht pg = n a py = z¥ + - -2 pro k > 1. Dokazte Newtonovy formule, tj.

e Prok <nje
Pk — Pr—1€1 + Pr—gea — -+ (=1 pres_1 + (—1)"kes, = 0;

e pro k > n je
Pk — DPk—1€1 + Pr—2€e2 — - + (_l)npk—nen =05
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kde e jsou elementéarni symetrické funkce v proménnych x1,...,x,.

Dokazte, Ze polynom ®,, lze vyjadfit pomoci Mobiovy funkce

@, (z) = [J(a* = 1yr/D.

d|n

Necht f € Z[z] je monicky polynom stupné > 2 ireducibilni nad Q takovy, Ze jeden z jeho kofeni
je v absolutni hodnoté roven 1. DokaZte, ze:

e f je reciproky polynom, tj. jeho koeficienty tvoii palindrom;

e f je sudého stupné;

e mi-li f realné kofeny, pak pouze dva, a to 3 a %;

e ostatni kofeny f lezi na jednotkové kruZnici.

Necht ¢ je primitivni osmy kofen z jednicky. Ukazte, ze Q({) obsahuje pravé 3 podtélesa stupné 2

nad Q, a to Q(v/—1), Q(\/?), Q(v-2).

Dokazte, ze algebraické celé ¢islo, jehoz vSechny sdruzené kofeny jsou v absolutni hodnoté rovny
1, je kofen z jednicky. Najdéte piiklad algebraického ¢isla druhého stupné, které neni kofenem z
jednicky, i kdyZ ono i jeho sdruZeny kofen leZi na jednotkové kruznici. (Pozn. Takové ¢islo nesmi
byt algebraické celé!)

Upevnéme n, M. Je pravda, Ze algebraickych celych ¢isel stupné < m takovych, ze |a] < M je
kone¢né mnoho? DokaZzte, nebo vyvratte protipiikladem.



