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Polynomialni aproximace

K dispozici: kone¢ny pocet s¢itdni, od¢itani, ndsobeni a porovnani ¢isel.
PY¥esn& umime vy&islit polynomy p(x).

Co ostatni funkce f(x) ?
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Taylorovy polynomy?
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Polynomialni aproximace

K dispozici: kone¢ny pocet s¢itdni, od¢itani, ndsobeni a porovnani ¢isel.
PY¥esn& umime vy&islit polynomy p(x).
Co ostatni funkce f(x) ? Taylorovy polynomy?

Cilem aproximace polynomem na intervalu [a, b]

minimalizovat maximalni chybu  max |p(x) — f(x)| =: |[|f — p||~
x€|a,b]
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Taylor je nejlepsi aproximace v jiném smyslu.
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Polynomialni aproximace

K dispozici: kone¢ny pocet s¢itdni, od¢itani, ndsobeni a porovnani ¢isel.
PY¥esn& umime vy&islit polynomy p(x).

Co ostatni funkce f(x) ? Taylorovy polynomy?

Cilem aproximace polynomem na intervalu [a, b]

minimalizovat maximalni chybu  max |p(x) — f(x)| =: |[|f — p||~
x€|a,b]

Taylor je nejlepsi aproximace v jiném smyslu.

Véta (Weierstrass, 1885)
Necht f je spojitd funkce. Pro kazdé £ > 0 existuje polynom p takovy, Ze

I = plloc <
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Klasické polynomy

V prostoru polynomu P, hleddame polynom nejblizsi k funkci f. Ozna&eni
Pn = redlné polynomu stupné < n.
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Klasické polynomy

V prostoru polynomu P, hleddame polynom nejblizsi k funkci f. Ozna&eni
Pn = redlné polynomu stupné < n.

skaldrni soucin na prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b]

Dang vdha w : (a,b) — RT

b
(F.g) = / F(x)g(x)w(x)d x
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Klasické polynomy

V prostoru polynomu P, hleddame polynom nejblizsi k funkci f. Ozna&eni
Pn = redlné polynomu stupné < n.

skaldrni soucin na prostoru spojitych funkci na intervalu [a, b]
Dang vdha w : (a,b) — RT

b
(F.g) = / F(x)g(x)w(x)d x

Na intervalu [—1, 1]
o Legendreovy polynomy: vaha w(x) =1

o) = gt g (1))
o CebyZevovy polynomy: viha w(x) = 1£X2
1
Ch(x) = o1 cos(narccos x)
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Aproximace e€* do 2. stupné& na intervalu [—1,1]
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Aproximace e€* do 2. stupné& na intervalu [—1,1]

L) =1, Li(x)=x Lo(x)=x2—1
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Aproximace e€* do 2. stupné& na intervalu [—1,1]

Lo(x) =1, L(x)=x, La(x)= %Xz -1

(e, Ly =e—e 1, (eX L})=2e"t, (5 L)=e—Te!
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(e, Ly =e—e 1, (eX L})=2e"t, (5 L)=e—Te!
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Aproximace e€* do 2. stupné& na intervalu [—1,1]

Lo(x) =1, L(x)=x, La(x)= gxz -1

(e, Ly =e—e 1, (eX L})=2e"t, (5 L)=e—Te!

(Lo,Lo) =2, (Li,L1) =2, (Lo,Lp)=2

Aproximace pomoci Legendrea

Ble—I)x* 4+ 3x+ 2 — 2 ~0.5367215x> + 1.103683x + 0.9962940

v
Aproximace pomoci Ceby3eva

0.5429906776x° + 1.130318208x + 0.9945705392

A\

(©Edita Pelantova (FJFI) Elementarni funkce tinor 2017 4 /19



Porovnani kvality aproximace

max _|p(x) — €*| = maximalni chyba
x€[-1,1]

Max.Error = 0.218  pro Taylora
Max.Error = 0.081  pro Legendrea
Max.Error = 0.050  pro Ceby%eva
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Porovnani kvality aproximace

max _|p(x) — €*| = maximalni chyba
x€[-1,1]
Max.Error = 0.218  pro Taylora
Max.Error = 0.081  pro Legendrea
Max.Error = 0.050  pro Ceby%eva

Hleddme polynom p*(x) stupné <

f = plloc = min ||F —
1F = Plloc = min [ = pllo

Jak hledat takové p* 7
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Nejlepsi aproximace na intervalu

Véta (Cebygev)

Polynom p stupn& < n je nejlepsi aproximace funkce f na intervalu [a, b]
pravé tehdy, kdyZ existuje alespoii n+ 2 bod

a<xp<x1<...<Xp<Xpy1<b

takovych, Ze

P (xi) = f(x) = (=1)'[p* (x0) — f(x0)] = £[|f — p*lx
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Nejlepsi aproximace e* do 2. stupn& na intervalu [—1,1]

Hleddme polynom p*(x) = ag + aix + axx?> a body xo < x1 < x2 < x3
tak, aby ... Ceby%evova véta
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Nejlepsi aproximace e* do 2. stupn& na intervalu [—1,1]

Hleddme polynom p*(x) = ag + aix + axx?> a body xo < x1 < x2 < x3
tak, aby ... Ceby¥evova véta

xo = —1,x3 = 1 (z konvexnosti funkce €*) a derivace €* — p*(x) je nulovd
v bodech x; a x» (body extrému)

1

ag—ai+a—e” = +e
ag + aixy + 82X12 —e = —¢
ap + aixo + 32X22 —e® = +e
a+ai+a —e = —€
a1 +2axx; — e = 0
a1 + 2arxp — e* = 0
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Nejlepsi aproximace e* do 2. stupn& na intervalu [—1,1]

Nejlepsi aproximace, chyba =0.045

p*(x) = 0.55404091x> + 1.130318381x + 0.98003973
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Nejlepsi aproximace e* do 2. stupn& na intervalu [—1,1]

Nejlepsi aproximace, chyba =0.045

p*(x) = 0.55404091x> 4 1.130318381x + 0.98003973

Aproximace pomoci Legendrea, chyba = 0.081

p(x) = 0.5367215x2 + 1.103683x + 0.9962940

Aproximace pomoci Ceby3eva, chyba =0.050

p(x) = 0.5429906776x° + 1.130318208x -+ 0.9945705392

Aproximace pomoci Taylora, chyba =0.218

p(x) = 05x> + x+1
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Racionalni aproximace

KdyZz mame k dispozici pfesné déleni,

(©Edita Pelantova (FJFI) Elementarni funkce tinor 2017 9 /19



Racionalni aproximace

KdyZz mame k dispozici ptesné déleni, vhodné raciondIni aproximace

r(x) = 583, kde p(x),q(x) jsou polynomy
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Racionalni aproximace

KdyZz mame k dispozici ptesné déleni, vhodné raciondIni aproximace

p(x)

I’(X) = m7

kde p(x),q(x) jsou polynomy

Véta (Cebyzev)

Ireducibilni racionalni funkce r*(x) = 5%)(; je nejlepsi aproximaci funkce f
na [a, b] mezi raciondlnimi funkcemi z R, ,, pravé tehdy, kdyZ existuje

alespon
k = 24+ max{m + deg(p), n + deg(q)}

bodi a < xp < x3 < ... < xxk_1 < b takovych, Ze
() — F() = (=1)[r"(x0) = f(x0)] = [If = r*|loo

vhodné na "vysoce nepolynomialni” funkce (limity +0c0 v koneZnych
bodech, nekone&né derivace... )
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T T

Aproximace funkce tg na intervalu [—%, %

404

Nejlepsi aproximace polynomem z Pi3
chyba = 8 x 1079, vy&islujeme 14 operaci

p*(x) = 1.00000014609 + 0.333324808x> + 0.13347672x°+
+0.0529139x" 4 0.0257829x° + 0.0013562x'* + 0.010269x*3
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Aproximace funkce tg na intervalu [—7, 7]

Nejlepsi aproximace polynomem z Pi3
chyba = 8 x 1079, vy&islujeme 14 operaci

p*(x) = 1.00000014609 + 0.333324808x> + 0.13347672x°+
+0.0529139x" 4 0.0257829x° + 0.0013562x'* + 0.010269x*3

Nejlepsi aproximace mezi R34

chyba = 7 x 1079, vy&islujeme 8 operaci

0.9999999328x — 0.095875045x>

() = 170.229200672x2 1 0.000743234x%
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Tabulkové aproximace

Interval, na kterém chceme funkci poditat, rozdélime na mensi intervaly a
na kazdém poc&itame funkci pomoci jiné aproximace.

Interval | Stupeii | Chyba
0,7 5 ]0.609 x 10~*
[0,z 6 [0.410x10°°
[0,z 7 0.418 x 10710
o 0% 5 0.486 x 1079
(5.3 5 ]0.138x 1078
[0, % 5 [0.382x1071!
(& 3 5 ]0.113x1071°
(3,3 5 ]0.183x1071°
(. 7 5 ]0.246x10°1°
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Tabulkové aproximace

Interval, na kterém chceme funkci poditat, rozdélime na mensi intervaly a
na kazdém poc&itame funkci pomoci jiné aproximace.

Interval | Stupeii | Chyba
0,7 5 ]0.609 x 10~*
[0,z 6 [0.410x10°°
[0,z 7 0.418 x 10710
o 0% 5 0.486 x 1079
(5.3 5 ]0.138x 1078
[0, % 5 [0.382x1071!
(& 3 5 ]0.113x1071°
(3,3 5 ]0.183x1071°
(. 7 5 ]0.246x10°1°

@ Pozor! Norma vyZaduje monotonii sin

(©Edita Pelantova (FJFI) Elementdrni funkce dnor 2017 1 /19



Tabulkové aproximace

Obecné: &m mensi interval, na kterém aproximujeme polynomem, tim
lepsi presnost.
UvaZujme interval [0, a]

’ a H arctan x,deg. 10 | €%, deg.4 \ In(1+ x), deg.5 ‘
5 0.00011 0.83 0.0021
2 1.0 x 10°° 0.0015 0.00013
1 1.9 x 1079 0.000027 8.7x 1076

0.1 3.6 x 10719 1.7x10710] 6.1x10 1
0.01 4.3 x 1030 1.6 x10°® | 79x10°17
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Tabulkové aproximace funkce sin x na [0, 7]

@ v tabulce uloZeny velice pfesné hodnoty sinc; a cos¢;, kde ¢; = %
proj=0,1,...,14

o k dispozici je dobra polynomidlni aproximace sin x a cos x na [0, &

732

Algoritmus (Tangova metoda 1991)

r C o ur .
@ Pro x € [0, 7] nalezni nejblizsi ¢; a poloZ r = x — ;.
@ Spoditej sin r a cos r pomoci polynomialni aproximace.

© Spotitej sinx = sin¢jcos r + cosc;jsinr.
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"Shift and Add" algoritmy

Kdyz x = 3" d;In(1+277) , kde d; € {0,1}, pak
i=0

exp X = exp <§: diIn(1 + 27'.)> = ﬁ(l +27)d
i=0

i=0
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"Shift and Add" algoritmy

Kdyz x = 3" d;In(1+277) , kde d; € {0,1}, pak
i=0

exp X = exp <§: diIn(1 + 27'.)> = ﬁ(l +27)d
= i=0

i=0

vypolet e*
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"Shift and Add" algoritmy

Kdyz x = 3" d;In(1+277) , kde d; € {0,1}, pak
i=0

exp X = exp <§: diIn(1 + 27'.)> = ﬁ(l +27)d
= i=0

i=0

Kvili odhadu chyby:
[e.e] o0
&PX_ exp( Z diIn(1 +2_i)) < exp< Z 2_i) = exp(3)

E
n i=n+1

Pro x € [0,In2]

E 1
0 e —E=(1-t)e <2(l-e 7)< 5

tinor 2017

Elementarni funkce
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Rozvoje &isla do nekoneénych ¥ad

o0
Necht (wj,) je klesajici posloupnost kladnych &isel takovd, Ze > w, je
n=1

o0 o
konvergentni a w, < > wy. Pak pro kazdé x € [0, > wj] posloupnosti
k=n+1 n=1
(tn) a (dn) definované jako

1 kdyz t, + w, < x
to = 05 th+1 =ty + anna dn — { 0 jinak " "
splfiuji

n
x = lim t, = lim g di Wy
k=1

n—o0 n—o0
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Rozvoj do fady ) d,In(1 +27")

Tabelovany hodnoty w, = In(1+27") pro n=1,2,3,...

Algoritmus: vstup x a poZadovand presnost N
poloz tp =0apron=1,2,..., N délgj

1 kdyz t,+In(14+27") <x

tht1 = th+dpIn(1+27"), d, = { 0 jinak

> In(1427") > 1, proto algoritmus funguje pro x € [0, 1]
Pozor! Porovnani je ¢asové naro¢né u dlouhych &isel!
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Posun proménné do vhodného intervalu

Co velkd x 7

Algoritmus: vstup x
Q@ Najdi k € N tak, aby y = x — kIn2 € [0,In2]
@ Spocitej predchozi metodou &”
© Poloz e = etkIn2 — 2keY (tedy posuii binarni te¢ku v €’ o k mist)
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Algoritmus CORDIC pro sin a cos

Rozvoj § = "7 j dyarctan2™", kde d, = 1.
Tabelovano arctan2™"
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Algoritmus CORDIC pro sin a cos

Rozvoj § = "7 j dyarctan2™", kde d, = 1.
Tabelovano arctan2™"

vstup: zp:=6, xp:=1, yp:=0

Xn+1 = Xp — nyn2_'7
Yn+1 = Yn+ dpxp2™"
Znt1 ‘= Z, — dparctan 27"
dnt1 := sign zp41
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Algoritmus CORDIC pro sin a cos

Rozvoj § = "7 j dyarctan2™", kde d, = 1.
Tabelovano arctan2™"

vstup: zp:=6, xp:=1, yp:=0

Xn+1 = Xp — nYnz_n
Yn+1 = Yn+ dpxp2™"
Znt1 ‘= Z, — dparctan 27"
dnt1 := sign zp41

Véta: Polozme K = [[ 2, V1 + 272" = 1.64676025821 ... .. Pak

limx, =K cosf a limy,=Ksinf a Ilimz,=0
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Dalsi problé

@ Posun proménné do vhodného intervalu " Range reduction”
@ presné vyi&islovani polynomu (Hornerovo schema, Knuthova metoda)

@ Zaokrouhlovani k nejblizs§imu " machine number”.
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Dalsi problémy k feseni

@ Posun proménné do vhodného intervalu " Range reduction”
@ presné vyi&islovani polynomu (Hornerovo schema, Knuthova metoda)

@ Zaokrouhlovani k nejblizs§imu " machine number”. Paradoxy: podle
normy |IEEE-754 single precision arithmetic, nejblizsi machine number
k Z je
2

13176795

m
= 8388608 1.57079637050628662109375 > >
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Dalsi problémy k feseni

@ Posun proménné do vhodného intervalu " Range reduction”
@ presné vyi&islovani polynomu (Hornerovo schema, Knuthova metoda)

@ Zaokrouhlovani k nejblizs§imu " machine number”. Paradoxy: podle
normy |IEEE-754 single precision arithmetic, nejblizsi machine number
k Z je
2

13176795
8388608

pro x > 62919776,

= 1.57079637050628662109375 > g

tan(arctan x) = —22877332 = tan(¢)
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Dalsi problémy k feseni

@ Posun proménné do vhodného intervalu " Range reduction”
@ presné vyi&islovani polynomu (Hornerovo schema, Knuthova metoda)

@ Zaokrouhlovani k nejblizs§imu " machine number”. Paradoxy: podle
normy |IEEE-754 single precision arithmetic, nejblizsi machine number
k Z je
2

13176795
8388608

pro x > 62919776,

= 1.57079637050628662109375 > g

tan(arctan x) = —22877332 = tan(¢)

@ Programy Maple, Mathematica, Mathlab, Sage: Price v télesech
QI[A], kde B ko¥en polynomu s racionalnimi koeficienty. Do této
kategorie patfi viechny Ullohy s vlastnimi &isly a vektory raciondlnich
matic.
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