1 Stolzova véta

Véta 1.1. Necht (ay,) a (b,) jsou redlné posloupnosti s vlastnostmi:

1. pro kazdé n € N je b, > 0;
2. lir+n Yo b =+o0 ;

3. existuje lim $* oznacme ji L.
n—-+oo “n
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lim Zin:l @i _ L
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Diikaz. Nejdiive uvedeme pomocnou nerovnost, kterou lze ovétit jednoduchym roznasobenim:
Jsou-li 1, x9 redlna a yq, y» realna kladna ¢isla, pak

x x x 1+ T
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Vyuzitim této nerovnosti dostaneme matematickou indukei, Ze za predpokladu y; > 0 pro i =

1,...,k, plati
k
min i < @ < max i
1<i<k | y; Zizﬁﬁ 1<i<k | ;

A ted k dukazu samotné Stolzovy véty. Zvolme libovolné, ale pevné, m € N. Predopoklad 1)
ve znéni véty a predchozi nerovnost davaji

min {%} < w < max {%} pro kazdé n >m (1)

m<i<n bz Zi:m bz - m<i<n

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme znaceni

An = iai a Bn = ibl
i=1 =1

Pokra¢ujeme v odhadech v nerovnici (1), coz v novem znaceni lze zapsat

r A — A a;
%1n<z{bl} - B,—-B, — fnuge{bi} )

+o0o
Pro pevné m mame tedy ¢leny posloupnosti (%) odhadnuty vyrazy, které na n nezavisi.
n n=m

m

Tedy inf,,<; {%} a sup,,<; {%} jsou dolni, resp. horni zavorou zminéné posloupnosti. Proto
- K — 1

inf {&} < liminW Slimsup—gn_Am Ssup{%} (3)

m<i i n Bm n Bm m<i i



Zvolme nyni libovolnou ostie rostouci posloupnost pfrirozenych ¢isel (k) tak, aby existovala
lim 2k Predpoklad 2) ve véte, tj. lim B, = +o0, zarucuje, ze pro libovolné konstanty cy, cs

Br,
plati
lim % = lim —Ak" ta
Bkn Bkn + Co
To implikuje pro libovolné ¢y, ¢y
n An . . n . . An
lim sup B~ lim sup B, i 2 a lim inf B~ lim inf B, i 2 (4)
Dosaznim vzthau (4) do nerovnice (3) dostaneme
Tlnngfz{a_z} < hmme_n ShmsupB—n anuge{z-i} (5)

Nyni uz dva prostfedni ¢leny nerovnosti nezavisi na zadném indexu, ani n ani m. Protoze (5)
plati pro kazdé m € N, lze po limitnim pfechodu pro m — +o0o s vyuzitim dusledku ?? napsat

n A’n . A’n . n
lim inf n < liminf — < limsup o < lim sup Gn

bn n n n

Kdyz jesté vezmeme do uvahy predpoklad 3) véty, je dikaz hotov.

]
V dukazu Stolzovy véty jsme zavedli nové psoloupnosti A, = > a; a B, = > b;. Pro

né ziejmé plati a, = A, — A,_1 a b, = B, — B,_;. Casto lze vidét Stolzovu véty ve znéni, kde
misto posloupnostii (a,) a (b,) vystupuji (A,) a (By,).

Véta 1.2. Necht (A,) a (B,) jsou redlné posloupnosti s vlastnostmi:
1. (By,) je ostie rostouct posloupnost kladnyjch cisel;

2. lim B, =+

n—-+00
- - 3 An*An— b v
3. emistuje nl_lgloo Bn——Bn_i’ oznacme 71 L.
Pak 4
lim =~ =1
n—-+oo Bn
Poznamka. Neexistence lim 7* nic nefikd o limité posloupnosti %::12
n i=19%
Kdyz napt. definujeme posloupnosti a, = (—=1)" a b, = 1, pak lim{* = (—1)" neexistuje.

Protoze Y"1, (—=1)" € {—1,0}, je
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o- existuje a je rovna 0.
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