
1 Stolzova věta

Věta 1.1. Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti s vlastnostmi:

1. pro každé n ∈ N je bn > 0;

2. lim
n→+∞

∑n
i=1 bi = +∞ ;

3. existuje lim
n→+∞

an

bn
, označme ji L.

Pak

lim
n→+∞

∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

= L

D̊ukaz. Nejdř́ıve uvedeme pomocnou nerovnost, kterou lze ověřit jednoduchým roznásobeńım:
Jsou-li x1, x2 reálná a y1, y2 reálná kladná č́ısla, pak

x1

y1

≤ x2

y2

=⇒ x1

y1

≤ x1 + x2

y1 + y2

≤ x2

y2

Využit́ım této nerovnosti dostaneme matematickou indukćı, že za předpokladu yi > 0 pro i =
1, . . . , k, plat́ı

min
1≤i≤k

{
xi

yi

}
≤

∑k
i=1 xi∑k
i=1 yi

≤ max
1≤i≤k

{
xi

yi

}

A ted’ k d̊ukazu samotné Stolzovy věty. Zvolme libovolně, ale pevně, m ∈ N. Předopoklad 1)
ve zněńı věty a předchoźı nerovnost dáváj́ı

min
m≤i≤n

{
ai

bi

}
≤

∑n
i=m ai∑n
i=m bi

≤ max
m≤i≤n

{
ai

bi

}
pro každé n > m (1)

Pro zjednodušeńı zápisu zavedeme značeńı

An :=
n∑

i=1

ai a Bn :=
n∑

i=1

bi

Pokračujeme v odhadech v nerovnici (1), což v novem značeńı lze zapsat

inf
m≤i

{
ai

bi

}
≤ An − Am

Bn −Bm

≤ sup
m≤i

{
ai

bi

}
(2)

Pro pevné m máme tedy členy posloupnosti
(

An−Am

Bn−Bm

)+∞

n=m
odhadnuty výrazy, které na n nezáviśı.

Tedy infm≤i

{
ai

bi

}
a supm≤i

{
ai

bi

}
jsou dolńı, resp. horńı závorou zmı́něné posloupnosti. Proto

inf
m≤i

{
ai

bi

}
≤ lim inf

An − Am

Bn −Bm

≤ lim sup
An − Am

Bn −Bm

≤ sup
m≤i

{
ai

bi

}
(3)
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Zvolme nyńı libovolnou ostře rostoućı posloupnost přirozených č́ısel (kn) tak, aby existovala

lim
Akn

Bkn
. Předpoklad 2) ve větě, tj. lim Bn = +∞, zaručuje, že pro libovolné konstanty c1, c2

plat́ı

lim
Akn

Bkn

= lim
Akn + c1

Bkn + c2

To implikuje pro libovolné c1, c2

lim sup
An

Bn

= lim sup
An + c1

Bn + c2

a lim inf
An

Bn

= lim inf
An + c1

Bn + c2

(4)

Dosazńım vzthåu (4) do nerovnice (3) dostaneme

inf
m≤i

{
ai

bi

}
≤ lim inf

An

Bn

≤ lim sup
An

Bn

≤ sup
m≤i

{
ai

bi

}
(5)

Nyńı už dva prostředńı členy nerovnosti nezáviśı na žádném indexu, ani n ani m. Protože (5)
plat́ı pro každé m ∈ N, lze po limitńım přechodu pro m → +∞ s využit́ım d̊usledku ?? napsat

lim inf
an

bn

≤ lim inf
An

Bn

≤ lim sup
An

Bn

≤ lim sup
an

bn

Když ještě vezmeme do úvahy předpoklad 3) věty, je d̊ukaz hotov.

V d̊ukazu Stolzovy věty jsme zavedli nové psoloupnosti An =
∑n

i=1 ai a Bn =
∑n

i=1 bi. Pro
ně zřejmě plat́ı an = An − An−1 a bn = Bn − Bn−1. Často lze vidět Stolzovu věty ve zněńı, kde
mı́sto posloupnostíı (an) a (bn) vystupuj́ı (An) a (Bn).

Věta 1.2. Necht’ (An) a (Bn) jsou reálné posloupnosti s vlastnostmi:

1. (Bn) je ostře rostoućı posloupnost kladných č́ısel;

2. lim
n→+∞

Bn = +∞ ;

3. existuje lim
n→+∞

An−An−1

Bn−Bn−1
, označme ji L.

Pak

lim
n→+∞

An

Bn

= L

Poznámka. Neexistence lim an

bn
nic neř́ıká o limitě posloupnosti

∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

.

Když např. definujeme posloupnosti an = (−1)n a bn = 1, pak lim an

bn
= (−1)n neexistuje.

Protože
∑n

i=1(−1)i ∈ {−1, 0}, je

− 1

n
≤

∑n
i=1 an∑n
i=1 bn

≤ 0 ,

a tedy lim
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

existuje a je rovna 0.

2


