
Ke zkou²ce z T�, £ást p°edná²ená Z. Masákovou:

OBLASTI ZE SKRIPT:

1. Trocha algebry: p°edpokládám, ºe umíte z Algebry

2. N¥co o polynomech

3. Algebraická £íselná t¥lesa

4. Racionální aproximace - bez Fareyových zlomk·, bez v¥t 6.29 a 6.34

5. Okruh celých £ísel - bez kapitoly 8.4

6. D¥litelnost a faktorizace

ÚLOHY:

1. Dokaºte, ºe R[x]|(x2+x+1) je izomorfní t¥lesu R[x]|(x2+1) (tj. také C). Dokaºte, ºe polynomy v R[x]
ireducibilní nad R jsou nanejvý² druhého stupn¥. Dokaºte, ºe je-li f takový polynom, pak R[x]|f je
izomorfní C.

2. Nech´ f ∈ Q[x] je polynom s rac. koe�cienty. Ukaºte, ºe existuje polynom g ∈ Q[x], g ̸= 0, tak, ºe
f(x)g(x) = a2x

2 + a3x
3 + a5x

5 + · · ·+ apx
p je polynom, ve kterém jsou nenulové koe�cienty pouze

u mocnin s prvo£íselným exponentem.

3. V t¥lese Q( 3
√
2) = {a+ b 3

√
2 + c 3

√
4 | a, b, c ∈ Q} najd¥te prvek inverzní k (1− 3

√
2).

4. S vyuºitím lemmatu z p°edná²ky popi²te v²echna θ ∈ Q ∩ [0, 1
2 ] taková, ºe sin2(πθ) ∈ Q.

5. Popi²te v²echna θ ∈ Q ∩ [0, 1
2 ] taková, ºe cos2(πθ) ∈ Q.

6. Dokaºte, ºe sin(1◦) je algebraické iracionální.

7. Pro dané α ∈ R dokaºte, ºe L = Q(sin α
3 ) je nadt¥leso t¥lesa K = Q(sinα). Jaká je dimenze [L : K]

v závislosti na α?

8. Najd¥te sdruºené ko°eny k £íslu cos 2π
5 .

9. Jak vypadá minimální polynom £ísla α−1, kdyº minimální polynom £ísla α je f(x) = xn+
∑n−1

i=0 aix
i,

ai ∈ Q?

10. Jak vypadá polynom, mezi jehoº ko°eny pat°í £ísla α i α−1, kdyº minimální polynom £ísla α je
f(x) = xn +

∑n−1
i=0 aix

i, ai ∈ Q?

11. Najd¥te kubický polynom v Z[x], jehoº ko°enem je α = ζ + ζ−1, kde ζ = e
2πi
7 .

12. Najd¥te algebraická £ísla β, γ tak, aby

Q(
√
2, i) = Q(β) , Q(

√
2 +

√
3,
√
2−

√
5) = Q(γ) .

13. Upevn¥me m,M . Je pravda, ºe algebraických celých £ísel stupn¥ < m takových, ºe |α| < M je
kone£n¥ mnoho? Dokaºte, nebo vyvra´te protip°íkladem.

14. Nech´ α je prvek algebraického £íselného t¥lesa K. Je pravda, ºe α je algebraická jednotka, práv¥
kdyº N(α) = ±1, kde N je norma v t¥lese K? Dokaºte, nebo vyvra´te protip°íkladem.

15. Dokaºte, ºe
√
2 + 3

√
3 je iracionální £íslo.

16. Nech´ P (z) je polynom stupn¥ < k s komplexními koe�cienty. Nech´ ω1, . . .ωk jsou k-té ko°eny z
jedni£ky. Dokaºte, ºe

1

k

k∑
i=1

P (ωi) = P (0).



17. Nech´ f(x) = x5 − 8x3 + 9x − 3, g(x) = x4 − 5x2 − 6x + 3. Dokaºte, ºe existuje d ∈ Z tak, ºe
polynomy f, g mají spole£ný ko°en v Q(

√
d).

18. Nech´ ζ je primitivní osmý ko°en z jedni£ky. Ukaºte, ºe Q(ζ) obsahuje práv¥ 3 podt¥lesa stupn¥ 2
nad Q, a to Q(

√
−1), Q(

√
2), Q(

√
−2).

19. Nech´ K je t¥leso kone£ného stupn¥ nad Q. Dokaºte, ºe K obsahuje pouze kone£n¥ mnoho ko°en·
z jedni£ky.

20. Dokaºte, ºe polynom x4 + x+ 1 je ireducibilní nad Q.

21. Dokaºte, ºe polynom x4 + x3 + x2 + 6x+ 1 je ireducibilní nad Q.

22. Ukaºte, ºe °et¥zové zlomky α = [a0, a1, a2, · · · ], β = [b0, b1, b2, · · · ] £ísel α, β ∈ R \Q jsou od jistého
£lenu shodné, práv¥ kdyº

α =
cβ + d

eβ + f
, kde det

(
c d
e f

)
= ±1 .

(Od jistého £lenu shodné znamená, ºe existuje l ∈ Z a k0 ∈ N0 tak, ºe ak = bk+l pro v²echna
k ≥ k0.) �ísl·m α, β pak °íkáme, ºe jsou ekvivalentní.

23. Markovova konstanta µ(α) pro £íslo α ∈ R \Q je rovna 1
C , kde C je maximální takové, ºe

∣∣α− p

q

∣∣ < 1

Cq2
,

tj. µ(α) = lim infq→∞ q∥αq∥, kde ∥y∥ ozna£uje vzdálenost y k nejbliº²ímu celému £íslu. Hurwitzova

v¥ta °íká, ºe µ(α) ≤
√
5
−1

pro kaºdé α ∈ R \ Q. Dokaºte, ºe µ(α) =
√
5
−1

, práv¥ kdyº α je
ekvivalentní zlatému °ezu 1

2 (1 +
√
5).

24. Najd¥te C tak, aby Markovova konstanta kaºdého £ísla α ∈ R \Q, které není ekvivalentní zlatému
°ezu spl¬ovala µ(α) ≤ C.

25. Nech´ ζ je primitivní t°etí ko°en z jedni£ky. Najd¥te normu libovolného prvku a + bζ, a, b ∈ Q a
ur£ete okruh celých £ísel v t¥lese Q(ζ) a grupu jednotek v n¥m.

26. Nech´ K je algebraické £íselné t¥leso lichého stupn¥ nad Q. Dokaºte, ºe v jediné ko°eny jedni£ky,
které leºí v K jsou ±1.

27. Najd¥te fundamentální jednotku v t¥lese Q(
√
m2 − 1), kde m2 − 1 je £tvercuprosté.

28. Vypo£t¥te diskriminant souboru 1, α, α2, α3 v t¥lese Q(α), kde α = 4
√
2.


