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Néco o polynomech

Algebraicka ¢iselné télesa

Racionalni aproximace - bez Fareyovych zlomku, bez vét 6.29 a 6.34
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Dokaite, ze R[z]|(z244+1) je izomorfni télesu R[z]|z241) (tj. také C). Dokazte, Ze polynomy v Rz
ireducibilni nad R jsou nanejvys druhého stupné. Dokazte, ze je-li f takovy polynom, pak R[z]; je
izomorfni C.

Necht f € Q[z] je polynom s rac. koeficienty. Ukazte, Ze existuje polynom g € Q|z], g # 0, tak, Ze
f(x)g(z) = a22? + azz® + azz® + - - - + apaP je polynom, ve kterém jsou nenulové koeficienty pouze
u mocnin s prvociselnym exponentem.

V télese Q(V/2) = {a + b2 + cV/4 | a,b,c € Q} najdéte prvek inverzni k (1 — v/2).

S vyuZitim lemmatu z prednagky popiste vechna 6 € Q N[0, %] takova, ze sin®(7f) € Q.
Popiste viechna 6§ € QN [0, %] takova, Ze cos?(mf) € Q.

Dokazte, ze sin(1°) je algebraické iracionalni.

Pro dané a € R dokazte, Ze L = Q(sin §) je nadtéleso télesa K = Q(sin ). Jaka je dimenze [L : K]
v zévislosti na a7

Najdéte sdruzené kofeny k &islu cos 2.
Jak vypada minimalni polynom ¢isla a ™!, kdyZ minimalni polynom é&isla o je f(z) = I”Jrz,::ol a;x",
a; € Q7

Jak vypads polynom, mezi jehoZ kofeny patif &isla o i o~ !, kdyZ minimalni polynom &sla o je
f(z) = 2™+ Z?;Ol a;xt, a; € Q?
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Najdéte kubicky polynom v Z[x], jehoz kofenem je a = ¢ + (71, kde ( =7 .

Najdéte algebraicka ¢isla 3,y tak, aby
Q(v2,i) =Q(B), Q(V2+V3,vV2—+v5)=Q().

Upevnéme m, M. Je pravda, Ze algebraickych celych €isel stupné < m takovych, Ze |a| < M je
koneéné mnoho? Dokazte, nebo vyvratte protiptikladem.

Nechf « je prvek algebraického ¢iselného télesa K. Je pravda, ze « je algebraicka jednotka, pravé
kdyz N(a) = 1, kde N je norma v t&lese K? Dokazte, nebo vyvratte protipiikladem.

Dokazte, ze V2 + 3 je iraciondalni ¢islo.

Necht P(z) je polynom stupné < k s komplexnimi koeficienty. Necht wy, ...wy jsou k-té kofeny z
jednicky. Dokazte, ze

k
> P(w;) = P(0).
i=1
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Necht f(z) = 2° — 823 + 9z — 3, g(x) = z* — 522 — 62 + 3. Dokate, 7e existuje d € Z tak, Ze
polynomy f, g maji spole¢ny kofen v Q(v/d).

Necht ¢ je primitivni osmy kofen z jednicky. UkaZte, ze Q(¢) obsahuje pravé 3 podtélesa stupné 2

nad Q, a to Q(v—1), Q(v2), Q(v/~2).

Necht K je téleso kone¢ného stupné nad Q. DokaZzte, e K obsahuje pouze konetné mnoho kofent
z jednicky.

Dokazte, ze polynom z* + = + 1 je ireducibilnf nad Q.

Dokazte, ze polynom z* + 23 + 22 4 62 + 1 je ireducibilni nad Q.

Ukazte, ze fetézové zlomky o = [ag, a1, a2, -], B = [bo, b1, b2, - -] Eisel o, B € R\ Q jsou od jistého
¢lenu shodné, pravé kdyz
cB+d d
= kde det (¢ ==+1.
a BT e det (¢ f)

(Od jistého ¢lenu shodné znamend, Ze existuje | € Z a ko € No tak, Ze ay = by pro vSechna
k > ko.) Cislim «, 8 pak fikame, Ze jsou ekvivalentni.

Markovova konstanta u(a) pro &slo a € R\ Q je rovna %, kde C je maximalni takové, 7e

tj. p(o) = liminf, . q||aqgl|, kde ||y|| oznacuje vzdalenost y k nejblizsimu celému ¢islu. Hurwitzova
véta fika, ze p(a) < \/571 pro kazdé o € R\ Q. Dokaizte, ze pu(a) = \/571, pravé kdyz a je
ekvivalentni zlatému fezu 1 (1 + v/5).

Najdete C tak, aby Markovova konstanta kazdého ¢isla o € R\ Q, které neni ekvivalentni zlatému
fezu spliovala p(a) < C.

Nechf ¢ je primitivni t¥eti kofen z jednicky. Najdéte normu libovolného prvku a + b¢, a,b € Q a
urcete okruh celych &sel v télese Q(¢) a grupu jednotek v ném.

Nechtf K je algebraické ¢iselné téleso lichého stupné nad Q. Dokazte, Ze v jediné kofeny jednicky,
které lezi v K jsou %1.

Najdéte fundamentalni jednotku v télese Q(v/m?2 — 1), kde m? — 1 je ¢tvercuprosté.
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Vypoététe diskriminant souboru 1, a, o2, o v télese Q(a), kde a = v/2.



