(1) [B] Necht A : R® — RO je linedrn{ zobrazebni takové, ze A?% = I. Najdéte
linearni prostory Vi, Vo a V3 takové, ze
sRO=Vi®Va® Vs
e dimV; =dim V5 =dim V3
e AVi C Vi, AVo C Vo a AV3 C Vs

(2) [B] Necht G je koneénd grupa tvofena celo¢iselnymi maticemi roméru
2 X 2 s operaci nasobeni.
e Co muzete Tict o prvcich grupy G: det A, vlastni ¢isla A, Jordanuv
tvar A, 7ad A 7
e Naleznéte vSechny takové grupy az na izomorfizmus.

(3) [D] M je komplexni matice n x n. Oznaéme

GMZ{/\:)\MNM}

0 0 4
e Urcete Gy promaticic M =] 0 0 0
0 00

e Kdyz M* +# 0, pro kazdé k € N, pak G, je koneéna. Dokazte.

(4) M je matice rozméru 20 x 20 takovd, ze pro kazdé i,j = 1,2, ...,20 plati:
my; € {+1,—1} pro i#j a m;; =0 pro i=j
Dokazte, ze M je regularni.

(5) [B] Dokazte, 7e kdyz A je matice rozmeéru 2 x 2 s celo¢iselnymi prvky
takovd, ze A™ = I pro néjaké n € N, pak 412 =T,

(6) [I] Necht A, B € C"*™.
e Dokazte, ze

A B A+ B 0
B A 0 A-B
e Odvodte, ze
hodnost(A + B) < hodnost(A) + hodnost(B)

. ., . . A
Névod: Pouzijte elementérni operace k prevodu matice ( 0 g ) na

e A+B B
matici B B

(7) [A] Necht A, B,C,D € C™"*". Polozme
A B
v-(& )
Dokazte: Kdyz C' = 0, pak

det M = det(AD — CB).
Ukazte, ze obecné neplati det M = det(AD — CB).



(8) [A] Necht A, B,C, D € C"*" a necht AC = C'A. Dokaite, ze

A B
det(c D)zdet(AD—CB).

Névod:
e Uvazujte nejdiive, ze matice A je regularni a zkoumejte vztah mezi
determinanty matic

A B I 0 A B
c p) * \-c 4 C D

e Pro singuldrni matici A € C™*"™ dokazte, Ze existuje ¢ > 0 tak, Ze
matice A + tI je reguldrni pro kazdé t € (—¢,¢).

(9) [G] Necht A a B jsou realné matice takové, ze AT = A, pro véechna x € R"
plati 2T Az > 0 a soucasné AB + BA = 0. Dokaite, ze AB = BA =10 a
dejte piiklad takovych matic, ve kterém A # 0 a B # 0.

(10) [I] Necht A € C™*" and B € C"*™. Dokaite, Ze

(% 0)~(5 54)

a z toho odvodte, ze matice AB a BA maji stejnd nenulové vlastni éisla
(véetné jejich algebraickych ndsobnosti). Kdyz m = n, pak A a B majf
stejna vlastni cisla.

(11) Necht A, B € C"*". Dokazte, 7e
o(A) =o(B) = tr A¥ = tr B¥ pro kazdé k=1,2,...,n.

o(A) je spektrum uvazované véetné algebraickych ndsobnosti a tr A je stopa
matice A.

(12) Necht A a B jsou komplexni étvercové matice. Dokazte nebo vyvratte:
e Kdyz A a B jsou diagonalizovatelné, pak A+ B je diagonalizovatelna;
e Kdyz A a B jsou diagonalizovatelné, pak AB je diagonalizovatelna;
e Kdyz A? je diagonalizovatelnd, pak A je diagonalizovatelna;
e Kdyz A? je diagonalizovatelnd a A je invertovatelna, pak A je diago-
nalizovatelnd.

(13) [E] Caleyova véta ikd, ze matice A je kofenem svého charakteri-
stického polynomu p4(t). Polynomu, které maji za kofen A, je hodné.
Nenulovy polynom miniméalniho stupné, ktery mé& za kofen matici A se
nazyvd minimalni polynom matice A, oznacme jej pa(t).

Urcete Jordanuv tvar matice A pokud vite, ze
2
palt) =pa®(t =) a (na®) =pa®E+1)

(14) Necht plati A® B = C ® D # 0 a necht matice A a C majf stejny rozmér.
Pak A =aC a B =0D, kde ab = 1.

(15) [E] Napiste co nejdelsi seznam matic s vlastnostmi:



e charakteristicky polynom kazdé matice je (t — 1)5(t + 1)

e minimélni polynom (viz predchozi piiklad) kazdé matice je
(t—1)2%(¢t+1)

e 74dné dvé matice ze seznamu nejsou podobné jednd druhé

(16) [F] Necht A a B jsou reguldrni matice z C>*5 takové, ze existuje a € C,
a # 1 vyhovujici

AB = aBA.
Dokazte, Ze existuje regularni matice R € C°*5 a é&isla a,b € C takové, ze
01000 10 0 0 O
001 00 0w 0O 0 0
R'AR=a|l 0 0 0 1 0 a R'!BR=b| 0 0 w? 0 0 ,
000 01 00 0 w o
10 000 00 0 0 wt
kde w = exp(i3F).

(17) [G] Rozhodnéte, zda plati nésledujici tvrzeni.
e Necht A € C*"*". Pokud z*Axz > 0 pro kazdé z € C*. Pak A = A*,
tj. A je hermitovaska.
e Necht A € R™*". Pokud =" Az > 0 pro kazdé x € R". Pak A= AT,
tj. A je symetricka.

(18) [I] Necht A, B € C™*" maji vlastnost, 7ze A2 = A a B2 = B a navic obé¢
matice maji stejnou hodnost. Pak A ~¢ B.

(19) [H] Naleznéte charakteristicky polynom a Jordanuv tvar matice A € C"*"
s prvky
Aij =1,kdyz i = j nebo i =1 nebo j =1,
A;j = 0, v ostatnich pifadech.

Napi. pron =5

s

Il
e e i
— O O = O
R O R, OO
= =0 O O
_—0 O OO

(20) [G] Necht A a B jsou étvercové pozitivné semidefinitn{ matice. Pak
existuje regularni matice P takova, ze

P*AP a P'BP
jsou diagonalni.
(21) [H] Necht Ji(A\) € CF** je Jordanova buiika rozméru k k éislu A. Uréete
Jordaniiv tvar transponované matice Ji(\) .

(22) [J] Je pravda, ze A € R™*" komutuje s AT ?



(23)

(24)

(32)

1 2

Necht A = 3 4 ) Ukazte, ze kazda matice B, kterd komutuje s A, mé
tvar B = sI + tA pro né&jaké s,t € R.
[D] Necht
0 0 01
00 0 0
A= 0 0 00
00 0 O

Pro které kladné n € N existuje komplexni matice B € C*** takova, ze
B"=A7?

Ukazte, ze
e existuje redlnd matice A € R?*? takova, ze A% = —T
e neexistuje matice A € R2¥2, kterd by spliiovala

AQ:<01 1O€>, kde € > 0.

[B] Necht V je mnozina matic rozméru 5 x 7 s vlastnosti, ze pro kazdou
A,BcV ar,s € R plati, ze sA+tB € V. Dokazte, nebo vyvratte: Kdyz
V' obsahuje matice hodnosti 0,1, 2,4 a 5, pak obsahuje i matici s hodnosti
3.

1 1 V3

takové, ze A™B™ = 287F].

Necht A = ( ! 711 ), B = ( V3 -1 ) Najdéte kladné m,n,k € N

Necht A, B jsou étvercové matice stejného rozméru takové, ze ABAB = 0.
Plyne z toho, ze BABA=07

[J] Dokazte, ze kdyz ¢tvercovd matice A € F"*" je podobnd pouze sama
sobé, pak A je nasobek identické matice.

[F] Necht A a B jsou diagonalizovatelné reguldrni matice z C*** takové
vyhovujici
AB = —BA.
Dokazte, ze existuji reguldrni matice R € C"*" a A, B € C2*2, takové, ze
0

i (10N i 1\ -
RAR(O_l) A a RBR<10>®B.

Navod: Dosadte vlastn{ vektor matice A do rovnosti AB = —BA, odvodte
symetrii spektra kolem pocatku a vztah vlastniho vektoru k A a vlastniho
vektoru k opa¢nému vlastnimu cislu.
[C] Necht A je Hermitovska matice takova ze

AL AL A=T.
Dokazte, ze A =1

[C] Dokazte, nebo vyvratte: matice A rozméru n x n takova, ze A? +
2A + 51 = 0 existuje pravé tehdy, kdyz n je sudé.
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(33) [H] Necht Ji()\) € CF** je Jordanova buiika rozméru k k &islu A. Urcete
Jordanuv tvar matice Ji(A\) @ Jo(p).



