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Cvi�en� � Napi�te rozd�lovac� funkci Gaussova pravd�podobnostn�ho rozd�len��
Interpretujte v�znam jej�ch parametr�� Vypo��tejte jeho momenty� Napi�te vzorec
pro

I�n� a� b� ��
Z �

��
xne�ax

��bxdx� n � Z� a� b � C� Re a � ��

�Zapamatujte si jej pro n�	
�
�
�

Cvi�en� � Jak� je hustota pravd�podobnosti nalezen� klasick�ho jednorozm�rn�ho
oscil�toru s energi� E v intervalu �x� x � dx� � Co pot�ebujeme zn�t
 chceme�li
tento pravd�podobnostn� v�rok zm�nit v deterministickou p�edpov���

Cvi�en� � Popi�te jednorozm�rn� harmonick� oscil�tor Hamiltonovskou formu�
lac� klasick� mechaniky� Napi�te a vy�e�te pohybov� rovnice� Napi�te rovnici pro
f�zov� trajektorie� Hodnotou jak� fyzik�ln� veli�iny jsou ur�eny�

Cvi�en� � Spo�t�te charakteristickou dobu �ivota elektronu v atomu vod�ku pokud
jej pova�ujeme za klasickou ��stici pohybuj�c� se po kruhov� dr�ze o �Bohrov��
polom�ru a � ����� m� �viz skripta �toll
 Tolar Teoretick� fyzika
 p��klad �����

Cvi�en� � Nech� statistick� rozd�lovac� funkce stav� klasick�ho mechanick�ho
oscil�toru je d�na Gibbsovou formul�

P � a e�
E
kT �

Spo�t�te st�edn� hodnotu energie�

Cvi�en� � Jakou vlnovou d�lku m� elektromagnetick� z��en�
 jeho� zdrojem je
elektron � pozitronov� anihilace

e� � e� � � � �

v klidu�

�



Cvi�en� � Ur�ete vlnovou d�lku a frekvenci de Broglieovy vlny pro molekulu kys�
l�ku ve vzduchu va�eho pokoje a pro ��stici o hmotnosti �	 �g pohybuj�c� se
rychlost� zvuku�

Cvi�en� 	 Podle de Broglieovy hypot�zy ur�ete ohyb zp�soben� pr�letem tenisov�ho
m��ku �m � ��� kg� rychlost� 	
� m�s obd�ln�kovit�m otvorem ve zdi o rozm�rech
�� ��� m�

Cvi�en� 
 Na jakou rychlost je t�eba urychlit elektrony aby bylo mo�no pozorovat
jejich difrakci na krystalov� m���i s charakteristickou vzd�lenost� atom� 	�� nm�

Cvi�en� �� Nech� V ��x� � � �voln� ��stice�� Pomoc� Fourierovy transformace
ur�ete �e�en� Schr�dingerovy rovnice
 kter� v �ase t� m� tvar

���x� t�� � g��x� � C exp	�Ax� � �B�x
 ���

kde Re A � �� �B � C
�� C � C�

Cvi�en� �� Nech� ��x� y� z� t� je �e�en�m Schr�dingerovy rovnice pro volnou ��s�
tici� Uka�te
 �e

���x� y� z� t� �� exp	�iMg

�h
�zt � gt��
�
��x� y� z � gt���� t�

je �e�en�m Schr�dingerovy rovnice pro ��stici v homogenn�m poli se zrychlen�m
g�

Cvi�en� �� �emu je �m�rn� pravd�podobnost nalezen� ��stice popsan� de Broglieovou
vlnou

��p�E��x� t� � Ae
i
�h
��p�x�Et�� ���

v oblasti �x�� x��� �y�� y��� �z�� z�� �

Cvi�en� �� �emu je �m�rn� hustota pravd�podobnosti pro �e�en�

���x� t� � C��t�����e
�B�

�A e�A
��x��B���A���

��t� ���

��t� � � �
�iA�h

m
�t� t��

z p��kladu �	 pro A � �� Jak se m�n� poloha jej�ho maxima s �asem� �emu je
rovna jej� st�edn� kvadratick� odchylka� Jak se m�n� s �asem� Za jak dlouho se
zdvojn�sob� ����ka� vlnov�ho bal�ku pro elektron lokalisovan� s p�esnost� � cm a
pro hmotn� bod o hmot� � gram jeho� t��i�t� je lokalisov�no s p�esnost� ����m�

�



Cvi�en� �� Jak� je pravd�podobnost nalezen� elektronu vod�kov�ho obalu ve vzd�lenosti
�r� r � dr� od j�dra
 je�li pops�n �v �ase t�� funkc�

g�x� y� z� � Ae�
p

x��y��z��a� �

kde a� � ����� ���� cm je tzv� Bohr�v polom�r�

Cvi�en� �� Nalezn�te vlastn� hodnoty energie kvantov� ��stice pohybuj�c� se v
jednorozm�rn� konstantn� �nekone�n� hlubok� potenci�lov� j�m�� t�j� v poten�
ci�lu V �x� � � pro jxj 	 a a V �x� �� pro jxj � a�
N�vod P�edpokl�dejte
 �e vlnov� funkce jsou v�ude spojit� a nulov� pro jxj � a�

Cvi�en� �� Nalezn�te vlastn� hodnoty energie kvantov� ��stice pohybuj�c� se v
jednorozm�rn� konstantn� potenci�lov� j�m� t�j� v potenci�lu V �x� � �V� 	 �
pro jxj 	 a a V �x� � � pro jxj � a�
N�vod P�edpokl�dejte
 �e vlnov� funkce jsou spojit� a maj� spojit� derivace pro
x � R�

Cvi�en� �� Najd�te ortonorm�ln� basi v C
�
 jej�� prvky jsou vlastn�mi vektory

matice


� ��

�
� �
� �

�

Cvi�en� �	 Uka�te
 �e Hermitovy polynomy lze de!novat t�� zp�sobem

Hn�z� �� ���nez�� d
dz

�ne�z
�

���

N�vod Uka�te �e prav� strana �"� spl#uje rovnici

u� � �zu� � �nu ���

Cvi�en� �
 Uka�te
 �e

�X
n	�

Hn�x�

n�
�n � exp	x� � �x� ���


Cvi�en� �� Pou�it�m vytvo�uj�c� funkce ze cvi�en� �� uka�te
 �eZ �

��
Hn�x�Hm�x�e

�x�dx � �nn�����
nm�

Uka�te
 �e odtud plyne ortonormalita vlastn�ch funkc� harmonick�ho oscil�toru�

Cvi�en� �� Jak� je hustota pravd�podobnosti nalezen� kvantov�ho jednorozm�rn�ho
oscil�toru s energi� �h��n� �

�
� v bod� x � Spo��tejte a nakreslete grafy t�to hustoty

pro n � �� �� �� ��� a srovnejte je s hustototu pravd�podobnosti v�skytu klasick�ho
oscil�toru v dan�m m�st��

�



Cvi�en� �� Spo��tejte komut�tory

	Lj� Xk
� 	Lj� Pk
� 	Lj� Lk
� �
�

kde
�Lj �� �jkl �Xk

�Pl ���

Cvi�en� �� Uka�te
 �e vz�jemn� komutuj� oper�tory �
�
�P ��m� V �j�xj�� �L� � �Lz

a
�L� �� �L�

x � �L�
y � �L�

z� ���

Cvi�en� �� Jak vypadaj� oper�tory �Xj� �Pj� �Lj� j � �� �� � � x� y� z ve sf�rick�ch
sou�adnic�ch�

Cvi�en� �� �Kvantov� tuh� t�leso� �nap�� dvouatomov� molekula� s momentem
setrva�nosti Iz voln� rotuje v rovin�� Najd�te jej� mo�n� hodnoty energie�

Cvi�en� �� S pou�it�m vzorc� pro jednotliv� slo�ky momentu hybnosti uka�te
 �e
oper�tor �L� m� ve sf�rick�ch sou�adnic�ch tvar

�L� � ��h�	� �

sin� �

��

���
�

�

sin �

�

��
�sin �

�

��
�
 ���

Cvi�en� �� Odvo�te pravd�podobnosti nalezen� ��stice v dan�m prostorov�m
�hlu pro stavy s� p� d�

Cvi�en� �	 Napi�te v�echny vlnov� funkce harmonick�ho oscil�toru pro stavy s
energiemi ����h�
 ����h� a ����h��

Cvi�en� �
 Napi�te oper�tor �L� vyj�d�en� pomoc� posunovac�ch oper�tor� �L�
a �L��

Cvi�en� �� Posunovac� oper�tory momentu hybnosti p�sob� na kulov� funkce
zp�sobem

�L�Ylm � ��lmYl�m��� ����

Spo��tejte koe!cienty ��lm

Cvi�en� �� Krea�n� a anihila�n� oper�tory p�sob� na vlastn� funkce oper�toru
energie harmonick�ho oscil�toru zp�sobem

�a��n � ��n�n�� ����

Spo��tejte koe!cienty ��n �

�



Cvi�en� �� Uka�te
 �e pro krea�n� a anihila�n� oper�tory energie harmonick�ho
oscil�toru plat�

�a��a��n � n �n

Cvi�en� �� Spo�t�te st�edn� hodnoty slo�ek hybnosti kvantov� ��stice v Coulom�
bov� poli s energi� �MQ�

�
h�
a nulov�m momentem hybnosti �elektron v atomu vod�ku

ve stavu �s��

Cvi�en� �� Spo�t�te st�edn� hodnoty slo�ek polohy kvantov� ��stice popsan� vl�
novou funkc� ����

Cvi�en� �� Spo�t�te st�edn� hodnoty slo�ek hybnosti kvantov� ��stice popsan�
vlnovou funkc� ���� Napi�te tvar vlnov� funkce ��� popisuj�c� vlnov� bal�k se
st�edn� hodnotou hybnosti �p�
 kter� m� v �ase t� st�edn� hodnotu polohy �x��

Cvi�en� �� Ur�ete pravd�podobnost nalezen� hybnosti ��stice popsan� vlnovou
funkc�

��x� � Ce��x
��ix� ����

v intervalu �a�� b��� �a�� b��� �a�� b��� Ur�ete hustotu pravd�podobnosti nalezen�
hybnosti v okol� hodnoty �p��

Cvi�en� �� Nech� �jednorozm�rn�� ��stice s hmotou M v potenci�lu harmon�
ick�ho oscil�toru s vlastn� frekvenc� � � �h�M je ve stavu popsan�m vlnovou
funkc�

��x� � Ce�x
��ix ����

S jakou pravd�podobnost� nam���me hodnoty jej� energie rovn� �
�
�h� resp� �h�


�
�
�h��

Cvi�en� �	 Nech� ��stice s hmotou M v potenci�lu harmonick�ho oscil�toru s
vlastn� frekvenc� � � �h�M je ve stavu popsan�m vlnovou funkc�

��x� � Ce��x
��ix� ����

S jakou pravd�podobnost� nam���me hodnoty jej� energie rovn� �
�
�h��

Cvi�en� �
 Nech� ��stice je ve stavu popsan�m vlnovou funkc�

� � ���������ei� sin � � cos ��g�r� ����

Jak� hodnoty Lz m��eme nam��it a s jakou pravd�podobnost�� Jak� je st�edn�
hodnota Lz v tomto stavu�

�



Cvi�en� �� Nech� ��stice je pops�na vlnovou funkc�

� � �x � y � �z� exp���
q
x� � y� � z���

Jak� je pravd�podobnost nalezen� ��stice v prostorov�m �hlu ��� �� d��� ��� ��
d��
 kde �� � jsou pol�rn�
 respektive azimut�ln� �hel� Jak� hodnoty kvadr�tu
momentu hybnosti m��eme nam��it� Jak� je st�edn� hodnota z�ov� slo�ky mo�
mentu hybnosti� Jak� je pravd�podobnost nam��en� z�ov� slo�ky momentu hyb�
nosti Lz � ��h� N�vod zapi�te � pomoc� kulov�ch funkc��

Cvi�en� �� Spo�t�te st�edn� kvadratick� odchylky slo�ek polohy a hybnosti kvan�
tov� ��stice p�i m��en� na stavu popsan�m vlnovou funkc� ���
 kde A � �� Uka�te

�e pro tento stav plat�

���Xk����Pk� � �h�� ��
�

Cvi�en� �� Uka�te
 �e v jednorozm�rn�m p��pad� podm�nka

	 �A� 	 �A �� �i�� �B� 	 �B ���
� � � ����

pro oper�tory �A � �X� �B � �P je integrodiferenci�ln� rovnic�
 jej�mi� jedin�mi
�e�en�mi jsou funkce

g�x� � C exp	�Ax� �Bx
�

kter� jsme nazvali minim�ln� vlnov� bal�ky�

Cvi�en� �� Nech� Hamiltoni�n kvantov�ho syst�mu m� �ist� bodov� spektrum�
Na syst�mu byla nam��ena hodnota a pozorovateln� A
 kter� m� �ist� bodov�
spektrum a a je nedegenerovan� vlastn� hodnota� Jak� je pravd�podobnost
 �e
nam���me stejnou hodnotu
 budeme�li m��en� opakovat po �ase t�

Cvi�en� �� Nech� ��stice hmoty M v jednorozm�rn� nekone�n� hlubok� poten�
ci�lov� j�m� ���ky �a je v �ase t � � pops�na vlnovou funkc�
 �kter� je superposic�
stacion�rn�ch stav��

��x� �� � �� pro jxj � a� ��x� �� � sin	
�

�a
�x� a�
 � sin	

�

a
�x� a�
� pro jxj 	 a�

Jak� je pravd�podobnost
 �e ��stice se v �ase t � � a t � �Ma�

�
h
bude nach�zet v

intervalu ��a
	��

Cvi�en� �� Nech� jednorozm�rn� ��stice v poli harmonick�ho oscil�toru je v
�ase t � � ve stavu

��x� �� � A�� �B��

kde A�B � R� �n vlastn� stavy energie normalizovan� k �� V jak�m stavu je v
libovoln�m �ase t � ��






Cvi�en� �� Uka�te jak z�vis� na �ase st�edn� kvadratick� odchylka sou�adnice
jednorozm�rn�ho harmonick�ho oscil�toru�

Cvi�en� �� Nalezn�te oper�tor rychlosti pro ��stici v elektromagnetick�m poli�

Cvi�en� �	 Uka�te
 �e vlastn� ��sla oper�toru ��� � �B jsou 	��j �Bj� Najd�te vlastn�
funkce�

Cvi�en� �
 Uka�te �e ��S
�

� �
�
�h��� Porovnejte tento v�sledek s ��L

�

�

Cvi�en� �� Nech� pro volnou ��stici se spinem je nam��ena hodnota z�ov� slo�ky
spinu sz��h��� Jestli�e vz�p�t� m���me hodnotu spinu ve sm�ru
 kter� se z�ovou
osou sv�r� �hel �
 jak� m��eme nam��it hodnoty a s jakou pravd�podobnost��

Cvi�en� �� Uva�ujte syst�m �tzv� supersymetrick� harmonick� oscil�tor� pop�
san� na Hilbertovu prostoru L��R� dx�
 C� hamiltoni�nem

�H � � �h�

�m
�
 ��

m��

�
x� 
 � �

�h�

�
�
 
��

D�le je d�n oper�tor
�Q �

�

�
p
m

�� �P � i�m
� �X��

Nalezn�te �Qy
 �Q�
 	 �H� �Q
 a v�sledky vyj�d�ete pomoc� oper�tor� �H
 �Q� Jak�
omezen� lze vyvodit z t�chto relac� na spektrum hamiltoni�nu � tj� zda je shora �i
zdola omezen� a ��m �� � Posta�� uva�ovat bodovou ��st spektra� �

Cvi�en� �� ��stice se spinem �h�� je um�st�na v konstantn�m magnetick�m poli
sm��uj�c�m�m ve sm�ru osy x� V �ase t � � byla nam��ena hodnota jej� z�ov�
slo�ky spinu ��h��� S jakou pravd�podobnost� nalezneme v libovoln�m dal��m �ase
hodnotu jej� y�ov� slo�ky spinu ��h���

Cvi�en� �� Uka�te
 �e pokud v�raz exp	i�a � �

 de!nujeme pomoc� �ady

exp	i�a � �

 ��
�X
n	�

�i�a � �
�n
n�

� ����

pak plat�

exp	i�a � �

 � cos�j�aj� � i
�a � �

j�aj sin�j�aj� ����

Cvi�en� �� Napi�te vlnovou funkci ���x� �� z�kladn�ho stavu ��stice v poli Coulom�
bova potenci�lu s hodnotou z�ov�
 resp� x�ov�
 resp� y�ov� slo�ky spinu rovn�
�h���

�



Cvi�en� �� Najd�te energie a vlastn� funkce z�kladn�ho a prvn�ho excitovan�ho
stavu dvou nerozli�iteln�ch ��stic se spinem 	
 respektive �

�
v poli harmonick�ho

oscil�toru�

Cvi�en� �� Atom uhl�ku m� �ty�i valen�n� elektrony �p�esv�d�te se�� M��eme
na n�j tedy nahl��et jako na syst�m �ty� elektron� ve sf�ricky symetrick�m poli�
Jak� je pak degenerace jeho z�kladn�ho stavu�

Cvi�en� �� Najd�te v �� ��du poruchov� teorie energii z�kladn�ho stavu atomu
helia�

�


