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Cviceni 1 Napiste rozdelovaci funkci Gaussova pravdepodobnostniho rozdéleni.
Interpretujte vyznam jejich parametri. Vypocitejte jeho momenty. Napiste vzorec
pro

I(n,a,b):= / g"e” gy e Z ab e C, Rea>0.

—o0

(Zapamatugte si jej pro n=0,1,2!)

Cviceni 2 Jaka je hustota pravdépodobnosti nalezeni klasického jednorozmeérného
oscilatoru s energii E v intervalu (z,z + dx) ¢ Co potiebujeme zndt, chceme-li
tento pravdépodobnostni vyrok zménit v deterministickou predpovéd?

Cviceni 3 Popiste jednorozmeéerny harmonicky oscildtor Hamiltonovskou formu-
lact klasicke mechaniky. Napiste a vyreste pohybovée rovnice. Napiste rovnici pro
fazové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikdlni veliciny jsou urceny?

Cviceni 4 Spoctéte charakteristickou dobu Zivota elektronu v atomu vodiku pokud
jej povazujeme za klasickou éastici pohybugjici se po kruhové drdze o (Bohrové)
poloméru a ~ 107 m. (viz skripta Stoll, Tolar Teoretickd fyzika, priklad 9.52)

Cviceni 5 Necht statistickd rozdelovact funkce stavi klasického mechanického
oscilatoru je ddna Gibbsovou formuli

B
P=aqae *T.

Spoctéte stredni hodnotu energie.

Cviceni 6 Jakou vinovou délku md elektromagnetické zareni, jehoZ zdrojem je
elektron — pozitronovd anihilace

et +e —v+7y

v klidu?



Cviceni 7 Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieovy viny pro molekulu kys-
liku ve vzduchu vaseho pokoje a pro castici o hmotnosti 10 pg pohybujici se
rychlosti zvuku.

Cviceni 8 Podle de Broglieovy hypotézy urcete ohyb zpusobeny priletem tenisového
micku (m = 0.1 kg) rychlosti 0,5 m/s obdélnikovitym otvorem ve zdi o rozmérech
1 x 1.5 m.

Cviceni 9 Na jakou rychlost je treba urychlit elektrony aby bylo mozno pozorovat
jegich difrakci na krystalové mrizi s charakteristickou vzddlenosti atomd 0.1 nm?

Cvi€eni 10 Necht V(&) = 0 (volnd castice). Pomoci Fourierovy transformace
urcete reseni Schrodingerovy rovnice, které v case ty ma tvar

(T, to) = g(¥) = C exp[—Ax® + B (1)
kde Re A>0, Be C3, C eC.

CviCeni 11 Necht)(x,y, z,t) je FeSenim Schridingerovy rovnice pro volnou ¢as-
tici. Ukazte, Ze

~ M
U@y, 2,1) = exp[—ZTg(Zt + gt [6)](x,y, 2+ gt°/2,1)
je teSenim Schrodingerovy rovnice pro cdstici v homogennim poli se zrychlenim

qg.

Cviéeni 12 Cemu je imérnd pravdépodobnost nalezeni c¢dstice popsané de Broglieovou
vinou

Vg (T, 1) = Aer PT-EY, 2)

v oblasti (x1,z3) X (y1,y2) X (21, 22) ¢

Cvicéeni 13 Cemu je imérnd hustota pravdépodobnosti pro reseni

B2 _jE=B/eA)?

Y(F,1) = Ox(t) ™ Peire™ 30 (3)
X(t) =1+ 22271 (t — to)

z prikladu 10 pro A > 0% Jak se méni poloha jejiho mazima s casem? Cemu je
rovna jeji stredni kvadratickd odchylka? Jak se méni s casem? Za jak dlouho se
zdvojnasobi "sirka” vinového baliku pro elektron lokalisovany s presnosti 1 ¢cm a
pro hmotngj bod o hmoté 1 gram jehoZ tézisteé je lokalisovdno s piesnosti 10~ 5m?



CvicCeni 14 Jakad je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve vzdalenosti
(r,r +dr) od jadra, je-li popsan (v case ty) funkci

g(x,y,z) = AemVEHEE 0,
kde ag = 0.53 x 10°® em je tzv. Bohriv polomeér?

Cviceni 15 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybujici se v
jednorozmerné konstantni "nekonecné hlubokée potencialove jame” t.j. v poten-
cidlu V(z) =0 pro |z| < a a V() = oo pro |z| > a.

Ndvod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou vsude spojité a nulové pro |x| > a.

Cviceni 16 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybujici se v
jednorozmérné konstantni potencidlové jamé t.j. v potencidlu V(x) = =V5 < 0
pro x| < a aV(x)=0 pro |z| > a.

Navod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou spojité a maji spojité derivace pro

z € R.

Cviceni 17 Najdéte ortonormalni basi v C?, jejiz proky jsou vlastnimi vektory

matice
(01
o1 :— 1 0

Cviceni 18 Ukazte, Ze Hermitovy polynomy lze definovat téZ zpusobem

Ho(2) = ()™ ()e ()

Ndavod: Ukazte Ze pravad strana (4) spliiuje rovnici
W = 2zu — 2nu (5)
Cviceni 19 Ukazte, Ze
o

Cviceni 20 PouZitim vytvorujici funkce ze cviceni 19 ukazte, Ze

H,

D) en = expla? — (2 - €7

/ Hy(2)Hyp (z)e™ dz = 2*nlm /26,

— 00

Ukazte, Ze odtud plyne ortonormalita vlastnich funkci harmonického oscilatoru.

Cviceni 21 Jaka je hustota pravdépodobnosti nalezeni kvantového jednorozmeérného
oscilatoru s energii hw(n+%) v bode x ? Spocitejte a nakreslete grafy této hustoty
pron = 0,1,2,... a srovnejte je s hustototu pravdépodobnosti vyskytu klasickéeho
oscildtoru v daném miste.



Cviceni 22 Spocitejte komutatory
[Lj7Xk]7 [Ljvpk]a [Lj7Lk]7 (6)

kde

~

Lj = ijleﬁ)l (7)

~

Cviceni 23 Ukazte, Ze vzajemné komutuji operdtory %P2/m + V(|Z]), Ly=1,

2 (8)

Cviceni 24 Jak vypadaji operatory Xj, Pj, IA/J-, j=1,2,3 = x,y, z ve sferickych
souradnicich?

CvicCeni 25 "Kvantové tuhé téleso” (napt. dvouatomovd molekula) s momentem
setrvacnosti I, volné rotuje v rovine. Najdéte jeji mozné hodnoty energie.

Cviceni 26 S pouZitim vzorci pro jednotlivé slozky momentu hybnosti ukazte, Ze
operdtor L* md ve sférickijch souiadnicich tvar

L., 1@ 19 D
L ==l rgaa * smaae ™05 )

Cviceni 27 Odvodte pravdépodobnosti nalezeni castice v daném prostorovém
thlu pro stavy s, p,d.

Cviceni 28 Napiste vsechny vinové funkce harmonického oscilatoru pro stavy s
energiemi 3/2hw, 5/2hw a 7/2hw.

Cviceni 29 Napiste operdtor L? vyjadreny pomoci posunovacich operdtori Ly
a L3.

Cviceni 30 Posunovaci operdtory momentu hybnosti pisobi na kuloveé funkce
zpusobem X
Lzl:Yzm — aljr:nyi,m:tla (10)

Spocitejte koeficienty aljfn

Cviceni 31 Kreacni a anihilacni operatory pusobi na vlastni funkce operdtoru
energie harmonického oscilatoru zpusobem

sy = O ey (11)

Spocitejte koeficienty -



CvicCeni 32 Ukazte, Ze pro kreacni a anihilacni operdtory energie harmonického
oscildatoru plati

Gri = n Uy

Cviceni 33 Spoctéte sg%edm’ hodnoty sloZek hybnosti kvantovée castice v Coulom-
bove poli s energii —% a nulovgm momentem hybnosti (elektron v atomu vodiku
ve stavu 1s).

CvicCeni 34 Spoctéte stredni hodnoty slozek polohy kvantové castice popsané vl-
novou funkci (1).

Cviceni 35 Spoctéete stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice popsané
vlnovou funkci (1). Napiste tvar vinové funkce (1) popisugici vinovy balik se
stredni hodnotou hybnosti py, kteryy ma v case ty stredni hodnotu polohy Ty.

Cviceni 36 Urcete pravdépodobnost nalezeni hybnosti c¢astice popsané vinovou
funkci
—a2 .
P(z) = Ce ™1™ (12)

v intervalu (ai, by) X (ag, be) X (as, bs). Urcete hustotu pravdépodobnosti nalezeni
hybnosti v okoli hodnoty py.

Cviceni 37 Necht "jednorozmerna” castice s hmotou M v potencialu harmon-
ického oscildtoru s vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vlnovou

funkci
p(x) = Ce o Hi (13)

S jakou pravdépodobnosti namerime hodnoty jeji energie rovné %hw resp. hw,
3

Shw?

2

Cvicéeni 38 Necht castice s hmotou M v potencidlu harmonického oscildatoru s
vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vinovou funkci

() = Ce ™ Hn (14)
S jakou pravdépodobnosti namerime hodnoty jeji energie rovné %hw?
Cviceni 39 Necht castice je ve stavu popsaném vinovou funkci
W = (47) "2 (e' sin 0 + cos 0) g(r) (15)

Jaké hodnoty L, mizeme namerit a s jakou pravdépodobnosti? Jakd je stredni
hodnota L, v tomto stavu?



Cviceni 40 Necht castice je popsdina vinovou funkci

Y = (x4 y+ 22) exp(—ay/z? + y? + 22),

Jakd je pravdépodobnost nalezeni édstice v prostorovém ihlu (6,0 + df) x (¢, ¢+
do), kde 0,¢ jsou polarni, respektive azimutalni ihel? Jaké hodnoty kvadrdtu
momentu hybnosti muzZeme namerit? Jakd je stredni hodnota z-ové sloZky mo-
mentu hybnosti? Jakd je pravdépodobnost nameéreni z-ové slozZky momentu hyb-
nosti L, = +h? Navod: zapiste 1) pomoci kuloviyjch funkci.

Cviceni 41 Spoctéete stredni kvadraticke odchylky sloZek polohy a hybnosti kvan-
tové castice pri méreni na stavu popsaném vinovou funkci (1), kde A > 0. Ukazte,
Ze pro tento stav plati

Ay (Xp)Ay(P) = h/2 (16)

CvicCeni 42 Ukazte, Ze v jednorozmeéerném pripadeé podminka

~

[A— < A >, —ia(B— < B>y)jyy =0 (17)

pro operdatory A= X,B =P je integrodiferencialni rovnict, jejimiz jedinymi
resenimi jsou funkce
g(x) = Cexp[—Az® + Bx],

které jsme nazvali minimalni vinové baliky.

Cviceni 43 Necht Hamiltonidn kvantového systému mda cisté bodove spektrum.
Na systému byla namérena hodnota a pozorovatelné A, kterda md cisté bodove
spektrum a a je nedegenerovand vlastni hodnota. Jaka je pravdépodobnost, Ze
namérime stejnou hodnotu, budeme-li méreni opakovat po case t?

Cviceni 44 Necht castice hmoty M v jednorozmerné nekonecné hluboke poten-
cialové jamé Siiky 2a je v ¢ase t = 0 popsdna vinovou funkci, (kterd je superposici
staciondrnich stavi)

Y(z,0) =0, pro |z| >a, ¥(x,0)= sin[%(w —a)] + sin[g(:r —a)], pro |z| < a.

8Ma?

bude nachazet v
7h

Jaka je pravdépodobnost, Ze castice se v caset =0 at =
intervalu (-a,0)?

Cviceni 45 Necht jednorozmérnd cdstice v poli harmonického oscilatoru je v
case t = 0 ve stavu

¥(z,0) = Ay + By

kde A, B € R, 1, vlastni stavy energie normalizované k 1. 'V jakém stavu je v
libovolném caset > 07



Cviceni 46 Ukazte jak zdvisi na case stredni kvadratickd odchylka souradnice
jednorozmeérného harmonického oscilatoru.

Cviceni 47 Naleznéte operator rychlosti pro castici v elektromagnetickém poli.

Cviceni 48 Ukazte, Ze vlastni cisla operdtoru ﬁg Jsou iu0|§|. Nagjdeéte vlastni
funkce.

~2 ~2
Cviceni 49 Ukazte Ze S = %FLQI. Porouvnejte tento vysledek s L .

Cviceni 50 Necht pro volnou ¢dstici se spinem je namérena hodnota z—ove slozky
spinu s,=h/2. JestliZe vzapéti mérime hodnotu spinu ve sméru, ktery se z—ovou
osou svird thel ©, jaké miuZeme namérit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti?

CviCeni 51 UvaZujte systém (tzv. supersymetricky harmonicky oscildtor) pop-
sany na Hilbertovu prostoru L*(R,dz) ® C? hamiltonidnem

- h? 2 h
H=-—"Ag1+™ x2®1+—w1®ag.
2m 2
Dadle je dan operator
~ 1 . N
Q= o1 (P + iwmos X).

2/m

Naleznete QT, QZ, [fl,@] a vysledky vyjadrete pomoci operdtori ]:I, Q Jaké
omezeni lze vyvodit z téchto relaci na spektrum hamiltonianu ( tj. zda je shora i
zdola omezené a ¢im )? ( Postaci wvaZovat bodovou ¢ast spektra. )

Cvideni 52 Cdstice se spinem h/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli
smerujicimim ve sméru osy x. V case t = 0 byla namérena hodnota jeji z-ové
slozky spinu +h/2. S jakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalsim case
hodnotu jeji y-ové slozky spinu +h/2?

CvicCeni 53 Ukazte, Ze pokud vyraz exp[id - & definujeme pomoci fady

explid - 7] :== ) M, (18)
—~ nl
pak plati
. — = (_I: 5 . —
explid - ] = cos(|d|) + i sin(|a|) (19)

|_’|

CviCeni 54 Napiste vinovou funkci (%, ) zdkladniho stavu ¢astice v poli Coulom-

bova potencialu s hodnotou z—ové, resp. x—ove, resp. y—ové sloZky spinu rovnée
h/2.



CvicCeni 55 Najdeéte energie a vlastni funkce zakladniho a pruniho excitovaného
stavu dvou nerozlisitelngch castic se spinem 0, respektive % v poli harmonického
oscilatoru.

Cviceni 56 Atom uhliku md ctyri valencni elektrony (presvédcte se). MiuZeme
na néj tedy nahlizet jako na systém ctyr elektroni ve sféericky symetrickém poli.
Jaka je pak degenerace jeho zakladniho stavu?

CvicCeni 57 Najdeéte v 1. tadu poruchové teorie energii zakladniho stavu atomu

helia.



