Kvantova mechanika — cvic¢eni s navody a
vysledky

Ladislav Hlavaty, text navodi Libor Snobl
September 29, 2003

Navody zde uvedené jsou zamérné uvadény ve stru¢né formé, jako napovéda
a voditko, jak pri feseni uloh postupovat; nepredstavuji a nenahrazuji detailni
popis feseni vyzadovany pii cvicenich. Obzvlasté nejsou explicitné rozepisovany
vypocty integralt apod. V nékterych jednoduchych ptikladech je ndvod nahrazen
pouze vysledkem.

Uvitam jakékoliv komentéie a upozornéni na mozné chyby a preklepy (kon-
taktujte mé e-mailem na adrese Libor.Snobl@fjfi.cvut.cz).

CvicCeni 1 Napiste rozdelovaci funkci Gaussova pravdepodobnostniho rozdélent.
Interpretujte vyznam jejich parametri. Vypocitejte jeho momenty. Napiste vzorec

pro
00

I(n,a,b):= / g"e” @ gy e Z ab e C, Rea>0.
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(Zapamatugte si jej pro n=0,1,2!)

Navod: Rozdélovaci funkce
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p(x) = Ne~ 222
Normalizace: [% p(z)dx = NV2mo =1, tj. N = ﬁ (k vypoctu 1ntegralu je
vhodné pocitat jeho kvadrat ([0 exp(—y?)dy)? = [ [22 exp(—y? — 2%)dydz
prechodem do polarnich souradnic)
Momenty: definice
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Vysledky se lisi pro n liché, resp. sudé:
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Hledany vzorec:

(3]

. ) |
e gy — o (i)”ﬁj S \/7_:
2a (n — 29)1512% gits

ME]

o0

I(n,a,b) ::/

— 00

J



Cviceni 2 Jaka je hustota pravdépodobnosti nalezeni klasického jednorozmeérného
oscilatoru s energii E v intervalu (z,z + dx) ¢ Co potiebujeme zndt, chceme-li
tento pravdépodobnostni vijrok zménit v deterministickou predpovéd?

Navod: p( )dll) — doba strivend v intervalu(z,z+dz) _ To(x)] (z)‘ o 2dx

pllperioda T/2 2n \/2 E-V(x \/ _xz

2F

mwz

je vhodné si ovérit normalizaci [ — p(x)dz = 1. K deterministické predpovédi

me
potfebujeme znat polohu (nebo rychlost ¢i hybnost) v jednom ¢asovém okamziku
(tj. pocatecni podminku).

Cviceni 3 Popiste jednorozmerny harmonicky oscildtor Hamiltonovskou formu-
lact Klasickeé mechaniky. Napiste a vyreste pohybové rovnice. Napiste rovnici pro
fazové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikdlni veliciny jsou urceny?

Navod: H(p,q) = %( + mw?q?)
Pohybové rovnice

. _0H . 0H
£,
. b . 2
q—=—, p=—Mmwgqg
m

Regeni: q(t) = Asin(wt + ), p(t) = Awm cos(wt + ),
Rovnice pro fazové trajektorie — ziskdme vyloucenim c¢asu z pohybovych rovnic,
jsou urceny hodnotou energie

p? ¢

2A2w2m?2 + 242 -

CvicCeni 4 Spoctéte charakteristickou dobu Zivota elektronu v atomu vodiku pokud
jej povazujeme za klasickou éastici pohybugjici se po kruhové drdze o (Bohrové)
poloméru a ~ 107 m. (viz skripta Stoll, Tolar Teoretick4 fyzika, priklad 9.52)

Navod: viz skripta Stoll, Tolar Teoretickd fyzika, piiklad 9.52

Cviceni 5 Necht statistickd rozdelovact funkce stavi klasického mechanického
oscilatoru je dana Gibbsovou formuli

o

P=ae

Spoctéte stredni hodnotu energie.



Navod: Energie mechanického oscilatoru

1 2

p 2 2
E: - (=
(p,q) = 5+ mw'e’)
Normalizace: [* [0 ae s (el ddpdg = 1, tj. a = P

Stredni hodnota energie.

// P 4 i q?)estr Bt gy g — KT
oo2m

Cviceni 6 Jakou vinovou délku ma elektromagnetické zareni, jehoZ zdrojem je
elektron — pozitronovd anihilace

et +e —v+7y
v klidu?

Navod: Ze zakona zachovani energie je energie fotonu rovna EF = m.c® =

0.511MeV, vlnové délka pak je A = £ = ¢ o =0.2410 "m

Cviceni 7 Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieovy viny pro molekulu kys-
liku ve vzduchu vaseho pokoje a pro castici o hmotnosti 10 pg pohybujici se
rychlosti zvuku.

Néavod: Kyslik: B = 2kT=6,210" 21J (T = 300K), p = \/2mo,E = z
de Broglieho vztaht pak plyne A\ = 2 = 2,5810 !'m. C‘as’mce obdobne )\ =
210 %m

Cviceni 8 Podle de Broglieovy hypotézy urcete ohyb zpusobeny priletem tenisového
micku (m = 0.1 kg) rychlosti 0,5 m/s obdélnikovitym otvorem ve zdi o rozmérech
1 x 1.5 m.

Navod: Z VInéni, optiky . ..je zndmo #=)\/L, kde L je sitka $térbiny, po dosazeni
1.310 %2 rad, resp. 910 * rad.

Cviceni 9 Na jakou rychlost je treba urychlit elektrony aby bylo mozno pozorovat

jejich difrakci na krystalové mrizi s charakteristickou vzddlenosti atomd 0.1 nm?
Navod: Z podminky A\==0, Inm nalezneme piiblizné v = 7,3 10°ms~!.

Cvi€eni 10 Necht V(&) = 0 (volnd castice). Pomoci Fourierovy transformace
urcete Teseni Schrodingerovy rovnice, které v case ty ma tvar

(&, ty) = g(&) = C exp[—Az® + Bi] (1)

kde Re A>0, Be C3, C eC.
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Navod: Piifeseni pouzivame Fourierovu transformaci (FT) o(Z,t) = [ [ [*, " ¢ (P, t)d*p
a rozklad vlnové funkce na soucin vlnovych funkci zavisejicich na jednotlivych
kartézskych soutadnicich ¢(Z,t) = 1 (z,t)12(y, t)1p3(2,t). Postupné nalezneme

zpétnou FT pocatecni podminky

~ C'3 7 Bi=frp)?

(pi,tg) = — 1A
¥;(pj» to) 57h Ae ,
pak ¢asovy vyvoj 1/~)j (pj7 t)
2 3 2
~ ~ 71}7]-(15—150) 01/3 T (Bj_%pj)2 7l'pj(t_t0)
7/)](]9],?5) :ij(pjat())e ho2m - onh Z@ 4A e k& 2m

a konecné opét pomoci F'T

B2 _ glE=B/eA)

(Z,t) = Ox(t) 3 etae NG
kde x(t) = 14 242 (¢ — ¢).
CviCeni 11 Necht)(x,y, z,t) je feSenim Schridingerovy rovnice pro volnou ¢ds-

tici. Ukazte, Ze

~ M

b(x,y,2,1) = exp[—ZTg(Zt + gt [6)] W (x,y, 2 + gt°/2,1)
je teSenim Schrodingerovy rovnice pro cdstici v homogennim poli se zrychlenim
g.
Navod: Dosadte do Schrodingerovy rovnice a provedte ¢asovou derivaci.

Cviceni 12 Cemu je dmérnd pravdépodobnost nalezeni ¢dstice popsané de Broglieovou
vinou

V5 (T,t) = AenPTED (2)
v oblasti (x1,x3) X (y1,y2) X (21,22) ¢

Navod: Protoze |¢(Z,t)]? = |A|*> = konst., je pravdépodobnost nalezeni ¢dstice
popsané de Broglieovou vinou timérna objemu uvazované oblasti.

Cvicéeni 13 Cemu je imérnd hustota pravdépodobnosti pro reseni

B2 [&-B/(2A)>

B(E@,t) = Ox(t) ki e ARG @
2iAh

x(t) =1+ (£ = to)

z prikladu 10 pro A > 0% Jak se méni poloha jejiho mazima s casem? Cemu je
rovna jeji stredni kvadratickd odchylka? Jak se méni s casem? Za jak dlouho se
zdvojndsobi "sirka” vinoveho baliku pro elektron lokalisovany s presnosti 1 cm a
pro hmotngj bod o hmoté 1 gram jehoZ téZisteé je lokalisovdno s piesnosti 10~ 5m?
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Navod: Je zapotiebi pocitat [1)(x,1)]* ~ |e1ae X0 |? (nezajima nas asovy

vyvoj normalizace, i v dalsim pocitani je vhodné vynechavat celkové faktory
nezavisejici na x). Odvodte si a vyuzijte |e*|> = e?*. Pro urceni stiedni kvadrat-
ickd odchylky atd. porovnejte vysledek s tvarem Gaussovy rozdélovaci funkce a
najdete

RB  SBh 1+ 428207 (¢ — 45)?
To= - +——t, o(t)’ = m :
To=sgt—n ol 1A

Zdvojnasobeni: pro elektron cca 3s, pro hmotny bod cca 10'2 let.

Cviceni 14 Jakad je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve vzddlenosti
(ryr 4+ dr) od jadra, je-li popsin (v case ty) funkci

g(w,y, z) = AemVE TR o,
kde ag = 0.53 x 10°® em je tzv. Bohriv polomeér?

Navod: Prevedte do sférickych souradnic (nezapomente, Ze nestaci jen piepsat
vzorec pro hustotu pravépodobnosti, také tam ptispé&je Jakobian transformace),
pak integrujte pres tthlové proménné. Vysledek je timérny 7“26_%, nakreslete si
graf.

Cviceni 15 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybujici se v
jednorozmernée konstantni "nekonecné hluboké potencialoveé jame” t.j. v poten-
cidlu V(z) =0 pro |z| < a a V() = oo pro |z| > a.

Ndvod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou vsude spojité a nulové pro |x| > a.

Navod: Uvnitf “jamy” ma vinova funkce tvar vlnové funkce pro volnou ¢astici.
Z podminek na okrajich )(—a) = 0 = 9(a) dostavame soustavu homogennich
rovnic, pozadavek nulovosti jejiho determinantu dava rovnici pro energii, vysledek

je E=LTR pe N

Cviceni 16 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybugici se v
jednorozmérné konstantni potencidlové jamé t.j. v potencidlu V(x) = =V5 < 0
pro x| < a aV(x)=0 pro |z| > a.

Ndavod: Predpokladejte, Ze vinove funkce jsou spojité a maji spojité derivace pro
r € R.

Navod: Nejprve si ukazte, ze pro potencialy ve tvaru sudé funkce lze z libovolné
vlastni funkce Hamiltonidnu ¢ (z) sestavit (ne nezbytné riiznou) vlastni funkci
(—x) a odvodte, ze vlastni funkce lze v tomto pripadé volit sudé a liché. Vyuzijte
podminek navazani (spojitost a spojitost 1. derivaci) vinovych funkei pro volnou
¢astici v bodé x = a (tim je diky symetrii splnéna i podminka v x = —a, jinak



bychom méli 4 rovnice pro 4 konstanty) a opét pozadujte nulovost determinantu
prislusné homogenni soustavy. Vysledkem jsou vztahy

2m|E 2m(E + V; 2m(E 4V,
\/ ] = \/ ( 0 tan(Ma), (sudy pripad)
h h h
resp.
2m|E 2m(E + V; 2m(E + V
_ \/ | | — \/ ( 0) Cotg( ( 0) a), (llchy pfipad)

h h h

ty je nutno resit graficky.

Cviceni 17 Najdéte ortonormdlni basi v C?, jejiz prvky jsou vlastnimi vektory
matice
(01
1711 0

. . . S 1
Vysledek: Vlastni ¢isla +1, normalizované vlastni vektory z; = % ( ),

1
331—\/5<1>'

Cviceni 18 Ukazte, Ze Hermitovy polynomy lze definovat téZ zpisobem

d 2

Hy(2) := (—)”ez2(@)"€_z (4)

Ndvod: Ukazte Ze pravd strana (4) spliiuje rovnici

uw = 2zu’ — 2nu (5)
Navod: Po dosazeni zadaného tvaru H,(z) do v” = 2zu' — 2nu vyuzijte vhodné
Lebnizova pravidla na (n + 1)-ni derivaci soudinu 2z.e = (= —%e*ﬁ) a upravte.

Shodnost definic pak plyne z véty o jednoznacnosti feSeni diferencidlnich rovnic
(jesté porovnejte koeficient u nejvyssi mocniny z, aby bylo zaruceno splnéni stejné
pocate¢ni podminky).

Cviceni 19 Ukazte, Ze

0
>
n=0

H,(z)

n!

" = explz’ — (z — €)7]

Néavod: Ovéfte, ze (—)”e"’[’ﬂ(%)"e”‘”2 = %exp[m2 — (2 = &)¥e=0, Vn.



Cviceni 20 Pouzitim vytvorujici funkce ze cviceni 19 ukazle, Ze
> —z? n 1/2
/ H,(z)H,(x)e ™ dx = 2"nlm “8,,.
—00

Ukazte, Ze odtud plyne ortonormalita vlastnich funkci harmonického oscilatoru.

Navod: [ H,(z)H,(z)e * dx = %% O i e il G DRl ] P
o om o
ge7 5 VT g p=0-

Cviceni 21 Jaka je hustota pravdépodobnosti nalezeni kvantového jednorozmeérného
oscilatoru s energii hw(n+%) v bode x ? Spocitejte a nakreslete grafy této hustoty
pron = 0,1,2,... a srovnejte je s hustototu pravdépodobnosti vyskytu klasického
oscildtoru v daném miste.

Vysledek:

n=0: |¢o
n=1: |y
n=2:

V grafech je pocet maxim roven stupni prislusného Hermiteova polynomu +1.

()] = |Ao|e ¢,
()]* = 4| A% €,
2)[? = 4 Ao [2(26% — 1)% €.

Cviceni 22 Spocitejte komutdtory
[Ljan]a [Ljapk]a [LjaLk]7 (6)
kde R o
Lj = ijleB (7)

V}'fsledek: [LJ,Xk] = ihéjlel, [LJ,Pk] = ihﬁjklﬁ)l, [L],Lk] = ihﬁjklil, tj. Oop-
eratory X , f’, L jsou tzv. vektorové operatory (kvantova analogie vektori 7, ﬁ,f,

tj. objektl se spravnymi transformac¢nimi vlastnostmi vzhledem ke grupé rotaci
prostoru SO(3)).

A

Cviceni 23 Ukazte, Ze vzdjemné komutuji operdtory %]52/771 + V(|z]), Ly=1,
a

i’ (8)
Navod: Prejdéte do sférickych souradnic.

Cviceni 24 Jak vypadaji operatory Xj, Pj, IA/J-, j=1,2,3=x,y, z ve sferickych
souradnicich?



Navod: Operatory X vzniknou dosazenim definice sférickych souradnic, napr.

X, = rcos¢sinf. Pro vypocet operatorti P je vhodné vyuzit pravidla pro

QU _ vor | 0V 00 | 00 o or
derivaci slozené funkce 95, = or ba, + % oz, + 90 9a; & dosadit za b atd. z

definice sférickych soufadnic. Vysledek je
0 sing 0  cosfcosp O

Py = —ih(cos ¢ sin — — — P, =
! (cos ¢ or  rsinf 0¢ r 89)
. 0 sinf 0
P; = —ih(cos— — ——
’ (cos b = =29
vysledky pro IA/j jsou uvedeny ve “slabikari”. Nezapominejte na spravny postup
pti skladani operator (napft. a:a% = a%a: —id # a%x), pro nazornost si lze na

konci vSech operatorovych identit predstavit vinovou funkci, a pak postupovat
jako pfi derivovani slozené funkce.

CvicCeni 25 "Kvantové tuhé téleso” (napt. dvouatomovd molekula) s momentem
setrvacnosti I, volné rotuje v rovine. Najdéte jeji mozné hodnoty energie.

Navod: H = —%d% (viz princip korespondence a klasickou kinetickou energii

%I Z¢2). Resenim stacionarni Schrédingerovy rovnice nalezneme feSeni ve tvaru
V(@) = Ae*® + Be™@? o = ... a z pozadavku jednoznacnosti ¢(¢) = (¢ + 2m)

. ~_ 7 . 252
najdeme mozné hodnoty energie F,, = mﬂﬁ , me Z.
z

Cviceni 26 S pouZitim vzorci pro jednotlivé slozky momentu hybnosti ukazte, Ze
operdtor L* md ve sférickijch souiadnicich tvar

1 92 1 0 0

Fo 292
L= rgae T smoa "0 )

Navod: Naucte se skladat (nasobit) operatory !

Cviceni 27 Odvodte pravdépodobnosti nalezeni castice v daném prostorovém
thlu pro stavy s, p,d.

Vysledek:
[Yool? = Coyp
[=1: |Yi1P = Ciysin®(0), [Yiel* = Crocos®(8), [Yia]? = C,sin®(0),

[=2: |Yy |2 =Cy osin*(#), |Yao, 1|2 = Co 1 sin?(0) cos?(9),
02 = Cop(2 cos?(0) — 1)2, [V 1|> = Co1 sin?(6) cos®(0),
, 2 = 02,2 sin4(9)

Nakreslete si grafy (nejlépe trojrozmérné na pocitaci).
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Cviceni 28 Napiste vsechny vinové funkce harmonického oscilatoru pro stavy s
energiemi 3/2hw, 5/2hw a 7/2hw.

Vysledek: Nezapomente na degeneraci energie, vysledek lze zapsat riznymi
zpusoby, napt. jako soucin vlastnich funkci jednorozmérného oscildtoru nebo
pomoci vlastnich funkei H, L%, L,.

Cviceni 29 Napiste operdtor L? vyjddreny pomoct posunovacich operdtori L.
a L3.

Vysledek: L2 = L,L_+ L? —hLs= L_L, + L3+ hLs

Cviceni 30 Posunovaci operdatory momentu hybnosti pisobi na kulove funkce
zpusobem
LiYim = ai@n,mila (10)

Spocitejte koeficienty aljfn
Navod: Snadno lze nalézt s vyuzitim piedchoziho cviceni |af, |? (oblozte pied-
chozi vysledek (Y, a Vi) a uvédomte si, Ze kulové funkce jsou vlastni funkce
L% L3). Vysledek je

;b 12 =R[L(1+ 1) — m(m + 1)), |ag,,|* = B*[L(L+ 1) — m(m — 1)].

; +
Faze o,

standartni volbu uvedenou ve “slabikari” jsou «

neplyne z algebry operatori, zavisi na konkrétni volbé fazi Y;,,, pro

i realné.

Cviceni 31 Kreacni a anihilacni operatory pusobi na vlastni funkce operdtoru
energie harmonického oscilatoru zpusobem

Gy = O Pt (11)
Spocitejte koeficienty o

Navod: Oblozte H = hw(a_ay — 1), resp. H = hw(aya_ + 1) vlastni funkef
harmonického oscilatoru (obdobné jako v predchozim cviceni), vysledek:

af =vn+1, a, =/n.
Ohledné faze plati stejny komentar jako vyse.

Cviceni 32 Ukazte, Ze pro kreacni a anihilacni operdtory energie harmonického
oscildatoru plati

&+&_'ll)n =N 'l[)n

Navod: Vyuzijte H = hw(aa + 3).



Cviceni 33 Spoctéte stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice v Coulom-
2

bove poli s energii — 1\2/[)% a nulovgm momentem hybnosti (elektron v atomu vodiku

ve stavu 1s).

Néavod: Vyuzijte tvar P; ve sférickych soufadnicich (viz cvicen{ 24) a spocitejte
(Pi)y = (¥, P)/(¢,4). Vysledek je (P)y = 0 (jak lze ostatné ocCekavat ze
symetrie vlnové funkce).

Cviceni 34 Spoctéete stredni hodnoty sloZek polohy kvantové castice popsané vl-
novou funkci (1).

Vysledek: (X;), = 35

Cviceni 35 Spoctéete stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice popsané
vlnovou funkci (1). Napiste tvar vinové funkce (1) popisugici vinovy balik se
stredni hodnotou hybnosti py, ktery ma v case ty stredni hodnotu polohy Ty.

Vysledek: (P), = —i(B; — AR A% pyp,
VInovy balik:

Pla,t) = Ox(t) e xe™ 0
kde B = 2A%, + Lp).

Cviceni 36 Urcete pravdépodobnost nalezeni hybnosti c¢dstice popsané vinovou
funkci
—a2 .
P(z) = Ce ™1™ (12)

v intervalu (ay, by) X (ag, b) X (ag, bs). Urcete hustotu pravdépodobnosti nalezeni
hybnosti v okoli hodnoty py.

Vysledek: Ozn. J = (ay,b;) x (az,bs) X (a3,b3), k = (1,0,0)

(i—E)?

fJ e 2 d3ﬁ

(Varhy?

Cviceni 37 Necht 7jednorozmeérna” castice s hmotou M v potencidalu harmon-
ického oscildtoru s vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vlnovou

funkci

Pyey =

P(r) = Ce~e*tie (13)

S jakou pravdépodobnosti namérime hodnoty jeji energie rovné %hw resp. hw,
Shw ?
Shw

Navod: S vyuzitim znalosti vlastnich funkei harmonického oscilatoru a definice
pravdépodobnosti pfechodu do pfisl. vlastnich stavii 1ze snadno spocitat Pp,_ Lhy =

2v2 1 _ 42 L . e ’
“Fe7s, PE:ghw = e 5, energii iw nelze naméfit (neni ve spektru).
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Cvicéeni 38 Necht castice s hmotou M v potencidlu harmonického oscildatoru s
vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vinovou funkci

Y(a) = Ce ™1 (14)
S jakou pravdépodobnosti namerime hodnoty jeji energie rovné ghw?

Navod: Nezapomente, ze energie %hw trirozmérného harmonického oscilatoru

je degenerovand, musite spocitat pravdépodobnosti prechodu do jednotlivych or-

togondlnich vlastnich stavii prislusnych k této energii a pak je secist. Vysledna
L1322

pravdépodobnost: e™3=7£=.

Cviceni 39 Necht castice je ve stavu popsaném vinovou funkci
W = (47) "2 (e'? sin 0 + cos 0) g(r) (15)

Jaké hodnoty L, mizZeme namerit a s jakou pravdépodobnosti? Jakd je stredni
hodnota L, v tomto stavu?

Navod: Uvédomte si, Ze vlastni funkce L2, L, maji tvar f(r)Yi,(6,¢) pro li-
bovolnou funkci f(r). Lze tedy uvazovat naptiklad f(r) = g(r). Vysledek:
P = %, Py = %, ostatni pravdépodobnosti pak musi byt rovny nule. Lze namérit
L, =0, L, =h. Stfedni hodnota L, je %

Cviceni 40 Necht castice je popsdina vinovou funkci

Y = (x4 y+ 22) exp(—an/z? + y? + 22),

Jakd je pravdépodobnost nalezeni édstice v prostorovém dhlu (6,0 + df) x (¢, ¢+
do), kde 0,¢ jsou poldrni, respektive azimutdlni dhel? Jaké hodnoty kvadrdtu
momentu hybnosti miuZeme namerit? Jakd je stredni hodnota z-ové sloZky mo-
mentu hybnosti? Jakd je pravdépodobnost naméreni z-ove slozky momentu hyb-
nosti L, = +h? Navod: zapiste 1» pomoci kuloviyjch funkci.

Navod: Prevedte vlnovou funkci do sférickych souradnic. Pravdépodobnost
nalezeni v prostorovém thlu d€2 lze pak snadno nalézt

Py = K(sinfcos ¢ + sin fsin ¢ + 2 cos 0)dS2

= Ksinf(sin 6 cos ¢ + sin0sin ¢ + 2 cos 0)*dOdep, (K = %)
Pro dalsi vypocet rozlozte ¢ do kulovych funkei (ukazte, Ze je linearni kombi-
naci Y7 _1,Yi0aYy; ), je tedy vlastnim vektorem kvadratu momentu hybnosti
prislusnym [ = 1, déle dopocitejte sttedni hodnotu z-ové slozky momentu hyb-
nosti (vysledek je 0) a pravdépodobnost naméteni z-ové slozky momentu hybnosti
L, =+ (vysledek je ).
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Cviceni 41 Spoctéte stredni kvadraticke odchylky sloZek polohy a hybnosti kvan-
tové castice pri méreni na stavu popsaném vinovou funkci (1), kde A > 0. Ukazte,
Ze pro tento stav plati

Ay (X A(P) = h/2 (16)
Néavod: Spoéitejte (X)) = 2A , (X2>¢ = % a po dosazeni do patii¢ného
vzorce Ay (X \/; Obdobné najdete A, (P;) = hv/A.

Cviceni 42 Ukazte, Ze v jednorozmeérném pripade podminka
[A- < A >, —ia(B— < B>y)Jyy =0 (17)

pro operdatory A=X,B=P je integrodiferencialni rovnici, jejimiz jedinyms
resenimi jsou funkce
g(r) = Cexp[—Az® + Bx],

ktere jsme nazvali minimdlni vinové baliky.

~ ~

Navod: Prozatim si oznacte (X), = x, (P)y = p a najdéte feSeni patfi¢né
diferencialni rovnice

5}
x) — X1 — ia(—lh%d) —py) = 0.

Na zavér urcete vztah mezi «, integracni konstantou a x, p nalezenim stiednich
poloh (X)y, (P)y a jejich porovnanim s x, p (miizete vyuzit vysledek cviceni 34,
35).

Cviceni 43 Necht Hamiltonian kvantového systému mda cisté bodove spektrum.
Na systému byla nameérena hodnota a pozorovatelné A, kterd md cisté bodové
spektrum a a je nedegenerovand vlastni hodnota. Jakd je pravdépodobnost, Ze
nameérime stejnou hodnotu, budeme-li meéreni opakovat po case t?

Navod: Rozlozime-li ¢, = 9(0) = >, cxt)x, kde 1) jsou vlastni funkce hamil-
tonianu odpovidajici energii Ej, pak s vyuzitim znalosti ¢asového vyvoje vlastnich
funkci hamiltonianu najdeme

Paza(t) = [(¢(0),¢ = |Z g [P F B = Z i |?|c; |2 R Fat,

Cviceni 44 Necht castice hmoty M v jednorozmerné nekonecné hluboke poten-
cialové jamé Siiky 2a je v ¢ase t = 0 popsdna vlnovou funkci, (kterd je superposici
staciondrnich stavi)

Y(z,0) =0, pro |z| >a, ¥(z,0)= sin[%(az —a)| + sm[g(az —a)], pro |z| < a.

Jaka je pravdépodobnost, Ze castice se v caset =0 at = 8];4“

intervalu (-a,0)?

bude nachazet v
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Navod: V pripadé superpozice staciondrnich stavii snadno naleznete casovy
vyvoj, pak staci prointegrovat [|? pies (—a,0) a normovat. Vysledek:

_ _ —843m
t=0...P =—",

_ 8Ma? _ 843w
t=>7. . P =20
Cviceni 45 Necht jednorozmeérnd cdstice v poli harmonického oscilatoru je v
case t = 0 ve stavu

¥(z,0) = Ay + By

kde A, B € R, 1, vlastni stavy energie normalizované k 1. 'V jakém stavu je v
libovolném caset > 07

Navod: Zistava superpozici stavu vy, 11, urcete ¢asovy vyvoj koeficienti linearni
kombinace.

Cviceni 46 Ukazte jak zavisi na case stredni kvadratickd odchylka soutadnice
jednorozmeérného harmonického oscilatoru.

Navod: Jeden z moznych postupt je nasledujici: vyjdéte z vyjadieni ¢ =
cx(t)ak Jvac) a najdéte (jednoduchy) Gasovy vyvoj cx(t). Pak vyjadiete X, X2
pomoci a; a po Gpravach (s vyuzitim a* [vac) = 0, (vacja® = 0) naleznete
(Ay(A))? = K™ + Ky + Kze 2!, kde K, Ky, K3 jsou konstanty zavislé na
pocatetnich podminkéch ¢ (0). Obecné lze tedy Fici, Ze (Ay(A))? vyhovuje difer-
encialni rovnici

f/// + 4w2f' —0.

Cviceni 47 Naleznéte operator rychlosti pro castici v elektromagnetickém poli.

Navod: Cj = %[]f[, Q] = ..., vysledek odpovida dle principu korespondence
(nikoliv ptekvapivé) vysledku v klasické mechanice.

Cviceni 48 Ukazte, Ze vlastni cisla operdtoru ﬁg Jsou iu0|§|. Nagjdeéte vlastni
funkce.

Navod: Vyuzijte toho, ze po nalezeni vlastnich ¢isel jiz vite, Ze rovnice pro
odpovidajici vlastni vektory ma netrivialni feseni, tj. radky matice soustavy jsou

linearné zavislé a tim padem nefesite soustavu, ale jednu rovnici pro 2 neznamé
konstanty.

~2 ~2
Cviceni 49 Ukazte Ze S = %FLQI. Porouvnejte tento vysledek s L .

Vysledek: Odpovidajici [ pro spin je %, tj. spin elektronu je “polociselny”.
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Cviceni 50 Necht pro volnou cdstici se spinem je nameérena hodnota z—ové slozky
spinu s,=h/2. JestliZe vzapéti mérime hodnotu spinu ve sméru, ktery se z—ovou
osou svird thel ©, jaké muzZeme namerit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti?

Névod Najdéte si néjaky operdtor spinu svirajictho se z-ovou osou thel ©

(napf. 2 (cos(©)os + sin(©)oy) ), pifslusné pravdépodobnosti ziskite patfiénymi

skalarnlmy soudiny vlastnich vektorti, vysledky: P(+2) = Lcos© + 1, P(-12) =
1 1

—5C080 + 3.

CviCeni 51 UvaZujte systém (tzv. supersymetricky harmonicky oscildtor) pop-
sany na Hilbertovu prostoru L*(R,dz) ® C? hamiltonidnem

N h2 2 h
H=-"2 Ag14+ ¥ x2®1+—w1®ag.
2m 2
Dadle je dan operator
A 1 . N
Q= 2\/m0'1(P + iwmos X).

Naleznete QT, QZ, [fl,@] a vysledky vyjadrete pomoci operdtori ]:I, Q Jaké
omezeni lze vyvodit z téchto relaci na spektrum hamiltonianu ( tj. zda je shora i
zdola omezené a ¢im )? ( Postaci wvaZovat bodovou ¢ast spektra. )

Navod: Qf = Q, Q? = %E[, [E[, Q] = 0. Omezeni na spektrum ziskame ze
vztahu H = 2Q'Q (pozitivni operator).

Cvigeni 52 Castice se spinem h/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli
smerujicimim ve sméru osy x. V case t = 0 byla namérena hodnota jeji z-ové
slozky spinu +h/2. S jakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalsim case
hodnotu jeji y-ové slozky spinu +h/2?

Vysledek: Pg i = (cos(B””“t) + Sln(B%”t))2 :

CvicCeni 53 Ukazte, Ze pokud vijraz exp[id - & definujeme pomoci fady

o0

explid - o] == Y ~——"— (ia - 5)" (18)

n=0

pak plati
a-a

al

Navod: Spoctéte nejprve (@ - &)? a povsimnéte si, ze je to nasobek jednotkové
matice, pak sumu rozdélte na soucet pres sudé a liché indexy.

explid - ] = cos(|d|) + i sin(|a|) (19)
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CvicCeni 54 Napiste vinovou funkci (%, ) zdkladniho stavu ¢astice v poli Coulom-
bova potencidalu s hodnotou z—ove, resp. x—ove, resp. y—ove sloZky spinu rovné

12,

Néavod: Protoze H je ve spinovém prostoru diagondlni, bude mit zakladni stav
stejnou energii, jako kdyz spin neuvazujeme, a odpovidajici vlastni vektor ma

Qe a

tvar ¢ =  |. Konstanty «, 3 ur¢ime tak, aby to byl soucasné vlastni

Be”

vektor odpovidajici slozky spinu.

Cviceni 55 Najdete energie a vlastni funkce zakladniho a pruniho excitovaného
stavu dvou nerozlisitelngch castic se spinem 0, respektive % v poli harmonického
oscilatoru.

Vysledek:
Spin 0:

1. zakladni stav E = 3hw, nedegenerovany

2. 1. excitovany stav E = 4hw, 3 linedrné nezavislé stavy
Spin %:

1. zédkladni stav E = 3hw, nedegenerovany

2. 1. excitovany stav F = 4fiw, 12 linearné nezavislych stavi

CviCeni 56 Atom uhliku md ctyri valencni elektrony (presvédcte se). MiuZeme
na néj tedy nahlizet jako na systém ctyr elektroni ve sféericky symetrickém poli.
Jaka je pak degenerace jeho zdkladniho stavu?

Vysledek: 15.

CvicCeni 57 Najdeéte v 1. tadu poruchové teorie energii zakladniho stavu atomu
helia.

Navod:
Neporuseny systém ... 2 elektrony v poli jadra, K
porucha ... elektrostaticka interakce mezi elektrony H' = &*/|7(") — 22|,
zékladni stav neporuseného Hy (zdivodnéte a ovéite normalizaci)
p(aD, 7,0, ) = — (4" (@0, V) (@, €)= (@, €0) & (@@, 69))),
kde

U@, 6) = 72 (Z) )" exp(=Zrfa)dea, € =L
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Pii vipoctu B = (¢p|H'|p) vyuzijte (viz Forméanek: Uvod do kvantové teorie)

Z )'P?(cos 9), r<R,r=|Z|,R=y|, 7 = rRcosf
| — 7] =
a
0= = R - L=
By (iiyiiy) = 11 > Vi (i) Yim(7i2), Vil |idy] = 1.

m=—I
Integraly pro m # 0, resp. [ # 0 vymizi (pro¢?), zbyva provést trividlni integraci
pres thly a per partes v rq, ry. Vysledek:

5~2
E = i Ey=EY +EM + ...~ —74,8eV.
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