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Obéavam se, ze neni mozno se naucit kvantovou mechaniku ”potradné a jednou
provzdy”, nybrz ze se jedna o postupny proces. Cilem tohoto textu je predevsim
disledky kvantové mechanického popisu mikrosvéta.

Z tohoto divodu neusiluji o matematickou rigoréznost na soucasné trovni
znalosti, nybrz zhruba o takovou, kterou pouzivali ”otcové zakladatelé”. To sou-
visi i s mym presvédcéenim, ze proces uceni musi do jisté miry napodobovat historii
vyvoje daného oboru.

Lze jen doufat, ze atraktivita fyzikalnich disledkd a ”paradoxi” kvantové
mechaniky uvedenych v této prednaSce bude motivaci ke studiu matematickych
struktur nutnych k jeji presnéjsi matematické formulaci (viz napt [1]) a tim i k
hlubsimu pochopeni.
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1 Charakteristické rysy kvantové mechaniky

Technicka dokonalost pristroji a metod dosadhla na prelomu 19. a 20. stoleti
takové kvality, ze bylo mozno zkoumat fyzikdlni jevy, na které maji podstatny
vliv elementarni procesy na tirovni atomi. (t.j. pfi charakteristickych rozmérech
1071 m a hybnostech fadu 10~2! kg m/s.). Pfi jejich zkouméni se objevuji nové
fyzikalni objekty jako elektron ¢i foton, které nemaji ani Cisté Casticové
ani Cisté vlnové vlastnosti. Mizeme je nazyvat kvanta (odtud kvantova
mechanika — mechanika kvant) ¢i kvantové ¢astice. Teoreticko—fyzikalni popis
takovych objekti je obsahem kvantové mechaniky.

Vzhledem k tomu, ze s mikroskopickymi jevy a procesy neméame piimou
smyslovou zkusenost, chybi ndm pro jejich popis prirozeny jazyk. Pomahame
si proto pojmy znadmymi z makrosvéta, které ale nemusi byt vzdy adekvatni.
(Prikladem toho jsou naptiklad rizné pokusy vysvétlit pojem spinu analogiemi
s momentem hybnosti.) Dokonce se zda, ze pfi popisu jevi v mikrosvété nékdy
selhava i prirozend intuice a tzv. zdravy rozum. To ale nemusi byt prilis prek-
vapivé, nebot i ty jsou extrapolaci a zevSeobecnénim zkuSenosti z makrosvéta.
Je proto tifeba jako vzdy se nakonec uchylit k matematice a konfrontaci teorie s
experimentem.

Hlavnim matematickym néstrojem kvantové mechaniky je funkcionalni ana-
Iyza, nebot fyzikdlni stavy jsou popsany prvky Hilbertova prostoru a pozorova-
telné linearnimi operatory na ném. Jakkoliv se zda tento popis pii prvnim setkani
neprirozeny a abstraktni, je jediny znamy, ktery dava spravné predpovédi.

Predpovédi kvantové mechaniky maji témér vyluéné statisticky charak-
ter. Predpovidaji pouze pravdépodobnosti fyzikalnich jevi, nikoliv jejich de-
terministicky vyvoj. Tento statisticky charakter neni disledkem matematického
popisu predpokladané nedokonalosti nasich ptistroji, nybrz, jak uvidime pozdéji,
je primym disledkem postulatt kvantové mechaniky tzn. matematického popisu
mikrosvéta.

Cviceni 1 Jaka je pravdépodobnosti nalezeni klasického jednorozmeérného oscila-
toru s energii E v intervalu (z,x 4+ dx) ¢ Co potrebujeme zndt, chceme-li tento
pravdépodobnostni vijrok zménit v deterministickou predpoveéd?

Jako kazda fundamentalné nova teorie, i kvantova mechanika méni nase pred-
stavy o vlastnostech materidlniho svéta. Relace neurcitosti, které jsou jejim
disledkem, predstavuji fyzikalni zdkon, ktery omezuje moznosti poznani prirody
a ma nemaly vliv na filosofické aspekty védy.

Studium kvantové mechaniky a jeji postupné chapani je ndroc¢né nejen kviili
nutnosti naucit se mnoho novych fakti a matematiky, ale i kviili psychologické
bariére, kterda vznika, kdykoliv se setkdme s nécim, co nas nuti opustit zazita
schemata pramenici z extrapolace kazdodenni zkuSenosti.



2 Zrod kvantové mechaniky

Zakladni tlohou v8ech odvétvi teoretické fyziky (mechaniky, elektfiny a mag-
netismu, termodynamiky, ...) je popis mnoziny stavi a urceni ¢asového vijvoje
fyzikalnich systémi. Jinymi slovy to znamend urceni méfitelnych velic¢in tzv. po-
zorovatelnych, které jsou pro zkoumany systém relevantni, a predpovézeni vyvoje
jejich hodnot. Jejich prikladem je poloha, hybnost, energie, elektrickd a magnet-
ickd intenzita, teplota, objem atd.

Klasicka fyzika popisuje pozorovatelné jako funkce na prostoru stava. Jejich hod-
noty pro dany stav jsou presné uréeny a fyzikalni zdkony urcujici jejich ¢asovy vyvoj
jsou popsany diferencidlnimi rovnicemi. Timto zpiisobem lze popsat Sirokou tfidu jevi,
ve kterych interaguji jak hmotné objekty, tak fyzikdlni pole ¢i zafeni. Rozsah téchto
jevu je tak velky, ze na konci minulého stoleti se zdalo, ze vyvoj fyziky je ukoncen, ze
zname vSechny fyzikalni zékony. Bohuzel ¢i bohudik se ukazalo, Ze to neni pravda, a Ze
klasicka fyzika nedokaze bezesporné popsat nékteré jevy, ke kterym dochézi v diasledku
interakci na atomarni Grovni.

CvicCeni 2 Popiste jednorozmerny harmonicky oscildtor Hamiltonovskou formu-
lact Klasickeé mechaniky. Napiste a vyreste pohybové rovnice. Napiste rovnici pro
fdzové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikalni veliciny jsou urceny?

Zakladni fyzikalni objekty — hmota a zareni — jsou v klasické fyzice pop-
sany zcela odliSnym zptsobem. Hmotné objekty jsou lokalizované a ridi se
Newtonovymi pohybovymi rovnicemi, zatimco zatfeni je nelokalizované a ridi se
Maxwellovymi polnimi rovnicemi. Dochdazi u néj k vlnovym jeviim napt. inter-
ferenci a ohybu.

V makrosvété je toto rozliseni plné opravnéné a odlisny zptisob popisu kvali-
tativné riznych objekti zcela logicky. Pokusy provadéné pocatkem tohoto stoleti
vsak ukazaly, ze pro popis objektt v mikrosvété jsou ptivodni predstavy nead-
ekvatni, ba dokonce vedou k predpovédim které jsou v rozporu s pozorovanimi.

Ptikladem takového rozporu je Rutherfordiv planetdrni model atomu, ktery pred-
pokladé, ze zaporné nabité elektrony obihaji okolo kladné nabitého jadra podobné jako
planety okolo Slunce. Podle této predstavy jsou elektrony klasické, elektricky nabité (na
rozdil od planet!) ¢astice. Problém je vSak v tom, Ze z teorie elektromagnetického pole
pak vyplyvé, ze by pfi pohybu po zakiivené draze mély produkovat elektromagnetické
zareni na tkor své vlastni mechanické energie.

Predpovédi klasické teorie tedy je, ze atomy by mély produkovat zareni se
spojitym spektrem energii a mély by mit kone¢nou, dokonce velmi kratkou (cca
10712 sec) dobu Zivota. Obé tyto piedpovédi jsou v rozporu s pozorovanim.
Smifit tento rozpor teorie a experimentu se podarilo az kvantové mechanice za
cenu opusténi nékterych zdanlivé prirozenych predstav, v tomto pripadé elektronu
jako ¢éastice pohybujici se po néjaké draze.

Cviceni 3 Spoctéte charakteristickou dobu Zivota elektronu v atomu vodiku pokud
jej povazujeme za klasickou éastici pohybugjici se po kruhové drdze o (Bohrové)
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poloméru a =~ 107 m. (viz [2], priklad 9.52)

K dalsim klasicky nevysvétlitelnym jeviim, jez staly u zrodu kvantové mecha-
niky patii Planckova formule pro zareni cerného télesa, fotoefekt a Comptoniv
rozptyl elektront, které popiseme v pristich podkapitolach. Ukéze se, ze pro jejich
vysvétleni se budeme muset vzdat i predstavy o ¢isté vlnové povaze elektromag-
netického zareni.

2.1 Planckiav vyzarovaci zakon

Jednim z problémi klasické fyziky je popsat spektralni rozdéleni intenzity zareni
tzv. absolutné ¢erného télesa, presnéji jeji zavislost na frekvenci zareni a teploté
télesa.

Absolutné cerné teleso, tzn. téleso které neodrazi zadné vnéjsi zareni, lze
realizovat otvorem v dutiné, jejiz vnéjsi stény jsou ohraty na jistou teplotu 7.
Takto zahtata dutina vyzaruje elektromagnetické zafeni, jehoz experimentalné
zmérené spektralni rozdéleni je v rozporu s klasickym popisem tohoto jevu.

Oscilaci atomi stén dutiny zahtraté na teplotu T se v dutiné vytvari elektro-
magnetické pole (viz [2] Kap.8), jez je zdrojem zaFeni cerného télesa. Jeho slozky

—

E(Z,t), B(#,t) musi spliiovat MaxwellovyLorentzovy rovnice beze zdroji

, )
divE =0 tB— ——— =0. 1
iv , TO 2 5 (1)
. . 0B
leB = 0, rOtE + W = 0 (2)

a okrajové podminky, které vyzaduji, aby tecné slozky elektrického a normaéalové
slozky magnetického pole byly na sténach dutiny nulové, tj.

N-H=0, NxE=0, (3)

kde N je jednotkovy vektor smérujici ve sméru normdly ke sténé dutiny. Jako
prvni krok odvozeni Planckova zakona ukazeme, ze takovéto pole je ekvivalentni
systému neinteragujicich harmonickych oscilatorii.

Necht E, B vyhovuji podminkim (1)(3). Z IL serie Maxwellovych ~Lorentzovych

rovnic plyne, Ze elektromagnetické pole lze popsat ¢tvefici potenciali (¢(Z, t), ff(f, t))
zpusobem
DA
ot
Pro Maxwellovy rovnice beze zdroji lze kalibra¢ni transformaci dosdhnout toho,
ze elektromagnetické potenciély (¢, ff) splituji ¢ = 0, divA = 0 a okrajové pod-
minky N x A = 0 na sténéach dutiny.

E = —grad ¢/ — , B =rot A. (4)



Kalibra¢ni transformace

oA

Az t) = AT, 1) + grad \(T, 1), (6)
kterd zaruci splnéni vyse uvedenych podminek, je dana funkci A, ktera splhuje
rovnice 0

/
g 7
=5 (7
AN = —divA' (8)

spolu s okrajovymi podminkami na sténach
N x grad A\ = —N x A, 9)

Fakt, ze vSechny tyto podminky lze splnit dostatecné hladkou funkci A je zarucen
rovnici divE = 0 a pozadavky na tecné a normdalové slozky intenzit na sténdch
dutiny.

Predpokladejme déale, ze dutina ma tvar krychle o hrané L. Rozlozime slozky
vektorového potenciadlu do trojné Fourierovy fady (viz napt. [3]).

Ai(Z,t) = D Qu(mh,t) cos(myzym/L) sin(mozom/L) sin(mszsm/L) (10)

= 73
mezy

Ay(Z,t) = Y Qo t) sin(myxym/L) cos(maxem/L) sin(maxsm/L) (11)
mezZ
A3 (Z,t) = Y Qs(mi,t)sin(myzi7/L) sin(moxem/L) cos(mazsm/L) (12)
meZ3,
Dtvod pro tento specalni vybér Fourierova rozvoje je nasledujici: Okrajové pod-
minky N x A = 0 na sténach krychle implikuji

Al(xlax%oat) = 07 A1(£U1,0,373,t) - O

takze funkci A;, lze rozsifit na interval < —L,L > x < =L, L > x < —L,L >
jako spojitou funkci lichou v proménnych xq,z3. O hodnotach A;(0, zy, x3) 7ad-
nou informaci nemame, mizeme ji nicméné prodlouzit sudé v wx;. Fourieriv
rozklad liché spojité funkce na intervalu < —L, L > lze provést pomoci funkci
sin maw /L, zatimco rozklad sudé funkce pomoci funkei cos mam /L. Odtud plyne
moznost rozkladu (10). Dulezité je, ze podminka

A1($1,$2,L,t) = 07 A1(£U1,L,£U3,t) =0



neklade na koeficienty rozvoje zadné dodatecné omezeni na rozdil od pripadu,
kdybychom wuzili jiné typy rozvoji, napf. pomoci funkci cos mzm/L pro suda
rozsiteni A; v x9,x3. Stejnou argumentaci dostaneme rozklady funkci Ay, A3
zpusobem (11,12).

Z rovnic pro potencialy ve vybrané kalibraci

1 02

Sapdi— bAi=0, (13)

které dostaneme z (1), pak plyne, Ze koeficienty ij(t) = Q(m,t) pro m € Z*
(trojice celych nezédpornych ¢isel) spliiuji jednoduché rovnice

— —

Qi+ wiQm =0 (14)
kde e
Wi = 7 mi +mj +mj (15)

a c je rychlost svétla.
Kalibra¢ni podminka divA = 0 prejde na tvar

1M Q= 0 (16)

ze kterého plyne, ze pro kazdé m € Zf’r existuji dvé linearné nezavislé funkce
Q% (t), a = 1,2 splhujici (14,16), coz odpovidd dvéma polarizacim elektromag-
netického zareni.

CviCeni 4 Ze vzorci (10)-(12) odvodte formule pro slozky elektrického a mag-
netického pole E(Z,t), B(Z,1).

Energie elektromagnetického pole

1 — 1 —
== E* + —B%d
E 9 /(60 + 10 ) |4

po dosazeni (10)—(12) a integraci pfejde na tvar

=YY (@ Q). (17)

EZ304 1,2

Z rovnic (14,17) vidime, Ze elektromagnetické pole v uzaviené dutiné je ekvi-
valentni soustavé nezavislych harmonickych oscilatori (stojatych vin) ¢islovanych
vektory m € Z7.

Elektromagnetické intenzity nejsou plné urceny, nebot nejsou dény zadné
pocatecni podminky. Na druhé strané vSak vime, ze elektromagnetické pole je
v termodynamické rovnovaze se sténami dutiny o teploté 1" a lze jej tedy pop-
sat metodami statistické fyziky. Z tohoto hlediska je mozno na elektromagnetickée



pole v dutiné pohliZet jako na soubor oscilatoru, pricemz kaZdy z nich muZe inter-
akci s termostatem nabyvat ruznych energii. Nas budou zajimat stfedni energie
(v, T) oscilatori s frekvenci vz = w;/(27) pii teploté T, nebot energii elektro-
magnetickych vin, jejichz frekvence lezi v intervalu < v, v+dv >, pak lze spocitat
jako soucet stfednich energii oscilatort s frekvencemi v témze intervalu.
Vzhledem k tomu, Ze energie elektromagnetického pole (17) je ddna sou¢tem
energii jednotlivych oscilatort, jejichz pohybové rovnice (14) jsou vzdjemné ne-
zavislé, muzeme predpokladat, ze statisticky soubor oscilatori se ridi Boltzman-
novou statistikou s rozdélovaci funkei.
P=Aeir =[] P2

m?

P& o e~ B/ KT (18)

S

,Q

kde k je Boltzmannova konstanta k = 1.38 x 10~%J/grad.

Jednotlivé oscilatory jsou c¢islovany celoc¢iselnymi vektory m a smérem po-
larizace a. Prifadime-li kazdé dvojici oscilatori s pevnym 7 bod v Z3, pak v
disledku (15) mnozina oscilatort s frekvencemi v intervalu < v, v 4+ dv > lezi v
jednom oktantu kulové slupky polomeéru % a tloustky %du v prostoru vektori
v Z3. Pocet oscilatoril s frekvencemi v intervalu < v,v + dv > je pak roven
dvoj-nasobku (kviili polarizacim) po¢tu bodi v této slupce, tedy
1 /2L0\°
n(v) =2 3 <7> drPdy = Vi—;rVQdV, (19)
kde V' je objem dutiny a ¢ je rychlost svétla. Hustota energie oscilatort (elektro-
magnetického pole) pfipadajici na zminény interval frekvenci tedy je

3
p(v,T)dv = €(v,T) C—Z—Z/lej (20)

Predpoklddédme-li, Ze se jedna o klasické oscilatory, jejichz energie mize nabyvat
libovolnych kladnych hodnot E(q,p) = ap? + B¢* a rozdélovaci funkce souboru stavii
oscilatoru danych hybnosti p a polohou ¢ je

E(a,p)

P(q7p) =a 67 kT ?

pak stfedni hodnota oscilatorid je nezavislad na v
e(v,T) = kT (21)

a hustota energie pole v dutiné pfipadajici na interval frekvenci < v,v + dv > je

8T 4
p(v,T)dv = 3V kTdv

(Rayleigh—Jeansova formule). Tato rozdélovaci funkce vSak neodpovida experimental-
nim hodnotam pro velké frekvence v. Navic celkova hustota energie elektromagnetic-
kého pole

€= /OOO p(v,T)dv (22)

diverguje.



Cvi€eni 5 Odvodte formuli (21).

Experimentalné namérené hodnoty spektralniho rozdéleni hustoty energie dobte
popisuje funkce navrzena M. Planckem ve tvaru

3
p(,T) = G4 @
ekT —1

kde experimentalné ur¢end hodnota konstanty h = 6.62 x 1073* Js. (Viz obr.1)

2.5
2
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11 11
110 2. 10

Obrazek 1: Spektralni rozdéleni hustoty energie absolutné cerného télesa pro
teploty 900 K, 1100 K, 1300K, 1500 K

Cviceni 6 Napiste rovnice urcujici polohu maxima Planckovy rozdélovaci funkce

pFi dané teploté. Jak se méni poloha mazima s teplotou (Wieniv posunovaci
zdkon)?

Cviceni 7 Urcete priblizne teplotu, pri niz se spektrdalni rozdéleni hustoty energie
zareni cerného télesa spoctené na zdkladée Rayleighova — Jeansova zdkona lisi ve
viditelné oblasti od veliciny mérené o 5 procent. Jak velky je tento rozdil v oblasti
mazxima p pri teéto teploté? Zdvisi pomer této odchylky na teploté?

Cviceni 8 Napiste rozdelovaci funkci hustoty zateni cerného télesa podle vl-
novych délek. Napiste rovnici urcujici jeji mazimum pro danou teplotu.

K odvozeni rozdélovaci funkce (23) je tieba ucinit nasledujici podivny predpoklad
(Max Planck, 1900):

Harmonicke oscilatory, jejichz soubor je z energetického hlediska ekvivalentni
elektromagnetickému poli v dutine, nemohou nabyvat libovolngch hodnot energie,
ale pouze takovych, které jsou celym ndsobkem zdkladniho kvanta energie €qy, tzn.
E, = ney. Zdakladni kvantum energie oscilatoru je umeérné jeho frekvenci.

€0 = €(v) = hv.
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Stavy harmonického oscildtoru jsou tedy ¢islovany kladnymi celymi ¢isly n a
rozdélovaci funkce stavi oscilatoru s frekvenci v a energii E,, je

nhv

P, = A"le %7,

Hodnotu konstanty A dostaneme z normovaci podminky »>° P, = 1. Sectenim

geometrické rady
hy

(0.0
A=Y P 1/[1 — e #f
n=0

-

Stiedni hodnota energie harmonickych oscilatori s frekvenci v je pak

> > nhy 0A h
e(v,T) = Z nhvP, = A7} Z nhye % = A=+ ]=—% v
n=0 n=0 8(5) ert — 1

Energii elektromagnetického pole v dutiné pripadajici na interval frekvenci <
v,v + dv > pak opét spocitame jako soucin stfedni hodnoty energie oscilatort
s frekvenci v a poctu oscilatort s frekvencemi uvniti daného intervalu, z ¢ehoz
dostaneme Planckovu formuli (23).

Celkova hustota energie elektromagnetického pole (22) spo¢itana z takto urcené
rozdélovaci funkce nediverguje a jeji teplotni zavislost odpovida Stefan-Boltzmannovu
zakonu.

8t o B 8 kATt oo g3
T:—h/ V= / dr = KT,
«(T) 3 Jo e;’i—%_ly & h3 Jo w1
kde
_87Tk47r4
~ Bh3 15

Zavér: Rozdélovaci funkci zareni absolutné ¢erného télesa lze odvodit po-
moci predpokladu, ze energie harmonického oscilatoru s frekvenci v mize nabyvat
pouze diskretnich hodnot E,, = nhv, kde h je univerzalni konstanta.

Uvédomme si, ze jakkoliv je tento predpoklad zvlastni, neni v rozporu s nasi
zkuSenosti, nebot diky velikosti Planckovy konstanty h jsou nespojitosti energii
hv i pro velmi rychlé mechanické oscilatory hluboko pod mezi pozorovacich chyb.

Existenci diskretnich hodnot energie se podarilo prokazat i u atomt (konkrétné
rtuti) v serii pokusi Francka a Hertze v letech 1914-1919 (viz [3]).

2.2 Fotoefekt

Potvrzenim Planckovy hypotézy o kvantovém charakteru energie elektromagne-
tického pole bylo i Einsteinovo vysvétleni fotoefektu — emise elektroni stimulo-
vané svételnym zarenim, pozorované poprvé Lenardem v roce 1903.

Popisme tento experiment v pozdéjsim usporadani, které provedl Milikan v
roce 1916 (viz obr.2). Na fotokatodu zapojenou do elektrického obvodu dopada

9



Monochromatické svétlo s frekvenci v

Fotokatoda

Obréazek 2: Milikanovo zapojeni pro méreni fotoefektu

monochromatické svétlo s frekvenci v, kterd se postupné méni. Svétlo produkuje
elektricky proud. Zdroj stejnosmérného napéti je zapojen tak, ze vytvari elek-
trické pole, které vraci elektrony emitované svételnym zarenim zpét.

Pfi jisté velikosti napéti Uy = Us(v) proud prestane prochézet. Experimen-
talné zjisténa zavislost napéti U na frekvenci svételného zareni je linearni.

h
U, = g(y - 1)

Einsteinovo vysvétleni faktu, ze od jisté frekvence nize nejsou fotokatodou
emitovany zadné elektrony (neprochézi proud), spo¢iva v tom, ze v procesu emise
elektronu pisobi vzdy pouze urcité celistvé kvantum zareni — foton, jehoz energie
je ve shodé s Planckovou hypotézou tmérna frekvenci E = hv. (”...the energy of
a light ... consists of a finite number of energy quanta ... each of which moves
wtihout dividing and can only be absorbed and emitted as a whole.”) Kineticka
energie emitovaného elektronu je

Eyin = eUg(v) = h(v — 109) = Efoton — Eion- (24)

Pro frekvence nizsi nez vy = Ej,,/h, kde Ej,, je ionizaéni energie materialu
fotokatody, k emisi elektront nedochdzi ani pfi zvétSovani intenzity zafeni (tim
se pouze zvétSuje pocet netspésnych pokust prekonat ioniza¢ni bariéru), zatimco
pro v > vy ziskavaji elektrony energii (24). Konstanta amérnosti h, zméfena z
fotoefektu se shodovala s konstantou urc¢enou ze zareni ¢erného télesa.
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Odrazeny elektron
Dopadajici foton

Rozptyleny foton

N

Obrazek 3: Rozptyl elektromagnetického zareni na elektronu

Zavér: Existuji kvanta svételného zareni — fotony, kterd plisobi v elemen-
tarnim procesu uvoliujicim jeden elektron. Energie jednoho fotonu je hv kde v
je frekvence odpovidajiciho zareni a h je konstanta urcend z Planckova vyzafo-
vaciho zakona.

Cviceni 9 Kolik fotoni za vterinu emituje stowattovad sodikovd vybojka magici
30 procentni svételnou ucinnost? Kolik z nich se dostane do oka pozorovatele ve
vzddlenosti 10 km? (Polomér ¢ocky oka je asi 5 mm.)

2.3 Comptoniv rozptyl

V roce 1923 provedl A.H. Compton pokus, ktery mél odhalit, zda se kvanta
elektromagnetického zatreni chovaji jako castice, tzn. zda vedle energie maji téz
definovanou hybnost. V tomto pokusu byl méfen rozptyl elektromagnetického
(rentgenového) zareni na grafitu, v jehoz krystalické m¥izi jsou elektrony relativné
volné.

Podle klasické teorie je elektromagnetické zafeni pohlcovano latkou a pak opét
vyzareno. Pritom dochdzi k predani hybnosti latce (tj. vSem elektrontim soucasné),
coz se interpretuje jako tzv. tlak svétla. V klidové soustavé elektronu pak dojde k emisi
zateni se stejnou vinovou délkou a nulovou stfedni hybnosti. V laboratorni soustavé,
ve které maji elektrony hybnost 138 a energii E,, pak pozorujeme podle Dopplerova
principu zménu vlnové délky zaieni

cP,

(AA)klas = >\0 m

(1 — cosO), (25)
kde Ay je délka dopadajici vlny, © je thel, pod kterym pozorujeme emitované zafeni,
E,, P, jsou velikost energie a hybnosti elektronu, které s délkou ozarovani rostou.
Podivejme se jak bude tento jev probihat, pokud se fotony na atoméarni irovni
chovaji jako ¢astice s danou energii a hybnosti (viz Obr.3). V tom pfipadé je
tfeba elementarni proces rozptylu zareni popsat jako srazku dvou ¢astic, fotonu
a elektronu (”... when an X-ray quantum is scattered it spends all of its energy
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and momentum upon some particular electron.”), pfi které se celkova energie a
hybnost zachovava.

€vy + mec® = ¢, + F, (26)
ﬁllo +0= ﬁu +ﬁea (27)
kde
. meT, mec?

Pe = —FF/—/—/—/———, E Y et
‘ V1 —v2/c? ‘ V1 —wv2/c?
€, = hv, |py| =hv/c=h/\
a v, je rychlost odrazeného elektronu. Ze zakona zachovani hybnosti plyne

2

(Dy — @)2 = g(l/2 + l/g — 21y cos O) =
- m?ﬂ)?

2/ 2 2 2
Do = 57 = E;/c" —m;c.
1—v2/c

Pouzijeme-li jesté zakon zachovani energie, pak algebraickymi tipravami dostaneme

h (1 —cos©), (28)

MeC

)\—)\0:

coz je vzorec pro vinovou délku emitovaného zareni v zavislosti na thlu emise pro
pocatecni nulovou hybnost elektronu. Veli¢ina % se Casto nazyva Comptonova
vinovd délka elektronu. Jeji hodnota je 2.4 x 10~2m.

Predpokladame-li, Ze opakovanym rozptylem EM zareni ziskaly elektrony hyb-
nost rovnobéznou se smérem dopadajiciho zareni velikosti P., pak vzorec pro
Comptonovsky rozptyl se zméni na

()\Ope + h)C

\/m2ct + P2¢? — P.c

Pro P, > h/\ dostavame klasickou formuli (25). Comptonovy vzorce (29) resp.
(28) se vSak experimentéalné potvrdily i pro kratkovlné rentgenovské zareni.

Zavér: Kvanta svételného ¢i obecnéji elektromagnetického zareni maji nejen
definovanou energii, ale i hybnost, jejiz velikost je nepfimo tmérna vinové délce
zaveni [p] = h/A\.

A=A = (1 —cos O). (29)

Cviceni 10 Urcete hybnost fotonu viditelného svétla a Rontgenova zdreni.

Cviceni 11 Jakou vinovou délku ma elektromagnetické zateni, jehoZ zdrojem je
elektron — pozitronovd anihilace

et +e  —y+7y
v klidu?
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2.4 Shrnuti

Z vyse uvednych vysvétleni experimentalnich fakt plyne, ze v mikrosvété, tj. pri
zkouméani atomarnich jevii:

1. Existuji fyzikalni objekty — kvanta, kvantové castice — majici jak vlnovy
tak casticovy charakter.

2. Mnoziny hodnot nékterych fyzikalnich veli¢in, napt. energie ¢i momentu
hybnosti, mohou byt diskrétni tzn. tyto veli¢iny se mohou ménit pouze o
konecné prirustky.

Tato podivuhodna experimentalni fakta se nepodafilo vysvétlit metodami kla-
sické fyziky, ale bylo nutno vybudovat novou fyzikalni teorii a pouzit nové matem-
atické struktury a techniky. To vedlo ke zrodu kvantové teorie, kterd se obecné
zabyva Sirokou tfidou mikroskopickych fyzikalnich systémi.

Z pedagogickych divodli zacneme jeji vyklad popisem jedné kvantové cas-
tice bez vazeb, jejimz typickym reprezentantem je napriklad elektron. Pfti studiu
kvantové teorie je tfeba mit na mysli, ze jako u kazdé fyzikdlni teorie se ne-
jedna o odvozeni ve smyslu, na ktery jsme zvykli z matematiky, nybrz
o sérii rozumnych navrhu a predpokladt vedoucich k predpovédim, je-
jichz spravnost musi provérit experimenty. Ostatné, klasickou mechaniku
Newton také neodvodil, nybrz postuloval.

2.5 De Broglieova hypotéza a Schrédingerova rovnice

Z vysvétleni experimentalnich fakt v predchozich kapitolach plyne, Zze pii zk-
oumani atomarnich jevi zareni prestava mit Cisté vinovy charakter a chova se
v nékterych aspektech jako soubor castic. Zda se tedy uzitecné zavést novy
fyzikalni pojem — kvantové ¢astice — popisujici fyzikalni objekty vyskytujici se na
atomarnich a nizsich Grovnich.
Pod vlivem poznatkii o dudlnim ¢asticové—vIinovém charakteru svétla De Broglie

v roce 1923 usoudil, ze tento dualismus je vlastnosti vSech mikroskopickych ob-
jekti a ze nejen elektromagnetické zafeni, ale i hmotné objekty (napi. elektrony)
se mohou chovat bud jako vlna nebo jako ¢astice, podle toho jaké jevy, v nichZ se
ucastni, zkoumame. Vyslovil hypotézu, ze pro popis jevi na atomdarni urovni je
treba priradit volnym kvantovym casticim s hybnosti p a energit E — nikoliv bod
fazového prostoru nybrz rovinou monochromatickou vinu V5 g, jejiz frekvence je
(stejné jako pro foton) dmérnd energii a jejiz vinova délka je nepFimo dmérnd
hybnosti castice, presnéji funkci

Vpp(Z,t) = Ae%(ﬁf_Et), (30)

kde A je zatim neurfend konstanta a i := h/27 = 1.054572 x 10734 Js.
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Abychom plné docenili hloubku a smélost této hypotézy, je tieba si uvédomit,
ze v té dobé nebyly znamy zadné pokusy dokazujici vinové vlastnosti hmotnych
¢astic jako je ohyb, ¢i interference. Ty se objevily az o nékolik let pozdéji, pti
zkouméani rozptylu elektronti na krystalech.

Cviceni 12 Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglieovy viny pro molekulu
kysliku ve vzduchu vaSeho pokoje a pro cdstici o hmotnosti 10 g pohybujici se
rychlosti zvuku.

Cviceni 13 Podle de Broglieovy hypotézy urcete ohyb zpisobeny priletem tenisového
micku (m = 0.1 kg) obdélnikovitym otvorem ve zdi o rozmérech 1 x 1.5 m.

Cviceni 14 Na jakou rychlost je treba urychlit elektrony aby bylo mozno po-
zorovat jejich difrakci na krystalové mrizi s charakteristickou vzddlenosti atoma
0.1 nm?

Je-1i vztah mezi hybnosti kvanta a jeho energii stejny jako u klasické volné
castice E = p?/2m (pfipadné E = /p?c? + m2c* pro kvantum pohybujici se
rychlosti blizkou rychlosti svétla), pak to znamena 7e de Broglieova vina nespliuje
vlnovou rovnici (13), ktera plyne z teorie elektromagnetického pole. Otazkou tedy
je, zda a jakou rovnici splhuje. Tuto rovnici nasel v roce 1925 E. Schrodinger a
nese jeho jméno.

K odvozeni rovnice pro de Broglieovy vlny je nejsnazsi vyjit z vyse uvedenych
klasickych vztahii mezi energii a hybnosti, které vlastné predstavuji disperzni
relace, a pouzit identity

L 0 L 0
pity = _ma—xi% Ey = Zhad) (31)

plynouci z popisu kvant ptislusnou de Broglieovou vlnou. Odtud jiz celkem pfi-
mocafe dostaneme rovnici pro de Broglieovu vinu

oy i pr i , 02
o T am? T o 2 )Y (32)

E. Schrodinger postuloval platnost rovnice

o E

- - ;= 33
5 =Y (33)
i pro kvantovou c¢astici, kterd se pohybuje pod vlivem sil danych potencidlovym
polem V(Z). Diferencialni rovnice pro vlnovou funkei takovéto kvantové ¢astice

se obvykle piSe ve tvaru

ih% = — I Ny 4+ V(2) )
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anazyva se Schrodingerova rovnice. Linearni operator na pravé strané Schrodingerovy

rovnice )

i=-T" A7 (35)

2m
se nazyva hamiltonidn. (Pouzili jsme zde obvyklé konvence ucebnic kvantové
mechaniky, ze symboly pro operéatory jsou oznaeny stiiskou.)

Resenim Schrédingerovy rovnice (32) pro ”volnou kvantovou Eéstici” (coZ
miiZze byt napt. elektron pohybujici se mimo elektromagnetické pole) neni pouze
de Broglieova vlna, ale i mnoho jinych funkci ¢tyr proménnych. Diky linearité
Schrodingerovy rovnice je feSenim (32) i linearni superpozice de Broglieovych vin
odpovidajicich riznym hybnostem

0@ 1) = [ D, (36)

To je velmi dilezité, nebot monochromatickd vlna (30) ma jenom nékteré vlast-
nosti odpovidajici volné ¢astici, totiz rovnomérnou a primocarou rychlost sireni,
ale nedava zadnou informaci o jeji poloze. Chceme-li do vinového popisu ¢astice
zahrnout i dalsi jeji vlastnosti, napt. lokalizovatelnost v urcité ¢asti prostoru,
pak musime pouzit jiny typ feSeni nez je ¢ista de Broglieova vina.

Cvi€eni 15 Necht V(&) = 0 (volnd castice) a vinovd funkce éastice ma v case
to ("lokalizovany”) tvar

g(Z) = C exp[—AZ? + Bi] (37)

Pomoci Fourierovy transformace urcete fedeni Schridingerovy rovnice (Z,t),
které v case ty md tvar g(Z), tj. spliiuje pocdtecni podminku (%, ty) = g(Z), kde
Re A>0, BeC? CeC.

CviCeni 16 Necht)(x,y, z,t) je feSenim Schridingerovy rovnice pro volnou ¢ds-
tici. Ukazte, Ze

Dy, 2.1) = exp[—i%(zt + gB/6)] b(a, g, =+ gi2/2,1)

je 1eSenim Schrodingerovy rovnice pro cdstici v homogennim gravitacnim poli
(Avron-Herbstova formule). Je mozZné tuto formuli a jeji pouZiti néjak zobecnit?

2.6 Bornova interpretace vinové funkce

Jakmile se objevila Schrodingerova rovnice, ktera vedle de Broglieovy vlny pripousti
i mnoho dalSich FeSeni, vznikla pfirozené otazka, jaky je jejich vyznam, neboli
problém fyzikdlni interpretace reseni Schridingerovy rovnice.
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Zatimco reSeni pohybovych rovnic klasické mechaniky jsou snadno a prirozené
interpretovatelna jako drahy hmotnych bodi v prostoru, fyzikalni vyznam reSeni
Schrodingerovy rovnice je na prvni pohled nejasny. Problém interpretace jesté
navic komplikuje fakt, ze Schrodingerova rovnice je rovnici v komplexnim oboru,
takze jeji feseni jsou komplexni funkce. Podotézkou tohoto problému pak je, zda
vSechna teSeni jsou fyzikalné upotiebitelna.

Po mnoha marnych pokusech interpretovat feseni Schrodingerovy rovnice jako
silové pole obdobné elektromagnetickému ¢i gravitacnimu byla navrzena jeho
statistickd interpretace (Max Born, 1926):

Reseni Schrédingerovy rovnice udava ¢asovy vyvoj pravdépodob-
nosti nalezeni €astice v ruznych oblastech prostoru: Je-li ¢(z,y,z,t)
reSeni Schrédingerovy rovnice popisujici kvantovou ¢astici, pak kvadrat
jeji absolutni hodnoty [¢(z,y,z,t)|> je tmérny hustot& pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice v okamziku ¢ v misté s kartézskymi souradnicemi
(x,y,2). (Bornav postulat)

Cviéeni 17 Cemu je umeérnd pravdépodobnost nalezeni cdstice popsané de Bro-
glieovou vinow (30) v oblasti (x1,22) X (Y1,Yy2) X (21,22) ?

Cviceni 18 Cemu je umérnd hustota pravdépodobnosti pro feseni

&~ B/(2A)

B(T,1) = Cefrx(t) 2 exp{—A e

} (38)

21AR

x(t) =1+

z prikladu 15 pro A > 0% Jak se méni poloha jejiho mazima s ¢asem? Cemu je
rovna jeji stredni kvadratickda odchylka? Jak se méni s casem? Za jak dlouho se
zdvojnasobi "sirka” vinového baliku pro elektron lokalizovany s presnosti 1 ¢cm a
pro hmotngj bod o hmoté 1 gram jehoZ tézisteé je lokalizovdno s piesnosti 10~ 5m?

(t —to)

Jakd omezeni klade Borniiv postulat na teSeni Schrodingerovy rovnice? Pravdé-
podobnost nalezeni ¢4stice v oblasti O C R? je timérné

| 10,2, 0) Pdwdyds.
Koeficient imérnosti je mozno nalézt z pozadavku, aby pravdépodobnost nalezeni

castice "kdekoliv” se rovnala jedné. Tuto podminku lze snadno splnit, polozime-li
hustotu pravdépodobnosti rovnou

w(z,y, 2, t) = A@W) " (@, y, 2, ), (39)

AW) = [ [0y, 2, 0)dedydz, (40)
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pokud tento integral existuje.
Fyzikalné snadno interpretovatelnd jsou tedy takova feSeni Schrédingerovy
rovnice, kterd spliuji

/3 [U(2,y, 2, t)Pdrdydz < co. (41)
R

Témi se budeme v nésledujicim textu zabyvat predevsim.

3 Popis stava kvantové castice

Schrodingerova rovnice ma v kvantové mechanice stejnou roli jako Newtonova
rovnice v mechanice klasické, popisuje ¢asovy vyvoj fyzikalniho systému.
Matematicky jsou vsak typy obou rovnic odlisné. Zatimco Newtonovy rovnice
jsou soustavou obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic, Schrodingerova rovnice je par-
cidlni diferencialni rovnici. Z tohoto rozdilu plyne i odlisny zptisob popisu stavu
v daném okamvziku v klasické a kvantové mechanice.

3.1 Stavovy prostor

Stav klasického systému v daném okamziku je ur¢en hodnotou vSech poloh a rychlosti
¢i poloh a hybnosti jednotlivych hmotnych bodt. Znalost okamzitych hodnot pak
jednoznacné urcuje teSeni pohybovych rovnic. Prfirozend otézka je, jak popsat stav
kvantové castice.

Schrodingerova rovnice je parcialni linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu v case
a jeji feSeni je (pfi danych okrajovych podminkéch) urcéeno volbou pocatecni
podminky (Z,t = t;) = g(&). tj. funkei g. Pfijmeme-li predpoklad, ze
Schrodingerova rovnice (34) popisuje ¢asovy vyvoj kvantové ¢astice, pak dochazime
k zavéru, ze okamzity stav kvantové c¢astice je urcen komplexni funkci
t¥i proménnych (Jak zvlastni!). Této funkci se obvykle ¥k stavovd ¢i vinova
funkce castice.

Bornova interpretace feSeni Schrédingerovy rovnice klade na stavové funkce
jistd omezeni. Podminka (41) plati pro libovolny ¢as t a musime proto pozadovat,
aby kazda funkce ¢(Z) popisujici stav kvantové ¢astice spliiovala podminku (' =
(z,y,2))

/R (@) P < oo, (42)

Tyto funkce nazyvame kvadraticky integrovatelné (na R? s mirou d>z). Mimo to
funkce g a Cg, kde C je libovolné komplexni ¢islo davaji stejnou pravdépodob-
nostni interpretaci a popisuji tedy tentyz stav kvantové castice.

Cviceni 19 Jaka je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve vzda-
lenosti (r,r + dr) od jadra, je-li popsan (v case ty) funkci

g(,y, 2) = Ae V&It oo, (43)
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kde ag = 0,53 x 10°% c¢m je tzv. Bohriv polomeér vodiku? Viz [4].

Diky Minkovského nerovnosti

(1 + gl < ([ 17Pae) + ([ lgPda)?

tvori kvadraticky integrovatelné funkce linedrni prostor. Odtud plyne tzv. prin-
cip linearni superpozice stavii kvantové mechaniky jedné c¢astice: Miize-
li se cdstice nachdzet ve stavech popsangch funkcemi i, 9, pak existuje stav
popsany funkci ay + by, kde a,b jsou libovolna komplexni cisla.

Cviceni 20 Lezi minimalizujici vinovy balik ve vijse uvedeném prostoru? Pres-
néji, je funkce g ze cviceni (15) kvadraticky integrovatelnd?

Cvi€eni 21 Lezi de Broglieova vina (30) ve vyse uvedeném prostoru?

Na linedrnim vektorovém prostoru stavovych funkei splitujicich podminku (41)
je mozno zavést jesté bohatsi matematickou strukturu, kterd ma pro konstrukei
kvantové mechaniky zasadni vyznam. Ukazeme totiz, Ze tento prostor (po jisté
faktorizaci) je Hilbertiv, coz pak pouzijeme k predpovédi vysledku méteni fyzikal-
nich veli¢in provedenych na kvantovém sytému v daném stavu.

3.1.1 Matematicka vsuvka 1: Hilbertovy prostory

Vice ¢i méné zevrubné pouceni o Hilbertovych prostorech je mozno najit v mnoha
ucebnicich (viz napt. [1] a citace tam uvedené). Zde uvedeme jen zakladni definice
a fakta, kterd budeme pouzivat v této prednasce.

Definice 3.1.1 Sesquilinedrni formou na kompleznim linedrnim vektorovém prostoru
V' (ne nutné konecné rozmérném) nazveme zobrazeni F 1V x V. — C spliugjict

F(f+gvh) :F(fvh)+F(gvh)v F(fvg+h):F(fvg)+F(fah)a

F(afag) :a'*F(fvg)v F(fvag) :a'F(fag)a

kde a € C f,g,h € V a hvézdicka znamend komplexni sdruZeni.

Piiklad: Na linedrnim prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci na RY lze zavést
sesquilinearni formu predpisem

Flgi,00) = (01,02) = [ 01 (@ge(@d"a. (44)

Definice 3.1.2 Zobrazeni F : V x V. — C nazveme symetrickou formou pokud pro
vsechna f,g € V plati

Flg, f) = [F(f,9]" (45)

Cvicéeni 22 Ukazte, Ze sesquilinedrni forma je symetrickd tehdy a jen tehdy, kdyz
F(f,f) € R.
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Definice 3.1.3 Zobrazeni F' : V XV — C nazveme pozitivui formou pokud pro vsechna
f eV plati

F(f,f) = 0. (46)
Pokud navic
F(f,f)=0& f=0, (47)
pak tuto formu nazveme striktné pozitivni.

Sesquilinedrni forma (44) je pozitivni (a tedy i symetrickd).

Tvrzeni 3.1 Pozitivni sesquilinedrni forma splnuje pro kazZdé f,g € V Schwartzovu
nerovnost

[E(f,9)|* < F(f, [)F(9,9)- (48)

Pritom rovnost nastdvd, pravée kdyz existuje o € C tak, Ze
F(f + g, f + ag) = 0 nebo F(af +g,af +g) = 0. (49)
Diikaz: Necht f,g € V. Pak z pozitivity a sesquilinearity dostaneme pro kazdé g € C

0 < F(f+Bg,f +Bg) = F(f,f) +BF(f,9) + BF(f,9) + 8*F(g,9) (50)

Pokud F(f, f) = F(g,9) = 0 pak volbou = —F(f,g)* dostaneme (48). Ze striktni
pozitivity absolutni hodnoty komplexniho ¢isla plyne F(f,g) = 0 a snadno dokazeme i
druhou ¢ast tvrzeni(a = 0).

Bez ijmy na obecnosti mizeme nadale predpokladat, Ze napf. F(g,g) # 0. Volbou
B = —F(f,9)"/F(g,9) v (50), pak dostaneme nerovnost (48). Druhou ¢ast tvrzeni
dokdzeme takto: Necht plati prvni rovnost v (49). Z nerovnosti

0 < |a*F(g,9) + F(f,9)?
(4

pak plyne |F(f,g)|* > F(f, f)F(g,9), coz spolus (48) dava |F(f, g)|* = F(f, f)F(g,9)-
Pokud naopak tato rovnost plati, pak pro a = —F\(g,f)/F(g,9) je splnéna prvni
rovnost v (49).

Q.E.D.

Definice 3.1.4 Sesquilinedarni striktné pozitivni forma na komplexnim linedrnim
vektorovém prostoru V' se nazyvd skalarni soucin. Linedrni vektorovy prostor
vybaveny skalarnim soucinem se nazyvd unitarni nebo tézZ pre—hilbertiv.

Piiklad: Na prostoru CV lze zavést skaldrni soucin zptisobem

F(z,y) = Ew Y, (51)

Ze cviceni 22 plyne, ze skalarni soucin je symetricky a pouzitim Schwartzovy
nerovnosti je snadné ukéazat, ze indukuje na prostoru V normu ||f|| := \/(f, f) a
metriku p(f, g) == || f — ]|
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Definice 3.1.5 Unitdarni prostor, ktery je (v indukované metrice p) dplny se
nazyvad Hilbertiv.

Piiklad: Prostor CV se skaldrnim soucinem (51) je Hilbertiv.

Sesquilinedrni forma (44) na prostoru kvadraticky integrabilnich funkci neni striktné
pozitivni. Povazujeme-li v8ak funkce lisici se na mnoziné miry nula za ”stejné”, tzn.
provedeme-li jistou faktorizaci (viz [1]), dostaneme opét linedrni prostor oznacovany
obvykle Lo(RY,dz"), na kterém pak (44) definuje skaldrni soué¢in. V normé uréené
timto skaldrnim soucinem je navic tento prostor uplny, a tedy Hilbertiv.

Piiklad: Prostor tfid kvadraticky integrovatelnych funkei na intervalu (a,b) C
R, kde a i b mohou byt i 00 a

(F.9) = [ F()gla)dr

je Hilbertiv.

V dal$im textu obvykle nebudeme rozliSovat mezi kvadraticky integrabilnimi
funkcemi a jim odpovidajicimi tfidami funkei liSicimi se na mnoziné miry nula.
Muzeme tedy shrnout, ze funkce (42) popisujici stavy kvantové Eastice
tvori nekone¢né rozmérny Hilbertiv prostor.

Tvrzeni 3.2 (Rieszovo lemma) Necht ® je spojity linedrni funkciondl na H.
Pak existuje prave jeden vektor go € H takovy, Ze pro vsechna f € H plati

o(f) = (9o, f)-

Toto tvrzeni znamend ze prostor linedrnich funkciondali na H je isomorfni .
Jinymi slovy, Hilbertovy prostory jsou samodudlni: H* = H. Tento fakt je
zakladem tzv. ”bra—ketového formalismu”, ktery je v kvantové mechanice Casto
pouzivan.

Dilezitym pojmem v teorii Hilbertovych prostori, ktery naopak mnohokrat
vyuzijeme, je tzv. ortonormalni baze.

Definice 3.1.6 Vektory z,y v Hilbertové prostoru H nazveme ortogondlni pokud (x,y) =
0. MnoZinu M C H nenulovjch vektori nazveme ortogondlni mnozinou pokud kazZdé
dva jeji rizné prvky jsou ortogondlni. Pokud navic pro kaZdy prvek z mnoZiny M plati
||z|]| = 1 nazveme ji ortonormalni

Definice 3.1.7 Vektor x € H nazveme ortogondlni k mnoziné M C H, pokud (z,y) =
0 pro kazdé y € M. MnozZinu vsech takoviych vektoru nazjvame ortogonalnim doplitkem

mnoziny M a znacime ji M=

Je snadné ukazat, ze ortogonalni doplnék libovolné podmnoziny H je linedrni podpros-
tor H.
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Tvrzeni 3.3 Je-li G uzavieny podprostor H, pak pro kaZdé x € H existuje pravé jedno
YEGaz€EG, tak ez =y + 2.

Disledkem tohoto tvrzeni je existence linedrniho operatoru Eg : x — y, ktery se nazyva
ortogondlni projektor na G.

Definice 3.1.8 Ortonormadlni bazi nazveme ortonormadlni mnozZinu B, jejiz or-
togondlni doplnek je nulovyj prostor, B+ = {0} C H.

Pozor! Poznamenejme, ze ortonormélni baze neni bazi v obvyklém smyslu, totiz
ze libovolny prvek prostoru je mozno zapsat jako kone¢nou(!) linedrni kombi-
naci prvki baze. Jak uvidime, obecny prvek budeme vétSinou schopni zapsat
pouze jako "nekonec¢nou linedrni kombinaci” prvki ortonormalni baze, ktera je

definovdna pomoci konvergence ve smyslu normy ||f|| := (f, f).
Piiklad: Necht (a,b) je omezeny interval v R, ¢ := b —a, m € Z. Funkce
f(z) := c71/2e?mm2/¢ jsou ortonormalni bazi v prostoru tifd kvadraticky inte-

grovatelnych funkei na intervalu (a, b).

Definice 3.1.9 Necht B je ortonormalni baze v Hilbertove prostoru H. Fourierovymi
koeficienty vektoru f € H pro bazi B nazveme skaldrni souciny (b,f), kde b € B.

Hilbertovy prostory, se kterymi v kvantové mechanice pracujeme (napiiklad
Ly(R3, dz?)), maji nejvyse spocetnou ortonormélni bazi B = {e¢;}. V takovychto
prostorech plati pro kazdé f € H

;= f:l(ej,f)ej, (52)
171P =§°:1 (e, )P (53)

Tyto vztahy se nazyvaji Fourieruv rozvoj a Parsevalova rovnost.
V kvantové mechanice hraji dilezitou roli ortonormalni baze, jejichz elementy
jsou vlastni funkce néjakych operatori.

Cviceni 23 Najdéte ortonormalni bazi v C?, jejiz proky jsou vlastnimi vektory

matice
(01
o1 :— 10

Priklady ortonormalnich bazi v nekonecné rozmérnych Hilbertovych prostorech
ukazeme v dalSich kapitolach.
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3.2 Pozorovatelné a jejich spektra

V klasické mechanice je mozno ze znalosti stavu predpovédét vysledek méreni okamzité
hodnoty libovolné mechanické veli¢iny (energie, momentu hybnosti, ...) .

Stav systému (napft. jedné ¢i vice ¢astic) je uréen bodem fazového prostoru (polo-
hou a rychlosti, nebo polohou a hybnosti, podle toho zda pouzivime Newtonovu (La-
grangeovu), ¢i Hamiltonovu formulaci) a fyzikalni veli¢iny — pozorovatelné jsou defi-
novany jako redlné funkce na fazovém prostoru. Hodnotu kazdé mechanické veli¢iny
pro systém v daném stavu dostaneme vyhodnocenim prislusné funkce v odpovidajicim
bodu fazového prostoru. Spektrum hodnot, které pro klasickou ¢astici miZeme namérit
je dano oborem hodnot této funkce. Nap¥. kinetickd energie stavu (), q) je

S IR
Ekin(p, q) = M sz
=1

a jeji spektrum je R.

Tento popis je nezavisly na dynamice tj. na c¢asovém vyvoji systému a je tak
nazorny, ze se mu v klasické mechanice nevénuje témér zadna pozornost. Uvadime jej
zde proto, aby bylo mozné sledovat jak podstatné odlisné matematické struktury se
pouzivaji pro popis téchze kinematickych pojmi v kvantové mechanice.

Otéazka, na kterou chceme odpovédét v tomto paragrafu zni: Jaké matem-
atické objekty pritadime v kvantové mechanice pozorovatelnym? Jak bylo kon-
statovano v minulém paragrafu, stavovy prostor kvantové castice je mnozina
kvadraticky integrabilnich funkci t¥i proménnych. Pokud bychom pozorovatel-
nym prifazovali funkce na tomto (nekone¢éné rozmérném) prostoru, dostali by-
chom klasickou teorii pole, kterd se pro nas cil — popis objekti mikrosvéta —
ukézala neadkvatni. Misto toho kvantova teorie prifazuje pozorovatelnym
samosdruzené linearni operatory na prostoru stavovych funkci. Zpi-
sob prifazeni operatori konkrétnim fyzikalnim velicinam je dan fyzikalni intuici,
dlouholetym vyvojem a naslednym experimentalnim ovérovanim teorie.

Pro sledovani analogii s klasickou mechanikou jsou samoziejmé dilezité ope-
ratory polohy a hybnosti. V kvantové mechanice hmotné ¢astice je kartézskym
slozkam polohy Castice prifazen operator nasobeni nezavislou promén-

(Q¥)(Z) = zj1b(Z) (54)

a kartézskym slozkam hybnosti ¢astice je prirfazen operator parcialni
derivace

(Pjp)(&) = —ih 9L () (55)

833]'

Definici operatoru hybnosti uz jsme de facto pouzili pti odvozovani Schrédingerovy
rovnice (32) z de Broglieovy hypotézy.

Existuje mnoho zdivodnéni pfifazeni (54,55). V kazdém z nich je vSak t¥eba
vyslovit néjaké predpoklady, které jsou vice ¢i méné ekvivalentni (54,55).
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Operatory odpovidajici ostatnim fyzikalnim velicindm majicich klasickou analogii
jsou konstruovany podle principu korespondence, tzn. jsou formalné stejnymi
funkcemi operatort F(Qj, 1%) jako odpovidajici funkce F'(x;, p;) na fdzovém pros-
toru v klasickém ptipadé. Napi. operator celkové energie ¢astice v silovém poli
potencialu V' je

kde A =33 2

J=1 927"
Cviceni 24 Napiste operdatory prirazené slozkdm momentu hybnosti.

Vzhledem k tomu, ze Ly(R3, dz?) je nekone¢né rozmérny prostor, diileZitou soucasti
definice operatort je i stanoveni jejich defini¢nich obort, coz je obecné dosti de-
likdtni problém. Je samoziejmé nutné, aby prislusné operace byly na funkcich z
defini¢niho oboru definovany a jejich vysledek lezel v Lo(R?, dx?) (takZze napiik-
lad funkce z defini¢niho oboru operatori ]5]- musi byt (skoro vsude) derivovatelné
a derivace musi byt kvadraticky integrovatelné). Mimo to je vSak tfeba defini¢ni
obory operatori zvolit tak, aby byl splnén jesté dalsi pozadavek kvantové me-
chaniky, totiz, ze spektrum linedrniho operatoru prifazeného fyzikalni
veli¢iné musi byt shodné s mnozinou hodnot, které lze pro danou
veli¢inu namérit.

Problémi s defini¢nimi obory operatoru se v tomto textu dotkneme jen obcas
a nesystematicky. Nejnutnéjsi zadklady jsou shrnuty v nasledujici vsuvce. Matem-

Yevs

Cviceni 25 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybugici se v
jednorozmerné konstantni "nekonecné hlubokée potencidlové jame”, tj. v poten-
cidlu V(z) =0 pro |z| < a a V() = oo pro |z| > a.

Ndvod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou vsude spojité a nulové pro |x| > a.

Cviceni 26 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové castice pohybujici se v
jednorozmérné konstantni potencidlové jamé tj. v potencidlu V(x) = =V, pro
|z] <a aV(z)=0 pro|z| > a.

Navod: Predpokladejte, Ze vinové funkce jsou spojité a maji spojité derivace pro
z € R.

3.2.1 DMatematicka vsuvka 2: Operatory v Hilbertové prostoru

Teorie operatort v Hilbertové prostoru je téma samoziejmé velmi Siroké a nelze
sem vmeéstnat obsah mnoha knih, které o ném byly napsany. Shrneme zde pouze

vvvvvv

Pod linedrnim operatorem v Hilbertové prostoru H budeme rozumét linearni
zobrazeni 1" : Dy — H, kde defini¢ni obor Dy je linedrni podprostor H. Je-li
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Hilbertiv prostor kone¢né rozmérny pak teorie linearnich zobrazeni je relativné
jednoduché a redukuje se na teorii matic. V kvantové teorii se vSak vyskytuji
predevSim nekonecné rozmérné prostory, coz prinasi mnoho technickych prob-
lému. Neékteré z nich lze fesit, pokud budeme pouzivat pouze husté definované
operatory, tj. takové pro které Dy = H, kde pruh znaé¢i uzavér mnoziny ve smyslu
topologie definované metrikou H plynouci ze skalarniho soucinu.

Tridou operatori, kterd ma mnoho podobnych vlastnosti jako operatory na
konec¢né rozmérném prostoru, jsou omezené operatory.

Definice 3.2.10 Linedrni operdtor B : Dy — H je omezeny, pokud ezistuje
¢ > 0 tak, Ze pro vsechna g € Dpg plati

|Bg|| < ¢|lg]|

Normou [|g|| samoziejmé rozumime normu indukovanou skaldrnim sou¢inem

llgl| :== 1/(g,9). Omezené husté definované operatory lze spojité rozsirit na celé
H.

Piiklad: Fouriertiv-Planchereliv operator!

1) = (Fo) () = oo [, ¢ Pal@aa’

je omezeny operator na Ly(R3, dz?®). Navic je bijekci.

Definice 3.2.11 Necht B je omezeny operdtor na H. Operdtor Bt nazveme
sdruzenym k B, pokud pro vsechna f,qg € H

(f,Bg) = (Bf,9)

Z Rieszova lemmatu je snadné ukazat, ze k danému omezenému operatoru existuje
pravé jeden sdruzeny operator a plati

(BY = B (56)
Omezené operatory na H tvori komplexni algebru a plati
(aB+O) =B+ O, (BO) = (1B (57)

Cviceni 27 Necht My, jsou prvky matice odpovidajici linedrnimu operdtoru M
na konecné rozmérném prostoru. Jakd matice odpovidd operdtoru MT?

Definice 3.2.12 Operdtor BnaH nazyvame hermitovsky, pokud je omezeny a
plati B = B.

!Tato definice vyhovuje pouze pro g €L, (R?,dz®)NL (R3, dz?). Pro ostatni funkce je tieba
jej spojité dodefinovat [1]
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Piiklad: Operator () na prostoru L*(a,b), kde b — a < oo, definovany

(Qf)(x) = wf(x)
je hermitovsky. (Pro nekoneény interval ) neni omezeny.)

Tvrzeni 3.4 Operdtor EAje ortogondlni projektor (na Ran E) prave tehdy, kdyz
je hermitovskyj a spliuje E? = E.

Rozsiteni hermitovskych operatori na mnozinu neomezenych, ale husté defi-
novanych operatori predstavuji samosdruzené operatory. Jejich definice vychéazi
z nasledujiciho faktu:

Tvrzeni 3.5 Je-li T husté definovany operator na H, pak pro kazdé f € H
existuje nejvyse jedno h € H takové, Ze pro vsechna g € Dy plati

(f,Tg) = (h,g) (58)

Odtud plyne, ze m4 smysl zavést néasledujici pojmy:

Definice 3.2.13 {Vecht’T je huste definovany operdtor. Definicni obor operdtoru
Tt sdruzeného k T' je mnoZina viech f € H, pro které existuje h spliiujici (58),
pricemZ TTf :=h

Definice 3.2.14 Operdtor T je samosdruzeny, pokud je husté definovany a T =
Tt

Je dilezité odlisSovat samosdruzené operatory od symetrickych.

Definice 3.2.15 Operdtor AS” je symetricky, pokud je husté definovany a pro
vSechna f,qg € Dg plati (f,Sg) = (Sf,q), tj. Ds C Dgs.

Je ztejmé, ze kazdy hermitovsky operator je samosdruzeny; opak neplati.
P¥iklad: Operator Q, (Qv)(z) := zt(z) s definicnim oborem Dy := {¢ €
L*(R,dz) : [g 2%|¢(z)[*dz < oo} je samosdruzeny.

Doplnime-li definici (55) operatoru P, vhodnym vymezenim defini¢niho oboru,
pak i operatory slozek hybnosti jsou samosdruzené (viz [1], 7.2.7).

Husté definované operatory netvoii algebru, nebot Dy # H. Vztahy (57) musi
byt proto pro neomezené operatory nalezité modifikovany, stejné jako i (56).

Diilezity pojem, ktery jsme jiz zminili, je spektrum operatoru, coz je rozsireni
pojmu vlastnich hodnot matice.

Definice 3.2.16 SpAektrum U(T) operatoru T je mnozina komplexnich cisel A
pro které operator (T — A1) neni bijekci Dy — H.
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Vsimnéme si predevsim, ze do spektra operatoru spadaji vSechna vlastni cisla,
nebot existuje-li nenulovy vektor v takovy, ze Tz/) = M\, pak operator T -
neni injektivni. MnoZinu ap(T) vlastnich &isel operatoru 7' nazyvame bodovgm
spektrem. Mimo téchto bodu vsak do spektra patii i komplexni ¢isla pro ktera
operator T — X nenf surjektivni. Ty tvori body tzv. spojite ¢i rezidudlni casti
spektra.

Divod, pro¢ v kvantové teorii pozadujeme, aby pozorovatelnym
byly prifazeny samosdruzené operatory tkvi v tom, Ze plati

Tvrzeni 3.6 Spektrum samosdruZeneho operdtoru je podmnozZinou R.

To odpovida tomu, ze miiZeme namérit jen redlné hodnoty pozorovatel-
nych.

Spektrum (¢isté spojité) kazdého z operatoru (54,55) je R (viz [1]), coz
odpovida experimentalnimu faktu, ze ani pro kvantovou ¢astici nebyla zjisténa
zadna omezeni na mnozinu hodnot souradnic a hybnosti.

Na druhé strané jsou pro hodnoty energie harmonického oscilatoru podle
Planckovy hypotézy omezeni podstatnd, a je proto velmi dilezité zjistit, jak vy-
pada spektrum energie kvantové ¢astice v silovém poli harmonického oscilatoru.

3.2.2 Energie harmonického oscilatoru

Ukéazeme, 7e pritazeni (54,55) a princip korespondence vysvétluji Planckiv pied-
poklad o diskrétnosti spektra energie harmonického oscilatoru, coz byl vedle
vypo¢tu spektra vodiku (viz 3.4.5 ) jeden z hlavnich argumentii pro spravnost
takto budované teorie. Operator energie — hamiltonidn kvantové ¢astice pohybu-
jici se v silovém poli harmonického oscilatoru je podle principu korespondence

- h? M

H= -+ ?waQ. (59)
Ukazeme, ze omezime-li defini¢ni obor tohoto operatoru na kvadraticky inte-
grovatelné funkce, pak mnozina vlastnich hodnot , tj. ¢isel A pro kterd existuje
funkce (%) spliwjici

Hy =\, (60)

je diskrétni a odpovida Planckové hypotéze.
Operator (59) je souctem t¥i operatort

[A{:[A{1+[A{2+ﬁ3,

a mizeme se pokusit hledat vlastni funkce operatoru (59) ve faktorizovaném tvaru
(T) = (1) p(w2)¢(5). (61)
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Rovnice (60) pak prejde na tvar
(Hythy) ot + by (Hotba) s + tuth (Hatbs) = Mpribatds. (62)
Nalezneme-li vlastni ¢isla A; (formalné stejnych) operatort H ;
Hypy = Ay,
pak ziskdame i vlastni ¢isla operatoru (59)
A=A+ A+ As. (63)

Pozdéji ukdzeme, ze timto postupem jsme ziskali vSechna vlastni c¢isla.
Zkoumejme tedy napted jednorozmérny pripad, tedy operator

b R M 2.2
H——W%g+7wx (64)

Tento operator 1ze povazovat za operator energie jednorozmeérnéeho harmonického
oscilatoru tj. kvantové ¢astice pohybujici se pouze v jednom rozméru (na primce).

Tvrzeni 3.7 MnoZina vlastnich ¢isel operdtoru (64) pisobictho v prostoru kvadrat-

icky integrovatelnyjch funkci jedné promeénné je tvofena redalnymi ¢isly| hw(n + %)

7

kde n € Zy. Pro kaZdé n existuje aZ na multiplikativni konstantu prdve jedna
vlastni funkce

Un(r) = Ape=€2H,(€), (65)
kde £ = \/JMw/hx a H, jsou Hermitovy polynomy
& k 2k n!
H,(z):= —)¥(22)"~ ' ,
()= 3 (e (66)

kde [r] je celd ¢dst redlného éisla r.

Diikaz: Napred je treba nalézt ¢isla A, pro kterd existuji kvadraticky integrabilni
reseni 1) : R — C diferencialni rovnice

?dx M o,

——— + —wT Y = M. 67

2M dz? 2 4 4 (67)
Tato rovnice je linearni ODR 2.fadu a v oboru spojité diferencovatelnych funkci
ma FesSeni pro kazdé \. Ukdzeme, Ze podminka kvadratické integrability je splnéna
jen pro

)\:hw(n+%). (68)
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Prechodem k nové (bezrozmérné) proménné £ = \/ Mw/hz, ¢ (x) = ¢(£) dostaneme
rovnici ve tvaru
¢ — o+ Ap=0 (69)
kde A = 2)\/(hw).
Z teorie feseni linearnich diferencialnich rovnic plyne, zZe jediny bod, ve kterém
mohou mit feSeni rovnice (69) singularitu, je nekone¢no. Snadno se lze presvéddit,
ze pro & — 400 se feSeni této rovnice chova jako

$(€) = e/, (70)

Je ztejmé, ze kvadraticky integrabilni feseni mtize odpovidat pouze rychle uby-
vajici funkei, tedy zapornému znaménku v exponenté (70). Zvolime tedy ansatz

6(6) = e ¢ u(§) (71)
a budeme se zajimat o fesSeni rovnice
uw =2&u" + (1 —A)u (72)

ktera v nekonecnu rostou pomaleji nez ete’/2,

Rozsifime-li rovnici (72) do komplexni roviny, pak jeji prava strana je holo-
morfni funkei &, u a v’ a jeji FeSeni je holomorfni funkci & v celé komplexni roviné.
Mizeme je tedy hledat ve tvaru rady

o0

w(€) =&Y an™, ag #0, s€ Z, (73)

m=0

Jejim dosazenim do (72) a porovnanim ¢lent se stejnou mocninou &, dostaneme
podminky pro s a a,
s(s—=1)=0, s(s+1)a; =0
2(m+s)+1—-A
m+s+2)(m+s+1)

Pokud ¢itatel na pravé strané (74) je nenulovy pro vSechna m, pak se fada
(73) pro & — oo chovd jako exp(£?) a TeSeni rovnice (69) neni kvadraticky inte-
grovatelné. To lze usoudit napf. z porovnani rekurentni formule (74) pro dosti
velkd m se stejnym vztahem pro koeficienty fady exrp(¢?). Kvadraticky inte-
grovatelnd FeSeni mohou existovat pouze tehdy, pokud fada (73) je konecna, tj.
existuje NV takové, ze a,, = 0 pro m > N. To nastane tehdy a jen tehdy, kdyz

pyo = ( A, (74)

a; =0, 2(N+s)+1—A=0, N sudé nezdporné. (75)

V tom pripadé se nekonecna rada stane polynomem stupné n = N + s a funkce
(71) je kvadraticky integrovatelna.
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Z podminky (75) plyne, Ze rovnice (72) ma kvadraticky integrovatelné feseni
tehdy a jen tehdy, pokud A = 1 + 2n, takze rovnice (67) mé kvadraticky inte-
grovatelné feSeni tehdy a jen tehdy pokud plati (68).

Koeficienty hgf) polynomi stupné n

Hy(€) = 3 hiyem (76)

jez fesi rovnici (72) jsou pak urceny rekurentni relaci

m—-n
h(”) =9 h(n)
m+2 (m+2)(m+1) ™’

(77)

pficemz pro suda ¢i lichd n (tj. s = 0 ¢ s = 1) jsou nenulové pouze koeficienty
se sudym respektive lichym m.

Zvolime-li normalizaci polynomu zptisobem h{(™) = 2" pak fegenim relace (77)
je
n!

(n) kon—2k
= (=)kon=2%___—~
2 = () k!(n — 2k)V

n k=0,1,...,[n/2], (78)
Q.E.D.

CvicCeni 28 Napiste explicitni tvar Hermitovych polynomi pro n = 1,2, 3, 4.
Cviceni 29 Ukazte, Ze Hermitovy polynomy lze definovat téZ zpisobem

(e (79)

Navod: Ukazte Ze pravd strana (79) spliuge rovnici (72).
Cviceni 30 Ukazte, Ze

0
>
n=0

H,(z)

n!

¢" = explz’ — (z — €)7]

Disledkem tvrzeni (3.7) je, Ze energie kvantového jednorozmérného harmo-
nického oscilatoru s potencidlem V(z) = ¥w?2? miize nabyvat pouze hodnot z
diskrétni mnoziny {fw(n+ 3), n € Zy}.

Tento zavér je ve shodé s Planckovou hypotézou pouzitou pro odvozeni spek-
tralni zavislosti intenzity zareni absolutné cerného télesa az na clen %hw, pred-
stavujici tzv. "nulové kmity”. Jeho prispévek k energii je mozno povazovat za
aditivni konstantu, kterou (ve shodé s tzv. renormaliza¢ni procedurou kvantové
teorie pole) je mozno odecist, coz odpovida stanoveni nulové trovné energie.

Cviceni 31 Odhadnéte amplitudu nulovych kmitid matematického kyvadla délky
1 m a hmotnosti 1 kg.
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Nyni se muzeme vratit k ptivodnimu problému vlastnich hodnot operatoru
(59). Z rozkladu (62) je ziejmé, ze funkce

¢(x1,a:2,a:3) = anl (:Ul)zbm (x2)1/)n3(333)7 (80)

kde v, (z) jsou dany vzorcem (65), jsou vlastnimi funkcemi operatoru (59) s
vlastnimi éisly A= )\1 + )\2 + )\3 = (Tll + ng +nz + %)hw

Je treba jesté ukazat, ze zadna dalsi vlastni ¢isla neexistuji. To plyne z néasle-
dujicich dvou tvrzeni (viz napi [1] 4.3.4, 4.3.5).

Tvrzeni 3.8 MnoZina vlastnich funkci operdtoru (64)

Mw .2 w 1/4
() = w%e—w Ho(y/Mw/he), K = (%) (81)

je ortonormdalni bazi v Hilbertove prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci

LQ(R, d.’L‘) .

Tvrzeni 3.9 MnoZina funkci (80), kde 1, () jsou ddny vzorcem (81) je ortonor-
mdlni bazi v Hilbertové prostoru kvadraticky integrovatelnyjch funkci Lo(R3?, da®).

Pro funkce (81) a (80) se ¢asto pouziva ketové znaceni 1, = |n >, Uy, Un,Yn, =
| nyngng >.

Z tvrzeni 3.8 a 3.9 rovnéz plyne, Ze spektra hamiltoniani (64) a (59) jsou ¢isté
bodova ([1] 7.3.9). Nejsou vsak stejnd. Mnozina vlastnich hodnot hamiltonianu
(64) — operatoru energie jednorozmérného harmonického oscilatoru — se lisi od
spektra trojrozmérného oscilatoru. Obsahuje navic hodnotu %w.

Neni to vsak jediny rozdil. Zatimco pro jednorozmérny oscilator kazdé vlastni
hodnoté odpovida pravé jedna vlastni funkce az na multiplikativni konstantu, pro
trirozmérny osciladtor zavisi dimenze podprostoru vlastnich funkci na hodnoté
vlastniho ¢isla. Napfiklad podprostor vlastnich funkei operatoru (59) s vlastnim
dslem A = Ihw je tvofen linedrnim obalem funkei (80), kde trojice (ny,na,ns)
nabyvaji hodnot (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (0,0,2), (0,2,0), (2,0,0). Rozmér
tohoto podprostoru je Sest. Jednoduchou kombinatorickou tvahou lze zjistit,
ze rozmér podprostoru vlastnich funkei operdtoru (59) s vlastnim ¢islem A =
(n+ 3)hw je (n+1)(n+2)/2.

Stav s nejnizsi energii se obvykle nazyva zakladnim stavem, zatimco ostatni
stavy se nazyvaji exrcitovane.

Cviceni 32 Jak vypadd zakladni stav klasického harmonického oscildtoru a jaky
je rozdil mezi mnozinou kvantovych a klasickych excitovanych stavi?

Cviceni 33 PouZitim vytvorujici funkce ze cviceni 30 ukazte, Ze

/ H,(2)H,(x)e ™ dz = 2"nl7%6,,,,.

— 00

Ukazte, Ze odtud plyne ortonormalita funkci (81).
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3.2.3 Slozky momentu hybnosti kvantové c¢astice

Dalsi pozorovatelné jejichz spektrum lze snadno vysSetrit jsou slozky momentu
hybnosti. Podle principu korespondence jim odpovidaji operatory
0
O,

Vysetfovani vlastnich hodnot téchto operatort se zjednodusi prechodem do sfé-
rickych soufadnic (7, 6, ¢)

ij = €jlekpl —Zh€Jkl£Uk (82)

x=rsinfcosp, y=rsinfsing, z = rcosf (83)

M$%@=WU&@ (84)

Cviceni 34 Jak vypadaji operdatory Q], 5, 7 =1,2,3 = x,y,2 ve sférickych
souradnicich?

Operatory IA/J- maji ve sférickych soutadnicich tvar

L, = ih(cos ¢ cot 08¢ + sin qﬁ%) (85)
L, = ih(sin ¢ cot 98(;5 cos qﬁag) (86)
- 0
L,= —zha—¢ (87)

Vzhledem k tomu, ze osy x,y, z jsou zcela rovnocenné musi mit i vSechny opera-
tory L; stejné vlastni hodnoty. Technicky nejjednodussi vsak je hledat spektrum
operatoru L,, nebot to znamena resit jednoduchou diferencialni rovnici

0
—zha¢\If(r, 0,9) = A\VU(r,0, ). (88)
Jeji Tesenti je 4
(1,0, 6) = x(r,0)e?, (89)

kde x je libovolna funkce a A je libovolné komplexni ¢islo. Defini¢ni obor opera-
toru L, je tvofen spojitymi funkcemi v R3 (jinak bychom je nemohli derivovat)
a ¢ je azimutalni soutadnice bodu tfirozmérného prostoru. Musi tedy platit

P(r,0,0=0) =(r,0,¢ = 2m).

Z této podminky plyne, Ze vlastni hodnoty sloZek momentu hybnosti mohou naby-
vat pouze hodnot
A = mh,kde m € Z. (90)

CvicCeni 35 "Kvantové tuhé téleso” (napt. dvouatomovd molekula) s momemtem
setrvacnosti I, volné rotuje v rovine. Najdéte jeji mozné hodnoty energie.
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3.3 Stav kvantového systému

V analogii s klasickou mechanikou by pfirozenym postupem pii kinematickém
popisu kvantové c¢astice, napt. elektronu, bylo zjistit, jakou komplexni funkci
popsat stav s danou polohou a hybnosti. Ac¢ se to na prvni pohled bude zdat
podivné, nepochopitelné ba protife¢ici zdravému rozumu (ve skutecnosti vsak
pouze nasi makroskopické zkusenosti), takovy kvantové mechanicky stav neexis-
tuje. Divod je zhruba feceno ten, ze méreni hybnosti zméni podstatné polohu
kvantové ¢astice a méfeni polohy jeji hybnost (coz odpovida napt. experimen-
talné potvrzené difrakei elektroni).

Problém kinematického popisu kvantovych systému tedy spoc¢ivd mimo jiné v
odpovédi na otazku: Jakymi méfenimi Ize popsat stav kvantové ¢astice? Stavem
fyzikalniho systému pak obecné budeme nazyvat soubor hodnot vSech méreni,
ktera jsme na daném systému v daném okamziku schopni provést a otazka, kterou
chceme zodpovédét v této podkapitole zni: Jakou vlnovou funkci priradit
fyzikdlnimu systému (napf. elektronu v atomu vodiku), ktery je v daném
okamziku v néjakém stavu?

V prikladu kvantového linearniho harmonického oscilatoru studovaného v
odstavci 3.2.2 se jevi celkem prirozené priradit kvantovému oscilatoru s energii
(n 4+ $)hw (vlastni) funkci ¢,(z). To je v souladu s nésledujicim postuldtem
kvantové mechaniky:

Stav kvantové cCastice, pro kterou namérime hodnotu o pozoro-
vatelné A je popsan funkci g,, kterd je vlastni funkci operatoru A,
prirazeného pozorovatelné A

Aga = aga. (91)

Cviceni 36 Jakd je hustota pravdépodobnosti nalezeni kvantového jednorozmer-
ného oscildtoru s energit hw(n + %) v bode x ? Spocitejte a nakreslete grafy této
hustoty pro n = 0,1,2,... a srovnejte je s hustototu pravdépodobnosti viyskytu
klasického oscildatoru v daném misté.

V ptipadé jednorozmérného harmonického oscildtoru jsou vlnové funkce urceny
jednozna¢né vlastnim ¢islem (az na multiplikativni konstantu, kterd nemé pii
jejich interpretaci zadny vyznam). To znamend, ze stavy kvantového linedrniho
harmonického oscilatoru jsou jednoznac¢né urceny svou energii.

Cvicéeni 37 Je stav klasické castice na primce urcen energit jednoznacné?

Pro urceni stavu kvantové castice ve vice rozmeérech vsak potfebujeme mérit
vice fyzikalnich velic¢in. Pfi jejich vybéru je vSak tfeba byt opatrnéjsi nez u cas-
tice klasické. Je pfedstavitelné, ze i minimalni interakce mikroobjektu s pfistroji
nutnd pro méreni mize zménit jeho stav, ktery byl vyhodnocen z méreni pred-
chozich. Vysledky méreni tedy mohou zalezet na poradi, v jakém meéreni jed-
notlivych veli¢in provedeme, coz je z hlediska popisu stavu nepripustné.
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Pro experimentalni popis stavu kvantového systému je proto tieba napred
zjistit, méreni kterych velic¢in lze provést, aniz by vysledek jednoho znehodnotil
platnost méreni ostatnich. Fyzikalni veliciny — pozorovatelné, pro které je toto
splnéno nazyvame kompatibilni. Jejich vysledky provedené v jednom cCasovém
okamziku (¢i aspon kratkém sledu ¢asii) lze pak pouzit k definici stavu.

V klasické mechanice pojem kompatibility métreni prakticky neexistuje, predpok-
ladame, Ze je vidy mozno provést méreni veli¢in nutnych k urcéeni stavu, aniz bychom
jej narusili. Pro objekty na atomarni irovni a mensi tomu tak byt nemusi.

Po upfesnéni pojmu kompatibility (viz [1]) lze ukézat, ze pozadavek kom-
patibility pozorovatelnych je ekvivalentni tomu, Ze operatory flj prifazené
kompatibilnim fyzikdlnim veli¢indm (A, ..., Ax) vzdjemné komutuji

Ay, Ad = 0. (92)

Pro operatory s ¢isté bodovymi spektry plyne z této podminky existence ortonor-
maln{ baze, jejiz prvky jsou vlastni vektory operatorti (A ..., Ag).

Tento pozadavek zpétné klade podminky na kompatibilitu nékterych pozorovatel-
nych. Naptiklad, pokud hybnostem a poloham ¢astice prifadime operatory (54)
a (55), pak dochazime k zavéru (ktery je tfeba experimentalné ovéfit), ze méreni
polohy a hybnosti v jednom sméru jsou nekompatibilni, nebot

To je mimo jiné divod, pro¢ v kvantové mechanice neexistuje obdoba klasického
stavu castice — stav s danou polohou a hybnosti. Z relaci neurcitosti se dovime,
ze kazdy kvantovy stav zaujima ”fazovy objem” alespoii (27h)3.

Cviceni 38 Jsou kompatibilni slozky polohy v rizniych smerech?

Cviceni 39 Jsou kompatibilni slozky momentu hybnosti v riznych smérech?

Pro vysledek méfeni pozorovatelné A;, tedy jednu vlastni hodnotu operatoru,
mize existovat vice linedrné nezavislych funkci. Prikladem jsou napiiklad funkce
(80), které jsou vlastnimi funkcemi hamiltonidnu (59) pro tutéz hodnotu energie
(n + %)hw, n = ny + ng + ng, ale pro rizné hodnoty energie jsou linedrné ne-
zavislé. V takovych pripadech se d& ocekavat, ze existuji jiné méritelné veli¢iny
(As, ..., Ak), vysledky jejichz méfeni mohou rozlisit, kterou funkci (opét az na
konstantu) mame pritadit danému stavu. Pozorovatelné (As, ..., Ax) musi byt
kompatibilni s pozorovatelnou A;, jejiz méfeni uz jsme pouzili k ¢aste¢nému
urceni (k zuzeni prostoru kandidat na) vlnové funkce daného stavu, a zarovei
kompatibilni mezi sebou.

Prirazeni vlnové funkce ¢ fyzikdlnimu stavu, tj. souboru vysledki méreni
kompatibilnich fyzikalnich veli¢in se fidi pozadavkem: Vlnova funkce, ktera
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popisuje stav uréeny hodnotami (o, . . ., ax) méfeni kompatibilnich fyzikal-
nich veli¢in (A4, ..., Ax), musi vyhovovat rovnicim

~

Aig = ag. (94)

Znamena to tedy, ze musi byt spolecnou vlastni funkci komutujicich ope-
ratoru Az

Mnoziné kompatibilnich fyzikalnich veli¢in, hodnoty jejichz vysledki jednoz-
nacné urci kvantovy stav, rikdme uplnd mnoZina pozorovatelnych a jim odpovi-
dajici mnozina operatori se nazyva uplny soubor komutugjicich operdtori.

Tvrzeni 3.10 Operdtory (1211, . ,AK) s ciste bodovymi spektry tvori dplng sou-
bor komutugicich operdtoru tehdy a jen tehdy, pokud pro kaZdou k—tici jejich vlast-
nich éisel (oq,...,ak) je rozmér podprostoru spolecnijch vlastnich stavi roven
jedneé.

Dikaz je proveden v [1] (14.2.2).

Poznamenejme, ze Uplnd mnozina pozorovatelnych pro dany fyzikalni sys-
tém (napft. jednu ¢astici) a ji odpovidajici Gplny soubor komutujicich operatort
nejsou urceny jednoznac¢né a jejich vybér se ridi typem fyzikdlniho jevu, ktery
chceme popsat. Dilezity je pak zptsob prechodu od jedné mnoziny ke druhé a
odpovidajici reinterpretace vysledki.

Pro experimentalni acely jsou velmi dilezité uplné mnoziny pozorovatelnych
obsahujicich energii, nebot pro vét$inu mikrosystému je to relativné snadno meé-
ritelna velicina.

Dilezitym ptikladem vhodného vybéru uplné mnoziny pozorovatelnych pro
popis stavu kvantové ¢astice v poli centralnich sil je energie, kvadrat momentu
hybnosti a jedna jeho slozka.

3.4 Kvantova ¢astice v centralné symetrickém potencialu

Mnohé dilezité fyzikalni systémy je mozno popsat pomoci centralnich sil, presnéji
potencialu vykazujicim sférickou symetrii. Prikladem je ¢astice v Coulombové
poli, ¢i harmonicky oscilator ve tfech rozmérech.

Operator energie pro kvantovou cCastici v centralné symetrickém potencialu

ma obecny tvar
2

.\ h N
H = —WA—FV(T), (95)

[V (r)¢l(z,y, 2) = V(a2 + y2 + 22)¥(2, y, 2). (96)

Ukézeme, ze pokud hamiltonidn (95) mé ¢isté bodové spektrum, pak stavy
castice v centralnim poli je mozno jednoznac¢né urcit hodnotami jeji energie,
kvadratu momentu hybnosti a jednou jeho slozkou. Jinymi slovy, tyto tii po-
zorovatelné tvori iplnou mnozinu pozorovatelnych.

kde

34



Cviceni 40 Spocitejte komutatory
(L, Xils [Lj, Pil, (L, L, (97)
kde R o
Lj = ijlePl. (98)
CviCeni 41 Ukazte, Ze vzdjemné komutuji operatory (95), L3 = L, a
L?:=L2+ L+ L2 (99)
Pro kvantové mechanicky popis je diilezité zjistit jakych hodnot mohou naby-
vat vySe uvedené veliciny.

Pro vypocet vlastnich hodnot je vhodné prejit do sférickych souradnic. Ope-
ratory L,, L? a H pak maji tvar

0

L = —ing (100)
L =-Mlrsas * snaae 0 (101)

. [, 02 20 1 1 02 1 0 0 .
A= (o 425 4 9 (sinoL 102
oaf | Trar) T e <sin2ea¢2 " sineae(smeae)ﬂ V() (102)

Cvigeni 42 S pouZitim vzorcii (85) — (87) ukazte, Ze operdtor L* md ve sféric-
kyjch souradnicich tvar (101).

Cvi€eni 43 Dokazte formuli (102).

3.4.1 Moment hybnosti

Ukézeme, ze existuji funkce, které jsou reSenim rovnice pro vlastni hodnoty
L2 = M (103)

a zéroveil vlastnimi funkcemi operatoru L,. Z vyjadieni operatoru L? ve tvaru
(101) plyne, Ze FeSenim rovnice (103) budou kvadraticky integrovatelné funkce
U(r, 0, ¢), které spliuji parcilni diferencialni rovnici

1 0%V 1 0 ov A

9 ine?¥ L Ao 104
70057 “smoag 05 t v =0 (104)

Vzhledem k tomu, ze hleddme TeSeni (103), kterd jsou zaroven vlastnimi funkcemi
operatoru L, a ty jsme v podkapitole 3.2.3 nasli ve tvaru

U(r,0,¢) = x(r,0)e™, mc Z, (105)
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budeme hledat feSeni rovnice (103) rovnéz v tomto faktorizovaném tvaru.
Rovnice (104) prejde faktorizaci (105) na obycejnou diferencialni rovnici

d dF A m?

%[(1 —tQ)E] + (? R

kde t = cosf, F(r,t) = x(r,f)) a proménnd r v této rovnici vystupuje pouze
jako (napf. pfedem zvoleny) parametr. To je disledkem toho, Ze opritorL? ve
sférickych souradnicich nezavisi na r. Podminka integrability (41) pro F' v tomto
pripadé zni
/ \ [(z,y, 2)|*dedydz = / U (r, 0, ¢)[*r?sin Odrdfde
R

<0,00>x<0,m7>x<0,27r>

)E =0, (106)

oo rl
= 27r/ Ix(r,0)|*r*dr sin 0df = 27r/ / |F(r, t]*drdt < co. (107)
<0,00> X <0,7> 0o J-1

Defini¢ni obor operatoru L2 viak tvoif pouze funkce konec¢né na jednotkové kouli,
takze F' musi byt rovnéz konecna na < 0,00 > x < —1,1 >.

Regeni rovnice (106) je pomérné pracné (viz napt. [5], str. 70-72). D4 se
vyjadrit zptisobem

t+1
F(r) = (2 = )"0 0, (108)
kde U je funkce na intervalu < 0,1 > spliujici Gaussovu diferencidlni rovnici
d*U dUu
z(x — 1)W(T’ r) + (a + bx)%(r, xz)+cU(r,x) =0, (109)
kde
5 A
r=(t+1)/2, a=—-1—|m|, b=2(1+|m|), c=|m|+m —
Obecné teSeni Gaussovy rovnice lze zapsat jako linedrni kombinaci
U(r,z) = Ri(r)Us(z) + Ra(r)Usz(2), (110)

kde Uy, U, jsou dvé linearné nezavisla reSeni, jez lze vyjadrit pomoci tzv. hy-
pergeometrickych funkci. Pro obecné A\ a m vSak tato feSeni nejsou konecnd v
okoli koncovych bodil intervalu < 0,1 >. Podminku konecnosti funkce F' lze
splnit pouze kdyz U je polynom v x. Podobnym postupem jako pro harmonicky
oscilator pak dostaneme podminky

A=II+1n* 1€Zy, meZ, m|<I. (111)
Regeni rovnice (106) v tomto pfipadé m4 tvar
F(r,t) = R(r) (1), (112)
kde P/™ jsou pridruzené Legendrovy funkce definované zptisobem

(1 _ t2)m/2 dHm

P = g g

(t* —1)". (113)
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Cvi€eni 44 Ukazte, Ze funkce fi,(0) := P™(cos®) jsou polynomy v sinf a cos 0.

Funkce

Yim (0, @) := Cppp P (cos 0)ei™? | | (114)

které jsou FeSenim (104) a tedy spole¢nymi vlastnimi funkcemi operéatori 12 L,
s vlastnimi ¢isly A = I(I + 1)A%, pu = mh se nazyvaji kulové funkce. MnoZina
vSech kulovych funkci

{Yima le Z-I—a m € Z, |m| < l}7
kde
20+ 1)(I —m)!
4 (l +m)!
tvoii ortonormalni bazi v prostoru funkci kvadraticky integrovatelnych

na jednotkové kouli, presnéji v L?(< 0,7 > x < 0,27 >, sinfdfdg). Odtud
plyne, ze mnozina

Ciml? = : (115)

{11+ 1% 1€ 2} (116)

je spektrem operdatoru 12 a spektrum je cisté bodové.

Cisla [ a m se obvykle nazyvaji orbitdlni respektive magnetické kvantové cislo
stavu. Nebot hodnota energie stavu ¢asto zavisi na hodnoté orbitalniho kvan-
tového cisla, maji stavy s danym [ ustalené spektroskopické znaceni s, p,d, f, g, h,
t,k,0,...prol=0,1,2,....

Z kulovych funkci je mozno pro ¢astici s danym momentem hybnosti charak-
terizovanym ¢isly (I, m) predpovédét pravdépodobnost nalezeni &astice v
daném prostorovém uhlu

dw = p(8, $)dQ = |Yiu (0, §)dS2. (117)
Cviceni 45 Odvodte pravdépodobnosti nalezeni castice v daném prostorovém
thlu pro stavy s, p,d.
3.4.2 Radialni ¢ast vlnové funkce

Ze vzorcl (195)’ (112), (114) plyne, Ze vlnova funkce, kterd je soucasné vlastni
funkci L, a L? m4 tvar

U(r,0,0) = R(r)Yim(0, ¢) (118)

Tato faktorizace vinové funkce je uzitecnd zejména pro vypocet energetického
spektra ¢astice v poli centralnich sil, nebot hamiltonidn (95) mé ve sférickych
souradnicich tvar (102) a diky (101) jej lze vyjadrit zptisobem

[0 20 1

o |3t rar) el TV (119
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Pouzijeme-li faktorizaci vinové funkce (118), pak pro vypocet vlastnich ¢isel E a
vlastnich funkci hamiltonianu, které jsou zaroven vlastnimi funkcemi operatori
L? a L,, dostaneme oby¢ejnou diferencialni rovnici

n? 2
—— |R”(r) + =R'(r)| + Vess(r)R(r) — ER(r) =0, (120)
2M r
kde > )
R l(l+1
Vers(r) =V(r) + gor=——5— (121)
Substituci R(r) = x(r)/r se tato rovnice zjednodusi na
2
—mX” (r) + Vegs(r)x(r) — Ex(r) =0, (122)

coz je rovnice formalné shodna s rovnici pro kvantovou castici na poloprimce v
poli potencidlu Vsr. Podminka integrability funkce ¥ piejde na podminku

/R+ Ix(r)dr < oo. (123)

Vedle této podminky vSak nalozime na funkce y jesté dodateénou okrajovou

podminku
x(0) =0, (124)

kterd plyne nap¥. z pozadavku konec¢nosti a jednoznacnosti funkce (7)) =
R(r)Y;m(0, ¢) v bodé 0. Tato podminka je rovnéz podminkou pro samosdruzenost
operatoru (102) (viz [1], Véta 8.6.7).

Uvédomme si, ze v kartézskych soutradnicich by problém nalezeni spektra
operatort H, L?, L, byl krajné obtizny. Vhodnym vybérem soufadnic se ndm
podarilo prevést feseni parcidlnich diferencialnich rovnic na feseni ODR. Tomuto
postupu se tikd separace proménnych a je mozny, pokud ptivodni problém ma
néjakou symetrii, v tomto pripadé sférickou.

Uplna specifikace rovnice (122) je mozna aZ tehdy zadame-li konkrétni tvar
potencialu V' (r).

3.4.3 Matematicka vsuvka 3: Degenerovana hypergeometricka funkce

Pro hledani vlastnich hodnot operatoru energie budeme potirebovat reseni difer-
encialni rovnice

zy’ (z) + (az + b)y'(z) + cy(z) =0, a # 0. (125)
Transformaci y(x) = w(—ax) lze tuto rovnici prevést na tvar

2w’ (2) + (v — 2)w'(2) — aw(z) = 0, (126)
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kde a« =c¢/a, v=0b.
Z teorie diferencialnich rovnic v komplexnim oboru (shrnuti viz [5], dodatek
D) plyne, ze feSeni (126) lze v okoli nuly zapsat jako fadu

w(z) =2 apz", ag #0. (127)
n=0

Dosazenim (127) do (126) a porovnanim koeficienti u mocnin z dostaneme
s(s—=14+7)ag=0 (128)

m+s+1)(n+s+7vy)ap = (n+s+a)a,, n>0. (129)

D4 se ukazat, ze tfady s takto ur¢enymi koeficienty konverguji pro vSechna z a
definuji tzv. degenerované hypergeometricke funkce.
Pro s =0a vy # —n € Z_ ma tada (127) tvar

Fla,y,2) =1+ %z + %f (130)
Pros=1—7v, v—2#neZ,
w(z) =2""TF(a+1—7,2—7,2). (131)
Pro neceld v je obecnym feSenim rovnice (126)
w(z) = AL F(a,7,2) + Apzt TF(a+1—7,2 —7,2), (132)
takze obecnym feSenim rovnice (125) pro neceld b je
y(x) = C’lF(g, b, —azx) + C'gxl_bF(g +1-0,2—b,—ax). (133)

Vzhledem k tomu, Ze a,/a,_1 — 1/n, chovaji se degenerované hypergeomet-
rické funkce pro z — oo jako e*. Pro z - —oo F(a,7,2) ~ 1.

3.4.4 Isotropni harmonicky oscilator

V kapitole 3.2.2 jsme teSili problém spektra energie tfirozmérného harmonického
oscilatoru a zjistili jsme, zZe podprostory vlastnich stavii energie jsou vicerozmérné,
coz znamend, 7ze (na rozdil od jednorozmérného harmonického oscilatoru) jeho
stavy nejsou urceny energii jednoznacné. Diky sférické symetrii potencidlu har-
monického potencialu

1
V(r) = iMw2r2 (134)

lze jeho stavy jednoznacné popsat Gplnou mnozinou pozorovatelnych tvorenou
energii, kvadratem momentu hybnosti a jeho primétem do libovolného sméru
(smér osy z neni ni¢im urcen).
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Zavedeme-li v rovnici (122) stejné jako u linedrniho harmonického oscilatoru
bezrozmérnou proménou = r/a, kde a = y/h/(Mw), dostaneme pro ®(&) = x(r)

diferencialni rovnici

, I(l+1) 2F

7 (€) — (€% + ?)‘I’(f) +
Reseni této rovnice se v nekonecnu chova stejné jako Feseni pro linearni harmon-
icky oscildtor, ®(§) = eifzﬂ(const—l—O(%)) zatimco v nule je ®(&) = £ (const +

O(&)) nebo ®(&) = £ Y(const + O(€)). Zvolime ansatz

d(¢) = 0. (135)

(&) = e Pu(e), (136)

a dostaneme rovnici pro w(z), z = £ ve tvaru (126)
zw” (z) + (v — 2)w'(z) — aw(z) = 0, (137)
kde @ = 1/2+3/4 — 3£, v = | + 3/2. Zajimaji nas kvadraticky integrabilni

feSeni této rovnice spliujici podminku (124). Obecné FeSeni rovnice (137) pro
neceld v mé tvar (132), takze feSeni, které vyhovuje podmince (124) je dano
degenerovanou hypergeometrickou funkei F'(a, 7, z) V nekoneénu se tato funkce
chova jako e* a ®(£) neni kvadraticky integrabilni s vyjimkou piipadi, kdy o =
—n € Z_. V téchto ptipadech prejde degenerovand hypergeometrickd funkce na
tzv. zobecnené Laguerrovy polynomy

definované téz zpisobem
1 d"
15 L z,.,—B —z  n+0
Lb(z) == e (e #2"7). (139)

Zjistili jsme tedy, ze vlastni hodnoty operatoru energie harmonického
oscilatoru jsou (2n+1+3/2)hw a vlastni funkce, které jsou navic vlastnimi
funkcemi operatoru L?, L, s vlastnimi hodnotami [(I + 1)i* a mh, kde
ndl€Z,., me{-l, ...} maji tvar

Unan(r,0, ) = Cum€'e™ 2L (€2) P (cos 0)e™, (140)
kde Cpm je (normaliza¢ni) konstanta, £ = r\/Mw/h, L% jsou zobecnéné Laguer-
rovy polynomy a P/ jsou pridruzené Legendrovy funkce. Obvykle se tyto funkce
zapisuji jako ‘

Ui (r,0,0) = Kug'e S 2L (€3)Yin (0, 0), (141)

2 [ Mw\?* 2ntlp! 12
Kl = =7 ( ) ; (142)
s h (2n+ 20+ )N

a Yy, jsou normalizovany k jedné (viz (115), pak tyto funkce jsou rovnéz normal-
izovany k jedné.

a zvolime-li
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Cviceni 46 Napiste vsechny vinové funkce pro stavy s energiemi 3/2hw, 5/2hw
a T/2hw, které jsou zdroven vlastnimi funkcemi operdtori L*, L,.

Kvantové ¢islo n se obvykle nazyva radidlni kvantové ¢islo (udava prispévek k
energii od radidlniho pohybu ¢astice) a ¢islo N := 2n+1 se nazyva hlavni kvantové
cislo.

Z faktu, Ze k danému [ existuje (2 + 1) rtiznych stavi, jednouchou kombina-
torickou tvahou odvodime, ze degenerace hladiny energie harmonického oscila-
toru je (N + 3/2)Mw, to jest pocet stavii se stejnou energii, je $(N + 1)(N + 2).
Tento vysledek jsme jiz dostali v paragrafu 3.2.2, kde N = ny + ng + ns.

3.4.5 Coulombiv potencial

Dalsi velmi dilezity problém je spektrum energie pro potencial
Vir)=—-—, (143)

nebot jej lze pouzit k popisu hladin energii elektronu v obalu vodiku atomu.
Uvazime-li totiz, ze proton je vic nez 1800 krat tézsi nez elektron je prirozené
oCekavat, ze vnitini energie (to jest odhlédneme-li od pohybu atomu jako celku)
celého systému se bude jen mélo liSit od energie elektronu v elektrostatickém poli
(143), kde @ = ¢*/(4me), kde ¢. je naboj elektronu a € je permitivita vakua.

Dosadime-li (143) do (121), pak rovnice (122) pfejde na tvar

. Q . M l+1)
“aar X (r) + [—? + oM 2 Ix(r) = Ex(r),. (144)
Substituci
X(r) = r"lw(r)e™, (145)
kde M E
I€2 = —? (146)
prevedeme tuto rovnici na tvar
» ! MQ
rw” (r) +2(L+ 1+ kr)w'(r) + 2[(l + 1)k + = Jw(r) =0, (147)

coZ je opét rovnice pro degenerované hypergeometrické funkce (125). ReSeni
spliujici podminku (124) je podle (133)

M
w(r) :F(l+1+hTQ,2l+2,—2m"). (148)
K

Podminka kvadratické integrability pak zni

M
/<o<0,l+1+hTQ:—n€Z, (149)
K
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odkud diky (146) plyne, Ze vlastni hodnoty operatoru energie kvantové
¢astice v coulombickém poli (143) jsou

— — MQ? —
E—En,l——m— N2,N7’LZEZ+ . (150)

Cislo n se opét nazyvéa radidlni kvantové &islo. Hlavnl kvantové cislo urcujici
hodnotu energie je N =n + [+ 1. Konstanta R = %2 se nazyva Rydbergova
energie a hraje velkou roli v optické a rentgenovské spektroskopii. Jeji hodnota
pro atom vodiku, kde Q = 8726 a M je hmota elektronu, je 2,184x1071%J =
13,6eV. Degenerovand hypergeometrickd funkce (148) pro (149) opét prejde
na Laguerrtiv polynom, takze vlastni funkce operatoru energie kvantové
¢astice v coulombickém poli, odpovidajici vlastni hodnoté — ktera

N27
je navic vlastni funkci operatoria L?, L, s vlastnimi hodnotami (] +
1A%, mh

1€{0,...,.N =1}, me{-l,..., I} (151)
ma tvar
2r -
Ungm(r,0,0) = Cnimr'e ™ NALRE ()P (cos )™, (152)
kde a = %, Cnim je (normaliza¢ni) konstanta, L® jsou zobecnéné Laguerrovy

polynomy a ;™ jsou pfidruzené Legendrovy funkce. Normalizované funkce ¢y,
se opét casto znaci jako kety

2r

2r \! —r/Na

kde

a Y, jsou normalizované kulové funkce. Konstanta a majici rozmér délky se
nazyva Bohriiv polomér. Pro vodik je a = 0,53 x 1078 c¢m.

CviCeni 47 Napiste vsechny vinové funkce pro stavy s energiemi —R, —R/4,—R/9.

Cviceni 48 Porovnejte zdkladni stav klasické a kvantové cdstice v Coulombove
poli.

Z vyrazu (150) je zfejmé, 7e vSechny stavy (153), pro které (I, m) lezi v mnoziné
(151) maji tutéz energii. Degenerace hladiny energie s danym N, neboli pocet
stavii s energii R/N? je

N-1
(204 1) (154)
=0
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Hodnoty energie (150) ¢astice v coulombické poli predpovézené kvantovou
mechanikou lze snadno ovérit experimentalné, nebot jak uz bylo feceno v ivodu
této kapitoly, je mozno timto systémem popsat vodikovy atom. Jeho zafeni ma (v
rozporu s klasickou teorii) ¢arové spektrum a empiricky bylo zjisténo, 7e frekvence
zareni splnuji tzv. Rydberg—Ritziv kombinacni princip

1 1
= tH(— — —). 155
v = cons (n% n%) (155)

V ramci kvantové mechaniky je snadné tuto formuli vysvétlit predpokladem, ze
frekvence fotonti emitovanych elektrony v obalu atomu je dana rozdilem hladin
energii elektronu. Pro vodik pak dostavame

_ B =B M@ 11 (156)

21h CAnR®'n? nd

kde Q = ¢?/4me. Numerickd hodnota Rydbergovy frekvence vy = MQ?/(47h?) je
v tomto piipadé 3.3 10 sec™! a pro n; = 1,2, ..., pak dostavame frekvence, jeZ
jsou v dobré shodé s namérenymi hodnotami Lymanovy, Balmerovy,... serie.
Mnozina vlastnich funkci (153) je ortogonalni, ale netvoii bazi Hilber-

tova prostoru L?(R; x (0,7) x (0,27),7?sin 0drdfdg). Diivod je v tom, Ze
operator energie pro ¢astici v Coulombové poli ma vedle bodové i spojitou ¢ast
spektra o (H) = [0,00). Pfifazeni vinovych funkeci této ¢asti spektra se vénuje
podkapitola 3.6.

3.5 Posunovaci operatory

Posunovaci operatory jsou dilezitym prostfedkem pro studium spekter a vlast-
nich funkci. Operator A nazvu posunovacim operatorem k operdtoru B s po-
sunutim A € C pokud

(B, Al = AA. (157)

Diivod pro tento nazev spociva v tom, ze pokud A je vlastni hodnota operatoru
B a 1, prislusna vlastni funkce, pak ze (157) ihned plyne

BAy, = (A + A) Ay, (158)

~

co7 znamena, ze flw je bud nula nebo vlastni funkce operatoru B s vlastni
hodnotou A + A.

Ze vztahu (157) rovnéz ihned plyne, Ze pokud operator A je posunovacim
operatorem k operatoru B's posunutim A, pak At je posunovacim operatorem
k operatoru Bf s posunutim —A*. Pokud navic B je samosdruZeny (tzn. mé
pouze realné vlastni hodnoty) a existuje aspon jedna vlastni funkce 1 operatoru
B takova, ze Ay # 0 pak A € R.

Je zfejmé, ze posunovaci operatory budou mit vyznam, zejména pro operatory
které maji ekvidistantni spektrum. Uvedeme dva typické priklady.
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Priklad 1: Slozka momentu hybnosti Ls. Nejjednodussi posunovaci operator
pro Ls je A = €. Jeho nevyhodou je, Ze pii ptisobeni na kulové funkce posunuje
nejen m, ale i [. Alternativou jsou posunovaci operatory

Ly :=Ly+iL,. (159)
Pro né lze snadno dokazat komutacni relace
[Ls,Li] = +hLy, [L?,Li] =0 (160)
a prechodem do sférickych souradnic
LY = 03 Yime, (161)
L.Yy=0, L_Y,_;=0. (162)
kde alﬂfn € C a Y}, jsou kulové funkce definované v podkapitole 3.4.1.
Cviceni 49 Ovérte komutacni relact
[Ly,L_] =2hLs. (163)

Cviceni 50 Napiste operdtor L? vyjddreny pomoci posunovacich operdtori L.
a L3.

Koeficienty o;°, jsou urceny relaci (161) az na fazi. P¥ijmeme-li tzv. Condon-
Shortleyovu konvenci, ze aﬁn jsou realné kladné a rovnéz tak normalizac¢ni kon-
stanta pro Y, ¢ je redlnd kladnd, pak je urcena i faze vSech normalizac¢nich konstant
Cim (115) pro Yy, jako (—1)™.

Cviceni 51 Spocitejte koeficienty aljfn.
Cviceni 52 Spocitejte "maticové elementy” (Ylm,f,le,m,).

Priklad 2: Jednorozmérny harmonicky oscilator. Budeme se zajimat o
posunovaci operatory pro operator energie

H=———— + (164)

Z komutacnich relaci mezi H a operatorem souradnice a hybnosti lze odvodit, ze
posunovaci operatory pro H jsou

R [IMw 1 -
Ay = ﬁ(Q:FM—wP)a (165)

[H, 44 = hwisy. (166)

nebot
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Navic plati
al =ay, [a_,a,] =1. (167)

Ze (158) a vlastnosti spektra energie harmonického oscilatoru plyne pro jeho
vlastni funkce ¢, (65)

&i"/)n - arfd)nil (168)

Operator a, tedy ”zvySuje energii stavu” o hw a nazyva se obvykle kreacni ope-
rator, zatimco operator a_ se z podobného divodu nazyva anihilacni.
Operétory a4 jsou normalizovany tak, ze vedle relaci (166), (167) plati

. 1
H = —-(azay +apa-) = ho(agi- + 3). (169)

Disledkem tohoto vztahu je, Ze operator a,a_ se nékdy nazyva ”operatorem
poctu energetickych kvant”.

Snadno lze ukazat, ze spektrum energie harmonického oscilatoru je zdola
omezené a vyuzitim kreac¢nich a anihilac¢nich operatori miizeme spocitat jeho
vlastni ¢isla i vlastni funkce. Pro stav s nejnizsi energii ¢y totiz musi platit

i_iy =0 (170)

a dosadime-li do (165) vyjadfeni operatorii Q, P (54), (55), rovnice (170) prejde
na tvar
et Ly =0 (171)
\/§(§ + df)wo )
kde £ = \/@x Tuto diferencidlni rovnici 1. fadu se separovanymi proménnymi
snadno vyresime.

Yo(€) = Ce 812, (172)

Porovnanim této funkce s (65) zjistime, Ze se skutefné jedna o vlastni funkei
energie jednorozmérného harmonického oscilatoru s vlastnim ¢islem %hw. Stavy
s energiemi fiw(n + %) dostaneme aplikaci krea¢niho operatoru na stav s nejnizsi
energii
d > nd
Un(€) = Kpaaby = K, (€ — d—g)ne—5 2K =] ox (173)
k=0

Ketové vyjadreni tohoto vztahu je
|n >= K,a"|0>.

Volba faze normaliza¢nich konstant (81) vlastnich funkci energie harmonického
oscilatoru uréuje i fazi koeficientdt o, Fazova konvence ot > 0 je ve shodé s
fazovou knvenci (81), kde vSechny normaliza¢ni koeficienty jsou kladné.

Fazova konvence, ze aif > 0.
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Cviceni 53 Ukazte, Ze plati
CAl_l_CAl_'ll)n =n ’l/)n
Cviceni 54 Spocitejte koeficienty o v (168).

Poznamenejme jesté nakonec, ze stav s nejnizsi energii je zvlastnim pripa-
dem koherentniho stavu. Koherentni stavy py jsou definovany jako vlastni stavy
anihila¢niho operatoru

a—px = Apx. (174)

Resenim této jednoduché diferencidlni rovnice dostaneme
pA(€) = Cre™A0%/2 (175)

Tyto stavy hraji vyznamnou roli zejména v kvantové optice.

3.6 Zobecnéné vlastni funkce

Prikladem zobecnénych vlastnich funkci jsou vlastni funkce souradnice a hyb-
nosti. Problém vlastnich funkci hybnosti se zdd na prvni pohled jednoduchy.
Podminka

Pip=pjé j=1,2,3 (176)
dévéa diferencidlni rovnice
00
—ih——=p:¢0 7=1,2,3 177
? 3:1:] p]q5 ] y“H ( )
které maji reseni .
0p(Z) = AP, (178)

jez se nékdy nazyvaji vlastni funkci operatoru hybnosti. Problém je v tom, ze
tyto funkce nejsou kvadraticky integrabilni pro zadné p € C3. To znamend, Ze
slozky operatoru hybnosti v Hilbertové prostoru stavovych funkci Lo(R3, da?)
zadné vlastni funkce nemaji. Neznamenéa to vsak, ze jejich spektrum je prazdné.
Naopak, pri nalezitém urceni defini¢niho oboru je tvoti vSechna realné cisla. Patii
vsak do spojité nikoliv bodové ¢asti spektra.

Pritazeni vlnovych funkei hodnotam fyzikalnich veli¢in zptsobem (94) je mozno
provést pouze pro hodnoty z bodové ¢asti spektra odpovidajiciho operatoru. Hod-
notdm « ze spojité casti spektra lze priradit pouze tzv. zobecnené vlastni funkce
0a, které nejsou kvadraticky integrovatelné, avsak lze pro né definovat skalarni
soufiny (¢a, ) a (1, ¢q) s funkcemi lezicimi v husté podmnoziné kvadraticky
integrovatelnych funkeci.
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Ptikladem takové husté podmnoziny je prostor rychle ubyjvagicich funkci S(R?)
obsahujici funkce f € Ly(R3, dz®)splitujic
okt gz ks

ki o ks o ks
O0xi' Oxy® Oy

sup|al' o) ¥

fl < o0 (179)

pro viechna (j,k) € Z%. Dilezitd vlastnost funkei z S(R?) je, e Fourierova
transformace

(FRK) = (2r) 2 [ eFf (@) (180)

R3

je bijekci S(R?) na S(R3) (viz [1]). Ptislu$né inverzni zobrazeni m4 tvar

(F 1)) = n) 22 |

e T () dk. (181)
R3

Pro f € S(R?*) mizeme definovat skalarni sou¢iny (¢ f) a (f, ¢5) stejné jako
kdyby ¢ lezely v Ly(R?, dz?).

(65 ) = [, AP f(@), (182)
(fs &) = (03, ), (183)

nebot tyto integraly jsou (inverzni) Fourierovou transformaci funkce f, ktera je
definovana pro vSechny funkce z S(R?). Rovnice pro zobecnéné vlastni funkce
¢ ma tvar

(Piop, [) = (65, Pif) = p;(9p, f), Vf € S(R?) (184)
a funkce (178) jsou tedy zobecnéné vlastni funkce hybnosti. Tyto funkce
lze na druhé strané libovolné piesné aproximovat funkcemi z Ly(R3, dz?). To je
také diivod proc je s uspéchem mizeme pouzit k popisu tzv. rozptylovych stavi
(viz kap. 9), jez jsou urfeny pocatecni a kone¢nou hybnosti.

Cviceni 55 Necht

A pte , h €T
- i'o/h _ g po/n It €T
Gp () 5 /p_6 dp'e Ae o, sin

Ukazte, Ze (¢pe, dpe) = AP

JeSté vyraznéjsi je ”"zobecnénost” vlastnich funkci operatoru polohy cCéstice.
Rovnice

ma za feSeni funkce, které jsou nenulové pouze pro x; = ;. Takové funkce

jsou v8ak v Ly(R3,dx?) ekvivalentni nulové funkci takZe pro FeSeni problému
konstrukce zobecnénych vlastnich funkci operatoru polohy je tfeba pouzit jiné
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matematické objekty nez funkce na R?, tzv. d—funkce §y majici formaln& nasle-
dujici vlastnosti:
(z)=0(A—2z) =0, proz # A (185)

lg;ak(x>f(x>dx = f(N). (186)

Je zfejmé, 7ze zadna funkce nemize soucasné splnit obé podminky (185,186),
nicméné lze definovat jiné matematické objekty pro které lze obé podminky splnit.
Priiklad: Nejjednodussi zpisob je pohlizet na é—funkce jako na limity posloup-
nosti fadnych funkci. Necht

far(z):=0 pro|z— Al >a

far(z) :==1/2a pro |z — A < a.

Pak podminky (185), (186) jsou splnény pro a — 0.

Z tohoto prikladu je snadno vidét, ze i zobecnéné vlastni funkce operatoru polohy
(189) lze aproximovat funkcemi z prostoru Lo(R?, d2z?®) podobné jako zobecnéné
vlastni funkce operdtoru hybnosti (178).

Presnéjsi definici pojmu 60— funkce je mozno podat v ramci teorie temper-
ovanych distribuci, cozjsou spojité linearni funkciondly na S(R™). Uvedeme
pouze, Ze v této teorii je (jednorozmérna) d—funkce formalnim analogem funkcionalu
(0y,.) na S(R) definovaného ve shodé s (186)zpisobem

A&@ﬁ@hﬂ&ikzﬂn- (187)

Rovnost
0\ (z) = Aor(x)

pak znamena X
(02, QF) = A(x, f), Vf € S(RY), (188)
(coz je vztah analogicky k (184) ) a v tomto smyslu je

6a(7)

5@ — &) = 0y (21)00y (32) 00 (3) (189)

zobecnénou vlastni funkci polohy s vlastni hodnotou da.
Definujeme-li Fourierovu transformaci zobecnéné funkce ¢ (viz napt [6])

(Flol, ) = (9, F[f]) (190)

pak jednoduchym vypoctem ze ukézat, ze

Flogl = (2wh)*0; (191)
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Dilezita vlastnost funkei (178) i (189) je, zZe je lze "normalizovat k §—funkci”.

(6:05) = [ 65(@)65 (@)dx = 35— )| AP(2mh)", (192
(61, 04) = /R 0a(@)0 (B Px = (@ — @), (193)

Tyto identity je treba chapat jako rovnosti na prostoru linearnich funkcionali na
S(R™) a zapis pomoci integrali je ponékud formalni.

Nékdy se i zobecnénym funkcim piifazuji kety 0z = | @ >, ¢5 = |p >. Vztahy
(186) a (183) pak lze zapsat jako

P(F) =< ¢ >, b(p) =<F|¢ >

Zobecnéné vlastni funkce lze priradit i hodnotam ze spojité casti spektra
jinych operatorti. Napriklad vedle vlastnich hodnot energie ¢astice v coulom-
bickém poli spocitanych v predchozim paragrafu lezi ve spojité ¢asti spektra ope-
ratoru energie vSechna kladna ¢isla. Stavim castice v Coulombové potencialu s
kladnou energii (tzv. rozptylové stavy) lze prifadit zobecnéné vlastni funkce

77bk;lm = Rklyima (194)
kde k = £V2mE /h, Y, jsou kulové funkce (114) a

, M
Rig(r,0,¢) = Crr'e™ F(1+1 — thf 21 + 2, —2ikr). (195)

Lze ukazat, ze tyto funkce jsou pti vhodném vybéru konstant Cj; normalizovany
k 6—funkci, nebot plati

00 .y M M
/0 rHetk =k (41 — thf 20 +2, —2ikr)F (Il +1— zh2—§, 20 + 2, —2ik'r)r?dr
= Knd(k — k'), (196)

kde K}, je konstanta.
Z vyse uvedenych fakti je zfejmé, ze matematicky popis rozptylovych stavi

vvvvvv

strané se mu vsak nemizeme vyhnout, nebot rozptylové experimenty predstavuji
dilezity zdroj informaci o chovani objektt mikrosvéta.

veivs

pozorovatelnych je mozno provést pomoci projektori [1].
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4 Vysledky méreni

Otéazka, na kterou odpovime v této kapitole, zni: Jaké hodnoty fyzikalnich
veli¢in namérime, je-li kvantova ¢astice ve stavu popsaném funkci g ?

Céstecna odpovéd na tuto otazku byla poskytnuta jiz v sekci 3.2. V principu
miizeme nameérit libovolnou hodnotu, ktera lezi ve spektru operatoru, odpovida-
jiciho dané veliciné. Otazkou vSak je, kterd z nich to bude. Borniiv postulat dava
tusit, Zze odpovéd na druhou otdzku nemusi byt jednozna¢nd, nebot pro méreni
polohy dostavame pouze statistickou predpovéd.

V minulych kapitolach jsme provedli popis stavii kvantové ¢astice pomoci vl-
nové funkce. To vSak neznamend, ze jsme schopni v daném case urcit hodnoty
vSech pozorovatelnych jako v klasické mechanice. Jediné pozorovatelné, jejichz
hodnoty jsme schopni pro dany stav urcit, jsou zatim ty, které jsme pouzily k
popisu stavu. V minulé kapitole to byly napiiklad energie, kvadrat momentu
hybnosti a jeho tteti slozka. To ovSem nedava zadnou informaci napiiklad o
hybnosti kvantové castice, ba dokonce ani o prvni a druhé slozce momentu hyb-
nosti. Jedinou dalsi fyzikalné interpretovatelnou informaci, kterou zatim o daném
stavu mame, je pravdépodobnostni rozdéleni polohy ¢astice. O ném nas informuje
Borntiv postulat.

7, pravdépodobnostniho rozdéleni polohy jsme samoziejmé schopni urcit i
stredni hodnotu polohy cdstice ve stavu 1:

e ml(@) Pl
fs (U@

Cviceni 56 Spoctéte stredni hodnoty slozek polohy kvantové castice popsané vl-
novou funkci (37).

< X[ >y= /R mpw(@)d (197)

4.1 Stredni hodnoty pozorovatelnych a pravdépodobnosti
prechodu

Pokud kvantova mechanika ma byt plnohodnotnou fyzikalni teorii, pak pro sys-
tém v daném stavu musi byt schopna predpovédét vysledek méreni nejen okamzité
soufadnice castice, ale i ostatnich fyzikalnich veli¢in. Pokusime se proto napied
najit predpis, kterym urcime stiedni hodnotu libovolné pozorovatelné v daném
stavu, a potom i predpis pro jeji pravdépodobnostni rozdéleni.

Pro urceni predpisu pro stfedni hodnoty si napred vSimneme toho, ze Citatel
vyrazu pro (197) je mozno zapsat zptsobem

[ @@ ds = [ @RI = (v, X, (199)
takze

< X; >y= % (199)
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Na druhé strané neni divodu, pro¢ by méla mit poloha castice privilegované
postaveni mezi ostatnimi pozorovatelnymi a je proto prirozené ocekavat, ze pro
libovolnou pozorovatelnou se jeji stfedni hodnota bude pocitat podle stejného
predpisu. Experimenty tuto hypotézu plné potvrzuji a skutecné plati ze je-li
systém v okamziku méreni ve stavu popsaném vlnovou funkci ¢, pak
stfedni hodnota méfeni pozorovatelné A, které jsme priradili operator

A je
< A > o= %2 . (200)

Pro normalizované vlnové funkce se tento vztah zjednodusi na < A >,= (¢, Av).

CvicCeni 57 Spoctéte stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice popsané
vlnovou funkcei (37). Napiste tvar vinové funkce popisugjici minimdlni vinovy balik
se stredni hodnotou hybnosti py, ktery md v case ty stiedni hodnotu polohy Ty.

Cviceni 58 Spoctéte sg%edm’ hodnoty sloZek hybnosti kvantovée castice v Coulom-
bove poli s energii — Agrg a nulovgm momentem hybnosti (elektron v atomu vodiku
ve stavu 1s).

Vsimnéme si, Ze predpis (200) je ve shodé nejen s Bornovym postuldtem,
ale i s popisem stavu pomoci vlastnich funkci kompatibilnich pozorovatelnych.
Skutec¢né, je-li A jedna z pozorovatelnych, jez byly pouzity k urceni stavu a
vlnova funkce « je vlastni funkei A pro vlastni hodnotu a, pak < A >,= a.

Kvantova mechanika je vSak schopna poskytnout jesté detailnéjsi informaci
o vysledku méreni pro ¢astici v daném stavu. Podle Bornova postulatu jsme
schopni urcit pravdépodobnost, Ze poloha ¢astice bude v jistém intervalu hodnot.
Podobnou pravdépodobnost mtizeme urcit i pro ostatni pozorovatelné.

Vzhledem k tomu, ze, jak uz bylo feceno, kvantova mechanika ma popisovat
objekty na atomarni a nizsi trovni je rozumné predpokladat, ze métreni prove-
dené na takovychto objektech podstatnym zptisobem zméni jejich stav. Dalsim
postulatem kvantové mechaniky je, ze méfeni pozorovatelné A, které da
hodnotu a pirevede kvantovou ¢astici do stavu, ktery je popsan vlastni
funkci o operatoru A s vlastni hodnotou a.

Predpokladejme zatim, ze pro dané a je takovy stav jen jeden, tzn. vlastni
funkce je urcena jednoznac¢né az na multiplikativni konstantu, kterou zvolime tak,
aby («, ) = 1. Chceme-li uréit pravdépodobnost naméreni hodnoty a pro ¢astici
popsanou vinovou funkei v, stac¢i, budeme-li znat pravdépodobnost pfechodu
kvantové ¢astice z puvodniho stavu ¢ do stavu a. Kvantovd mechanika
postuluje, ze tato pravdépodobnost je rovna

o 2
Wyssa = |7} (201)
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Veli¢ina Ay, = (¢, a)/4/(¢, 1) se nazyva amplitudou pravdépodobnosti pre-
chodu ¢ — «

Cviceni 59 Necht "jednorozmeérnd” castice v potencidlu harmonického oscild-
toru je ve stavu popsaném vinovou funkci

P(x) = Ce® Hike, (202)

S jakou pravdépodobnosti namérime hodnoty jeji energie rovné %hw, resp. hw,
3

Shw?

2

Vyraz (201) je mozno pouzit i k urceni pravdépodobnosti naméteni hodnoty a
pozorovatelné A, jejiz vlastni podprostor ma vice rozméri. Pokud mnozina {ay }
je ortonormalni bazi v prostoru vlastnich stavi operatoru A s vlastni hodnotou
a, pak pro Castici ve stavu ¢ je pravdépodobnost, Ze pFi méieni pozoro-
vatelné A dostaneme hodnotu a, souétem pravdépodobnosti pfechodu
ze stavu ¢ do stavi ay.

2
W¢,(A:a) = X % : (203)

Je ziejmé, ze vyndasobeni vlnové funkce 1/ konstantou neovlivni pravdépodob-
nosti (201) a (203), coz je ve shodé s pfedpokladem, ze vlnové funkce lisici se
multiplikativni konstantou popisuji tentyz fyzikalni stav.

Cviceni 60 Necht castice je ve stavu popsaném vinovou funkci
Y(x) = (47) "% (e sin © + cos ©) g(r) (204)

Jaké hodnoty L, miuZeme namérit a s jakou pravdépodobnosti? Jakd je stredni
hodnota L, v tomto stavu?

Cviceni 61 Necht castice s hmotou M v potencidalu harmonického oscildtoru s
vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vinovou funkci

P(x) = Ce T kT, (205)

S jakou pravdépodobnosti namerime hodnoty jeji energie rovné %hw?
Nejsme-li z néjakych, naptiklad experimentalnich, divodi schopni rozlisit
mezi dvéma ¢i vice riznymi vlastnimi hodnotami, pak pravdépodobnost naméreni
asponi jedné z nich je opét dana vzorcem (203) s tim, Ze suma probiha ptes vSechny

vlastni funkce prislusné danym vlastnim hodnotam. Tento fakt nabyva na vyz-
namu zejména tehdy, kdyz néjaka cast spektra pokryva souvisly interval hodnot.

52



Jsou-li body spektra (tj. hodnoty fyzikdlni veli¢iny), mezi kterymi nejsme
schopni experimentélné rozlisit, v intervalu (z, y), coZ se stava zejména pro spoji-
tou ¢ast spektra, pak zobecnéni vzorce (203) na tento ptipad da pravdépodobnost
naméteni hodnoty pozorovatelné A v intervalu (z,y)

¥ da g, 2
Wy (ae(ay) = (‘é,w)w' - (206)

Vsimnéme si, ze tento vzorec je zobecnénim Bornova postuladtu, nebot v tom
pripadé a, = d,. Podobné jej lze pouzit i pro nalezeni pravdépodobnosti hybnosti.
V tom pripadé je tfeba za «a, zvolit d—normalizované zobecnéné vlastni funkce
hybnosti

—

65(Z) = (2h) =3/ exp(i%f). (207)

Odtud pak plyne, ze amplituda hustoty pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s hyb-
nosti p’ je dana Fourierovym obrazem jeji stavové funkce.

Cviceni 62 Urcete pravdépodobnost nalezeni hybnosti c¢dstice popsané vinovou
funkeci (205) v intervalu (ay, by) x (ag, be) X (as, bs). Urcete hustotu pravdépodob-
nosti nalezeni hybnosti v okoli hodnoty py.

Vzorec (206) plati pro piipad, Ze pro kazdy bod a € (z,y) existuje pravé
jedna (zobecnénd) vlastni funkce normalizovand k jednic¢ce ¢ d—funkci. Obec-
néjsi pripad zatim fesit nebudeme (vede na tzv. spektralni miru operatoru fl)
Uvedme pouze, ze napiiklad pravdépodobnost naméreni hodnoty energie ¢astice
v Coulombové poli v intervalu (Ey, E2) C Ry je dana sou¢tem integrali

(¢k1m,1/))| | (Dkim, V) 2
Wd) FEELER) lzgmz [/ k2 (d) 1/)) * k1 dk (d),l/)) ]7 (208)

kde k; = \/2M E; /B*, gim = RiyYim a Y, Ry jsou funkee (114, 195) normalizo-
vané k jednicce, resp. k d—funkci.

4.2 Stredni kvadraticka odchylka a relace neurcitosti

Diilezita pravdépodobnostni a experimentalné méritelna velic¢ina je stredni kvadrat-
icka odchylka pozorovatelné A pri méreni na stavu 1. V kvantové mechanice je
definovana zpisobem

Ap(A) = /< A2— < A>2>,, (209)

Je snadné ukazat, ze

~ ~

[Ay (A =< (ApA)* >y=< (A= < A>y)* >y, (210)
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kde A/,;A je linearni operator
ApAd = (A= < A >y)¢ (211)

a odtud okamzité plyne, ze pokud v je vlastnim stavem pozorovatelné A, pak
Ay(A) =0.

Cviceni 63 Ukazte, Ze pokud A je samosdruzeny operdator, pak vyraz pod odmoc-
ninow (209) je nezdporny pro libovolné 1 € D 4.

Cviceni 64 Spoctéete stredni kvadratickeé odchylky sloZek polohy a hybnosti kvan-
tové castice pri méreni na stavu popsaném vinovou funkcei (37). Ukazte, Ze pro
tento stav plati

Ay (Xp)Ay(Pp) = h/2. (212)

Vztah (212) je zvlastnim pfipadem tvrzeni, kterému se obvykle, Fika relace neurci-
tosti.

Tvrzeni 4.11 Pro kazdé dva samosdruzené operditory A,B a 1 € D(AB) N
D(BA) plati

Ay(A)Ay(B) > ] <[4, B] > (213)
Rovnost ve vztahu (213) nastdvd pro vinové funkce, pro které plati
[A— < A >, —ia(B— < B >y)[¢ =0, (214)
kde o € R.
Pro operétory (54, 55) plati
[Qj, Pe] = ihdjp, (215)

takze podle tvrzeni 4.11 pro kazdé ¢ € D(X,;P,)ND(P;,X;) plati relace neur¢itosti

Ay(X))Ay(Py) > 508 (216)

CviCeni 65 Ukazte, Ze podminka (214) pro operdtory A= X,-,B = lf’] davd
integrodiferencialni rovnice, jejchz jedingmi Tesenimi jsou funkce

9(Z) = Cexp|—Ax? + Bif], A> 0,

které jsme nazvali minimalni vinové baliky.
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Z relaci neurcitosti mezi polohou a hybnosti plyne, Ze v principu nejsme
schopni soucasné provést meéreni polohy a hybmnosti ¢astice s libovolnou pres-
nosti. Znamena to tedy, ze v rozporu s predstavami klasické mechaniky castici
nelze priradit bod ve fazovém prostoru, nybrz, ze kvantovou ¢astici si ve fazovém
prostoru lze predstavit jako jistou rozmazanou oblast objemu

AzAp, AyAp,AzAp, > 1*/8.

Pro tdlohy v makrosvété, které resi klasicka mechanika jsou vsak tyto tvahy
zcela irelevantni: Napf. pro ¢astice s hmotou > 10 mg, jejichz polohu jsme
schopni urcit s presnosti < 10 pm, relace neurcitosti fikaji, ze rychlost castice
nelze ur€it s chybou mensi nez 10722 m/s, coZ je experimentalné nedosaZitlena
presnost.

V mikrosvété vSak relace neurcitosti hraji dilezitou roli. Hmota elektronu je
cca 10727g a je-li nepfesnost méfeni polohy mensi neZ linedrni rozmér atomu, coz
je fadové 10~8cm, pak nepiesnost méieni jeho rychlosti je vétsi nez 108cm/s, coz
je srovnatelné s klasickou rychlosti elektronu v atomu. Neni tedy divu, Ze pro
popis elektronit v atomovém obalu nelze pouzit klasickou mechaniku.

5 Casovy vyvoj kvantové ¢astice

Veskeré tvahy v kapitolach 3 a 4 se tykaly stavu v daném casovém okamziku.
Nyni se vratime k disledkiim plynoucim z ¢asového vyvoje, ktery je v kvantové
mechanice dan Schrédingerovou rovnici.

e

hoas = Hup. (217)

5.1 Rovnice kontinuity

Definujeme-li vedle hustoty pravdépodobnosti p(Z,t) := *(Z, t)(Z, ) také hus-
totu toku pravdépodobnosti

ih

pak je snadné ukazat, ze pro tyto veli¢iny plati rovnice kontinuity
0
af:(x t) + div j(Z,t) = 0. (219)

Disledkem rovnice kontinuity je, Ze normalizace vlnové funkce nezavisi
na Case. Presnéjsi vyjadreni tohoto faktu je dano rovnosti

d
S ,0) =0 (220)

plynouci z rovnice kontinuity pro funkce 1, které spolu se svymi derivacemi jdou
v nekonec¢nu dostatecné rychle k nule.
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5.2 Stacionarni stavy

Dilezitou tridou stavi klasické mechaniky jsou rovnovazné stavy, neboli staticka
feSeni pohybovych rovnic z(t) = z(ty). Jejich obdobou v kvantové mechanice
jsou tzv. staciondrni stavy. Tyto stavy jsou popsany vinovymi funkcemi ¢ (%, ),
pro které stfedni hodnota libovolné pozorovatelné nezavisi na ¢ase. Jinymi slovy
pro né musi platit ;
7 < A>,=0 (221)
pro libovolny samosdruzeny operator.

Je snadné ukazat, ze pokud kvantova castice je popsana vinovou funkci, ktera
se v ruznych ¢asech lisi pouze faktorem nezavislym na &

(T, 1) = C(H)P(F, o), (222)

pak faktor C(t) je fyzikalné nepodstatny, nebot neovlivni zadné fyzikalné inter-
pretovatelné vysledky jako je pravdépodobnost nalezeni v misté Z, pravdépodob-
nost prechodu do jiného stavu v disledku méfeni, ani stfedni hodnotu operatoru
ve stavu ). Znamend to tedy, Ze stavy popsané vlnovymi funkcemi (222) jsou
stacionarni.

Na pravé strané Schrodingerovy rovnice (217) stoji operator energie — hamil-
tonian. Neni tedy prekvapivé, ze vlastni stavy operatoru energie budou hrat v
casovém vyvoji kvantové mechanickych stavil dilezitou roli. Pro vinové funkce
(222) lze snadno ukdzat, ze pokud vyhovuji Schrodingerové rovnici, pak jsou
vlastnimi stavy energie a C(t) = C/(to)e *#(t=t)/h  Ze Schrodingerovy rovnice
totiz plyne

C(t)HY(Z, ty) = ihC(t)Y(Z, t). (223)

Odtud dostdvame, Ze (&, tp) je vlastni funkei hamiltonidnu s vlastni hodnotou
E =ihC(t)/C(t) a vySe uvedeny tvar funkce C(t).
Na druhé strané, vime-li, ze ¢astice v Case £y je ve stavu ¥g

Hyp = Eyg, (224)

pak v tomto stavu zistane do té doby, dokud neni ovlivnéna néjakym vnéjsim
zasahem (napiiklad méfenim veli¢iny nekompatibilni s energii), nebot FeSenim
Schrodingerovy rovnice (217) s poc¢ateéni podminkou (224) je

(T, t) = e wE) (7). (225)

Z pravé uvedenych divodu se vlastni stavy operatoru energie nazyvaji stacionarni
stavy a rovnice pro vlastni hodnoty (224) se ¢asto nazyva bezéasovd Schriodingerova
rovnice.

Za jistych velmi obecnych ptredpokladi (unitarita ¢asového vyvoje, viz [5])
lze ukazat i opak, totiz Ze vSechny stacionarni stavy jsou vlastnimi stavy
hamiltonianu.
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Jednoduchy casovy vyvoj stacionarnich stavii je mozno vyuzit i pro popis
casového vyvoje nestacionarnich stavi tj. feSeni Schrédingerovy rovnice s pocatecni
podminkou zadanou funkci, kterd neni vlastni funkci hamiltonidnu. Staci k tomu,
aby existovala ortonormalni baze {e,}, jejiz prvky jsou vlastnimi stavy hamil-
tonianu. Pak je mozno zapsat poc¢atecni vlnovou funkci zptsobem

P(F) =D Yuen(T) (226)
n
a odpovidajici feSeni Schrodingerovy rovnice je

(1) = 3 thpen(T)e R0, (227)

Neznamend to vSak, ze stav rozlozeny podle staciondrnich stavii je stacionarnim,
nebot koeficient u kazdé komponenty ma jinou ¢asovou zavislost.

Vyjimecnost stacionarnich stavli byl jeden z divodii, pro¢ jsme v predchozich
kapitolach hledali vlastni stavy operatori energie, pro nékteré fyzikalné zajimavé
pripady jako byl harmonicky oscilator, ¢i ¢astice v Coulombové poli.

Cviceni 66 Necht Hamiltonian kvantoveého systému ma cisté bodove spektrum.
Na systému byla namérena hodnota a pozorovatelné A, kterda md cisté bodove
spektrum a a je nedegenerovand vlastni hodnota. Jakd je pravdépodobnost, Ze
nameérime stejnou hodnotu, budeme-li meéreni opakovat po case t?

CvicCeni 67 Necht cdstice hmoty M v jednorozmerné nekonecné hluboke poten-
cialové jamé Siiky 2a je v ¢ase t = 0 popsdna vinovou funkci, (kterd je superpozici
staciondarnich stavi)

Y(z,0) =0, pro |z| >a, ¥(x,0)= sin[%(w —a)] + sin[g(:r —a)], pro |z| < a.

8Ma?

h bude nachazet v

Jaka je pravdépodobnost, Ze castice se v caset =0 at =
intervalu (-a,0)?

5.3 Integraly pohybu, ¢asova derivace operatoru, Ehren-
festovy teorémy

V klasické mechanice znadme zachovavajici se veli¢iny — integraly pohybu, je-
jichz hodnota se béhem c¢asového vyvoje systému neméni, prestoze jsou funkcemi
jinych, ¢asové proménnych veli¢in jako je naptiklad poloha ¢i hybnost ¢astice.

[ v kvantové mechanice lze definovat integraly pohybu. Jejich definici vSak
nelze prevzit z klasické mechaniky, nebot zatim vSechny operatory odpovidajici
fyzikalnim veli¢cinam jsou nezavislé na case.
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Zavedeme proto nejdiive uziteény pojem casové derivace operatoru: Necht
A je samosdruzeny operator. Casovou derivaci operatoru A nazveme operator

oznaceny dt , definovany jako

i;? = L[f_ fﬁ] %— . (228)

Posledni ¢len na pravé strané je nenulovy pouze tehdy zavisi-li akce operatoru
na Case, s ¢imz se setkavame jen ziidka. Divodem pro tuto definici je, ze pro
vSechna 1, kterd lezi v néjakém uzavieném podprostoru hustém v H plati

dA
<A>y=<—>,. (229)

dt dt

Provedeme-li totiz (ponékud formdalné) ¢asovou derivaci na levé strané (229)
dostaneme

o
ot’

O

9 < amy= @) (B2 Aw) + 0, D) + 6, A2

o (230)

a ze Schrodingerovy rovnice pak plyne vztah (229)

Cviceni 68 Naleznéte operdator rychlosti pro ¢dstici v poli konzervativnich sil.

Cviceni 69 Ukazte jak zdvisi na case stredni kvadratickd odchylka souradnice
jednorozmeérného harmonického oscilatoru.

Integralem pohybu v kvantové mechanice nazveme operator A pro ktery < dA =0.
Pro operatory, které nejsou explicitné zavislé na ¢ase to znamena, ze jsou
integraly pohybu pokud komutuji s H.

Specialnim piipadem vztahi (229) a (228) jsou tzv. Ehrenfestovy teorémy.
Zvolime-li za operator A operator soutadnice ¢i hybnosti dostaneme

A~

. P.

5 < Qi >u=< M] >y (231)
d - ’a\v
J

Tyto vztahy pripominaji do jisté miry Hamiltonovy rovnice klasické mechaniky.
Prvni z nich 1ika, ze casova derivace stfedni hodnoty soufadnice ve stavu v je
rovna stfedni hodnoté ”operatoru rychlosti” PJ/M . Analogie je uplnd pokud
prava strana (232) je rovna hodnoté sily v bodé < Qj >, neboli pokud

)% o o
T s m (< X >y).
< Ton VT Ton (<X >y)
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To je splnéno pouze pro potencidly, které jsou maximéalné kvadratickou funkci
souradnic. Pro obecnéjsi typy potenciali je souvislost Ehrenfestovych teorémi s

vvvvvv

[5] kap 3.5) a ofekavand shoda s klasickou teorii nastava az pro stavy s dostateéné
velkou energii.

6 Castice v elektromagnetickém poli. Spin

Doposud jsme se zabyvali kvantové mechanickym popisem ¢astice v poli konzer-
vativnich sil, jinymi slovy predpokladali jsme, Zze hamiltonian je tvaru

h2

H=———A+V().
oS V@)
Ne vSechny sily vSak jsou konzervativni. Dilezitym pripadem je Lorentzova sila
F=F(Z,0,t) = e[E(Z,t) + T x B(Z,1)), (233)

ktera piisobi na nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli { E(Z, t), B(Z,t)}. Tato
sila neni konzervativni, na druhé strané, z kursu teoretické fyziky (viz napf. [2]
U2.1), vime, Ze je ji mozno vyjadfit pomoci zobecnéného potencidlu

U(E,7,t) = e[¢(&,1) — 7 A&, 1)),

kde ¢ a A jsou elektromagnetické potencidly, tzn.

. 94 R
E = —grad ¢ — B B =rot A. (234)

Pohyb klasické castice v elektromagnetickém poli je mozno popsat pohybovymi
rovnicemi v Hamiltonové formulaci s Hamiltonovou funkci
1 bnd
H(E, 5, 0) = 57— e A + o7, 1) (235)
Hamiltonian kvantoveé mechanicke castice v elektromagnetickém poli je pak mozno
odvodit z principu korespondence

. 1 . o S L .
H = m[—mv — eA(Z,t)][-ihV — eA(Z, t)] + ep(Z, t) (236)
a snadnymi Gpravami je mozno jej prepsat na tvar
. h? ihe -+~ - ihe .. 5 _ e L L -
H= _WA + HA(a:,t) -V + mdw A(Zt) + mA(x,t) - A(Z,t) + e¢(zc2,3t%

Poznamenejme zde, ze v tomto pripadé princip korespondence neurcuje hamil-
tonian jednoznac¢né, nebot operatory ]5]-, flj vyskytujici se v prvnim ¢lenu pravé
strany (236) nekomutuji. Znamend to, ze hamiltonian (236) odpovida jistému
vybéru usporadani téchto nekomutujicich opratori. Jiné vybéry usporadani by
se ligily faktorem stojicim pred ¢lenem div A (#,t). Pro pfipad homogennich poli,
ktery budeme v dalsim uvazovat tento ¢len vymizi.

29



6.1 Céastice v homogennim magnetickém poli

Budeme se zabyvat pripadem kvantové ¢astice v homogennim casové nezavislém
magnetickém poli B(Z,t) = B.

Vektorovy potencidl lze v tomto piipadé zvolit /f(f) =
hamiltonian lze zapsat zptisobem

1 >3 — s sz
3B X T a odpovidajici

g=_ A 5.0, ¢ (B x )2 + ed(&) (238)
=——A-—8" — z ep(x
oM~ 2M 8 ’

kde L je operator momentu hybnosti.

Pro stfedni hodnoty souradnice a momentu hybnosti charakteristické pro
atomy a nikoliv extrémné silnd magnetickd pole je prispévek od tretiho ¢lenu
zanedbatelny, takze hamiltonidn lze psat zpiisobem

H=H,-j,,- B, (239)

kde Hy je hamiltonian stice bez vlivu magnetického pole (pouze v poli konzer-
vativnich sil, coz je problém ktery jsme studovali doposud) a

e o

0o, = — 240
/u“orb 2M ( )

je operator magnetického momentu cdstice souvisejici s jejim orbitalnim pohybem.

Je-li potencial V (Z) = ep(Z) v Hy stéricky symetricky, coZ je nap¥iklad poten-
cial coulombického pole jadra atomu, pak lze nalézt vlastni funkce ¢ g, hamil-
tonidnu Hy, které jsou soutasné vlastnimi funkcemi momentu hybnosti (viz 3.4).

]:IOI/)E,l,m - EI/)E,l,m (241)
IA/QiZ)E,l,m = l(l + l)thE,l,m (242)
f/zl/)E,l,m - mhl/)E,l,m (243)

Odtud plyne, ze v tomto ptipadé lze okamzité urcit vlastni energie i vlastni
funkce c¢astice v magnetickém poli. Sférickd symetrie systému bez magnetického
pole totiz umoziuje zvolit osu z ve sméru magnetického pole, a pokud plati (241,
243), pak rovnéz plati

-HwE,l,m = (E — M0m|§|)1/)E,l,m, (244)

kde pg = & je tzv. Bohriv magneton. Jeho hodnota pro elektron je 0,9274.10~ %
JT—1.

Znamena to, ze hladiny energie ¢astice, které diky sférické symetrii ptivodné
nezavisely na m, a spektrum tedy bylo degenerované, se podle takto navrzené
teorie vlivem homogenniho magnetického pole rozstépi na 2/+1 raznych
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hladin vzdalenych o 1|B|. Rikdme, ze magnetické pole sejme degeneraci en-
ergie. Stfed vzniklého multipletu hladin zlistane na misté a vzdalenosti hladin
jsou tmérné intenzité magnetického pole (pro jisté rozmezi jejich hodnot, mimo
néj je tieba zapocitat dalsi efekty).

Efekt rozstépeni hladin magnetickym polem byl experimentalné pozorovan,
jedna se o tzv. Zeemanuv jev, avsak poc¢et hladin v multipletu neodpovida
predpovézenému ¢islu 2/ + 1. Piekvapivé je, ze napriklad dochazi k rozstépeni
hladiny energie zakladniho stavu atomi, ktery by podle dosavadni teorie mél byt
nedegenerovany, nebot v tomto stavu [ = 0.

6.2 Vlastni magneticky moment a spin castice

Uvedeny rozpor teorie a experimentu fesi hypotéza (Landé, Stoner, Pauli 1923—
25), podle které elektron ma vedle magnetického momentu (240) souvisejiciho
s orbitalnim pohybem jesté vlastni magneticky moment /i, jehoZ projekce
nabyvaji pravé dvou hodnot +|u|.

Tato hypotéza se opird i o vysledky Stern — Gerlachova pokusu, pii kterém
prochazi svazek atomi v zdkladnim stavu nehomogennim magnetickym polem
kolmo na smér nehomogenity. Sila, kterd na atomy v tomto poli pisobi (viz

A) Schema experimentu B) Bokorys pribéhu
silocar magnetického pole

1 Svazek atom 3 Rozdélené svazky castic

2 Poly magnetu 4 Stinitko

Obrazek 4: Stern — Gerlachtuv pokus

napi. [7] kap. 4.3) je
F(Z) = grad(ji - B(Z)),
takze Castice jsou urychlovany ve sméru gradientu projekce magnetického mo-

mentu castice na smér magnetického pole. Svazek atoml v zdkladnim stavu
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se priuchodem nehomogennim magnetickym polem rozdéli na dva, coz je plné v
souhlasu s predstavou vlastniho magnetického momentu elektronu. Z thlu, pod
kterym tyto dva rozdélené svazky vylétaji je mozno urcit i velikost vlastniho mag-
netického momentu. Ukézalo se, ze je ve velmi dobré shodé s velikosti Bohrova
magnetonu, |p| = po.

Moznost rozstépeni hladiny energie zakladniho stavu atomu vodiku na dvé
sved¢i o tom, ze zdkladni stav je degenerovany a jeho popis vlnovou
funkci ¢g oo neni tplny a je mu nutno ptiradit linedrni kombinaci dvou linedrné
nezavislych funkci, jez jsou vlastnimi funkcemi energie s nejnizsi vlastni hodnotou.
Z predchoziho vSak vime, ze takova funkce je az na multiplikativni konstantu jen
jedna. Vychodiskem z této situace je pouziti vlnovych funkei které maji dvé
slozky.

o= (00 ). 219

Alternativni, avSak ekvivalentni pristup je pouziti vinovych funkci, které vedle &

//////

1/) = 1/)(57 5)7 1/)(57 +) = 1/)1(5)7 w(fa _) = ¢2(f)

Ptechod k vlnovym funkcim (245) znamend piechod od Hilbertova prostoru
Ly(R3, dz?)k prostoru Ly (R?, dz?)®C?. Skaldrni soucin v tomto prostoru je

0.0 = 3 [ Vi@a@d's = T [ @@ OFr  (246)

a operatory jsou obecné zadany matici operatorta A= {flij}?’jzl. Nebot jsme
se doposud zabyvali jevy, ve kterych magneticky moment nehral roli, mohli jsme
pouzivat operatory, které jsou nasobkem jednotkové matice, napr. hamiltonian
je dan matici I—A[ij = ﬂéij, jinak vyjadfeno H = H ® 1ce.

Projekci vlastniho magnetického momentu do osy z (sméru magnetického
pole) naopak pfifadime operator fi,, ktery pusobi netrividlné pouze v prostoru
C?, zatimco v prostoru Ly(R?, dz?) pilisobi pouze jako nasobeni konstantou.

=) 247

—Ho

Souvislost orbitdlniho magnetického momentu s momentem hybnosti (240)
ptivedla G.E. Uhlenbecka a S. Goudsmita k hypotéze (1925), Ze podobné jako
orbitalni, i vlastni magneticky moment c¢astice je disledkem nenulového
vlastniho momentu hybnosti — spinu. Tato veli¢ina nemd analogii v zad-
ném druhu pohybu klasickych hmotnych téles. Operator spinu ma stejné
jako orbitalni magneticky moment tii slozky S'j, které netrividlné pu-
sobi pouze v C? a vzdjemné komutuji stejnym zptsobem jako slozky
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momentu hybnosti
[Sj, Sk] = ih(—:jlel. (248)

Snadno lze ukazat, ze trojice matic 5”]- = gaj, kde 0;, j = 1,2, 3 jsou tzv. Pauliho

matice
0 1 0 —i 10
"1:<1 0)’02:<i 0)"’3:<0 —1)’ (249)

spliiuje relace (248).
Vztah mezi spinem a vlastnim magnetickym momentem elektronu je

~
—

i= 28], (250)

coz je v souhlasu s (247). Faktor 2 je v ramci této teorie nutné brat jako fenomeno-
logickou konstantu. Jeji vysvétleni je mozno podat az v ramci relativistické kvan-
tové mechaniky.

Cviceni 70 Ukazte, Ze vlastni cisla operdtoru ﬁé jsou iu0|]§|. Najdete vlastni
funkce.

Cviceni 71 Necht pro volnou ¢dstici se spinem je namérena hodnota z—ove slozky
spinu s,=h/2. JestliZe vzapéti mérime hodnotu spinu ve sméru, ktery se z—ovou

osou svird thel ©, jaké miuZeme namérit hodnoty a s jakou pravdépodobnosti?

Vedle relace
[O'j, O'k] = 2i€jkl0—l; (251)

ze které plyne (248), maji Pauliho matice jesté dalsi vlastnosti uziteéné pii

vvvvvv

oj = J]T-, Tro; =0, (252)

{oj,00} = 2051 (253)

Mimo to spolu s jednotkovou matici tvoii {o;, j = 1,2,3} (hermitovskou) bazi
v prostoru komplexnich matic 2 x 2. Nasobeni Pauliho matic

00 = Ojk + iéjlil (254)

plyne okamzité z (251, 253).

.2
Cviceni 72 Ukazte, Ze S = %h21. Porovnejte tento vysledek s (242).
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CviCeni 73 UvaZujte systém (tzv. supersymetricky harmonicky oscildtor) pop-
sany na Hilbertovu prostoru L*(R,dz) ® C? hamiltonidnem

h* w? h
H=-—"A@1+ 22201+ —1®a0;
2m 2
Dale je dan operdtor
~ 1 o N
Q: mgl(P‘i‘imegX).

Naleznéte QF, Q2, [ﬁ, Q] a vysledky vyjddrete pomoci operdtori H, Q. Jaké
omezeni lze vyvodit z téchto relact na spektrum hamiltonianu ( tj. zda je shora i
zdola omezené a ¢im )? ( Postaci wvaZovat bodovou ¢ast spektra. )

6.3 Pauliho rovnice. Normalni Zeemanuv jev

Z vysledku Stern — Gerlachova pokusu a rozstépeni energetickych hladin atomi
v magnetickém poli jsme dosli k hypotéze, ze stavy Castic v atomu jsou charak-
terizovany téz hodnotou ¢isté kvantové veli¢iny nazyvané spin. Sily, které pusobi
na atomové castice v magnetickém poli jsou na spinu zavislé a musi byt proto
zahrnuty do hamiltonidnu. W. Pauli navrhl rozsifeni hamiltonidnu pro ¢astici v
elektromagnetickém poli na tvar

A

H =[P —eAP+ep—pB-d| (255)
Rovnice 81/)
at = H,

kde H je tvaru (255) a ¢ je dvoukomponentova funkce se nazyva Pauliho rovnice.
Odpovidajici rovnice Iﬁb = E se pak nazyva bezcasova Pauliho rovnice.

Pro homogenni, casové nezavislé magnetické pole g(f, t) = B je mozno
feseni Pauliho rovnice prevést na feseni Schrodingerovy rovnice, nebot piimym
vypoctem lze ukazat, Ze pokud ¢;, j = 1,2 jsou feSeni Schrédingerovy rovnice

5,99

=H
at 10,
kde H; je spimové nezavisla ¢dst (255), pak FeSeni Pauliho rovnice lze zapsat
zpusobem
Y1(7, 1) Lo o[ 01(T1)
D)) — expleji- Bt Hto 256
( V(T 1) Xp[h'u | $2(7, ) (20
kde .
B-d

exp[%ﬁ . Bt] = Cos(%|§|t) + i sin(5 1B, (257)

B
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Cvideni 74 Cdstice se spinem h/2 je umisténa v konstantnim magnetickém poli
smerujicimim ve sméru osy x. V case t = 0 byla namérena hodnota jeji z-ové
slozky spinu +h/2. S jakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném dalsim case
hodnotu jeji y-ové slozky spinu +h/2?

CviCeni 75 Ukazte, Ze pokud vyraz exp[id - & definujeme pomoci fady

< (id - &)

explid - o] == ) —, (258)
n=0 n:
pak plati
g — — -C_i : 63 . —
explid - &] = cos(|d]) + i sin(|al). (259)

|_’|

Rozstépeni energetickych hladin v disledku existence vlastniho magnetického
momentu je pak mozno popsat Pauliho hamiltonidnem

fp—H,— M. [ 25§ (260)
h h
kde H, (coz je napt. hamiltonidn ¢astice v coulombickém poli) popisuje ¢astici
bez magnetického pole. Refenim bez¢asové Pauliho rovnice Hp1p = E1) lze dostat
energetické spektrum, které odpovida rozstépeni hladin magnetickym
polem pozorované v normalnim Zeemanové jevu. Toto feseni lze obdrzet
ze znalosti feSeni bezcasové Schrédingerovy rovnice.
Pro sféricky symetricky hamiltonian Hy, 1ze bez Gjmy na obecnosti zvolit osu
z ve sméru magnetického pole. Je snadné se presvédcit, ze pokud cCastice ma v
nepiitomnosti magnetického pole energii Fy = E,; (tzn. E,; je vlastni hodnotou
hamiltonianu flg) a funkce vy, jsou vlastni funkce ﬁo, IAP, [A/Z, pak funkce

Yt (7) = ( i ) g (B) = ( ol ) (261)

jsou vlastnimi funkcemi Pauliho hamiltonianu odpovidajicimi vlastnim hodnotam
Eyim+ = En — poB,(m £ 1). Pocet hladin multipletu je 2/ +3 pro [ =1,2,.. ..
Pro [ = 0 dostavame dvé hladiny energie, coz je ve shodé i se Stern—-Gerlachovym
pokusem.

Poznamenejme jesté, ze vedle normalniho Zeemanova jevu existuje jesté tzv.
anomalni Zeemanuv jev. Jeho popis a vysvétleni dané tzv. spin-orbitalni vazbou
zde provadét nebudeme (viz napf [5] kap 7.5).

Na zavér této kapitoly je tfeba jesté ucinit dilezitou poznamku: Existence
nenulového spinu neni univerzalni vlastnost vSech kvantovych castic. V uve-
denych jevech, které nas primély zavést spin, maji rozhodujici vliv valenc¢ni elek-
trony atomt. Znamena to tedy, Ze elektronim je tfeba pfiradit spin (velikosti
1/2). Na druhé strané existuji ¢astice, které spin nemaji. Jsou to napiiklad
mesony 7 dilezité pro popis jadernych sil. Ty pak interaguji s magnetickym
polem pouze prostiednictvim svého orbitadlniho momentu hybnosti.
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7 Systémy vice Castic

Zatim jsme se vénovali kvantové mechanice jedné castice v poli vnéjSich sil. Neni
tfeba zddraznovat, ze pro popis realnych fyzikalnich systémi je tieba rozsirit
kvantové mechanicky popis na systémy vice ¢astic, nebot i velmi jednoduchy
realny systém — atom vodiku, jehoz elektronovy obal jsme zatim modelovali jed-
nou kvantovou c¢astici v coulombickém poli, se sklada ze dvou castic, protonu
a elektronu. V této kapitole se proto budeme vénovat kvantové mechanice vice
castic bez vazeb.

Pti budovani kvantové mechaniky vice ¢astic je tfeba, na rozdil od mechaniky
klasické, velmi disledné rozliSovat, jestli jde o systém castic stejného typu ci
nikoliv. Pod ¢asticemi stejného typu rozumime castice, které se od sebe vzajemné
nelisi zddnym ze svych vnitinich parametri jako jsou hmota, naboj, magneticky
moment atd., tedy parametri, které jsou nezavislé na pohybovém stavu. Dvé
Castice, které maji vSechny tyto parametry stejné povazujeme za nerozlisitelné,
zatimco v opa¢ném pripadé je nazyvame rozliSitelné.

V klasické mechanice tento pojem neni podstatny, nebot kazda ¢astice se pohybuje
po dané ktivce ur¢ené pohybovymi rovnicemi a pokud si ¢astice na zacatku experimentu
oznatime napt. jako "prvni”, "druhd” atd., je mozné v kazdém case rozhodnout, o
kterou c¢éstici se jedné a vSechny cCastice lze tedy povazovat za rozliSitelné.

Pti popisu jevi na atoméarni a nizsi Grovni, nejsme schopni sledovat drahy
jednotlivych ¢astic a oznaceni ”prvni” ¢i ”"druhad” pro nerozliSitelné castice ztraci
smysl, nebot pii prechodu z jednoho stavu dvou ¢i vice nerozlisitelnych ¢astic do
jiného (at uz ¢asovym vyvojem nebo méfenim) neni mozno rozhodnout, které z
nich je tfeba prifadit hodnoty pozorovatelnych tykajicich se jednotlivych c¢astic.

7.1 Systémy rozliSitelnych castic

Ukolem kvantové mechaniky systémi vice ¢astic je predpovédét pravdépodob-
nosti rtiznych méreni provedenych na téchto systémech. Mame-li systém dvou
bezspinovych rozlisitelnych castic, a vime-li, ze pravdépodobnost nalézt prvni
castici v oblasti Oy je wy a pravdépodobnost nalézt druhou ¢astici v oblasti Oy je
wy, pak (za predpokladu, ze tyto pravdépodobnosti jsou nezavislé) pravdépodob-
nost nalézt prvni ¢astici v oblasti O; a soucasné nalézt druhou ¢astici v oblasti
O, je wiwy. Vzhledem k tomu, ze podle Bornova postulatu je pravdépodobnost
dana amplitudou vlnové funkce, je celkem prirozené prifadit systému dvou ¢as-
tic, z nichz jedna je ve stavu popsaném vlnovou funkci ¢, a druhd ve stavu s,
vinovou fei ¢ (71, T2) = 1 (21)1a(25).

To ovSsem zdaleka neznamend, Ze vSechny stavy systému dvou castic jsou
popsany vinovymi funkcemi, jez lze zapsat jako soucin funkci proménnych 2, re-
spektive Z5. Pokud by tomu tak bylo, pak by libovolna pravdépodobnost tykajici
se prvni ¢astice byla nezavisla na stavu druhé ¢astice a mohli bychom popisovat
pouze systémy nijak se neovliviujicich — neinteragujicich ¢astic. Takova teorie
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vSak nemad zadny smysl, presnéji je ekvivalentni jednocéasticové teorii pro kazdou
ze slozek systému.

Obecné prifadime stavu systému N rozlisitelnych bezspinovych ¢astic
kvadraticky integrabilni vinovou funkci

YR = C, ¢ € Ly(R¥™,d*" 1)

a pozorovatelnym samosdruzené operatory na Hilbertové prostoru H =
Ly(R3N a3V z). Plati (viz [1], 4.6.6), ze

Ly(R¥*™ d*Nz) = Ly(R?, d’2) @ Ly(R?, dP7) ® ... ® Ly(R?, d*x)

<~ H:/H1®H2®---®/HN,

kde H; je Hilbertiiv prostor stavii j-té castice. Zaroven plati, Ze pokud {e%), n; €

Z. } je ortonormalni baze v H;, pak {e{) @eP @...elN), (n1,ns,...,ny) € ZV},
kde
el @eld @...eN(F,Ta...,0n) =P (F)elD(T) ... e (Fw)

je rovnéz ortonormalni bazi v H1 @ Ho ® ... @ Hy.

Operétory, které pisobi netrividlnim zptisobem pouze v H;, tzn. flj =
191®. .. 10A®1 ... 1 se nazyvaji jednocdsticové. Typickym prikladem je naptik-
lad operator kinetické energie prvni ¢astice Ty = —%A ®1...1= —%Al.
Podobnym zptisobem lze definovat vicecasticové operatory.

Pro c¢éstice se spinem %, jejichz vlnové funkce maji dvé komponenty nebo
alternativné zaviseji na dodatecné proménné & € {+, —}, je tieba vyse uvedeny
formalismus modifikovat. VInové funkce systému N ¢astic se spinem % maji 2V
slozek nebo alternativné zaviseji vedle 7, ..., Zy téZ na &, ..., &y, plicemz §; €
{+, —}. Hilbertiv stavovy prostor je pak tensorovym sou¢inem jednocasticovych

prostorit Ly (R?, d*z) @ C2.
H=H @Hs®...® Hy = Ly(R*™,d*z) ® C*".

Skalarni souc¢in v tomto prostoru je definovan zpisobem

(¢7¢) = Z Z /3N 77b*(a_7’176173_7’27627'''73_7’N7é-N)Qs*(fla617f?)éé)'''73_7’N76]\7)d3Nx'
o=t ey=t’R
(262)

Cviéeni 76 Necht hamiltonidn dvou cdstic se spinem % interagujicich pouze

2
prostrednictvim spinu mda tvar
]:I: —hV(O'1®O'1+O'2®O'2+O'3®O'3)

Urcete dimenzi Hilbertova prostoru, vlastni cisla a vlastni vektory Ha degeneraci
energetickych hladin.
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7.1.1 Problém dvou téles v kvantové mechanice

Problém dvou téles je v kvantové, stejné jako klasické, mechanice snadno fesitelny,
pokud sily jsou dany potencidlem zavisejicim pouze na rozdilu poloh jednotlivych
castic V (&, o) = V(&) — &3). Abychom mohli provést dynamicky popis systému
dvou kvantovych c¢astic, popiSeme napied klasicky systém hamiltonovskym for-
malismem.
Zavedenim novych proménnych
> T+ meTe

=T — T 263
mq + mo v 1 2 ( )

dostaneme Lagrangeovu funkci pro dvé ¢astice ve tvaru

- S 1 521 mymg -2
L(X, 7 X, &) = 5 (m +ma) X +§mf — V(). (264)

Kanonicky sdruzené hybnosti jsou

ﬁ = ﬁl —|—ﬁ2 = (ml + mg)X = ml-'ff;l + m2-'i}2 (265)
joo T mabl — i (266)
my + mg my + mg

a Hamiltonova funkce méa tvar sou¢tu dvou Hamiltonovych funkci

p? + . . .
TLT M5+ V(@) = Hy(P) + Hya(Z, 7). (267)

H(X,z P,p) =
(X, 7, P.p) 2(my + ms) 2mqme

Hamiltonovy pohybové rovnice pro & (t), Z2(t), pi1(t), P2(t) pak pFejdou na sepa-

Vv

Transformace soufadnic (263) vede i na zjednodu$eni kvantové me-
chanického popisu dvou ¢astic. Zapiseme-li vinovou funkci systému jako
funkci novych souradnic

W(X,7) = (& (X, 7), (X, 7)), (268)

pak transformace (263) vede na transformaci parcialnich derivaci

0 0 0
= ) =1.2.3 269
an allfl,j + aZL'Q,j7 J T ( )
0 1 0 0
_ -2y =193 270
aib'j my + moy (m2 8x1,j g 8x27j )’ J T ( )

ktera odpovida transformaci operatort hybnosti analogické (265, 266).
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Hamiltonian systému dvou interagujicich ¢astic

. B2 h2 .
H=- Ay — A T — T 271
le 1 2m2 2 + V(.’L‘l .’172) ( 7 )

transformaci (263) pfrejde na tvar

h? K2

M il A T
et : 2(m1—i—m2) X 2M

N, +V(7), (272)

ktery je ekvivalentni hamiltonianu dvou neinteragujicich ¢astic. Jedna

YV

z nich je volna kvantova ¢astice s hmotou my + mo (t67iSté) a druhd je ¢astici s
hmotou M = % v poli potencialu V.

Pravé uvedend fakta ospravedlnuji interpretaci hladin ¢astice v coulombickém
poli jako hladin vodikového atomu, pokud do vyrazu pro Rydbergovu energii
dosadime hmotu M = an;fp A M ZL)? kde m., m, jsou hmoty elektronu
a protonu. Pokud se zajimame o spektrum hladin deuteria, je tfeba misto m,

pouzit hmotu deuteronu, kterd se ptiblizné rovna 2m,,.

7.2 Systémy nerozliSitelnych castic, Pauliho princip

Jak uz bylo receno na pocatku této kapitoly, pfi popisu jevl na atomarni a nizsi
urovni oznaceni ”prvni” ¢i "druhd” pro nerozliSitelné castice ztraci smysl. Tento
fakt se tedy musi odrazit i v teoretickém popisu téchto jevii.

V kvantové mechanice, ktera v daném case pro systém dvou ¢i vice ¢astic
predpovida pouze pravdépodobnosti nalezeni jednotlivych ¢astic v urcitém stavu,
¢i naméreni jistych hodnot pozorovatelnych, je oznaceni castic jako "prvni”,
"druha” atd. pri kazdém métfeni ndhodnym vybérem a musi tedy byt vyrok
”s pravdépodobnosti w bude prvni ¢astice nalezena ve stavu a a druha ve stavu
b7, ekvivalentni vyroku ”s pravdépodobnosti w bude druhé castice nalezena ve
stavu a a prvni ve stavu b”.

Necht uplna mnozina pozorovatelnych napt. dvoucasticového systemu je sjed-
nocenim uplnych mnozin pozorovatelnych pro jednotlivé castice {A = A, ®
1}, {Ak =1Q Ak}, k =1,...,K. Vlnova funkce (&, Z;) stavu, ktery je
dan hodnotami pozorovatelnych {(agl), e a(é)), (a?), el a([?))}, je pak urcena
podminkami

(Uw — (1)1/) A(Q)w — (Q)w (273)
kde Ak ,A jsou jednocasticové operatory, takze A pisobi na funkci ¢ jako

na funkci pouze proménné x, zatimco operatory Aj pusobi na funkci ¢ jako na
funkci pouze proménné xy. Pro nerozlisitelné ¢astice vSak nejsme schopni urcit
zda vysledek aj méteni ”jednocésticové” pozorovatelné Ay (napf. hybnosti &
enrgie) se tykd prvni ¢ druhé ¢astice. Musi tedy rovnéz platit

A = a9, AP = a?y, (274)



kde (@, 15) = (&, ). Znamené to tedy, ze stav dany souborem exper-
e
i

podminkami (273) i vlnovou funkei ¢ uréenou podminkami (274). Podle pred-

imentalnich hodnot {(a )} je popsan zéroven vlnovou funkei ¢ uréenou

pokladu o tom, ze B = {A,(gl)} U {AEZ)} je tplnd mnozina pozorovatelnych, jsou
funkce 1 a 1 ur¢eny az na konstantu. Musi tedy platit

(T, To) = Cytp(To, &) = Cp (T, To). (275)

Odtud plyne, Ze Cy = %1, takZe vlnové funkce dvou nerozlisitelnych ¢astic musi
byt bud symetrické, ¢i antisymetrické vic¢i zaméné svych argumenti.

Mimo to, pro jeden typ ¢astic znaménko Cy nemiZze zdviset na vlnové funkci,
nebot v opac¢ném piipadé stavy popsané linearnimi kombinacemi vlnovych funkci
s riiznymi symetriemi by nebyly ani symetrické ani antisymetrické. Céstice, je-
jichz soubory jsou popsany symetrickymi vlnovymi funkcemi se nazyvaji bosony
a Castice, jejichz soubory jsou popsany antisymetrickymi vinovymi funkcemi se
nazyvaji fermiony.

V kvantové teorii pole lze ukizat, ze typ symetrie vlnovych funkeci je
urden spinem ¢&astic. Céstice s polocelym spinem (v jednotkich h) jako napt.
elektron, proton ¢i neutron jsou fermiony a castice s celym spinem jako napf.
m—mesony nebo foton jsou bosony. VInové funkce castic s nenulovym spinem
vSak zdviseji vedle soufadnic &; téZ na "spinovych” proménnych &; nabyvajicich
pouze diskrétnich hodnot. Symetrii ¢i antisymetrii vinové funkce se pak rozumi
(anti)symetrie vici zaméné dvojic (7;,&;) a (T, &), J # k.

Z vyse uvedeného ihned plyne, ze vlnova funkce systému vice nero-
zliSitelnych bosoni ¢i fermiond je symetrickda, respektive antisymet-
rickd viéi zaméné libovolnych (dvojic) argumenti, nebot analog podminky (275)
pro vice ¢astic lze interpretovat jako existenci jednorozmérné reprezentace grupy
permutaci Py. Takovéto reprezentace jsou vSak bud totdlné symetrické ¢i an-
tisymetrické. Prikladem je vlnova funkce tii ¢astic, kterd ma v prvni dvojici
argumentl symetrii danou znaménkem C a ve druhé znaménkem C)y. Pak

1/)(331,5U2,333) = 011/)(332,5U1,5U3) = 0102¢($2,$3;$1) = 021/)(333;332,551);
ale soucasné
1/)(331,5U2,333) = 021/)(331,5U3,5U2) = 01021/)(333,%;332) = 011/)(333;332,551);

takze C; = C,.

Podobné jako v ptipadé rozliSitelnych ¢astic je mozno vytvaret vicecasticové
vlnové funkce z jednocasticovych. Jsou-li 1,(Z) vlnové funkce jedné bezspinové
castice, tzn. 1, €Ls(R3, dz?), pak

d)al,lm ("1_’31752) = I/Jal (51)1/@ ("1_’32) + zl)al (fQ)zl)M (fl)
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je vlnova funkce dvou stejnych bosoni a podobné

Vayaz (T1, €1, T2, §2) 1= Yy (Z1, 1) Vay (T2, €2) — Yy (T, §2)Va, (L1, €1)

je vlnova funkce dvou stejnych fermioni. Je vhodné na tomto misté pfipomenout,
ze pro castice s nenulovym spinem je hodnota primétu spinu do nékteré osy
1

soucasti definice jednocasticového stavu ¢ili napt. a; = (ny, [, my, £3).

CviCeni 77 Napiste vinovou funkci (%, ) zdkladniho stavu ¢dstice v poli Coulom-
bova potencidalu s hodnotou z—ove, resp. x—ove, resp. y—ove sloZky spinu rovné

12,

Obecné Hilbertovy prostory stavit HS, HA systému N nerozligitelnych ¢astic
jsou podprostory totalné symetrickych ¢i antisymetrickych funkei z Ly (R3Y, 3V ),
respektive LR d*Nz) @ C2".

Vlnova funkce N nerozliSitelnych bezspinovych ¢astic ve stavech g, ¥q,, - - -, Yay
je
77bal,az,...,u,1v (fla 3_7’27 s 7fN) = Z "/)al (fﬂl)wag (fﬂ2) L waN (fTFN) (276)
TePn
a vlnova funkce IV nerozliSitelnych fermiont ve stavech v, , Vg, ..., Yy je
wal,a%...,a]v (fla 617 527 627 L] fN; §N) =
Z (_)grad Wl/)tu (fﬂ'l) 671’1)1/)112 (fﬂ'?) §7T2) s zl)az\r (fﬂNa é-ﬂ'N)J (277)

WEPN

kde Py je grupa permutaci N objekti a grad 7 je pocet transposic, ze kterych je
mozno slozit permutaci 7. Antisymetrickd vinova funkce (277) se da zapsat jako
tzv. Slateriv determinant.

"/)al,az,...,aN (fla €1; 57’27 €27 v 7fN7 gN) =
Vai (T1,61) Yoo (T1,61) - Yay(Z1,&1)
det zl)al ("1_’327 62) d)lm (527 §2) e waN (52’ 62) . (278)

o (FnsEx) Gon(@xs€n) oty (s En)

Pozorovatelné pro systémy nerozlisitelnych c¢astic jsou pak popsany samos-
druZzenymi operatory v podprostorech HS nebo 4. Znamené to Ze ptisobeni
téchto operatortt musi zachovat (anti)symetrii funkei na které ptisobi, takze napfr.
operator potencidlni energie v poli konzervativnich sil musi byt popsan funkci
V (1, xg,...,2N), kterd je symetrickd viéi zaméné svych proménnych. Formalné
lze tuto vlastnost vyjadrit tak, ze pozorovatelné komutuji s operatorem ”zamény
castic” P,

Pop(zy, 9, ... on) = Y(Tr1, Ta2y o ooy Tpn) (279)
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Z vyrazu (278) je ziejmé, Ze pokud dva jednocasticové stavy jsou stejné, pak
Va1 a,...axy = 0, cOZ je matematické vyjadieni Pauliho vylucovaciho principu: 'V
souboru nerozliSitelnych fermionii nemohou existovat dvé castice ve
stejném stavu. Tento princip ma dalekosahlé disledky pro strukturu atomu.

Pokud jednocasticové vinové funkce v, tvori ortonormalni baze v prostorech
Ly(R3, d3x), respektive Ly(R?, d*z) @ C?, pak funkce (276) a (277) slozené z jed-
noc¢asticovych stavii (po patfiéné normalizaci) tvoii ortonormélni bazi v prostoru
HS popisujici soustavu bosonil, respektive H* popisujici soustavu fermiont.

CvicCeni 78 Najdete energie a vlastni funkce zakladniho a pruniho excitovaného
stavu dvou nerozlisitelngch castic se spinem 0, respektive % v poli harmonického
oscilatoru.

Cviceni 79 Napiste vinovou funkci zakladniho stavu atomového obalu helia zanedbame-
li odpudivé sily mezi elektrony (tzv. nulovd aproximace).

8 PribliZné metody vypoc¢tu vlastnich hodnot
operatoru

Presny vypocet vlastnich ¢isel operatorii a vlastnich funkci je mozné provést ana-
lytickymi metodami jen u velmi omezeného poctu fyzikalné zajimavych pripadi.
Nékteré z nich nékteré jsme jiz uvedli: energie harmonického oscilatoru, energie
c¢astice v Coulombové poli, moment hybnosti. Pro mnohé dalsi pripady se musime
vétsinou uchylit k pribliznym metodam. Jednou z nich je tzv. poruchova teorie,
kterou popiseme v nasledujicich podkapitolach. Jeji podstatou je, ze operator,
jehoz vlastni ¢isla chceme spocitat, je mozno zapsat jako A+ B, kde spektrum
operatoru A je mozno TeSit presné a operator B je mozno v néjakém smyslu
povazovat za malou opravu — ”poruchu” — operatoru A.

Presnéji, necht A, B jsou samosdruzené operatory. Budeme zkoumat operator

A+ eB, (280)

kde € lezi v okoli nuly a zkoumame vlastnosti vlastnich ¢isel a funkci v zavislosti
na parametru €. D4 se ocekavat ze pro ¢ — 0 se budou vlastni ¢isla a funkce blizit
k odpovidajicim veli¢cindm pro operator Aa pro € — 1 za priznivych okolnosti
téz k vlastnim ¢islim a funkcim operatoru A+B.V nékterych pripadech jako
je napt. Starkiv jev, ktery vysvétlime nize, lze navic proménné e dat fyzikalni
smysl.

Jako prvni rozebereme ptipad, kdy operator A m4 ¢isté bodové spektrum a
vSechna vlastni ¢isla jsou navzajem rizna.
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8.1 Poruchova teorie pro nedegenerované cCisté bodové spek-
trum

Necht operator A mé ¢isté bodové spektrum s navzajem riznymi vlastnimi ¢isly
A9 Odpovidajici vlastni funkee oznacme 1\"). Predpokladejme déle, Ze v okoli
nuly lze vlastni ¢isla i vlastni funkce operatoru A+ eB napsat jako nekonecnou
radu v proménné € s nenulovym polomérem konvergence

Ae(€) = A0 4 a2\ (281)
Uile) =\ + eV + 9P 4+ (282)

Ideélni by bylo, kdybychom uméli vypocitat v8echny koeficienty fad (281) a (282)
a odtud usoudit na konvergenci ¢i dokonce provést soucet. V praxi se ndm obvykle
podaii vypocitat pouze nékolik nejnizsich clent, jejichz prispévky vsak casto
prekvapivé dobre odpovidaji experimentalné namérenym hodnotam fyzikalnich
pozorovatelnych. Vzorce pro vypocet nejnizsich koeficienti lze celkem snadno
odvodit dosazenim (281) a (282) do tlohy pro vlastni ¢isla

(A + €eB)(e) = Me(€)vhn(e) (283)
Porovnanim ¢lent u prvni mocniny e dostaneme
A+ BU? = 4000+ AP (251)

Vynasobime-li skalarné obé strany této rovnice funkci 1/),(60) zleva a pouzijeme
samosdruzenost operatoru A, ze které plyne

W, AvY) = (A7, ) = M@ w0,

dostaneme
(i, Bey”) = A0 (W ).
Odtud je jiz zfejmé, Ze prvni oprava vlastniho ¢isla je stfedni hodnota operatoru
B.
M =< B> 0. (285)
k

Prvni opravu vlastnich funkei dostaneme opét skaldrnim vynasobenim (284),
tentokrat vsak 1/)J(-0), j # k. Nebot (1/)J(-0), w,(co)) = 0, dostaneme

(@, Ay + (@10, By = A (10 ),

takze o
(ij 7B1/)k ) :

= J £k 286
)\](CO) _ )\(0) 7’é ( )

J

(W ) =
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Prvni oprava vlastni funkce v tedy je

1/)(0) ByY) 0)

7/) —77/)1@ "‘Z ) 7/)]' ) (287)

0
J#k )‘k A§~

kde v je libovolna konstanta, kterou miizeme pouzit naptiklad pro normalizaci
vlastni funkce opravené do prvniho fadu v e.

Opravu vlastniho ¢isla do druhého rtadu v € vypocteme porovnanim clent u
druhé mocniny €. Ze samosdruzenosti A opét plyne

(W, Ap?) = (Ap?, ¢2) = AP (@, 0

a stejnym postupem jako v predchozim pripadé dostaneme

AP = (i, (B =2 5 |(1/)](0),Bwl(€0))|2
(i o) i O = )@, 0)

pficemz v druhém rovnitku jsme pouzili vztahy (285), (287).

Analogickymi operacemi bychom mohli dostat vzorce pro dalsi opravy vlast-
nich ¢isel a vlastnich funkci. Bohuzel formule jsou pak jiz tak komplikované, ze
pro vétsinu pripadi jsou prakticky nepouzitelné.

(288)

Cviceni 80 Poruchovou metodou spocitejte energie do druhého Tadu jednorozmeérné
kvantové cdstice na kterou pisobi sila Mw?x + F (harmonicky oscildtor v ho-
mogennim poli).

Cviceni 81 Poruchovou metodou spocitejte energie do druhého Tadu jednorozmeérné
kvantové castice v potencidlu

1
V(z) = EMwaQ + az® + B’

(Anharmonicky oscilator.)

8.2 Poruchova teorie pro vicenasobna vlastni cisla

V predchozi kapitole jsme vyuzili faktu, ze ke kazdému vlastnimu ¢islu existovala
pravé jedna vlastm funkce. Nyni ukdzZeme jak postupovat pro kone¢nénasobna
vlastni ¢isla )\k operatoru A tedy v pripadé, kdy vlastni funkce prislusné k ¢islu
)\/,(C ) tvo¥f linerni podprostor dimenze N > 1. Necht {f,;}~, je ortonomaln{ base
v prostoru vlastnich funkci operatoru A prislusnych k vlastnimu ¢islu operatoru
A

Zaménime-li operator A operatorem A+ eB, pak se v obecném piipadé zméni
i vlastni ¢isla i jejich nasobnost. Opét budeme predpokladat, ze v okoli nuly lze
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vlastni ¢isla i vlastni funkce operatoru A+eB napsat jako nekonec¢nou radu v
proménné € s nenulovym polomeérem konvergence takze vlastni ¢isla operatoru
A+ eB ktera pro e — 0 konverguji k )\k , lze zapsat jako

Mon(€) = A + exlh + A2 + .. (289)
a
Yin(e) = Yom + e + 2P + .. (290)

kde n=1,...,N,.
Funkce 1/’1(;,)7)1 = lim_0Y n(€), na rozdil od piipadu nedegenerovaného spektra,

nejsou urceny fesenim ulohy pro vlastni ¢isla a funkce operatoru A. Vime pouze,
ze jsou jistou linedrni kombinaci funkei f ;

N
= ; ki [k i- (291)
Dosadime opét fady (289), (290) do tlohy pro vlastni ¢isla
(A + €B) Yk = Mtk (292)
a porovname ¢leny imérné prvni mocniné €. Dostaneme
A + Buion, = Mihdion + Moo (293)

Vynésobime-li tuto rovnost skaldrné zprava funkei f, ;, pouzijeme samosdruzenost
A a toho, ze f;; je vlastni funkei operdtoru A, dostaneme

(frgs BUDL) = M) (Frs 010, (294)

Dosadime-li sem (291) a vyuzijeme ortonormalnost funkci f ;, pak mizeme tuto
rovnost prepsat zpusobem

Z Bjittini = Ny an.j, (295)

coz je uloha pro vlastni ¢isla matice
Bji = (frjs Bfxa), i,j:=1,...,N. (296)

Prvni opravy vlastnich c¢isel )\SL pak dostaneme 7z FeSeni tlohy (295), tedy jako
koreny sekularni rovnice

det (Bji — Ay adji) = 0. (297)

Regenim tlohy (295) pak dostaneme té7 koeficienty Qkni, které urcuji "nultou
opravu” 1/),(9?7)1 vlastnich funkei fi;. Vypocet dalsich oprav je opét dosti kompliko-
vany a prislusné vzorce zde nebudeme uvadeét.
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8.2.1 Starkiv jev na vodiku

Starkovym jevem nazyvame rozstépeni spektralnich ¢ar atomu vlivem homogen-

niho elektrostatického pole. Elektron v atomu vodiku v homogennim elektrostat-

ickém poli £ mizeme popsat Hamiltonidnem
h? e? 1

~ _ef7. 208
2M 471'60’[“ cet (298)

Pro slabé elektrické pole t;j. % > |§|, kde a je Bohrtv polomér atomu vodiku, je
mozno posledni ¢len povazovat za malou opravu predchozi ¢asti Hamiltonianu H,
popisujici atom vodiku bez pritomnosti vnéjsiho elektrického pole. Jeho vlastni
¢isla i vlastni funkce zndme z podkapitoly 3.4.5. Vime, ze vlastni ¢isla (kromé
nejnizsi energie) jsou degenerovand, takze musime pouzit poruchovou metodu pro
degenerované spektrum.

Bez jmy na obecnosti (neporuseny hamiltonian j je 1sotr0pn1) mizeme pired-
pokladat, ze € = (0,0,¢). Oprava eB hamiltonidnu Hy je —ee X5 = —eer cos 6-
a zajima nas zména k-té energetické hladiny vodiku Ey = —R/k? v zavislosti na
sile elektrického pole e.

Vlastni funkce ¢y ., piislusné k Ej jsou vyjadieny vzorcem (153), kde N = k.
Matice Bj;, jejiz vlastni hodnoty, predstavuji prvni opravy energie ma v tomto
pripadé elementy

Bji = Bimym = —€(Vkim, T €OS O Yy ) =

- / Ry (r) Ry (r)rdr / Vi (0, &) 08 0 Yirme (0, $)dS2. (299)
Druhy integral je roven (viz napt [5] G.29)

2

/ Vi (0, 6) 08 0 Yo (8, $)dQ = Sy (G111 m T+ 41,2 (300)
takze maticové elementy jsou nenulové pouze pro m =m' al' =1+ 1. Vypocet
prvniho integralu v (299) je obecné dosti slozity a proto se omezime na vypocet
prvnich oprav zakladni a prvni excitované hladiny. Pro nejnizsi energii £ = 1 je
[ =1 =0 a (10,7 cosBh199) = 0, takze zakladni hladina se do prvniho Fadu v €
nezméni. Pro prvni excitovanou hladinu je k = 2 a [,I'’ = 0,1. Jediné nenulové
elementy Bj; v disledku (300) jsou

—e(d)glo, rcosf 1/)200) = —6(1/)200, rcosf 1[)210)* = —3ea. (301)

Matice B;; v tomto pfipadé ma tvar

0 0 —3ea O
0 0 0 0

B= —3ea 0 0 0 |’ (302)
0 0 0 0
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a koteny sekuldrni rovnice (297) jsou 0,0, 3ea, —3ea. Znamena to, Ze prvni exci-
tovana hladina vodiku, ktera je ¢tyrnasobné degenerovana, se ve slabém vnéjsim
elektrickém poli rozstépi na tfi s hodnotami —3,4eV a —3,4eV + 3eae, kde e
je naboj elektronu, a je Bohriv polomér vodiku ¢ = 0,53 x 1078 c¢cm a € je
hodnota intenzity vnéjsiho elektrického pole. Pivodni hladina —3, 4eV zlistane
degenerovana i v elektrickém poli, avSsak pouze dvakrat — jeji vlastni funkce
tvoii dvourozmérny prostor linedrnich kombinaci a1s:1 1 + a_191,_1, zatimco
hladiny —3,4eV + 3eae jsou jiz nedegenerované a odpovidaji jim vlastni funkce
a(ta10 F 200), kde ¥a1.0,19200 jsou normalizované k jednicce. VSimnéme si,
ze Sitka rozStépeni je imérna intenzité elektrického pole. Podobné se rozstépi i
vyssi excitované hladiny. Toto experimentalné pozorované rozstépeni hladin se
nazyva (linearni) Starkiv jev.

Cviceni 82 Spocitejte rozstépeni druhé excitované hladiny atomu vodiku pri Starkovée
jevu.

Cviceni 83 Fxistuje linedrni Starkuv jev pro isotropni oscilator?

8.3 Struktura atomu, Hartreeho metoda

Atomy se sklddaji z kladné nabitého jadra a zaporné nabitého obalu. Vzhledem
k rozdilu hmotnosti ¢astic jaddra a obalu je mozno rizné stavy atomi s dobrou
aproximaci popisovat jako stavy soustavy zaporné nabitych castic - elektroni -
pohybujicich se v potencidlovém poli jadra.

Zabyvejme se tedy atomem s atomovym cislem Z. Hamiltonidn systému Z
elektronti elektrostaticky interagujicich s jadrem a mezi sebou je

e Z 2 Ze? 1 e2
- > >

j=1 i<k

. 303
47r60 |Z;] 47r€0 |Z; — @ (303)

Cviceni 84 Spocitejte prouchovou metodou energii zakladniho stavu helia, povaZujeme-
li posledni ¢len v (303) za poruchu.

Presné nalezeni vlastnich (Z-¢asticovych) stavii hamiltonidnu (303) je prakticky
nemozné. Ukazuje se vSak, ze stavy atomu a jeho energie je mozné popsat po-
moci antisymetrickych kombinaci jednocasticovych vinovych funkei v poli sféricky
symetrického potencidlu. Jeho tvar lze dostat tzv. Hartreeho metodou self-
konzistentniho pole, kterou nyni popiseme.

Predpokladejme, Ze jsou znamy polohy vSech elektronti obalu atomu kromé
j-tého. Hamiltonian j-tého elektronu pak ma tvar

. h? 1 Ze? 1 & 2

Areo |5 Ameo 7 |T5 — T

(304)
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kde Z, k # j jsou parametry hamiltonidnu. Tento predpoklad vSak bohuzel
neni splnén, nebot polohy vSech elektroni jsou kvantové mechanické pozoro-
vatelné a informace o jejich okamzité hodnoté je ukryta ve vlnovych funkcich.
Modifikujeme-li tedy nas predpoklad tak, ze zname vlnové funkce ¢, k # j, pak
muzeme hamiltonian (304) nahradit hamiltonidnem

dxy.. (305)

N h2 1 Ze? 1 4 / |¢k(fk)|262

Ameo |75 Ameo 3 Jre [T — T
Problém je v tom, Ze funkce ¢, nezndme stejné jako ¢;. Mohli bychom se nicméné
pokusit Tesit soustavu rovnic

Hjp; = E;p;, j=1,....7Z (306)

pro funkce ¢;. AvSak diky pfitomnosti ¢x, k # j v (305) se opét jedna o prakticky
neresitelny (dokonce nelinearni) problém.

Hartreeho metoda spociva v itera¢nim postupu, kde na zacatku jsou zvoleny
jedno¢ésticové funkce @2, které spliuji nékteré zakladni fyzikalni pozadavky na
o¢ekdvany tvar feSeni. Ty jsou v prvnim kroku dosazeny do hamiltonidnu (305),
pricemz je respektovan Pauliho princip, ze kazdy stav muze byt obsazen max-
imalné jednim elektronem, a (obvykle numerickou metodou) vypocitiny energie
E; a funkce ¢;, které spliuji

70 11l g1
Hig; = E;o;. (307)

Funkce gblse opét dosadi do hamiltonidnu (305) a tento postup se opakuje tak
dlouho az ¢} & ¢ a Eft' & EY, takize

Hi? = EPL. (308)

Mimo to se obvykle ptfi podobnych vypoctech pouziva ptiblizeni sféricky sy-
metrického pole, kdy se posledni ¢len (305) vystFeduje pies prostorové uhly, tzn.
nahradi se ¢lenem

o (T:) |2 €?

|x] |

Vin(r5) = ( 47:) / sin 0;d0;de; E / Py (309)

Diky sférické symetrii takto zkonstruovaného hamiltonianu pak lze hledat vlastni
funkce energie ve tvaru

a vlastni ¢isla nezavisi na m.
E; = Ey (311)

Timto zptsobem lze ziskat dosti dobrou aproximaci vlnovych funkci ¢astic pohy-
bujicich se v odpudivém elektrostatickém poli ostatnich.
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Vlnovou funkci atomového obalu Z proménnych Z; pak dostaneme napt. jako
Slatertv determinant (278), kde a; = (n;,l;, m;, i%), nebot elektrony maji spin
1/2 a jsou tedy fermiony.

Celkova vnitini energie atomu ve vySe uvedené aproximaci je souctem energii
jednotlivych elektront obalu

Z
Eatom = Z Enj,lj- (312)
J=1

Vzhledem k tomu, Ze energie jednocasticovych stavi (311) nezéavisi na projekci
spinu ani magnetickém kvantovém ¢isle m ma kazda hladina E,, ; degeneraci 2(2/+
1). Jednocasticové stavy se stejnym n; a [; tvoii tzv. slupky atomu. Z Pauliho
principu plyne, Ze Zdadnd energetickd slupka nemize byt obsazena vic nez 2(20+1)
elektrony.

Pro atomy v zdkladnim stavu jsou obsazeny vSechny nejnizsi jednoelektronové
hladiny. Je zfejmé, Ze energie spocitané Hartreeho metodou nelze vyjadrit vzorcem,
nicméné se ukazuje, ze poradi nejnizsich hladin témér nezavisi na atomovém cisle.
Plati

Ew << E20 < E21 << Egg < E31 << (E40,E32) < E41 << (E50,E42) < E51 << ...

Energie uvedené v zavorkach jsou velmi blizké a jejich poradi je ddno atom-
ovym cislem Z. Naopak, skupiny energii oddélené << jsou relativné velmi
vzdéalené. Chemické vlastnosti prvkd urcuji elektrony s nejvétsi energii (kla-
sicky: nejvzdalenéjsi orbitou) a atomy, které v zakladnim stavu maji ”obsazené”
energie stejnych skupin tvoii periody Mendélejevovy tabulky prvki. Je snadné
se presvédcit, ze pocty stavi v jednotlivych skupinach 2,8,8,18,18,... odpovidaji
délkam period.

Cviceni 85 Atom uhliku md ctyri valencéni elektrony (presvédcte se). MiuZeme
na néj tedy nahlizet jako na systém ctyr elektroni ve sféricky symetrickém poli.
Jaka je pak degenerace jeho zakladniho stavu?

9 Potencialovy rozptyl, tunelovy jev

Rozptylovy experiment je obvykle usporadan tak, ze proud ¢astic s dobte ur¢enymi
vlastnostmi (hmota, energie, hybnost, ...) dopada na néjaky objekt (tenka folie)
¢i dokonce se srazi s jinym proudem castic a méii se charakteristiky rozptylenych
castic. Klasicky popis takovychto experimentt se provadi pomoci vypoctu drah
danych pohybovymi rovnicemi (viz napf. Rutherfordiv rozptyl v [2] kap 3.4). V
této kapitole popiseme nejjednodussi popis rozptylu metodami kvantové mecha-
niky.

Prvni predpoklad je, ze dosah vzajemné interakce castic je mnohem mensi
nez jsou charakteristické vzdalenosti castic v tercovém objektu, takze problém
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rozptylu lze redukovat na interakci dvou castic se znamou interakci popsanou
potencidlem V (#; — %) s kone¢nym dosahem. To ndm umoziuje prevést problém
rozptylu na tlohu o pohybu jedné ¢astice (s redukovanou hmotou) v potencidlu
V(Z).

Dopadajici ¢astici mizeme popsat vinovym balikem );, a s grupovou rychlosti
ve sméru dopadu. Kvantové mechanicky popis rozptylu pak spociva predevsim
ve vypoctu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v oblasti prostoru vymezené pros-
torovym uhlem df2.

Proces rozptylu lze v kvantové mechanice popsat ¢asovym vyvojem stavu
daného pocateéni podminkou ¢ (ty) = t;,, pfi¢emz v Case t, je interakce ¢astic
nulova. Je tedy tifeba nalézt feseni casové Schrodingerovy rovnice s pocatecni
podminkou v (ty) = ,. Nalézt piislusné feseni Schrodingerovy rovnice se vsak
obvykle nepodaii a je tieba se uchylit k aproximativnim metoddm. Ukazeme,
ze vySe popsanou nestacionarni tlohu lze prevést na ulohu stacionarni a nékteré
dilezité charakteristiky rozptylu lze ziskat ze znalosti zobecnénych stacionarnich
stavii odpovidajicich danému potencialu.

9.1 Rozptyl ¢astic na primce

Zacnéme s nejjednodussim pripadem rozptylu bezspinovych ¢astic na primce, kde
jsou jen dva mozné thly rozptylu totiz 0 a 180 stupnt. Po redukci tlohy dvou téles
vede tento pripad na problém ¢asového vyvoje vinové funkce v jednorozmérném
potencialu, pro ktery navic budeme predpoklddat ze méa konecny dosah, tzn.
V(z) = 0 pro |z| > a. Dopadajici ¢astici lokalizovanou v ¢ase ty v okoli zp < —a
mizeme dobfe posat vlnovym balikem

wm(l‘) = d)xo,po,Uo(x) =Ce "0 " ) (313)

kde py > 0 a o je stfedni kvadratickd odchylka souradnice, kterd s ¢asem roste
(viz cviceni 18). Cas pocatku interakce ¢, tj. ¢as kdy ”okraj vlnového baliku”
dospéje do oblasti interakce, lze definovat zptisobem

o + 20(1) + %(tl — 1) = —a. (314)

Pro t € (ty,t1) se Castice pohybuje témér jako volnd, pfesnéji, ¢asovy vyvoj
vlnového baliku se prilis nelisi od

o(x, 1) :/

—00

2
p

F(p)ete=idw(=)dp, (315)

oo

kde )
F(p) = (27h)~! / BT (! to)da! = Cem” TR (316)

—00
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Pro ¢asy srovnatelné a vétsi nez ¢, 1y jiz (315) nevystihuje skutecny ¢asovy
2
, . LY . P s 3P P (t— v oo
vyvoj dopadajici ¢astice, nebot je superposici funkei e'#®~%zam (%) coz jsou
zobecnéné vlastni stavy energie pouze pro V = 0 zatimco pro t > t; se pod-
statnym zptsobem zacne projevovat vliv potencidlu na feseni Schrodingerovy
rovnice.
Chceme-li dostat presny casovy vyvoj funkce ;, musime nahradit zobec-
v 7 ’ 24 . 3 7 v 7 . s s , ’
néné vlastni funkce e'#* hamiltonidnu volné ¢astice vlastnimi stavy ®,/, uplného
hamiltonidnu, tj. funkcemi spliiujicimi bezcasovou Schrédingerovu rovnici
2 qu) 2
h 2 P

P
h

takze Casovy vyvoj castice je dan funkci

Oz, t) = 1, F(p)e 100D ()dp.  @18)

Zde predpokladame, ze diky vlastnostem funkce F'(p), nejdilezitéjsi roli hraje

2
oblast energii v okoli 2%% a k casovému vyvoji rozhodujicim zptisobem prispéji
tedy pouze stacionarni stavy s kladnou energii.
Pro ucely teorie rozptylu je vhodné zapsat Schrodingerovu rovnici (317) v

integralnim (Lippmann—Schwingerové) tvaru

Oy (2) = 7 + /_ °:o Gulx — ') U (") Bp (") do, (319)
kde Y
Ula) = =5 V(@) (320)

a Gi(z) je Greenova funkce bez¢asové Schrodingerovy rovnice pro volnou jedno-
rozmeérnou c¢astici splnujici

(d—2 + k) Gr(z) = §(w). (321)

dz?
Cviceni 86 Ukazte, Ze funkce

G (z) = (322)

splniuge rovnici (321) presnéji
(G}, h) = (G, h'") = —k*(Gy, h) + h(0)
pro h € S(R).
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Pomoci (321) lze snadno ukazat, ze ® spliiujici (319) jsou téz FeSenim (317).
Dosazenim explicitniho tvaru Greenovy funkce do (319) dostaneme

p(2) = (1 + Ok, x)) + Ak, x)e” " (323)
kde o
Ak, z) = / Z,k U(a!) Dy () de, (324)
T 7
z o—tkx’
Ok, z) = / em U By (2')d'. (325)
Odtud je ihned vidét, ze v oblasti nulového potencidlu je funkce P superposici
zobecnénych vlastnich funkei hybnosti e¥#?.
dp(z) = ™ + A(k)e™™* pro v < —a, (326)
®y(z) = B(k)e™™ pro x > a, (327)

kde A(k) := A(k,—a), B(k) := 1+ C(k,a).
Dosazenim (323) do (318), zjistime, Ze vlnovou funkci ¢astice v libovolném
case je mozno zapsat jako soucet tii clenii

1[)(.’1?,t) :1/)0(.Z‘,t)+1[)1(.'L‘,t)—|—1/)2(.1‘,t). (328)

Prvni ¢len je dan vzorcem (315) a predstavuje volné se pohybujici vlnovy balik

s rychlosti £2, o kterém vime, ze absolutni hodnota vlnové funkce exponencielné

kles k nule vSude kromé okoli x + 53¢ nachézejici se pro ¢ > t, v oblasti x > a.
Podobné funkce ¢ (z,t), ¥o(x,t)

wi(et) = [ dpF(p) AL, ) o) (329)
o(x,t) = / " dpF(p)C (%, z)e ke i (- to) (330)

jsou nulové v oblastech x > a resp. © < —a a pomoci tzv. Riemann-Lebesgueovy
véty lze dokazat, ze konverguji k 0 pro ¢ — oo v oblastech x > —a, resp. * < a.
Znamena to, ze pro t — oo funkce v je nenulova pouze pro |z| > a.

Velic¢iny, které nas z hlediska rozptylu zajimaji predevsim a které jsou expe-
rimentalné meéritelné, jsou tzv. koeficienty odrazu a priniku potencidlem

J25% (@, 1) Pda Joo 1¥(, 1) dx
@ @I
udéavajici pravdépodobnosti, ze za dost dlouhou dobu bude c¢éastice nalezena v

oblasti ”pred potencidlem” (odrazi se) ¢i "za potencidlem” (projde). Vzhledem
k tomu, ze pro t — oo amplituda vlnové funkce v oblasti potencidlu vymizi plati

R :=lim;_ P :=lim;_

(331)

P+R=1. (332)
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Ukazeme, ze k vypoctu téchto koeficientii nebude nakonec zapotiebi fesit po-
hybovou Schrédingerovu rovnici, nybrz pouze jeji bezcasovou variantu urcujici
stacionarni stavy.

Pro t > ty je funkce ¢ superposici dvou vlnovych baliki pohybujicich se
priblizné rychlostmi +5%. 7 (329) a (330)

U(at) = (e, t) = [ dpP(p)eftr i mla®) pro g < a0, (33)

0w, ) = ol ) + (e, t) = [ dpF (et 5 0IB() pro 5> a. (334)

Vsimnéme si, ze koeficienty A(k), B(k) dané pivodné integralnimi formulemi
muzeme té7 urcit feSenim bezc¢asové Schrodingerovy rovnice (317) s okrajovymi
podminkami (326) a (327). Nalezneme-li tedy FeSeni rovnice (317) splitujici tyto
okrajové podminky, pak koeficienty odrazu a prichodu potencidlem jsou dany
vzorci (331), (334) a (333).

Pro dopadajici vlnové baliky s malou disperzi, tj. takové, ze funkce F(p) je
soustfedéna v malém okoli py, kde funkce A(%), B(¥) lze nahradit jejich hodnotou
v B, dostaneme zvIasté jednoduché vyjadieni koeficientii odrazu a priniku.

= Po 215 12 o (2, t)|*da _
P =B e TGIE
= Po 1 fi)ooo |1/)0(-'17,t)|2d:1} B Do
— |B(ﬁ)|212mt_>oo e = |B(%)|2, (335)

kde jsme pouzili nezavislost normy stavu na c¢ase a vymizeni funkce vy pro t —
o0, * < a. Podobné

Po 2
R=|AT)P, (336)

kde pg je hybnost dopadajici ¢astice.

9.2 Tunelovy jev pro pravouihlou bariéru

Jako ilustraci pouziti predchoziho postupu predvedeme vypocet koeficientii odrazu
a pruchodu potencialem

V(z) =0, pro|z|>a, V() =1V, pro|z|<a. (337)
Jako prvni krok je tfeba fesit bez¢asovou Schrodingerovu rovnici (317) s okra-
jovymi podminkami.
Ze tvaru potencidlu a podminek (326), (327) ihned plyne, Ze
dp(z) = ™ + A(k)e™™* pro » < —a,

®p(z) = C(k)e™ + D(k)e™™® pro —a < z < a, (338)
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kde

2ME 2M(E — V)
a I je energie nalétavajici ¢astice £ > 0, E > Vj.

Z podminek spojitosti vinové funkce a jeji derivace v bodech +a dostaneme
soustavu ¢tyt linearnich nehomogennich rovnic pro koeficienty A, B,C, D. Vy-
louc¢enim C' a D dostaneme

(339)

.y : k' — k
__ _2ik'a —2ika
B(k)=e [e +o n kA(k)] : (340)

A(k) = e 2 V2E — Vi + 2iy/ E(E — Vp) cot(2k'a)] . (341)
Dosazenim do vzorct (336),(335) pak dostaneme koeficienty odrazu a priichodu
pravouhlou bariérou (337) pro ¢astici s energii E > 0, E >V}

-1

AE(E —Vj)
R= |14+ 20 342
[ + Vi sin?(2k'a) ’ (342)
ViZsin®(2k'a)] "
P=|1+->—— - 343
l+4ﬂE—%J (343)

Tyto vzorce poskytuji zajimavé srovnani s chovanim klasické castice v témze
potencidlu. Ta, pro E > V{, bariérou vzdy projde zatimco pro E < Vj se vzdy
odrazi. Kvantova ¢astice naopak projde s pravdépodobnosti 1 pouze pro 2k'a =
7mn, neboli pro tzv. resonancni energie

2,2

hem
E = —— n? y/ . 44
w=Vot gt n e Z\ {0} (344)

(Porovnejte tyto energie s vlastnimi hodnotami energie v " nekone¢né potencialové
jAme” ze cvifeni 25.) Mimo to se lze snadno presvédéit, Ze uvedeny postup
nezavisi na znaménku Vj, takze dochézi k odrazu dokonce i na potencalové jameé.
Na druhé strané pro £ > Vj P = 1, takze tyto kvantové jevy prechazeji v klasické
chovéni.

Pro energie ¢astice které jsou mensi nez "vyska bariéry” 0 < E < Vyje k'? <0
a ve formulich (342) a (343) je t¥eba zaménit sin(2k’a) na isinh |2k’a|, takZe napf.

ViZsinh? [2k'a|] "

P=|1-——r— 345
AE(E—Vy) | (345)

coz pro |2k’a| > 1 (mohutné potencidlové bariéry) piejde na
P~ 16E(Vs — E) E)ef 2M(Vo-E)3 (346)

2

Vo
takze pravdépodobnost prichodu bariérou klesa exponencielné s jeji sirkou, nicméné
je nenulova. Tomuto experimentalné pozorovanému faktu se rika tunelovy jev.
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CvicCeni 87 Spocitejte koeficienty odrazu a prichodu pro E = Vy > 0 a porovne-
jte je s (343) a(345)

9.3 Prostorovy rozptyl

Rozptyl ¢astic v 3—rozmérném prostoru se resi analogicky, tedy analyzou ¢asového
vyvoje pocatecniho stavu

Uin@) = V(@ t0) = [ F(He™dp, (347)

representujici vinovy balik soustiedény v oblasti, ve které je potencidl nulovy a
pohybujici se grupovou rychlosti py /M.

Casovy vyvoj vlnové funkce opét popiSeme pomoci stacionarnich stavi, D/,
piesnéji feSenimi Lippmann—Schwingerovy rovnice v R3

O(T) = e + /R3 GA(7 — 2)U (&) () d*, (348)

kde nyni
a-(7 ei\ﬁlli"\ 249
P(@) = —m (349)

je Greenova funkce 3-rozmérné bezcasové Schrédingerovy rovnice pro volnou ¢as-
tici

LN (350)
oM T T 2M

spliujici
(A + k) G(T) = 6(2). (351)

Dosadime-li (349) do (348), kde U odpovida potencidlu s koneénym dosahem, tj.
U(Z) = 24V (Z) = 0 pro |Z| > R, pak pro |Z| > R

T PR
kde € = %Uﬂ a
s —1 —iET (A —
FER) =+ /R (@) oy (1) (353)

Z Lippmann-Schwingerovy rovnice plyne, ze c¢asovy vyvoj vinové funkce
V(@) = [ P F 0, @) (351)
lze zapsat jako soucet (analogicky (328))
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kde prvni ¢len predstavuje volné se pohybujici vinovy balik zatimco druhy pred-
stavuje rozptylenou vlnu, kterd pro t > t;, exponencielné klesa k nule vSude
kromé tenké kulové slupky rozbihajici se z centra konstantni rychlosti.
Fyzikalné dilezita veli¢ina pro prostorovy rozptyl je diferencidlni Géinny
prirez 3—6(9, ¢) definovany jako pocet ¢astic, které se rozptyli za jednotku ¢asu
do jednotkového prostorového tihlu okolo (6, ¢) pii jednotkové intenzité dopada-
jicich castic. 'V kvantové mechanice je tato velicina dana pravdépodobnosti
nalezeni Castice v oblasti prostoru vymezené prostorovym thlem df2. Z Bornova

interpretacniho postuldtu pak plyne, ze

do = dlimy o, / 10(r, 8, o, 1) [2r2dr || (1)]] 2 (356)
0
Podobnymi tivahami jako v podkapitole 9.1 lze ukazat, ze
do _ Pout Pin)|2
(0, 0) = | f(B, B[ (357)
kde (6, ¢) jsou sférické souradnice vektoru p,y, v soustavé kde vektor py, smétuje

ve sméru z. (Analogii tohoto vzorce v jednorozmérném piipadé jsou (336),
(335)).
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