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Obávám se, ¾e není mo¾no se nauèit kvantovou mechaniku "poøádnì a jednou

prov¾dy", nýbr¾ ¾e se jedná o postupný proces. Cílem tohoto textu je pøedev¹ím

uvedení do problematiky a seznámení se s nejdùle¾itìj¹ími pøíklady a nìkterými

dùsledky kvantovì mechanického popisu mikrosvìta.

Z tohoto dùvodu neusiluji o matematickou rigoróznost na souèasné úrovni

znalostí, nýbr¾ zhruba o takovou, kterou pou¾ívali "otcové zakladatelé". To sou-

visí i s mým pøesvìdèením, ¾e proces uèení musí do jisté míry napodobovat historii

vývoje daného oboru.

Lze jen doufat, ¾e atraktivita fyzikálních dùsledkù a "paradoxù" kvantové

mechaniky uvedených v této pøedná¹ce bude motivací ke studiu matematických

struktur nutných k její pøesnìj¹í matematické formulaci (viz napø [1]) a tím i k

hlub¹ímu pochopení.
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1 Charakteristické rysy kvantové mechaniky

Technická dokonalost pøístrojù a metod dosáhla na pøelomu 19. a 20. století

takové kvality, ¾e bylo mo¾no zkoumat fyzikální jevy, na které mají podstatný

vliv elementární procesy na úrovni atomù. (t.j. pøi charakteristických rozmìrech

10�10 m a hybnostech øádu 10�24 kg m/s.). Pøi jejich zkoumání se objevují nové

fyzikální objekty jako elektron èi foton, které nemají ani èistì èásticové

ani èistì vlnové vlastnosti. Mù¾eme je nazývat kvanta (odtud kvantová

mechanika { mechanika kvant) èi kvantové èástice. Teoreticko{fyzikální popis

takových objektù je obsahem kvantové mechaniky.

Vzhledem k tomu, ¾e s mikroskopickými jevy a procesy nemáme pøímou

smyslovou zku¹enost, chybí nám pro jejich popis pøirozený jazyk. Pomáháme

si proto pojmy známými z makrosvìta, které ale nemusí být v¾dy adekvátní.

(Pøíkladem toho jsou napøíklad rùzné pokusy vysvìtlit pojem spinu analogiemi

s momentem hybnosti.) Dokonce se zdá, ¾e pøi popisu jevù v mikrosvìtì nìkdy

selhává i pøirozená intuice a tzv. zdravý rozum. To ale nemusí být pøíli¹ pøek-

vapivé, nebo» i ty jsou extrapolací a zev¹eobecnìním zku¹eností z makrosvìta.

Je proto tøeba jako v¾dy se nakonec uchýlit k matematice a konfrontaci teorie s

experimentem.

Hlavním matematickým nástrojem kvantové mechaniky je funkcionální ana-

lýza, nebo» fyzikální stavy jsou popsány prvky Hilbertova prostoru a pozorova-

telné lineárními operátory na nìm. Jakkoliv se zdá tento popis pøi prvním setkání

nepøirozený a abstraktní, je jediný známý, který dává správné pøedpovìdi.

Pøedpovìdi kvantové mechaniky mají témìø výluènì statistický charak-

ter. Pøedpovídají pouze pravdìpodobnosti fyzikálních jevù, nikoliv jejich de-

terministický vývoj. Tento statistický charakter není dùsledkem matematického

popisu pøedpokládané nedokonalosti na¹ich pøístrojù, nýbr¾, jak uvidíme pozdìji,

je pøímým dùsledkem postulátù kvantové mechaniky tzn. matematického popisu

mikrosvìta.

Cvièení 1 Jaká je pravdìpodobnosti nalezení klasického jednorozmìrného oscilá-

toru s energií E v intervalu (x; x + dx) ? Co potøebujeme znát, chceme-li tento

pravdìpodobnostní výrok zmìnit v deterministickou pøedpovìï?

Jako ka¾dá fundamentálnì nová teorie, i kvantová mechanika mìní na¹e pøed-

stavy o vlastnostech materiálního svìta. Relace neurèitosti, které jsou jejím

dùsledkem, pøedstavují fyzikální zákon, který omezuje mo¾nosti poznání pøírody

a má nemalý vliv na �loso�cké aspekty vìdy.

Studium kvantové mechaniky a její postupné chápání je nároèné nejen kvùli

nutnosti nauèit se mnoho nových faktù a matematiky, ale i kvùli psychologické

bariéøe, která vzniká, kdykoliv se setkáme s nìèím, co nás nutí opustit za¾itá

schemata pramenící z extrapolace ka¾dodenní zku¹enosti.
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2 Zrod kvantové mechaniky

Základní úlohou v¹ech odvìtví teoretické fyziky (mechaniky, elektøiny a mag-

netismu, termodynamiky, . . .) je popis mno¾iny stavù a urèení èasového vývoje

fyzikálních systémù. Jinými slovy to znamená urèení mìøitelných velièin tzv. po-

zorovatelných, které jsou pro zkoumaný systém relevantní, a pøedpovìzení vývoje

jejich hodnot. Jejich pøíkladem je poloha, hybnost, energie, elektrická a magnet-

ická intenzita, teplota, objem atd.

Klasická fyzika popisuje pozorovatelné jako funkce na prostoru stavù. Jejich hod-

noty pro daný stav jsou pøesnì urèeny a fyzikální zákony urèující jejich èasový vývoj

jsou popsány diferenciálními rovnicemi. Tímto zpùsobem lze popsat ¹irokou tøídu jevù,

ve kterých interagují jak hmotné objekty, tak fyzikální pole èi záøení. Rozsah tìchto

jevù je tak velký, ¾e na konci minulého století se zdálo, ¾e vývoj fyziky je ukonèen, ¾e

známe v¹echny fyzikální zákony. Bohu¾el èi bohudík se ukázalo, ¾e to není pravda, a ¾e

klasická fyzika nedoká¾e bezespornì popsat nìkteré jevy, ke kterým dochází v dùsledku

interakcí na atomární úrovni.

Cvièení 2 Popi¹te jednorozmìrný harmonický oscilátor Hamiltonovskou formu-

lací klasické mechaniky. Napi¹te a vyøe¹te pohybové rovnice. Napi¹te rovnici pro

fázové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikální velièiny jsou urèeny?

Základní fyzikální objekty { hmota a záøení { jsou v klasické fyzice pop-

sány zcela odli¹ným zpùsobem. Hmotné objekty jsou lokalizované a øídí se

Newtonovými pohybovými rovnicemi, zatímco záøení je nelokalizované a øídí se

Maxwellovými polními rovnicemi. Dochází u nìj k vlnovým jevùm napø. inter-

ferenci a ohybu.

V makrosvìtì je toto rozli¹ení plnì oprávnìné a odli¹ný zpùsob popisu kvali-

tativnì rùzných objektù zcela logický. Pokusy provádìné poèátkem tohoto století

v¹ak ukázaly, ¾e pro popis objektù v mikrosvìtì jsou pùvodní pøedstavy nead-

ekvátní, ba dokonce vedou k pøedpovìdím které jsou v rozporu s pozorováními.

Pøíkladem takového rozporu je Rutherfordùv planetární model atomu, který pøed-

pokládá, ¾e zápornì nabité elektrony obíhají okolo kladnì nabitého jádra podobnì jako

planety okolo Slunce. Podle této pøedstavy jsou elektrony klasické, elektricky nabité (na

rozdíl od planet!) èástice. Problém je v¹ak v tom, ¾e z teorie elektromagnetického pole

pak vyplývá, ¾e by pøi pohybu po zakøivené dráze mìly produkovat elektromagnetické

záøení na úkor své vlastní mechanické energie.

Pøedpovìdí klasické teorie tedy je, ¾e atomy by mìly produkovat záøení se

spojitým spektrem energií a mìly by mít koneènou, dokonce velmi krátkou (cca

10�10 sec) dobu ¾ivota. Obì tyto pøedpovìdi jsou v rozporu s pozorováním.

Smíøit tento rozpor teorie a experimentu se podaøilo a¾ kvantové mechanice za

cenu opu¹tìní nìkterých zdánlivì pøirozených pøedstav, v tomto pøípadì elektronu

jako èástice pohybující se po nìjaké dráze.

Cvièení 3 Spoètìte charakteristickou dobu ¾ivota elektronu v atomu vodíku pokud

jej pova¾ujeme za klasickou èástici pohybující se po kruhové dráze o (Bohrovì)
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polomìru a � 10�10 m. (viz [2], pøíklad 9.52)

K dal¹ím klasicky nevysvìtlitelným jevùm, je¾ stály u zrodu kvantové mecha-

niky patøí Planckova formule pro záøení èerného tìlesa, fotoefekt a Comptonùv

rozptyl elektronù, které popí¹eme v pøí¹tích podkapitolách. Uká¾e se, ¾e pro jejich

vysvìtlení se budeme muset vzdát i pøedstavy o èistì vlnové povaze elektromag-

netického záøení.

2.1 Planckùv vyzaøovací zákon

Jedním z problémù klasické fyziky je popsat spektrální rozdìlení intenzity záøení

tzv. absolutnì èerného tìlesa, pøesnìji její závislost na frekvenci záøení a teplotì

tìlesa.

Absolutnì èerné tìleso, tzn. tìleso které neodrá¾í ¾ádné vnìj¹í záøení, lze

realizovat otvorem v dutinì, její¾ vnìj¹í stìny jsou ohøáty na jistou teplotu T .

Takto zahøátá dutina vyzaøuje elektromagnetické záøení, jeho¾ experimentálnì

zmìøené spektrální rozdìlení je v rozporu s klasickým popisem tohoto jevu.

Oscilací atomù stìn dutiny zahøáté na teplotu T se v dutinì vytváøí elektro-

magnetické pole (viz [2] Kap.8), je¾ je zdrojem záøení èerného tìlesa. Jeho slo¾ky
~E(~x; t); ~B(~x; t) musí splòovat Maxwellovy{Lorentzovy rovnice beze zdrojù

div ~E = 0; rot ~B � 1

c2
@ ~E

@t
= 0: (1)

div ~B = 0; rot ~E +
@ ~B

@t
= 0: (2)

a okrajové podmínky, které vy¾adují, aby teèné slo¾ky elektrického a normálové

slo¾ky magnetického pole byly na stìnách dutiny nulové, tj.

~N � ~H = 0; ~N � ~E = 0; (3)

kde ~N je jednotkový vektor smìøující ve smìru normály ke stìnì dutiny. Jako

první krok odvození Planckova zákona uká¾eme, ¾e takovéto pole je ekvivalentní

systému neinteragujících harmonických oscilátorù.

Nech» ~E; ~B vyhovují podmínkám (1){(3). Z II. serie Maxwellových {Lorentzových

rovnic plyne, ¾e elektromagnetické pole lze popsat ètveøicí potenciálù (�(~x; t); ~A(~x; t))

zpùsobem

~E = �grad �0 � @ ~A0

@t
; ~B = rot ~A0: (4)

Pro Maxwellovy rovnice beze zdrojù lze kalibraèní transformací dosáhnout toho,

¾e elektromagnetické potenciály (�; ~A) splòují � = 0; div ~A = 0 a okrajové pod-

mínky ~N � ~A = 0 na stìnách dutiny.
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Kalibraèní transformace

�(~x; t) = �0(~x; t)� @�

@t
(~x; t) (5)

~A(~x; t) = ~A0(~x; t) + grad �(~x; t); (6)

která zaruèí splnìní vý¹e uvedených podmínek, je dána funkcí �, která splòuje

rovnice
@�

@t
= �0 (7)

4� = �div ~A0 (8)

spolu s okrajovými podmínkami na stìnách

~N � grad � = � ~N � ~A0: (9)

Fakt, ¾e v¹echny tyto podmínky lze splnit dostateènì hladkou funkcí � je zaruèen

rovnicí div ~E = 0 a po¾adavky na teèné a normálové slo¾ky intenzit na stìnách

dutiny.

Pøedpokládejme dále, ¾e dutina má tvar krychle o hranì L. Rozlo¾íme slo¾ky

vektorového potenciálu do trojné Fourierovy øady (viz napø. [3]).

A1(~x; t) =
X
~m2Z3+

Q1(~m; t) cos(m1x1�=L) sin(m2x2�=L) sin(m3x3�=L) (10)

A2(~x; t) =
X
~m2Z3+

Q2(~m; t) sin(m1x1�=L) cos(m2x2�=L) sin(m3x3�=L) (11)

A3(~x; t) =
X
~m2Z3+

Q3(~m; t) sin(m1x1�=L) sin(m2x2�=L) cos(m3x3�=L) (12)

Dùvod pro tento specální výbìr Fourierova rozvoje je následující: Okrajové pod-

mínky ~N � ~A = 0 na stìnách krychle implikují

A1(x1; x2; 0; t) = 0; A1(x1; 0; x3; t) = 0

tak¾e funkci A1, lze roz¹íøit na interval < �L; L > � < �L; L > � < �L; L >

jako spojitou funkci lichou v promìnných x2; x3. O hodnotách A1(0; x2; x3) ¾ád-

nou informaci nemáme, mù¾eme ji nicménì prodlou¾it sudì v x1. Fourierùv

rozklad liché spojité funkce na intervalu < �L; L > lze provést pomocí funkcí

sinmx�=L, zatímco rozklad sudé funkce pomocí funkcí cosmx�=L. Odtud plyne

mo¾nost rozkladu (10). Dùle¾ité je, ¾e podmínka

A1(x1; x2; L; t) = 0; A1(x1; L; x3; t) = 0
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neklade na koe�cienty rozvoje ¾ádné dodateèné omezení na rozdíl od pøípadu,

kdybychom u¾ili jiné typy rozvojù, napø. pomocí funkcí cosmx�=L pro sudá

roz¹íøení A1 v x2; x3. Stejnou argumentací dostaneme rozklady funkcí A2; A3

zpùsobem (11,12).

Z rovnic pro potenciály ve vybrané kalibraci

1

c2
@2

@t2
Ai �4Ai = 0; (13)

které dostaneme z (1), pak plyne, ¾e koe�cienty ~Q~m(t) � ~Q(~m; t) pro ~m 2 Z3
+

(trojice celých nezáporných èísel) splòují jednoduché rovnice

�~Q~m + !2
~m
~Q~m = 0 (14)

kde

!~m =
�c

L

q
m2

1 +m2
2 +m2

3 (15)

a c je rychlost svìtla.

Kalibraèní podmínka div ~A = 0 pøejde na tvar

~m � ~Q~m = 0 (16)

ze kterého plyne, ¾e pro ka¾dé ~m 2 Z3
+ existují dvì lineárnì nezávislé funkce

Q�
~m(t); � = 1; 2 splòující (14,16), co¾ odpovídá dvìma polarizacím elektromag-

netického záøení.

Cvièení 4 Ze vzorcù (10){(12) odvoïte formule pro slo¾ky elektrického a mag-

netického pole ~E(~x; t); ~B(~x; t).

Energie elektromagnetického pole

E =
1

2

Z
(�0 ~E

2 +
1

�0
~B2)dV

po dosazení (10){(12) a integraci pøejde na tvar

E =
�0V

16

X
~m2Z3

+

X
�=1;2

( _Q�
2

~m + !2
~mQ

�2
~m): (17)

Z rovnic (14,17) vidíme, ¾e elektromagnetické pole v uzavøené dutinì je ekvi-

valentní soustavì nezávislých harmonických oscilátorù (stojatých vln) èíslovaných

vektory ~m 2 Z3
+.

Elektromagnetické intenzity nejsou plnì urèeny, nebo» nejsou dány ¾ádné

poèáteèní podmínky. Na druhé stranì v¹ak víme, ¾e elektromagnetické pole je

v termodynamické rovnováze se stìnami dutiny o teplotì T a lze jej tedy pop-

sat metodami statistické fyziky. Z tohoto hlediska je mo¾no na elektromagnetické
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pole v dutinì pohlí¾et jako na soubor oscilátorù, pøièem¾ ka¾dý z nich mù¾e inter-

akcí s termostatem nabývat rùzných energií. Nás budou zajímat støední energie

�(�; T ) oscilátorù s frekvencí �~m = !~m=(2�) pøi teplotì T , nebo» energii elektro-

magnetických vln, jejich¾ frekvence le¾í v intervalu < �; �+d� >, pak lze spoèítat

jako souèet støedních energií oscilátorù s frekvencemi v tém¾e intervalu.

Vzhledem k tomu, ¾e energie elektromagnetického pole (17) je dána souètem

energií jednotlivých oscilátorù, jejich¾ pohybové rovnice (14) jsou vzájemnì ne-

závislé, mù¾eme pøedpokládat, ¾e statistický soubor oscilátorù se øídí Boltzman-

novou statistikou s rozdìlovací funkcí.

P = A e�
E
kT =

Y
~m;�

P �
~m; P �

~m / e�E
�
~m
=(kT ); (18)

kde k je Boltzmannova konstanta k = 1:38� 10�23J=grad.

Jednotlivé oscilátory jsou èíslovány celoèíselnými vektory ~m a smìrem po-

larizace �. Pøiøadíme-li ka¾dé dvojici oscilátorù s pevným ~m bod v Z3
+, pak v

dùsledku (15) mno¾ina oscilátorù s frekvencemi v intervalu < �; � + d� > le¾í v

jednom oktantu kulové slupky polomìru 2L�
c

a tlou¹»ky 2L
c
d� v prostoru vektorù

v Z3. Poèet oscilátorù s frekvencemi v intervalu < �; � + d� > je pak roven

dvoj-násobku (kvùli polarizacím) poètu bodù v této slupce, tedy

n(�) = 2
1

8

�
2L

c

�3
4��2d� = V

8�

c3
�2d�; (19)

kde V je objem dutiny a c je rychlost svìtla. Hustota energie oscilátorù (elektro-

magnetického pole) pøipadající na zmínìný interval frekvencí tedy je

�(�; T )d� = �(�; T )
8�

c3
�2d� (20)

Pøedpokládáme-li, ¾e se jedná o klasické oscilátory, jejich¾ energie mù¾e nabývat

libovolných kladných hodnot E(q; p) = �p2 + �q2 a rozdìlovací funkce souboru stavù

oscilátoru daných hybností p a polohou q je

P (q; p) = a e�
E(q;p)

kT ;

pak støední hodnota oscilátorù je nezávislá na �

�(�; T ) = kT (21)

a hustota energie pole v dutinì pøipadající na interval frekvencí < �; � + d� > je

�(�; T )d� =
8�

c3
�2kTd�

(Rayleigh{Jeansova formule). Tato rozdìlovací funkce v¹ak neodpovídá experimentál-

ním hodnotám pro velké frekvence �. Navíc celková hustota energie elektromagnetic-

kého pole

� =

Z
1

0
�(�; T )d� (22)

diverguje.
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Cvièení 5 Odvoïte formuli (21).

Experimentálnì namìøené hodnoty spektrálního rozdìlení hustoty energie dobøe

popisuje funkce navr¾ená M. Planckem ve tvaru

�(�; T ) = 8�
c3

h�3

e
h�
kT �1

; (23)

kde experimentálnì urèená hodnota konstanty h = 6:62� 10�34 Js. (Viz obr.1)

Obrázek 1: Spektrální rozdìlení hustoty energie absolutnì èerného tìlesa pro

teploty 900 K, 1100 K, 1300K, 1500 K

Cvièení 6 Napi¹te rovnice urèující polohu maxima Planckovy rozdìlovací funkce

pøi dané teplotì. Jak se mìní poloha maxima s teplotou (Wienùv posunovací

zákon)?

Cvièení 7 Urèete pøibli¾nì teplotu, pøi ní¾ se spektrální rozdìlení hustoty energie

záøení èerného tìlesa spoètené na základì Rayleighova { Jeansova zákona li¹í ve

viditelné oblasti od velièiny mìøené o 5 procent. Jak velký je tento rozdíl v oblasti

maxima � pøi této teplotì? Závisí pomìr této odchylky na teplotì?

Cvièení 8 Napi¹te rozdìlovací funkci hustoty záøení èerného tìlesa podle vl-

nových délek. Napi¹te rovnici urèující její maximum pro danou teplotu.

K odvození rozdìlovací funkce (23) je tøeba uèinit následující podivný pøedpoklad

(Max Planck, 1900):

Harmonické oscilátory, jejich¾ soubor je z energetického hlediska ekvivalentní

elektromagnetickému poli v dutinì, nemohou nabývat libovolných hodnot energie,

ale pouze takových, které jsou celým násobkem základního kvanta energie �0, tzn.

En = n�0. Základní kvantum energie oscilátoru je úmìrné jeho frekvenci.

�0 = �0(�) = h�:

8



Stavy harmonického oscilátoru jsou tedy èíslovány kladnými celými èísly n a

rozdìlovací funkce stavù oscilátoru s frekvencí � a energií En je

Pn = A�1e�
nh�
kT :

Hodnotu konstanty A dostaneme z normovací podmínky
P
1

n=0 Pn = 1. Seètením

geometrické øady

A =
1X
n=0

e�
nh�
kT = 1=[1� e�

h�
kT ]:

Støední hodnota energie harmonických oscilátorù s frekvencí � je pak

�(�; T ) =
1X
n=0

nh�Pn = A�1
1X
n=0

nh�e�
nh�
kT = A�1[� @A

@( 1
kt
)
] =

h�

e
h�
kT � 1

:

Energii elektromagnetického pole v dutinì pøipadající na interval frekvencí <

�; � + d� > pak opìt spoèítáme jako souèin støední hodnoty energie oscilátorù

s frekvencí � a poètu oscilátorù s frekvencemi uvnitø daného intervalu, z èeho¾

dostaneme Planckovu formuli (23).

Celková hustota energie elektromagnetického pole (22) spoèítaná z takto urèené

rozdìlovací funkce nediverguje a její teplotní závislost odpovídá Stefan{Boltzmannovu

zákonu.

�(T ) =
8�

c3
h

Z
1

0

�3

e
h�
kT � 1

d� =
8�

c3
k4T 4

h3

Z
1

0

x3

ex � 1
dx = �T 4;

kde

� =
8�k4

c3h3
�4

15
:

Závìr: Rozdìlovací funkci záøení absolutnì èerného tìlesa lze odvodit po-

mocí pøedpokladu, ¾e energie harmonického oscilátoru s frekvencí � mù¾e nabývat

pouze diskretních hodnot En = nh�, kde h je univerzální konstanta.

Uvìdomme si, ¾e jakkoliv je tento pøedpoklad zvlá¹tní, není v rozporu s na¹í

zku¹eností, nebo» díky velikosti Planckovy konstanty h jsou nespojitosti energií

h� i pro velmi rychlé mechanické oscilátory hluboko pod mezí pozorovacích chyb.

Existenci diskretních hodnot energie se podaøilo prokázat i u atomù (konkrétnì

rtuti) v serii pokusù Francka a Hertze v letech 1914{1919 (viz [3]).

2.2 Fotoefekt

Potvrzením Planckovy hypotézy o kvantovém charakteru energie elektromagne-

tického pole bylo i Einsteinovo vysvìtlení fotoefektu { emise elektronù stimulo-

vané svìtelným záøením, pozorované poprvé Lenardem v roce 1903.

Popi¹me tento experiment v pozdìj¹ím uspoøádání, které provedl Milikan v

roce 1916 (viz obr.2). Na fotokatodu zapojenou do elektrického obvodu dopadá

9
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U (= Us)

I (=0)

Fotokatoda

Monochromatické svìtlo s frekvencí �

Obrázek 2: Milikanovo zapojení pro mìøení fotoefektu

monochromatické svìtlo s frekvencí �, která se postupnì mìní. Svìtlo produkuje

elektrický proud. Zdroj stejnosmìrného napìtí je zapojen tak, ¾e vytváøí elek-

trické pole, které vrací elektrony emitované svìtelným záøením zpìt.

Pøi jisté velikosti napìtí Us = Us(�) proud pøestane procházet. Experimen-

tálnì zji¹tìná závislost napìtí Us na frekvenci svìtelného záøení je lineární.

Us =
h

e
(� � �0)

Einsteinovo vysvìtlení faktu, ¾e od jisté frekvence ní¾e nejsou fotokatodou

emitovány ¾ádné elektrony (neprochází proud), spoèívá v tom, ¾e v procesu emise

elektronu pùsobí v¾dy pouze urèité celistvé kvantum záøení { foton, jeho¾ energie

je ve shodì s Planckovou hypotézou úmìrná frekvenci E = h�. (". . .the energy of

a light . . . consists of a �nite number of energy quanta . . . each of which moves

wtihout dividing and can only be absorbed and emitted as a whole.") Kinetická

energie emitovaného elektronu je

Ekin = eUs(�) = h(� � �0) = Efoton � Eion: (24)

Pro frekvence ni¾¹í ne¾ �0 = Eion=h, kde Eion je ionizaèní energie materiálu

fotokatody, k emisi elektronù nedochází ani pøi zvìt¹ování intenzity záøení (tím

se pouze zvìt¹uje poèet neúspì¹ných pokusù pøekonat ionizaèní bariéru), zatímco

pro � > �0 získávají elektrony energii (24). Konstanta úmìrnosti h, zmìøená z

fotoefektu se shodovala s konstantou urèenou ze záøení èerného tìlesa.

10
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Dopadající foton

Odra¾ený elektron

Rozptýlený foton

Obrázek 3: Rozptyl elektromagnetického záøení na elektronu

Závìr: Existují kvanta svìtelného záøení { fotony, která pùsobí v elemen-

tárním procesu uvolòujícím jeden elektron. Energie jednoho fotonu je h� kde �

je frekvence odpovídajícího záøení a h je konstanta urèená z Planckova vyzaøo-

vacího zákona.

Cvièení 9 Kolik fotonù za vteøinu emituje stowattová sodíková výbojka mající

30 procentní svìtelnou úèinnost? Kolik z nich se dostane do oka pozorovatele ve

vzdálenosti 10 km? (Polomìr èoèky oka je asi 5 mm.)

2.3 Comptonùv rozptyl

V roce 1923 provedl A.H. Compton pokus, který mìl odhalit, zda se kvanta

elektromagnetického záøení chovají jako èástice, tzn. zda vedle energie mají té¾

de�novanou hybnost. V tomto pokusu byl mìøen rozptyl elektromagnetického

(rentgenového) záøení na gra�tu, v jeho¾ krystalické møí¾i jsou elektrony relativnì

volné.
Podle klasické teorie je elektromagnetické záøení pohlcováno látkou a pak opìt

vyzáøeno. Pøitom dochází k pøedání hybnosti látce (tj. v¹em elektronùm souèasnì),

co¾ se interpretuje jako tzv. tlak svìtla. V klidové soustavì elektronu pak dojde k emisi

záøení se stejnou vlnovou délkou a nulovou støední hybností. V laboratorní soustavì,

ve které mají elektrony hybnost ~Pe a energii Ee, pak pozorujeme podle Dopplerova

principu zmìnu vlnové délky záøení

(��)klas = �0
cPe

Ee � cPe
(1� cos�); (25)

kde �0 je délka dopadající vlny, � je úhel, pod kterým pozorujeme emitované záøení,

Ee; Pe jsou velikost energie a hybnosti elektronu, které s délkou ozaøování rostou.

Podívejme se jak bude tento jev probíhat, pokud se fotony na atomární úrovni

chovají jako èástice s danou energií a hybností (viz Obr.3). V tom pøípadì je

tøeba elementární proces rozptylu záøení popsat jako srá¾ku dvou èástic, fotonu

a elektronu (". . . when an X-ray quantum is scattered it spends all of its energy

11



and momentum upon some particular electron."), pøi které se celková energie a

hybnost zachovává.

��0 +mec
2 = �� + Ee (26)

~p�0 + 0 = ~p� + ~pe; (27)

kde

~pe =
me~veq
1� v2e=c

2
; Ee =

mec
2q

1� v2e=c
2
;

�� = h�; j~p�j = h�=c = h=�

a ve je rychlost odra¾eného elektronu. Ze zákona zachování hybnosti plyne

(~p�0 � ~p�)
2 =

�h2

c2
(�2 + �20 � 2��0 cos�) =

~pe
2 =

m2
ev

2
e

1� v2e=c
2
= E2

e=c
2 �m2

ec
2:

Pou¾ijeme-li je¹tì zákon zachování energie, pak algebraickými úpravami dostaneme

�� �0 =
h

mec
(1� cos �); (28)

co¾ je vzorec pro vlnovou délku emitovaného záøení v závislosti na úhlu emise pro

poèáteèní nulovou hybnost elektronu. Velièina �h
mec

se èasto nazývá Comptonova

vlnová délka elektronu. Její hodnota je 2:4� 10�12m.

Pøedpokládáme-li, ¾e opakovaným rozptylem EM záøení získaly elektrony hyb-

nost rovnobì¾nou se smìrem dopadajícího záøení velikosti Pe, pak vzorec pro

Comptonovský rozptyl se zmìní na

�� �0 =
(�0Pe + h)cq

m2
ec

4 + P 2
e c

2 � Pec
(1� cos �): (29)

Pro Pe � h=� dostáváme klasickou formuli (25). Comptonovy vzorce (29) resp.

(28) se v¹ak experimentálnì potvrdily i pro krátkovlné rentgenovské záøení.

Závìr: Kvanta svìtelného èi obecnìji elektromagnetického záøení mají nejen

de�novanou energii, ale i hybnost, její¾ velikost je nepøímo úmìrná vlnové délce

záøení j~pj = h=�.

Cvièení 10 Urèete hybnost fotonù viditelného svìtla a Röntgenova záøení.

Cvièení 11 Jakou vlnovou délku má elektromagnetické záøení, jeho¾ zdrojem je

elektron { pozitronová anihilace

e+ + e� !  + 

v klidu?
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2.4 Shrnutí

Z vý¹e uvedných vysvìtlení experimentálních fakt plyne, ¾e v mikrosvìtì, tj. pøi

zkoumání atomárních jevù:

1. Existují fyzikální objekty { kvanta, kvantové èástice { mající jak vlnový

tak èásticový charakter.

2. Mno¾iny hodnot nìkterých fyzikálních velièin, napø. energie èi momentu

hybnosti, mohou být diskrétní tzn. tyto velièiny se mohou mìnit pouze o

koneèné pøírustky.

Tato podivuhodná experimentální fakta se nepodaøilo vysvìtlit metodami kla-

sické fyziky, ale bylo nutno vybudovat novou fyzikální teorii a pou¾ít nové matem-

atické struktury a techniky. To vedlo ke zrodu kvantové teorie, která se obecnì

zabývá ¹irokou tøídou mikroskopických fyzikálních systémù.

Z pedagogických dùvodù zaèneme její výklad popisem jedné kvantové èás-

tice bez vazeb, jejím¾ typickým reprezentantem je napøíklad elektron. Pøi studiu

kvantové teorie je tøeba mít na mysli, ¾e jako u ka¾dé fyzikální teorie se ne-

jedná o odvození ve smyslu, na který jsme zvyklí z matematiky, nýbr¾

o sérii rozumných návrhù a pøedpokladù vedoucích k pøedpovìdím, je-

jich¾ správnost musí provìøit experimenty. Ostatnì, klasickou mechaniku

Newton také neodvodil, nýbr¾ postuloval.

2.5 De Broglieova hypotéza a Schrödingerova rovnice

Z vysvìtlení experimentálních fakt v pøedchozích kapitolách plyne, ¾e pøi zk-

oumání atomárních jevù záøení pøestává mít èistì vlnový charakter a chová se

v nìkterých aspektech jako soubor èástic. Zdá se tedy u¾iteèné zavést nový

fyzikální pojem { kvantové èástice { popisující fyzikální objekty vyskytující se na

atomárních a ni¾¹ích úrovních.

Pod vlivem poznatkù o duálním èásticovì{vlnovém charakteru svìtla De Broglie

v roce 1923 usoudil, ¾e tento dualismus je vlastností v¹ech mikroskopických ob-

jektù a ¾e nejen elektromagnetické záøení, ale i hmotné objekty (napø. elektrony)

se mohou chovat buï jako vlna nebo jako èástice, podle toho jaké jevy, v nich¾ se

úèastní, zkoumáme. Vyslovil hypotézu, ¾e pro popis jevù na atomární úrovni je

tøeba pøiøadit volným kvantovým èásticím s hybností ~p a energií E { nikoliv bod

fázového prostoru nýbr¾ rovinou monochromatickou vlnu  ~p;E, její¾ frekvence je

(stejnì jako pro foton) úmìrná energii a její¾ vlnová délka je nepøímo úmìrná

hybnosti èástice, pøesnìji funkci

 ~p;E(~x; t) = Ae
i
�h
(~p~x�Et)

; (30)

kde A je zatím neurèená konstanta a �h := h=2� = 1:054572� 10�34 Js.

13



Abychom plnì docenili hloubku a smìlost této hypotézy, je tøeba si uvìdomit,

¾e v té dobì nebyly známy ¾ádné pokusy dokazující vlnové vlastnosti hmotných

èástic jako je ohyb, èi interference. Ty se objevily a¾ o nìkolik let pozdìji, pøi

zkoumání rozptylu elektronù na krystalech.

Cvièení 12 Urèete vlnovou délku a frekvenci de Broglieovy vlny pro molekulu

kyslíku ve vzduchu va¹eho pokoje a pro èástici o hmotnosti 10 �g pohybující se

rychlostí zvuku.

Cvièení 13 Podle de Broglieovy hypotézy urèete ohyb zpùsobený prùletem tenisového

míèku (m = 0:1 kg) obdélníkovitým otvorem ve zdi o rozmìrech 1� 1:5 m.

Cvièení 14 Na jakou rychlost je tøeba urychlit elektrony aby bylo mo¾no po-

zorovat jejich difrakci na krystalové møí¾i s charakteristickou vzdáleností atomù

0.1 nm?

Je-li vztah mezi hybností kvanta a jeho energií stejný jako u klasické volné

èástice E = ~p2=2m (pøípadnì E =
p
~p2c2 +m2c4 pro kvantum pohybující se

rychlostí blízkou rychlosti svìtla), pak to znamená ¾e de Broglieova vlna nesplòuje

vlnovou rovnici (13), která plyne z teorie elektromagnetického pole. Otázkou tedy

je, zda a jakou rovnici splòuje. Tuto rovnici na¹el v roce 1925 E. Schrödinger a

nese jeho jméno.

K odvození rovnice pro de Broglieovy vlny je nejsnaz¹í vyjít z vý¹e uvedených

klasických vztahù mezi energií a hybností, které vlastnì pøedstavují disperzní

relace, a pou¾ít identity

pi = �i�h @

@xi
 ;E = i�h

@

@t
 (31)

plynoucí z popisu kvant pøíslu¹nou de Broglieovou vlnou. Odtud ji¾ celkem pøí-

moèaøe dostaneme rovnici pro de Broglieovu vlnu

@ 

@t
= � i

�h

3X
i=1

p2i
2m

 = � i

2m�h

3X
i=1

(��h2 @
2

@x2i
) (32)

E. Schrödinger postuloval platnost rovnice

@ 

@t
= �iE

�h
 (33)

i pro kvantovou èástici, která se pohybuje pod vlivem sil daných potenciálovým

polem V (~x). Diferenciální rovnice pro vlnovou funkci takovéto kvantové èástice

se obvykle pí¹e ve tvaru

i�h@ 
@t

= � �h2

2m
4 + V (~x) (34)
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a nazývá se Schrödingerova rovnice. Lineární operátor na pravé stranì Schrödingerovy

rovnice

Ĥ = � �h2

2m
4+ V̂ (~x) (35)

se nazývá hamiltonián. (Pou¾ili jsme zde obvyklé konvence uèebnic kvantové

mechaniky, ¾e symboly pro operátory jsou oznaèeny støí¹kou.)

Øe¹ením Schrödingerovy rovnice (32) pro "volnou kvantovou èástici" (co¾

mù¾e být napø. elektron pohybující se mimo elektromagnetické pole) není pouze

de Broglieova vlna, ale i mnoho jiných funkcí ètyø promìnných. Díky linearitì

Schrödingerovy rovnice je øe¹ením (32) i lineární superpozice de Broglieových vln

odpovídajících rùzným hybnostem

 (~x; t) =
Z
R3

~ (~p)e
i
�h
(~p~x�

p2

2m
t)dp3: (36)

To je velmi dùle¾ité, nebo» monochromatická vlna (30) má jenom nìkteré vlast-

nosti odpovídající volné èástici, toti¾ rovnomìrnou a pøímoèarou rychlost ¹íøení,

ale nedává ¾ádnou informaci o její poloze. Chceme-li do vlnového popisu èástice

zahrnout i dal¹í její vlastnosti, napø. lokalizovatelnost v urèité èásti prostoru,

pak musíme pou¾ít jiný typ øe¹ení ne¾ je èistá de Broglieova vlna.

Cvièení 15 Nech» V (~x) = 0 (volná èástice) a vlnová funkce èástice má v èase

t0 ("lokalizovaný") tvar

g(~x) = C exp[�A~x2 + ~B~x] (37)

Pomocí Fourierovy transformace urèete øe¹ení Schrödingerovy rovnice  (~x; t),

které v èase t0 má tvar g(~x), tj. splòuje poèáteèní podmínku  (~x; t0) = g(~x); kde

Re A > 0; ~B 2 C3; C 2 C.

Cvièení 16 Nech»  (x; y; z; t) je øe¹ením Schrödingerovy rovnice pro volnou èás-

tici. Uka¾te, ¾e

~ (x; y; z; t) := exp[�iMg

�h
(zt + gt3=6)] (x; y; z + gt2=2; t)

je øe¹ením Schrödingerovy rovnice pro èástici v homogenním gravitaèním poli

(Avron-Herbstova formule). Je mo¾né tuto formuli a její pou¾ití nìjak zobecnit?

2.6 Bornova interpretace vlnové funkce

Jakmile se objevila Schrödingerova rovnice, která vedle de Broglieovy vlny pøipou¹tí

i mnoho dal¹ích øe¹ení, vznikla pøirozenì otázka, jaký je jejich význam, neboli

problém fyzikální interpretace øe¹ení Schrödingerovy rovnice.
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Zatímco øe¹ení pohybových rovnic klasické mechaniky jsou snadno a pøirozenì

interpretovatelná jako dráhy hmotných bodù v prostoru, fyzikální význam øe¹ení

Schrödingerovy rovnice je na první pohled nejasný. Problém interpretace je¹tì

navíc komplikuje fakt, ¾e Schrödingerova rovnice je rovnicí v komplexním oboru,

tak¾e její øe¹ení jsou komplexní funkce. Podotázkou tohoto problému pak je, zda

v¹echna øe¹ení jsou fyzikálnì upotøebitelná.

Po mnoha marných pokusech interpretovat øe¹ení Schrödingerovy rovnice jako

silové pole obdobné elektromagnetickému èi gravitaènímu byla navr¾ena jeho

statistická interpretace (Max Born, 1926):

Øe¹ení Schrödingerovy rovnice udává èasový vývoj pravdìpodob-

nosti nalezení èástice v rùzných oblastech prostoru: Je-li  (x; y; z; t)

øe¹ení Schrödingerovy rovnice popisující kvantovou èástici, pak kvadrát

její absolutní hodnoty j (x; y; z; t)j2 je úmìrný hustotì pravdìpodob-

nosti nalezení èástice v okam¾iku t v místì s kartézskými souøadnicemi

(x; y; z). (Bornùv postulát)

Cvièení 17 Èemu je úmìrná pravdìpodobnost nalezení èástice popsané de Bro-

glieovou vlnou (30) v oblasti (x1; x2)� (y1; y2)� (z1; z2) ?

Cvièení 18 Èemu je úmìrná hustota pravdìpodobnosti pro øe¹ení

 (~x; t) = Ce
~B2

4A�(t)�3=2 expf�A [~x� ~B=(2A)]2

�(t)
g (38)

�(t) = 1 +
2iA�h

m
(t� t0)

z pøíkladu 15 pro A > 0? Jak se mìní poloha jejího maxima s èasem? Èemu je

rovna její støední kvadratická odchylka? Jak se mìní s èasem? Za jak dlouho se

zdvojnásobí "¹íøka" vlnového balíku pro elektron lokalizovaný s pøesností 1 cm a

pro hmotný bod o hmotì 1 gram jeho¾ tì¾i¹tì je lokalizováno s pøesností 10�6m?

Jaká omezení klade Bornùv postulát na øe¹ení Schrödingerovy rovnice? Pravdì-

podobnost nalezení èástice v oblasti O � R3 je úmìrnáZ
O
j (x; y; z; t)j2dxdydz:

Koe�cient úmìrnosti je mo¾no nalézt z po¾adavku, aby pravdìpodobnost nalezení

èástice "kdekoliv" se rovnala jedné. Tuto podmínku lze snadno splnit, polo¾íme-li

hustotu pravdìpodobnosti rovnou

w(x; y; z; t) = A( )�1j (x; y; z; t)j2; (39)

kde

A( ) =
Z
R3
j (x; y; z; t)j2dxdydz; (40)
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pokud tento integrál existuje.

Fyzikálnì snadno interpretovatelná jsou tedy taková øe¹ení Schrödingerovy

rovnice, která splòují Z
R3
j (x; y; z; t)j2dxdydz <1: (41)

Tìmi se budeme v následujícím textu zabývat pøedev¹ím.

3 Popis stavù kvantové èástice

Schrödingerova rovnice má v kvantové mechanice stejnou roli jako Newtonova

rovnice v mechanice klasické, popisuje èasový vývoj fyzikálního systému.

Matematicky jsou v¹ak typy obou rovnic odli¹né. Zatímco Newtonovy rovnice

jsou soustavou obyèejných diferenciálních rovnic, Schrödingerova rovnice je par-

ciální diferenciální rovnicí. Z tohoto rozdílu plyne i odli¹ný zpùsob popisu stavu

v daném okam¾iku v klasické a kvantové mechanice.

3.1 Stavový prostor

Stav klasického systému v daném okam¾iku je urèen hodnotou v¹ech poloh a rychlostí

èi poloh a hybností jednotlivých hmotných bodù. Znalost okam¾itých hodnot pak

jednoznaènì urèuje øe¹ení pohybových rovnic. Pøirozená otázka je, jak popsat stav

kvantové èástice.

Schrödingerova rovnice je parciální lineární diferenciální rovnicí 1. øádu v èase

a její øe¹ení je (pøi daných okrajových podmínkách) urèeno volbou poèáteèní

podmínky  (~x; t = t0) = g(~x). tj. funkcí g. Pøijmeme-li pøedpoklad, ¾e

Schrödingerova rovnice (34) popisuje èasový vývoj kvantové èástice, pak docházíme

k závìru, ¾e okam¾itý stav kvantové èástice je urèen komplexní funkcí

tøí promìnných (Jak zvlá¹tní!). Této funkci se obvykle øíká stavová èi vlnová

funkce èástice.

Bornova interpretace øe¹ení Schrödingerovy rovnice klade na stavové funkce

jistá omezení. Podmínka (41) platí pro libovolný èas t a musíme proto po¾adovat,

aby ka¾dá funkce g(~x) popisující stav kvantové èástice splòovala podmínku (~x �
(x; y; z)) Z

R3
jg(~x)j2d3x <1: (42)

Tyto funkce nazýváme kvadraticky integrovatelné (na R3 s mírou d3x). Mimo to

funkce g a Cg, kde C je libovolné komplexní èíslo dávají stejnou pravdìpodob-

nostní interpretaci a popisují tedy tentý¾ stav kvantové èástice.

Cvièení 19 Jaká je pravdìpodobnost nalezení elektronu vodíkového obalu ve vzdá-

lenosti (r; r + dr) od jádra, je-li popsán (v èase t0) funkcí

g(x; y; z) = Ae�
p
x2+y2+z2=a0 ; (43)
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kde a0 = 0; 53� 10�8 cm je tzv. Bohrùv polomìr vodíku? Viz [4].

Díky Minkovského nerovnosti

(
Z
R3
jf + gj2d3x)1=2 � (

Z
R3
jf j2d3x)1=2 + (

Z 3

R

jgj2d3x)1=2

tvoøí kvadraticky integrovatelné funkce lineární prostor. Odtud plyne tzv. prin-

cip lineární superpozice stavù kvantové mechaniky jedné èástice: Mù¾e-

li se èástice nacházet ve stavech popsaných funkcemi  1;  2, pak existuje stav

popsaný funkcí a 1 + b 2, kde a; b jsou libovolná komplexní èísla.

Cvièení 20 Le¾í minimalizující vlnový balík ve vý¹e uvedeném prostoru? Pøes-

nìji, je funkce g ze cvièení (15) kvadraticky integrovatelná?

Cvièení 21 Le¾í de Broglieova vlna (30) ve vý¹e uvedeném prostoru?

Na lineárním vektorovém prostoru stavových funkcí splòujících podmínku (41)

je mo¾no zavést je¹tì bohat¹í matematickou strukturu, která má pro konstrukci

kvantové mechaniky zásadní význam. Uká¾eme toti¾, ¾e tento prostor (po jisté

faktorizaci) je Hilbertùv, co¾ pak pou¾ijeme k pøedpovìdi výsledku mìøení fyzikál-

ních velièin provedených na kvantovém sytému v daném stavu.

3.1.1 Matematická vsuvka 1: Hilbertovy prostory

Více èi ménì zevrubné pouèení o Hilbertových prostorech je mo¾no najít v mnoha
uèebnicích (viz napø. [1] a citace tam uvedené). Zde uvedeme jen základní de�nice
a fakta, která budeme pou¾ívat v této pøedná¹ce.

De�nice 3.1.1 Sesquilineární formou na komplexním lineárním vektorovém prostoru

V (ne nutnì koneènì rozmìrném) nazveme zobrazení F : V � V ! C splòující

F (f + g; h) = F (f; h) + F (g; h); F (f; g + h) = F (f; g) + F (f; h);

F (af; g) = a�F (f; g); F (f; ag) = aF (f; g);

kde a 2 C f; g; h 2 V a hvìzdièka znamená komplexní sdru¾ení.

Pøíklad: Na lineárním prostoru kvadraticky integrovatelných funkcí na RN lze zavést

sesquilineární formu pøedpisem

F (g1; g2) � (g1; g2) :=

Z
RN

g�1(~x)g2(~x)d
Nx: (44)

De�nice 3.1.2 Zobrazení F : V � V ! C nazveme symetrickou formou pokud pro

v¹echna f; g 2 V platí

F (g; f) = [F (f; g)]� (45)

Cvièení 22 Uka¾te, ¾e sesquilineární forma je symetrická tehdy a jen tehdy, kdy¾

F (f; f) 2 R.

18



De�nice 3.1.3 Zobrazení F : V �V ! C nazveme pozitivní formou pokud pro v¹echna

f 2 V platí

F (f; f) � 0: (46)

Pokud navíc

F (f; f) = 0, f = 0; (47)

pak tuto formu nazveme striktnì pozitivní.

Sesquilineární forma (44) je pozitivní (a tedy i symetrická).

Tvrzení 3.1 Pozitivní sesquilineární forma splòuje pro ka¾dé f; g 2 V Schwartzovu

nerovnost

jF (f; g)j2 � F (f; f)F (g; g): (48)

Pøitom rovnost nastává, právì kdy¾ existuje � 2 C tak, ¾e

F (f + �g; f + �g) = 0 nebo F (�f + g; �f + g) = 0: (49)

Dùkaz: Nech» f; g 2 V . Pak z pozitivity a sesquilinearity dostaneme pro ka¾dé � 2 C

0 � F (f + �g; f + �g) = F (f; f) + �F (f; g) + ��F (f; g)� + j�j2F (g; g) (50)

Pokud F (f; f) = F (g; g) = 0 pak volbou � = �F (f; g)� dostaneme (48). Ze striktní

pozitivity absolutní hodnoty komplexního èísla plyne F (f; g) = 0 a snadno doká¾eme i

druhou èást tvrzení(� = 0).

Bez újmy na obecnosti mù¾eme nadále pøedpokládat, ¾e napø. F (g; g) 6= 0. Volbou

� = �F (f; g)�=F (g; g) v (50), pak dostaneme nerovnost (48). Druhou èást tvrzení

doká¾eme takto: Nech» platí první rovnost v (49). Z nerovnosti

0 � j��F (g; g) + F (f; g)j2

pak plyne jF (f; g)j2 � F (f; f)F (g; g), co¾ spolu s (48) dává jF (f; g)j2 = F (f; f)F (g; g).

Pokud naopak tato rovnost platí, pak pro � = �F (g; f)=F (g; g) je splnìna první

rovnost v (49).

Q.E.D.

De�nice 3.1.4 Sesquilineární striktnì pozitivní forma na komplexním lineárním

vektorovém prostoru V se nazývá skalární souèin. Lineární vektorový prostor

vybavený skalárním souèinem se nazývá unitární nebo té¾ pre{hilbertùv.

Pøíklad: Na prostoru CN lze zavést skalární souèin zpùsobem

F (x; y) � (x; y) :=
NX
j=1

x�jyj (51)

Ze cvièení 22 plyne, ¾e skalární souèin je symetrický a pou¾itím Schwartzovy

nerovnosti je snadné ukázat, ¾e indukuje na prostoru V normu jjf jj :=
q
(f; f) a

metriku �(f; g) := jjf � gjj
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De�nice 3.1.5 Unitární prostor, který je (v indukované metrice �) úplný se

nazývá Hilbertùv.

Pøíklad: Prostor CN se skalárním souèinem (51) je Hilbertùv.

Sesquilineární forma (44) na prostoru kvadraticky integrabilních funkcí není striktnì

pozitivní. Pova¾ujeme-li v¹ak funkce li¹ící se na mno¾inì míry nula za "stejné", tzn.

provedeme-li jistou faktorizaci (viz [1]), dostaneme opìt lineární prostor oznaèovaný

obvykle L2(R
N ; dxN ), na kterém pak (44) de�nuje skalární souèin. V normì urèené

tímto skalárním souèinem je navíc tento prostor úplný, a tedy Hilbertùv.

Pøíklad: Prostor tøíd kvadraticky integrovatelných funkcí na intervalu (a; b) �
R, kde a i b mohou být i �1 a

(f; g) :=
Z b

a
f �(x)g(x)dx

je Hilbertùv.

V dal¹ím textu obvykle nebudeme rozli¹ovat mezi kvadraticky integrabilními

funkcemi a jim odpovídajícími tøídami funkcí li¹ícími se na mno¾inì míry nula.

Mù¾eme tedy shrnout, ¾e funkce (42) popisující stavy kvantové èástice

tvoøí nekoneènì rozmìrný Hilbertùv prostor.

Tvrzení 3.2 (Rieszovo lemma) Nech» � je spojitý lineární funkcionál na H.

Pak existuje právì jeden vektor g� 2 H takový, ¾e pro v¹echna f 2 H platí

�(f) = (g�; f):

Toto tvrzení znamená ¾e prostor lineárních funkcionálù na H je isomorfní H.

Jinými slovy, Hilbertovy prostory jsou samoduální: H� = H. Tento fakt je

základem tzv. "bra{ketového formalismu", který je v kvantové mechanice èasto

pou¾íván.

Dùle¾itým pojmem v teorii Hilbertových prostorù, který naopak mnohokrát
vyu¾ijeme, je tzv. ortonormální baze.

De�nice 3.1.6 Vektory x; y v Hilbertovì prostoru H nazveme ortogonální pokud (x; y) =

0. Mno¾inu M � H nenulových vektorù nazveme ortogonální mno¾inou pokud ka¾dé

dva její rùzné prvky jsou ortogonální. Pokud navíc pro ka¾dý prvek z mno¾iny M platí

jjxjj = 1 nazveme ji ortonormální

De�nice 3.1.7 Vektor x 2 H nazveme ortogonální k mno¾inì M � H, pokud (x; y) =

0 pro ka¾dé y 2M . Mno¾inu v¹ech takových vektorù nazýváme ortogonálním doplòkem

mno¾iny M a znaèíme ji M?
.

Je snadné ukázat, ¾e ortogonální doplnìk libovolné podmno¾iny H je lineární podpros-

tor H.
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Tvrzení 3.3 Je-li G uzavøený podprostor H, pak pro ka¾dé x 2 H existuje právì jedno

y 2 G a z 2 G?, tak ¾e x = y + z.

Dùsledkem tohoto tvrzení je existence lineárního operátoru EG : x! y, který se nazývá

ortogonální projektor na G.

De�nice 3.1.8 Ortonormální bazí nazveme ortonormální mno¾inu B, její¾ or-

togonální doplnìk je nulový prostor, B? = f~0g � H.

Pozor! Poznamenejme, ¾e ortonormální baze není bazí v obvyklém smyslu, toti¾

¾e libovolný prvek prostoru je mo¾no zapsat jako koneènou(!) lineární kombi-

naci prvkù baze. Jak uvidíme, obecný prvek budeme vìt¹inou schopni zapsat

pouze jako "nekoneènou lineární kombinaci" prvkù ortonormální baze, která je

de�nována pomocí konvergence ve smyslu normy jjf jj := (f; f).

Pøíklad: Nech» (a; b) je omezený interval v R; c := b � a; m 2 Z. Funkce

fm(x) := c�1=2e2�imx=c jsou ortonormální bazí v prostoru tøíd kvadraticky inte-

grovatelných funkcí na intervalu (a; b).

De�nice 3.1.9 Nech» B je ortonormální baze v Hilbertovì prostoruH. Fourierovými

koe�cienty vektoru f 2 H pro bazi B nazveme skalární souèiny (b,f), kde b 2 B.

Hilbertovy prostory, se kterými v kvantové mechanice pracujeme (napøíklad

L2(R
3; dx3)), mají nejvý¹e spoèetnou ortonormální bazi B = fejg. V takovýchto

prostorech platí pro ka¾dé f 2 H

f =
1X
j=1

(ej; f)ej; (52)

jjf jj2 =
1X
j=1

j(ej; f)j2 (53)

Tyto vztahy se nazývají Fourierùv rozvoj a Parsevalova rovnost.

V kvantové mechanice hrají dùle¾itou roli ortonormální baze, jejich¾ elementy

jsou vlastní funkce nìjakých operátorù.

Cvièení 23 Najdìte ortonormální bazi v C2, její¾ prvky jsou vlastními vektory

matice

�1 :=

 
0 1

1 0

!

Pøíklady ortonormálních bazí v nekoneènì rozmìrných Hilbertových prostorech

uká¾eme v dal¹ích kapitolách.
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3.2 Pozorovatelné a jejich spektra

V klasické mechanice je mo¾no ze znalosti stavu pøedpovìdìt výsledek mìøení okam¾ité

hodnoty libovolné mechanické velièiny (energie, momentu hybnosti, . . .) .

Stav systému (napø. jedné èi více èástic) je urèen bodem fázového prostoru (polo-

hou a rychlostí, nebo polohou a hybností, podle toho zda pou¾íváme Newtonovu (La-

grangeovu), èi Hamiltonovu formulaci) a fyzikální velièiny { pozorovatelné jsou de�-

novány jako reálné funkce na fázovém prostoru. Hodnotu ka¾dé mechanické velièiny

pro systém v daném stavu dostaneme vyhodnocením pøíslu¹né funkce v odpovídajícím

bodu fázového prostoru. Spektrum hodnot, které pro klasickou èástici mù¾eme namìøit

je dáno oborem hodnot této funkce. Napø. kinetická energie stavu (~p; ~q) je

Ekin(~p; ~q) =
1

2M

3X
j=1

p2j

a její spektrum je R+.

Tento popis je nezávislý na dynamice tj. na èasovém vývoji systému a je tak

názorný, ¾e se mu v klasické mechanice nevìnuje témìø ¾ádná pozornost. Uvádíme jej

zde proto, aby bylo mo¾né sledovat jak podstatnì odli¹né matematické struktury se

pou¾ívají pro popis tìch¾e kinematických pojmù v kvantové mechanice.

Otázka, na kterou chceme odpovìdìt v tomto paragrafu zní: Jaké matem-

atické objekty pøiøadíme v kvantové mechanice pozorovatelným? Jak bylo kon-

statováno v minulém paragrafu, stavový prostor kvantové èástice je mno¾ina

kvadraticky integrabilních funkcí tøí promìnných. Pokud bychom pozorovatel-

ným pøiøazovali funkce na tomto (nekoneènì rozmìrném) prostoru, dostali by-

chom klasickou teorii pole, která se pro ná¹ cíl { popis objektù mikrosvìta {

ukázala neadkvátní. Místo toho kvantová teorie pøiøazuje pozorovatelným

samosdru¾ené lineární operátory na prostoru stavových funkcí. Zpù-

sob pøiøazení operátorù konkrétním fyzikálním velièinám je dán fyzikální intuicí,

dlouholetým vývojem a následným experimentálním ovìøováním teorie.

Pro sledování analogií s klasickou mechanikou jsou samozøejmì dùle¾ité ope-

rátory polohy a hybnosti. V kvantové mechanice hmotné èástice je kartézským

slo¾kám polohy èástice pøiøazen operátor násobení nezávislou promìn-

nou

(Q̂j )(~x) := xj (~x) (54)

a kartézským slo¾kám hybnosti èástice je pøiøazen operátor parciální

derivace

(P̂j )(~x) := �i�h @ 
@xj

(~x) (55)

De�nici operátoru hybnosti u¾ jsme de facto pou¾ili pøi odvozování Schrödingerovy

rovnice (32) z de Broglieovy hypotézy.

Existuje mnoho zdùvodnìní pøiøazení (54,55). V ka¾dém z nich je v¹ak tøeba

vyslovit nìjaké pøedpoklady, které jsou více èi ménì ekvivalentní (54,55).
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Operátory odpovídající ostatním fyzikálním velièinámmajících klasickou analogii

jsou konstruovány podle principu korespondence, tzn. jsou formálnì stejnými

funkcemi operátorù F (Q̂j; P̂j) jako odpovídající funkce F (xj; pj) na fázovém pros-

toru v klasickém pøípadì. Napø. operátor celkové energie èástice v silovém poli

potenciálu V je

Ê := E(Q̂j; P̂j) = � �h2

2M
4+ V (~x) = Ĥ;

kde 4 =
P3
j=1

@2

@x2
j

.

Cvièení 24 Napi¹te operátory pøiøazené slo¾kám momentu hybnosti.

Vzhledem k tomu, ¾e L2(R
3; dx3) je nekoneènì rozmìrný prostor, dùle¾itou souèástí

de�nice operátorù je i stanovení jejich de�nièních oborù, co¾ je obecnì dosti de-

likátní problém. Je samozøejmì nutné, aby pøíslu¹né operace byly na funkcích z

de�nièního oboru de�novány a jejich výsledek le¾el v L2(R
3; dx3) (tak¾e napøík-

lad funkce z de�nièního oboru operátorù P̂j musí být (skoro v¹ude) derivovatelné

a derivace musí být kvadraticky integrovatelné). Mimo to je v¹ak tøeba de�nièní

obory operátorù zvolit tak, aby byl splnìn je¹tì dal¹í po¾adavek kvantové me-

chaniky, toti¾, ¾e spektrum lineárního operátoru pøiøazeného fyzikální

velièinì musí být shodné s mno¾inou hodnot, které lze pro danou

velièinu namìøit.

Problémù s de�nièními obory operátorù se v tomto textu dotkneme jen obèas

a nesystematicky. Nejnutnìj¹í základy jsou shrnuty v následující vsuvce. Matem-

aticky zalo¾enìj¹í ètenáøe opìt odkazujeme napø. na [1].

Cvièení 25 Naleznìte vlastní hodnoty energie kvantové èástice pohybující se v

jednorozmìrné konstantní "nekoneènì hluboké potenciálové jámì", tj. v poten-

ciálu V (x) = 0 pro jxj < a a V (x) =1 pro jxj > a.

Návod: Pøedpokládejte, ¾e vlnové funkce jsou v¹ude spojité a nulové pro jxj � a.

Cvièení 26 Naleznìte vlastní hodnoty energie kvantové èástice pohybující se v

jednorozmìrné konstantní potenciálové jámì tj. v potenciálu V (x) = �V0 pro

jxj < a a V (x) = 0 pro jxj > a.

Návod: Pøedpokládejte, ¾e vlnové funkce jsou spojité a mají spojité derivace pro

x 2 R.

3.2.1 Matematická vsuvka 2: Operátory v Hilbertovì prostoru

Teorie operátorù v Hilbertovì prostoru je téma samozøejmì velmi ¹iroké a nelze

sem vmìstnat obsah mnoha knih, které o nìm byly napsány. Shrneme zde pouze

nejdùle¾itìj¹í fakta, která budeme potøebovat.

Pod lineárním operátorem v Hilbertovì prostoru H budeme rozumìt lineární

zobrazení T̂ : DT ! H, kde de�nièní obor DT je lineární podprostor H. Je-li
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Hilbertùv prostor koneènì rozmìrný pak teorie lineárních zobrazení je relativnì

jednoduchá a redukuje se na teorii matic. V kvantové teorii se v¹ak vyskytují

pøedev¹ím nekoneènì rozmìrné prostory, co¾ pøiná¹í mnoho technických prob-

lémù. Nìkteré z nich lze øe¹it, pokud budeme pou¾ívat pouze hustì de�nované

operátory, tj. takové pro které DT = H, kde pruh znaèí uzávìr mno¾iny ve smyslu

topologie de�nované metrikou H plynoucí ze skalárního souèinu.

Tøídou operátorù, která má mnoho podobných vlastností jako operátory na

koneènì rozmìrném prostoru, jsou omezené operátory.

De�nice 3.2.10 Lineární operátor B̂ : DB ! H je omezený, pokud existuje

c > 0 tak, ¾e pro v¹echna g 2 DB platí

jjB̂gjj � cjjgjj

Normou jjgjj samozøejmì rozumíme normu indukovanou skalárním souèinem

jjgjj :=
q
(g; g). Omezené hustì de�nované operátory lze spojitì roz¹íøit na celé

H.

Pøíklad: Fourierùv-Plancherelùv operátor1

~g(~p) � (F̂ g)(~p) :=
1

(2�)3=2

Z
R3
e�i~p~xg(~x)dx3

je omezený operátor na L2(R
3; dx3). Navíc je bijekcí.

De�nice 3.2.11 Nech» B̂ je omezený operátor na H. Operátor B̂y nazveme

sdru¾eným k B̂, pokud pro v¹echna f; g 2 H

(f; B̂g) = (B̂yf; g)

Z Rieszova lemmatu je snadné ukázat, ¾e k danému omezenému operátoru existuje

právì jeden sdru¾ený operátor a platí

(B̂y)y = B̂ (56)

Omezené operátory na H tvoøí komplexní algebru a platí

(aB̂ + Ĉ)y = a�B̂y + Ĉy; (B̂Ĉ)y = ĈyB̂y: (57)

Cvièení 27 Nech» Mjk jsou prvky matice odpovídající lineárnímu operátoru M̂

na koneènì rozmìrném prostoru. Jaká matice odpovídá operátoru M̂ y?

De�nice 3.2.12 Operátor B̂ na H nazýváme hermitovský, pokud je omezený a

platí B̂y = B̂.

1Tato de�nice vyhovuje pouze pro g 2L2(R
3; dx3)\L1(R3; dx3). Pro ostatní funkce je tøeba

jej spojitì dode�novat [1]
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Pøíklad: Operátor Q̂ na prostoru L2(a; b), kde b� a <1, de�novaný

(Q̂f)(x) := xf(x)

je hermitovský. (Pro nekoneèný interval Q̂ není omezený.)

Tvrzení 3.4 Operátor Ê je ortogonální projektor (na Ran Ê) právì tehdy, kdy¾

je hermitovský a splòuje Ê2 = Ê.

Roz¹íøení hermitovských operátorù na mno¾inu neomezených, ale hustì de�-

novaných operátorù pøedstavují samosdru¾ené operátory. Jejich de�nice vychází

z následujícího faktu:

Tvrzení 3.5 Je-li T̂ hustì de�novaný operátor na H, pak pro ka¾dé f 2 H
existuje nejvý¹e jedno h 2 H takové, ¾e pro v¹echna g 2 DT platí

(f; T̂ g) = (h; g) (58)

Odtud plyne, ¾e má smysl zavést následující pojmy:

De�nice 3.2.13 Nech» T̂ je hustì de�novaný operátor. De�nièní obor operátoru

T̂ y sdru¾eného k T̂ je mno¾ina v¹ech f 2 H, pro které existuje h splòující (58),

pøièem¾ T̂ yf := h

De�nice 3.2.14 Operátor T̂ je samosdru¾ený, pokud je hustì de�novaný a T̂ =

T̂ y.

Je dùle¾ité odli¹ovat samosdru¾ené operátory od symetrických.

De�nice 3.2.15 Operátor Ŝ je symetrický, pokud je hustì de�novaný a pro

v¹echna f; g 2 DS platí (f; Ŝg) = (Ŝf; g), tj. DS � DSy.

Je zøejmé, ¾e ka¾dý hermitovský operátor je samosdru¾ený; opak neplatí.

Pøíklad: Operátor Q̂; (Q̂ )(x) := x (x) s de�nièním oborem DX := f 2
L2(R; dx) :

R
R
x2j (x)j2dx <1g je samosdru¾ený.

Doplníme-li de�nici (55) operátoru P̂j vhodným vymezením de�nièního oboru,

pak i operátory slo¾ek hybnosti jsou samosdru¾ené (viz [1], 7.2.7).

Hustì de�nované operátory netvoøí algebru, nebo»DT 6= H. Vztahy (57) musí

být proto pro neomezené operátory nále¾itì modi�kovány, stejnì jako i (56).

Dùle¾itý pojem, který jsme ji¾ zmínili, je spektrum operátoru, co¾ je roz¹íøení

pojmu vlastních hodnot matice.

De�nice 3.2.16 Spektrum �(T̂ ) operátoru T̂ je mno¾ina komplexních èísel �

pro které operátor (T̂ � �1̂) není bijekcí DT !H.
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V¹imnìme si pøedev¹ím, ¾e do spektra operátoru spadají v¹echna vlastní èísla,

nebo» existuje-li nenulový vektor  takový, ¾e T̂ = � , pak operátor T̂ � �1̂

není injektivní. Mno¾inu �p(T̂ ) vlastních èísel operátoru T̂ nazýváme bodovým

spektrem. Mimo tìchto bodù v¹ak do spektra patøí i komplexní èísla pro která

operátor T̂ � � není surjektivní. Ty tvoøí body tzv. spojité èi reziduální èásti

spektra.

Dùvod, proè v kvantové teorii po¾adujeme, aby pozorovatelným

byly pøiøazeny samosdru¾ené operátory tkví v tom, ¾e platí

Tvrzení 3.6 Spektrum samosdru¾eného operátoru je podmno¾inou R.

To odpovídá tomu, ¾e mù¾eme namìøit jen reálné hodnoty pozorovatel-

ných.

Spektrum (èistì spojité) ka¾dého z operátorù (54,55) je R (viz [1]), co¾

odpovídá experimentálnímu faktu, ¾e ani pro kvantovou èástici nebyla zji¹tìna

¾ádná omezení na mno¾inu hodnot souøadnic a hybností.

Na druhé stranì jsou pro hodnoty energie harmonického oscilátoru podle

Planckovy hypotézy omezení podstatná, a je proto velmi dùle¾ité zjistit, jak vy-

padá spektrum energie kvantové èástice v silovém poli harmonického oscilátoru.

3.2.2 Energie harmonického oscilátoru

Uká¾eme, ¾e pøiøazení (54,55) a princip korespondence vysvìtlují Planckùv pøed-

poklad o diskrétnosti spektra energie harmonického oscilátoru, co¾ byl vedle

výpoètu spektra vodíku (viz 3.4.5 ) jeden z hlavních argumentù pro správnost

takto budované teorie. Operátor energie { hamiltonián kvantové èástice pohybu-

jící se v silovém poli harmonického oscilátoru je podle principu korespondence

Ĥ = � �h2

2M
4+

M

2
!2~x2: (59)

Uká¾eme, ¾e omezíme-li de�nièní obor tohoto operátoru na kvadraticky inte-

grovatelné funkce, pak mno¾ina vlastních hodnot , tj. èísel � pro která existuje

funkce  (~x) splòující

Ĥ = � ; (60)

je diskrétní a odpovídá Planckovì hypotéze.

Operátor (59) je souètem tøí operátorù

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ3;

Hj = � �h2

2M

d2

dx2j
+
M

2
!2xj

2

a mù¾eme se pokusit hledat vlastní funkce operátoru (59) ve faktorizovaném tvaru

 (~x) =  (x1) (x2) (x3): (61)
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Rovnice (60) pak pøejde na tvar

(Ĥ1 1) 2 3 +  1(Ĥ2 2) 3 +  1 2(Ĥ3 3) = � 1 2 3: (62)

Nalezneme-li vlastní èísla �j (formálnì stejných) operátorù Ĥj

Ĥj j = �j j;

pak získáme i vlastní èísla operátoru (59)

� = �1 + �2 + �3: (63)

Pozdìji uká¾eme, ¾e tímto postupem jsme získali v¹echna vlastní èísla.

Zkoumejme tedy napøed jednorozmìrný pøípad, tedy operátor

Ĥ = �
�h2

2M
d2

dx2
+ M

2
!2x2 : (64)

Tento operátor lze pova¾ovat za operátor energie jednorozmìrného harmonického

oscilátoru tj. kvantové èástice pohybující se pouze v jednom rozmìru (na pøímce).

Tvrzení 3.7 Mno¾ina vlastních èísel operátoru (64) pùsobícího v prostoru kvadrat-

icky integrovatelných funkcí jedné promìnné je tvoøena reálnými èísly �h!(n+ 1
2
) ,

kde n 2 Z+. Pro ka¾dé n existuje a¾ na multiplikativní konstantu právì jedna

vlastní funkce

 n(x) = Ane
��2=2Hn(�); (65)

kde � =
q
M!=�hx a Hn jsou Hermitovy polynomy

Hn(z) :=
[n=2]X
k=0

(�)k(2z)n�2k n!

k!(n� 2k)!
; (66)

kde [r] je celá èást reálného èísla r.

Dùkaz: Napøed je tøeba nalézt èísla �, pro která existují kvadraticky integrabilní

øe¹ení  : R! C diferenciální rovnice

� �h2

2M

d2 

dx2
+
M

2
!2x2 = � : (67)

Tato rovnice je lineární ODR 2.øádu a v oboru spojitì diferencovatelných funkcí

má øe¹ení pro ka¾dé �. Uká¾eme, ¾e podmínka kvadratické integrability je splnìna

jen pro

� = �h!(n+
1

2
): (68)
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Pøechodem k nové (bezrozmìrné) promìnné � =
q
M!=�hx;  (x) = �(�) dostaneme

rovnici ve tvaru

�"� �2�+ �� = 0 (69)

kde � = 2�=(�h!).

Z teorie øe¹ení lineárních diferenciálních rovnic plyne, ¾e jediný bod, ve kterém

mohou mít øe¹ení rovnice (69) singularitu, je nekoneèno. Snadno se lze pøesvìdèit,

¾e pro � ! �1 se øe¹ení této rovnice chová jako

�(�) = e��
2=2: (70)

Je zøejmé, ¾e kvadraticky integrabilní øe¹ení mù¾e odpovídat pouze rychle ubý-

vající funkci, tedy zápornému znaménku v exponentì (70). Zvolíme tedy ansatz

�(�) = e��
2=2u(�) (71)

a budeme se zajímat o øe¹ení rovnice

u" = 2�u0 + (1� �)u (72)

která v nekoneènu rostou pomaleji ne¾ e+�
2=2.

Roz¹íøíme-li rovnici (72) do komplexní roviny, pak její pravá strana je holo-

morfní funkcí �; u a u0 a její øe¹ení je holomorfní funkcí � v celé komplexní rovinì.

Mù¾eme je tedy hledat ve tvaru øady

u(�) = �s
1X
m=0

am�
m; a0 6= 0; s 2 Z+ (73)

Jejím dosazením do (72) a porovnáním èlenù se stejnou mocninou �, dostaneme

podmínky pro s a an
s(s� 1) = 0; s(s+ 1)a1 = 0

am+2 =
2(m + s) + 1� �

(m + s+ 2)(m+ s+ 1)
am (74)

Pokud èitatel na pravé stranì (74) je nenulový pro v¹echna m, pak se øada

(73) pro � ! 1 chová jako exp(�2) a øe¹ení rovnice (69) není kvadraticky inte-

grovatelné. To lze usoudit napø. z porovnání rekurentní formule (74) pro dosti

velká m se stejným vztahem pro koe�cienty øady exp(�2). Kvadraticky inte-

grovatelná øe¹ení mohou existovat pouze tehdy, pokud øada (73) je koneèná, tj.

existuje N takové, ¾e am = 0 pro m > N . To nastane tehdy a jen tehdy, kdy¾

a1 = 0; 2(N + s) + 1� � = 0; N sudé nezáporné: (75)

V tom pøípadì se nekoneèná øada stane polynomem stupnì n = N + s a funkce

(71) je kvadraticky integrovatelná.

28



Z podmínky (75) plyne, ¾e rovnice (72) má kvadraticky integrovatelné øe¹ení

tehdy a jen tehdy, pokud � = 1 + 2n, tak¾e rovnice (67) má kvadraticky inte-

grovatelné øe¹ení tehdy a jen tehdy pokud platí (68).

Koe�cienty h(n)m polynomù stupnì n

Hn(�) =
nX

m=s

h(n)m �m (76)

je¾ øe¹í rovnici (72) jsou pak urèeny rekurentní relací

h
(n)
m+2 = 2

m� n

(m+ 2)(m+ 1)
h(n)m ; (77)

pøièem¾ pro sudá èi lichá n (tj. s = 0 èi s = 1) jsou nenulové pouze koe�cienty

se sudým respektive lichým m.

Zvolíme-li normalizaci polynomu zpùsobem h(n)n = 2n, pak øe¹ením relace (77)

je

h
(n)
n�2k = (�)k2n�2k n!

k!(n� 2k)!
; k = 0; 1; : : : ; [n=2]; (78)

Q.E.D.

Cvièení 28 Napi¹te explicitní tvar Hermitových polynomù pro n = 1; 2; 3; 4.

Cvièení 29 Uka¾te, ¾e Hermitovy polynomy lze de�novat té¾ zpùsobem

Hn(z) := (�)nez2( d
dz

)ne�z
2

: (79)

Návod: Uka¾te ¾e pravá strana (79) splòuje rovnici (72).

Cvièení 30 Uka¾te, ¾e

1X
n=0

Hn(x)

n!
�n = exp[x2 � (x� �)2]

Dùsledkem tvrzení (3.7) je, ¾e energie kvantového jednorozmìrného harmo-

nického oscilátoru s potenciálem V (x) = M
2
!2x2 mù¾e nabývat pouze hodnot z

diskrétní mno¾iny f�h!(n+ 1
2
), n 2 Z+g.

Tento závìr je ve shodì s Planckovou hypotézou pou¾itou pro odvození spek-

trální závislosti intenzity záøení absolutnì èerného tìlesa a¾ na èlen 1
2
�h!, pøed-

stavující tzv. "nulové kmity". Jeho pøíspìvek k energii je mo¾no pova¾ovat za

aditivní konstantu, kterou (ve shodì s tzv. renormalizaèní procedurou kvantové

teorie pole) je mo¾no odeèíst, co¾ odpovídá stanovení nulové úrovnì energie.

Cvièení 31 Odhadnìte amplitudu nulových kmitù matematického kyvadla délky

1 m a hmotnosti 1 kg.
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Nyní se mù¾eme vrátit k pùvodnímu problému vlastních hodnot operátoru

(59). Z rozkladu (62) je zøejmé, ¾e funkce

 (x1; x2; x3) =  n1(x1) n2(x2) n3(x3); (80)

kde  n(x) jsou dány vzorcem (65), jsou vlastními funkcemi operátoru (59) s

vlastními èísly � = �1 + �2 + �3 = (n1 + n2 + n3 +
3
2
)�h!.

Je tøeba je¹tì ukázat, ¾e ¾ádná dal¹í vlastní èísla neexistují. To plyne z násle-

dujících dvou tvrzení (viz napø [1] 4.3.4, 4.3.5).

Tvrzení 3.8 Mno¾ina vlastních funkcí operátoru (64)

 n(x) =
Kp
n!2n

e�
M!
2�h

x2Hn(
q
M!=�hx); K =

�
M!

��h

�1=4
(81)

je ortonormální bazí v Hilbertovì prostoru kvadraticky integrovatelných funkcí

L2(R; dx).

Tvrzení 3.9 Mno¾ina funkcí (80), kde  n(x) jsou dány vzorcem (81) je ortonor-

mální bazí v Hilbertovì prostoru kvadraticky integrovatelných funkcí L2(R
3; dx3).

Pro funkce (81) a (80) se èasto pou¾ívá ketové znaèení  n � jn >;  n1 n2 n3 �
jn1n2n3 >.

Z tvrzení 3.8 a 3.9 rovnì¾ plyne, ¾e spektra hamiltoniánù (64) a (59) jsou èistì

bodová ([1] 7.3.9). Nejsou v¹ak stejná. Mno¾ina vlastních hodnot hamiltoniánu

(64) { operátoru energie jednorozmìrného harmonického oscilátoru { se li¹í od

spektra trojrozmìrného oscilátoru. Obsahuje navíc hodnotu 1
2
!.

Není to v¹ak jediný rozdíl. Zatímco pro jednorozmìrný oscilátor ka¾dé vlastní

hodnotì odpovídá právì jedna vlastní funkce a¾ na multiplikativní konstantu, pro

tøírozmìrný oscilátor závisí dimenze podprostoru vlastních funkcí na hodnotì

vlastního èísla. Napøíklad podprostor vlastních funkcí operátoru (59) s vlastním

èíslem � = 7
2
�h! je tvoøen lineárním obalem funkcí (80), kde trojice (n1; n2; n3)

nabývají hodnot (0; 1; 1), (1; 0; 1), (1; 1; 0), (0; 0; 2), (0; 2; 0), (2; 0; 0). Rozmìr

tohoto podprostoru je ¹est. Jednoduchou kombinatorickou úvahou lze zjistit,

¾e rozmìr podprostoru vlastních funkcí operátoru (59) s vlastním èíslem � =

(n+ 3
2
)�h! je (n+ 1)(n+ 2)=2.

Stav s nejni¾¹í energií se obvykle nazývá základním stavem, zatímco ostatní

stavy se nazývají excitované.

Cvièení 32 Jak vypadá základní stav klasického harmonického oscilátoru a jaký

je rozdíl mezi mno¾inou kvantových a klasických excitovaných stavù?

Cvièení 33 Pou¾itím vytvoøující funkce ze cvièení 30 uka¾te, ¾eZ
1

�1

Hn(x)Hm(x)e
�x2dx = 2nn!�1=2�nm:

Uka¾te, ¾e odtud plyne ortonormalita funkcí (81).
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3.2.3 Slo¾ky momentu hybnosti kvantové èástice

Dal¹í pozorovatelné jejich¾ spektrum lze snadno vy¹etøit jsou slo¾ky momentu

hybnosti. Podle principu korespondence jim odpovídají operátory

L̂j = �jklQ̂kP̂l = �i�h�jklxk
@

@xl
: (82)

Vy¹etøování vlastních hodnot tìchto operátorù se zjednodu¹í pøechodem do sfé-

rických souøadnic (r; �; �)

x = r sin � cos�; y = r sin � sin�; z = r cos � (83)

 (x; y; z) = 	(r; �; �) (84)

Cvièení 34 Jak vypadají operátory Q̂j; P̂j; j = 1; 2; 3 � x; y; z ve sférických

souøadnicích?

Operátory L̂j mají ve sférických souøadnicích tvar

L̂x = i�h(cos� cot �
@

@�
+ sin�

@

@�
) (85)

L̂y = i�h(sin� cot �
@

@�
� cos�

@

@�
) (86)

L̂z = �i�h @

@�
: (87)

Vzhledem k tomu, ¾e osy x; y; z jsou zcela rovnocenné musí mít i v¹echny operá-

tory Lj stejné vlastní hodnoty. Technicky nejjednodu¹¹í v¹ak je hledat spektrum

operátoru Lz, nebo» to znamená øe¹it jednoduchou diferenciální rovnici

�ih @

@�
	(r; �; �) = �	(r; �; �): (88)

Její øe¹ení je

 (r; �; �) = �(r; �)e
i
�h
��; (89)

kde � je libovolná funkce a � je libovolné komplexní èíslo. De�nièní obor operá-

toru L̂z je tvoøen spojitými funkcemi v R3 (jinak bychom je nemohli derivovat)

a � je azimutální souøadnice bodu tøírozmìrného prostoru. Musí tedy platit

 (r; �; � = 0) =  (r; �; � = 2�):

Z této podmínky plyne, ¾e vlastní hodnoty slo¾ek momentu hybnosti mohou nabý-

vat pouze hodnot

� = m�h; kde m 2 Z: (90)

Cvièení 35 "Kvantové tuhé tìleso" (napø. dvouatomová molekula) s momemtem

setrvaènosti Iz volnì rotuje v rovinì. Najdìte její mo¾né hodnoty energie.
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3.3 Stav kvantového systému

V analogii s klasickou mechanikou by pøirozeným postupem pøi kinematickém

popisu kvantové èástice, napø. elektronu, bylo zjistit, jakou komplexní funkcí

popsat stav s danou polohou a hybností. Aè se to na první pohled bude zdát

podivné, nepochopitelné ba protiøeèící zdravému rozumu (ve skuteènosti v¹ak

pouze na¹í makroskopické zku¹enosti), takový kvantovì mechanický stav neexis-

tuje. Dùvod je zhruba øeèeno ten, ¾e mìøení hybnosti zmìní podstatnì polohu

kvantové èástice a mìøení polohy její hybnost (co¾ odpovídá napø. experimen-

tálnì potvrzené difrakci elektronù).

Problém kinematického popisu kvantových systémù tedy spoèívá mimo jiné v

odpovìdi na otázku: Jakými mìøeními lze popsat stav kvantové èástice? Stavem

fyzikálního systému pak obecnì budeme nazývat soubor hodnot v¹ech mìøení,

která jsme na daném systému v daném okam¾iku schopni provést a otázka, kterou

chceme zodpovìdìt v této podkapitole zní: Jakou vlnovou funkci pøiøadit

fyzikálnímu systému (napø. elektronu v atomu vodíku), který je v daném

okam¾iku v nìjakém stavu?

V pøíkladu kvantového lineárního harmonického oscilátoru studovaného v

odstavci 3.2.2 se jeví celkem pøirozené pøiøadit kvantovému oscilátoru s energií

(n + 1
2
)�h! (vlastní) funkci  n(x). To je v souladu s následujícím postulátem

kvantové mechaniky:

Stav kvantové èástice, pro kterou namìøíme hodnotu � pozoro-

vatelné A je popsán funkcí g�, která je vlastní funkcí operátoru Â,

pøiøazeného pozorovatelné A

Âg� = �g�: (91)

Cvièení 36 Jaká je hustota pravdìpodobnosti nalezení kvantového jednorozmìr-

ného oscilátoru s energií �h!(n+ 1
2
) v bodì x ? Spoèítejte a nakreslete grafy této

hustoty pro n = 0; 1; 2; ::: a srovnejte je s hustototu pravdìpodobnosti výskytu

klasického oscilátoru v daném místì.

V pøípadì jednorozmìrného harmonického oscilátoru jsou vlnové funkce urèeny
jednoznaènì vlastním èíslem (a¾ na multiplikativní konstantu, která nemá pøi
jejich interpretaci ¾ádný význam). To znamená, ¾e stavy kvantového lineárního
harmonického oscilátoru jsou jednoznaènì urèeny svou energií.

Cvièení 37 Je stav klasické èástice na pøímce urèen energií jednoznaènì?

Pro urèení stavu kvantové èástice ve více rozmìrech v¹ak potøebujeme mìøit

více fyzikálních velièin. Pøi jejich výbìru je v¹ak tøeba být opatrnìj¹í ne¾ u èás-

tice klasické. Je pøedstavitelné, ¾e i minimální interakce mikroobjektu s pøístroji

nutná pro mìøení mù¾e zmìnit jeho stav, který byl vyhodnocen z mìøení pøed-

chozích. Výsledky mìøení tedy mohou zále¾et na poøadí, v jakém mìøení jed-

notlivých velièin provedeme, co¾ je z hlediska popisu stavu nepøípustné.
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Pro experimentální popis stavu kvantového systému je proto tøeba napøed

zjistit, mìøení kterých velièin lze provést, ani¾ by výsledek jednoho znehodnotil

platnost mìøení ostatních. Fyzikální velièiny { pozorovatelné, pro které je toto

splnìno nazýváme kompatibilní. Jejich výsledky provedené v jednom èasovém

okam¾iku (èi aspoò krátkém sledu èasù) lze pak pou¾ít k de�nici stavu.

V klasické mechanice pojem kompatibility mìøení prakticky neexistuje, pøedpok-

ládáme, ¾e je v¾dy mo¾no provést mìøení velièin nutných k urèení stavu, ani¾ bychom

jej naru¹ili. Pro objekty na atomární úrovni a men¹í tomu tak být nemusí.

Po upøesnìní pojmu kompatibility (viz [1]) lze ukázat, ¾e po¾adavek kom-

patibility pozorovatelných je ekvivalentní tomu, ¾e operátory Âj pøiøazené

kompatibilním fyzikálním velièinám (A1 : : : ; AK) vzájemnì komutují

[Âj; Âk] = 0: (92)

Pro operátory s èistì bodovými spektry plyne z této podmínky existence ortonor-

mální baze, její¾ prvky jsou vlastní vektory operátorù (Â1 : : : ; ÂK).

Tento po¾adavek zpìtnì klade podmínky na kompatibilitu nìkterých pozorovatel-

ných. Napøíklad, pokud hybnostem a polohám èástice pøiøadíme operátory (54)

a (55), pak docházíme k závìru (který je tøeba experimentálnì ovìøit), ¾e mìøení

polohy a hybnosti v jednom smìru jsou nekompatibilní, nebo»

[Q̂j; P̂k] = i�h�jk: (93)

To je mimo jiné dùvod, proè v kvantové mechanice neexistuje obdoba klasického

stavu èástice { stav s danou polohou a hybností. Z relací neurèitosti se dovíme,

¾e ka¾dý kvantový stav zaujímá "fázový objem" alespoò (2��h)3.

Cvièení 38 Jsou kompatibilní slo¾ky polohy v rùzných smìrech?

Cvièení 39 Jsou kompatibilní slo¾ky momentu hybnosti v rùzných smìrech?

Pro výsledek mìøení pozorovatelné A1, tedy jednu vlastní hodnotu operátoru,

mù¾e existovat více lineárnì nezávislých funkcí. Pøíkladem jsou napøíklad funkce

(80), které jsou vlastními funkcemi hamiltoniánu (59) pro tuté¾ hodnotu energie

(n + 3
2
)�h!; n = n1 + n2 + n3, ale pro rùzné hodnoty energie jsou lineárnì ne-

závislé. V takových pøípadech se dá oèekávat, ¾e existují jiné mìøitelné velièiny

(A2; : : : ; AK), výsledky jejich¾ mìøení mohou rozli¹it, kterou funkci (opìt a¾ na

konstantu) máme pøiøadit danému stavu. Pozorovatelné (A2; : : : ; AK) musí být

kompatibilní s pozorovatelnou A1, její¾ mìøení u¾ jsme pou¾ili k èásteènému

urèení (k zú¾ení prostoru kandidátù na) vlnové funkce daného stavu, a zároveò

kompatibilní mezi sebou.

Pøiøazení vlnové funkce g fyzikálnímu stavu, tj. souboru výsledkù mìøení

kompatibilních fyzikálních velièin se øídí po¾adavkem: Vlnová funkce, která
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popisuje stav urèený hodnotami (�1; : : : ; �K)mìøení kompatibilních fyzikál-

ních velièin (A1; : : : ; AK), musí vyhovovat rovnicím

Âig = �ig: (94)

Znamená to tedy, ¾e musí být spoleènou vlastní funkcí komutujících ope-

rátorù Âi.

Mno¾inì kompatibilních fyzikálních velièin, hodnoty jejich¾ výsledkù jednoz-

naènì urèí kvantový stav, øíkáme úplná mno¾ina pozorovatelných a jim odpoví-

dající mno¾ina operátorù se nazývá úplný soubor komutujících operátorù.

Tvrzení 3.10 Operátory (Â1; : : : ; ÂK) s èistì bodovými spektry tvoøí úplný sou-

bor komutujících operátorù tehdy a jen tehdy, pokud pro ka¾dou k{tici jejich vlast-

ních èísel (�1; : : : ; �K) je rozmìr podprostoru spoleèných vlastních stavù roven

jedné.

Dùkaz je proveden v [1] (14.2.2).

Poznamenejme, ¾e úplná mno¾ina pozorovatelných pro daný fyzikální sys-

tém (napø. jednu èástici) a jí odpovídající úplný soubor komutujících operátorù

nejsou urèeny jednoznaènì a jejich výbìr se øídí typem fyzikálního jevu, který

chceme popsat. Dùle¾itý je pak zpùsob pøechodu od jedné mno¾iny ke druhé a

odpovídající reinterpretace výsledkù.

Pro experimentální úèely jsou velmi dùle¾ité úplné mno¾iny pozorovatelných

obsahujících energii, nebo» pro vìt¹inu mikrosystémù je to relativnì snadno mì-

øitelná velièina.

Dùle¾itým pøíkladem vhodného výbìru úplné mno¾iny pozorovatelných pro

popis stavu kvantové èástice v poli centrálních sil je energie, kvadrát momentu

hybnosti a jedna jeho slo¾ka.

3.4 Kvantová èástice v centrálnì symetrickém potenciálu

Mnohé dùle¾ité fyzikální systémy je mo¾no popsat pomocí centrálních sil, pøesnìji

potenciálu vykazujícím sférickou symetrii. Pøíkladem je èástice v Coulombovì

poli, èi harmonický oscilátor ve tøech rozmìrech.

Operátor energie pro kvantovou èástici v centrálnì symetrickém potenciálu

má obecný tvar

Ĥ = � �h2

2M
4+ V̂ (r); (95)

kde

[V̂ (r) ](x; y; z) := V (
q
x2 + y2 + z2) (x; y; z): (96)

Uká¾eme, ¾e pokud hamiltonián (95) má èistì bodové spektrum, pak stavy

èástice v centrálním poli je mo¾no jednoznaènì urèit hodnotami její energie,

kvadrátu momentu hybnosti a jednou jeho slo¾kou. Jinými slovy, tyto tøi po-

zorovatelné tvoøí úplnou mno¾inu pozorovatelných.

34



Cvièení 40 Spoèítejte komutátory

[Lj; Xk]; [Lj; Pk]; [Lj; Lk]; (97)

kde

L̂j := �jklQ̂kP̂l: (98)

Cvièení 41 Uka¾te, ¾e vzájemnì komutují operátory (95), L3 � Lz a

L̂2 := L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z: (99)

Pro kvantovì mechanický popis je dùle¾ité zjistit jakých hodnot mohou nabý-

vat vý¹e uvedené velièiny.

Pro výpoèet vlastních hodnot je vhodné pøejít do sférických souøadnic. Ope-

rátory L̂z; L̂
2 a Ĥ pak mají tvar

L̂z = �i�h @

@�
(100)

L̂2 = ��h2[ 1

sin2 �

@2

@�2
+

1

sin �

@

@�
(sin �

@

@�
)] (101)

Ĥ = � �h2

2M

"
(
@2

@r2
+

2

r

@

@r
) +

1

r2

 
1

sin2 �

@2

@�2
+

1

sin �

@

@�
(sin �

@

@�
)

!#
+ V̂ (r) (102)

Cvièení 42 S pou¾itím vzorcù (85) { (87) uka¾te, ¾e operátor L̂2 má ve sféric-

kých souøadnicích tvar (101).

Cvièení 43 Doka¾te formuli (102).

3.4.1 Moment hybnosti

Uká¾eme, ¾e existují funkce, které jsou øe¹ením rovnice pro vlastní hodnoty

L̂2 = � (103)

a zároveò vlastními funkcemi operátoru L̂z. Z vyjádøení operátoru L̂2 ve tvaru

(101) plyne, ¾e øe¹ením rovnice (103) budou kvadraticky integrovatelné funkce

	(r; �; �), které splòují parciální diferenciální rovnici

1

sin2 �

@2	

@�2
+

1

sin �

@

@�
(sin �

@	

@�
) +

�

�h2
	 = 0: (104)

Vzhledem k tomu, ¾e hledáme øe¹ení (103), která jsou zároveò vlastními funkcemi

operátoru L̂z a ty jsme v podkapitole 3.2.3 na¹li ve tvaru

	(r; �; �) = �(r; �)eim�; m 2 Z; (105)
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budeme hledat øe¹ení rovnice (103) rovnì¾ v tomto faktorizovaném tvaru.

Rovnice (104) pøejde faktorizací (105) na obyèejnou diferenciální rovnici

d

dt
[(1� t2)

dF

dt
] + (

�

�h2
� m2

1� t2
)F = 0; (106)

kde t = cos �; F (r; t) = �(r; �) a promìnná r v této rovnici vystupuje pouze

jako (napø. pøedem zvolený) parametr. To je dùsledkem toho, ¾e oprátorL̂2 ve

sférických souøadnicích nezávisí na r. Podmínka integrability (41) pro F v tomto

pøípadì zníZ
R3
j (x; y; z)j2dxdydz =

Z
<0;1>�<0;�>�<0;2�>

j	(r; �; �)j2r2 sin �drd�d�

= 2�
Z
<0;1>�<0;�>

j�(r; �)j2r2dr sin �d� = 2�
Z
1

0

Z 1

�1
jF (r; tj2drdt <1: (107)

De�nièní obor operátoru L̂2 v¹ak tvoøí pouze funkce koneèné na jednotkové kouli,

tak¾e F musí být rovnì¾ koneèná na < 0;1 > � < �1; 1 >.
Øe¹ení rovnice (106) je pomìrnì pracné (viz napø. [5], str. 70{72). Dá se

vyjádøit zpùsobem

F (r; t) = (t2 � 1)jmj=2U(r;
t+ 1

2
); (108)

kde U je funkce na intervalu < 0; 1 > splòující Gaussovu diferenciální rovnici

x(x� 1)
d2U

dx2
(r; x) + (a + bx)

dU

dx
(r; x) + cU(r; x) = 0; (109)

kde

x = (t+ 1)=2; a = �1� jmj; b = 2(1 + jmj); c = jmj+m2 � �

�h2
:

Obecné øe¹ení Gaussovy rovnice lze zapsat jako lineární kombinaci

U(r; x) = R1(r)U1(x) +R2(r)U2(x); (110)

kde U1; U2 jsou dvì lineárnì nezávislá øe¹ení, je¾ lze vyjádøit pomocí tzv. hy-

pergeometrických funkcí. Pro obecné � a m v¹ak tato øe¹ení nejsou koneèná v

okolí koncových bodù intervalu < 0; 1 >. Podmínku koneènosti funkce F lze

splnit pouze kdy¾ U je polynom v x. Podobným postupem jako pro harmonický

oscilátor pak dostaneme podmínky

� = l(l + 1)�h2; l 2 Z+; m 2 Z; jmj � l: (111)

Øe¹ení rovnice (106) v tomto pøípadì má tvar

F (r; t) = R(r)Pm
l (t); (112)

kde Pm
l jsou pøidru¾ené Legendrovy funkce de�nované zpùsobem

Pm
l (t) :=

(1� t2)m=2

2ll!

dl+m

dtl+m
(t2 � 1)l: (113)
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Cvièení 44 Uka¾te, ¾e funkce flm(�) := Pm
l (cos �) jsou polynomy v sin � a cos �.

Funkce

Ylm(�; �) := ClmP
m
l (cos �)eim� ; (114)

které jsou øe¹ením (104) a tedy spoleènými vlastními funkcemi operátorù L̂2; L̂z
s vlastními èísly � = l(l + 1)�h2; � = m�h se nazývají kulové funkce. Mno¾ina

v¹ech kulových funkcí

fYlm; l 2 Z+; m 2 Z; jmj � lg;

kde

jClmj2 =
(2l + 1)(l �m)!

4�(l +m)!
; (115)

tvoøí ortonormální bazi v prostoru funkcí kvadraticky integrovatelných

na jednotkové kouli, pøesnìji v L2(< 0; � > � < 0; 2� >; sin�d�d�). Odtud

plyne, ¾e mno¾ina

fl(l + 1)�h2; l 2 Z+g (116)

je spektrem operátoru L̂2 a spektrum je èistì bodové.

Èísla l a m se obvykle nazývají orbitální respektive magnetické kvantové èíslo

stavu. Nebo» hodnota energie stavu èasto závisí na hodnotì orbitálního kvan-

tového èísla, mají stavy s daným l ustálené spektroskopické znaèení s; p; d; f; g; h;

i; k; l; : : : pro l = 0; 1; 2; : : :.

Z kulových funkcí je mo¾no pro èástici s daným momentem hybnosti charak-

terizovaným èísly (l; m) pøedpovìdìt pravdìpodobnost nalezení èástice v

daném prostorovém úhlu 


dw = �(�; �)d
 = jYlm(�; �)j2d
: (117)

Cvièení 45 Odvoïte pravdìpodobnosti nalezení èástice v daném prostorovém

úhlu pro stavy s; p; d.

3.4.2 Radiální èást vlnové funkce

Ze vzorcù (105), (112), (114) plyne, ¾e vlnová funkce, která je souèasnì vlastní

funkcí L̂z a L̂
2 má tvar

	(r; �; �) = R(r)Ylm(�; �) (118)

Tato faktorizace vlnové funkce je u¾iteèná zejména pro výpoèet energetického

spektra èástice v poli centrálních sil, nebo» hamiltonián (95) má ve sférických

souøadnicích tvar (102) a díky (101) jej lze vyjádøit zpùsobem

Ĥ = � �h2

2M

"
(
@2

@r2
+

2

r

@

@r
)� 1

�h2r2
L̂2

#
+ V̂ (r): (119)
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Pou¾ijeme-li faktorizaci vlnové funkce (118), pak pro výpoèet vlastních èísel E a

vlastních funkcí hamiltoniánu, které jsou zároveò vlastními funkcemi operátorù

L̂2 a L̂z, dostaneme obyèejnou diferenciální rovnici

� �h2

2M

�
R"(r) +

2

r
R0(r)

�
+ Veff (r)R(r)� ER(r) = 0; (120)

kde

Veff (r) = V (r) +
�h2

2M

l(l + 1)

r2
: (121)

Substitucí R(r) = �(r)=r se tato rovnice zjednodu¹í na

� �h2

2M
�"(r) + Veff(r)�(r)� E�(r) = 0; (122)

co¾ je rovnice formálnì shodná s rovnicí pro kvantovou èástici na polopøímce v

poli potenciálu Veff . Podmínka integrability funkce 	 pøejde na podmínkuZ
R+

j�(r)j2dr <1: (123)

Vedle této podmínky v¹ak nalo¾íme na funkce � je¹tì dodateènou okrajovou

podmínku

�(0) = 0; (124)

která plyne napø. z po¾adavku koneènosti a jednoznaènosti funkce  (~x) =

R(r)Ylm(�; �) v bodì 0. Tato podmínka je rovnì¾ podmínkou pro samosdru¾enost

operátoru (102) (viz [1], Vìta 8.6.7).

Uvìdomme si, ¾e v kartézských souøadnicích by problém nalezení spektra

operátorù Ĥ; L̂2; L̂z byl krajnì obtí¾ný. Vhodným výbìrem souøadnic se nám

podaøilo pøevést øe¹ení parciálních diferenciálních rovnic na øe¹ení ODR. Tomuto

postupu se øíká separace promìnných a je mo¾ný, pokud pùvodní problém má

nìjakou symetrii, v tomto pøípadì sférickou.

Úplná speci�kace rovnice (122) je mo¾ná a¾ tehdy zadáme-li konkrétní tvar

potenciálu V (r).

3.4.3 Matematická vsuvka 3: Degenerovaná hypergeometrická funkce

Pro hledání vlastních hodnot operátoru energie budeme potøebovat øe¹ení difer-

enciální rovnice

xy"(x) + (ax + b)y0(x) + cy(x) = 0; a 6= 0: (125)

Transformací y(x) = w(�ax) lze tuto rovnici pøevést na tvar

zw"(z) + ( � z)w0(z)� �w(z) = 0; (126)
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kde � = c=a;  = b.

Z teorie diferenciálních rovnic v komplexním oboru (shrnutí viz [5], dodatek

D) plyne, ¾e øe¹ení (126) lze v okolí nuly zapsat jako øadu

w(z) = zs
1X
n=0

anz
n; a0 6= 0: (127)

Dosazením (127) do (126) a porovnáním koe�cientù u mocnin z dostaneme

s(s� 1 + )a0 = 0 (128)

(n + s+ 1)(n+ s+ )an+1 = (n + s+ �)an; n � 0: (129)

Dá se ukázat, ¾e øady s takto urèenými koe�cienty konvergují pro v¹echna z a

de�nují tzv. degenerované hypergeometrické funkce.

Pro s = 0 a  6= �n 2 Z� má øada (127) tvar

F (�; ; z) = 1 +
�

1!
z +

�(�+ 1)

2!( + 1)
z2 + : : : : (130)

Pro s = 1� ;  � 2 6= n 2 Z+

w(z) = z1�F (� + 1� ; 2� ; z): (131)

Pro necelá  je obecným øe¹ením rovnice (126)

w(z) = A1F (�; ; z) + A2z
1�F (� + 1� ; 2� ; z); (132)

tak¾e obecným øe¹ením rovnice (125) pro necelá b je

y(x) = C1F (
c

a
; b;�ax) + C2x

1�bF (
c

a
+ 1� b; 2� b;�ax): (133)

Vzhledem k tomu, ¾e an=an�1 ! 1=n, chovají se degenerované hypergeomet-

rické funkce pro z !1 jako ez. Pro z ! �1 F (�; ; z) � 1:

3.4.4 Isotropní harmonický oscilátor

V kapitole 3.2.2 jsme øe¹ili problém spektra energie tøírozmìrného harmonického

oscilátoru a zjistili jsme, ¾e podprostory vlastních stavù energie jsou vícerozmìrné,

co¾ znamená, ¾e (na rozdíl od jednorozmìrného harmonického oscilátoru) jeho

stavy nejsou urèeny energií jednoznaènì. Díky sférické symetrii potenciálu har-

monického potenciálu

V (r) =
1

2
M!2r2 (134)

lze jeho stavy jednoznaènì popsat úplnou mno¾inou pozorovatelných tvoøenou

energií, kvadrátem momentu hybnosti a jeho prùmìtem do libovolného smìru

(smìr osy z není nièím urèen).
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Zavedeme-li v rovnici (122) stejnì jako u lineárního harmonického oscilátoru

bezrozmìrnou promìnou � = r=a, kde a =
q
�h=(M!), dostaneme pro �(�) = �(r)

diferenciální rovnici

�"(�)� (�2 +
l(l + 1)

�2
)�(�) +

2E

�h!
�(�) = 0: (135)

Øe¹ení této rovnice se v nekoneènu chová stejnì jako øe¹ení pro lineární harmon-

ický oscilátor, �(�) = e��
2=2(const+O(1

�
)) zatímco v nule je �(�) = �l+1(const+

O(�)) nebo �(�) = ��l(const+O(�)). Zvolíme ansatz

�(�) = �l+1e��
2=2w(�2); (136)

a dostaneme rovnici pro w(z); z = �2 ve tvaru (126)

zw"(z) + ( � z)w0(z)� �w(z) = 0; (137)

kde � = l=2 + 3=4 � E
2�h!

,  = l + 3=2. Zajímají nás kvadraticky integrabilní

øe¹ení této rovnice splòující podmínku (124). Obecné øe¹ení rovnice (137) pro

necelá  má tvar (132), tak¾e øe¹ení, které vyhovuje podmínce (124) je dáno

degenerovanou hypergeometrickou funkcí F (�; ; z) V nekoneènu se tato funkce

chová jako ez a �(�) není kvadraticky integrabilní s výjimkou pøípadù, kdy � =

�n 2 Z�. V tìchto pøípadech pøejde degenerovaná hypergeometrická funkce na

tzv. zobecnìné Laguerrovy polynomy

L�1n (z) =

 
n+  � 1

n

!
F (�n; ; z); (138)

de�nované té¾ zpùsobem

L�n(z) :=
1

n!
ezz��

dn

dzn
(e�zzn+�): (139)

Zjistili jsme tedy, ¾e vlastní hodnoty operátoru energie harmonického

oscilátoru jsou (2n+l+3=2)�h! a vlastní funkce, které jsou navíc vlastními

funkcemi operátorù L̂2; L̂z s vlastními hodnotami l(l + 1)�h2 a m�h, kde

n; l 2 Z+; m 2 f�l; : : : ; lg mají tvar

 n;l;m(r; �; �) = Cnlm�
le��

2=2Ll+1=2
n (�2)Pm

l (cos �)eim�; (140)

kde Cnlm je (normalizaèní) konstanta, � = r
q
M!=�h, L�n jsou zobecnìné Laguer-

rovy polynomy a Pm
l jsou pøidru¾ené Legendrovy funkce. Obvykle se tyto funkce

zapisují jako

 n;l;m(r; �; �) = Knl�
le��

2=2Ll+1=2
n (�2)Ylm(�; �); (141)

a zvolíme-li

jKnlj =
2

�1=4

�
M!

�h

�3=4  2n+1n!

(2n+ 2l + 1)!!

!1=2

(142)

a Ylm jsou normalizovány k jedné (viz (115), pak tyto funkce jsou rovnì¾ normal-

izovány k jedné.
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Cvièení 46 Napi¹te v¹echny vlnové funkce pro stavy s energiemi 3=2�h!, 5=2�h!

a 7=2�h!, které jsou zároveò vlastními funkcemi operátorù L̂2; L̂z.

Kvantové èíslo n se obvykle nazývá radiální kvantové èíslo (udává pøíspìvek k

energii od radiálního pohybu èástice) a èísloN := 2n+l se nazývá hlavní kvantové

èíslo.

Z faktu, ¾e k danému l existuje (2l+ 1) rùzných stavù, jednouchou kombina-

torickou úvahou odvodíme, ¾e degenerace hladiny energie harmonického oscilá-

toru je (N + 3=2)�h!, to jest poèet stavù se stejnou energií, je 1
2
(N + 1)(N + 2).

Tento výsledek jsme ji¾ dostali v paragrafu 3.2.2, kde N = n1 + n2 + n3.

3.4.5 Coulombùv potenciál

Dal¹í velmi dùle¾itý problém je spektrum energie pro potenciál

V (r) = �Q
r
; (143)

nebo» jej lze pou¾ít k popisu hladin energií elektronu v obalu vodíku atomu.

Uvá¾íme-li toti¾, ¾e proton je víc ne¾ 1800 krát tì¾¹í ne¾ elektron je pøirozené

oèekávat, ¾e vnitøní energie (to jest odhlédneme-li od pohybu atomu jako celku)

celého systému se bude jen málo li¹it od energie elektronu v elektrostatickém poli

(143), kde Q = q2e=(4��), kde qe je náboj elektronu a � je permitivita vakua.

Dosadíme-li (143) do (121), pak rovnice (122) pøejde na tvar

� �h2

2M
�"(r) + [�Q

r
+

�h2

2M

l(l + 1)

r2
]�(r) = E�(r); : (144)

Substitucí

�(r) = rl+1w(r)e�r; (145)

kde

�2 = �2ME

�h2
(146)

pøevedeme tuto rovnici na tvar

rw"(r) + 2(l + 1 + �r)w0(r) + 2[(l + 1)�+
MQ

�h2
]w(r) = 0; (147)

co¾ je opìt rovnice pro degenerované hypergeometrické funkce (125). Øe¹ení

splòující podmínku (124) je podle (133)

w(r) = F (l + 1 +
MQ

�h2�
; 2l + 2;�2�r): (148)

Podmínka kvadratické integrability pak zní

� < 0; l + 1 +
MQ

�h2�
= �n 2 Z�; (149)
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odkud díky (146) plyne, ¾e vlastní hodnoty operátoru energie kvantové

èástice v coulombickém poli (143) jsou

E = En;l = � MQ2

2�h2(n+l+1)2
= � R

N2 ; N; n; l 2 Z+ : (150)

Èíslo n se opìt nazývá radiální kvantové èíslo. Hlavní kvantové èíslo urèující

hodnotu energie je N = n + l + 1. Konstanta R = MQ2

2�h2
se nazývá Rydbergova

energie a hraje velkou roli v optické a rentgenovské spektroskopii. Její hodnota

pro atom vodíku, kde Q = e2

4��
a M je hmota elektronu, je 2,184�10�18J =

13; 6eV . Degenerovaná hypergeometrická funkce (148) pro (149) opìt pøejde

na Laguerrùv polynom, tak¾e vlastní funkce operátoru energie kvantové

èástice v coulombickém poli, odpovídající vlastní hodnotì � R
N2 , která

je navíc vlastní funkcí operátorù L̂2; L̂z s vlastními hodnotami l(l +

1)�h2; m�h

l 2 f0; : : : ; N � 1g; m 2 f�l; : : : ; lg (151)

má tvar

 N;l;m(r; �; �) = CNlmr
le�r=NaL2l+1

N�l�1(
2r

Na
)Pm

l (cos �)eim�; (152)

kde a = �h2

jQjM
, CNlm je (normalizaèní) konstanta, L�n jsou zobecnìné Laguerrovy

polynomy a Pm
l jsou pøidru¾ené Legendrovy funkce. Normalizované funkce  N;l;m

se opìt èasto znaèí jako kety

jNlm >= KNl

�
2r

Na

�l
e�r=NaL2l+1

N�l�1(
2r

Na
)Ylm(�; �); (153)

kde

jKNlj =
2

n2

 
(N � l � 1)!

a3(N + l)!

!1=2

a Ylm jsou normalizované kulové funkce. Konstanta a mající rozmìr délky se

nazývá Bohrùv polomìr. Pro vodík je a = 0; 53� 10�8 cm.

Cvièení 47 Napi¹te v¹echny vlnové funkce pro stavy s energiemi�R; �R=4;�R=9.

Cvièení 48 Porovnejte základní stav klasické a kvantové èástice v Coulombovì

poli.

Z výrazu (150) je zøejmé, ¾e v¹echny stavy (153), pro které (l; m) le¾í v mno¾inì

(151) mají tuté¾ energii. Degenerace hladiny energie s daným N , neboli poèet

stavù s energií R=N2 je

DN =
N�1X
l=0

(2l + 1) = N2: (154)
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Hodnoty energie (150) èástice v coulombické poli pøedpovìzené kvantovou

mechanikou lze snadno ovìøit experimentálnì, nebo» jak u¾ bylo øeèeno v úvodu

této kapitoly, je mo¾no tímto systémem popsat vodíkový atom. Jeho záøení má (v

rozporu s klasickou teorií) èárové spektrum a empiricky bylo zji¹tìno, ¾e frekvence

záøení splòují tzv. Rydberg{Ritzùv kombinaèní princip

� = const(
1

n21
� 1

n22
): (155)

V rámci kvantové mechaniky je snadné tuto formuli vysvìtlit pøedpokladem, ¾e

frekvence fotonù emitovaných elektrony v obalu atomù je dána rozdílem hladin

energií elektronu. Pro vodík pak dostáváme

� =
(En2 � En1)

2��h
=
MQ2

4��h3
(
1

n21
� 1

n22
); (156)

kde Q = q2e=4��. Numerická hodnota Rydbergovy frekvence �R =MQ2=(4��h3) je

v tomto pøípadì 3:3 1015 sec�1 a pro n1 = 1; 2; : : :, pak dostáváme frekvence, je¾

jsou v dobré shodì s namìøenými hodnotami Lymanovy, Balmerovy,. . . serie.

Mno¾ina vlastních funkcí (153) je ortogonální, ale netvoøí bazi Hilber-

tova prostoru L2(R+ � (0; �) � (0; 2�); r2 sin �drd�d�): Dùvod je v tom, ¾e

operátor energie pro èástici v Coulombovì poli má vedle bodové i spojitou èást

spektra �c(Ĥ) = [0;1). Pøiøazení vlnových funkcí této èásti spektra se vìnuje

podkapitola 3.6.

3.5 Posunovací operátory

Posunovací operátory jsou dùle¾itým prostøedkem pro studium spekter a vlast-

ních funkcí. Operátor Â nazvu posunovacím operátorem k operátoru B̂ s po-

sunutím � 2 C pokud

[B̂; Â] = �Â: (157)

Dùvod pro tento název spoèívá v tom, ¾e pokud � je vlastní hodnota operátoru

B̂ a  � pøíslu¹ná vlastní funkce, pak ze (157) ihned plyne

B̂Â � = (�+�)Â �; (158)

co¾ znamená, ¾e Â � je buï nula nebo vlastní funkce operátoru B̂ s vlastní

hodnotou �+�.

Ze vztahu (157) rovnì¾ ihned plyne, ¾e pokud operátor Â je posunovacím

operátorem k operátoru B̂ s posunutím �, pak Ây je posunovacím operátorem

k operátoru B̂y s posunutím ���. Pokud navíc B̂ je samosdru¾ený (tzn. má

pouze reálné vlastní hodnoty) a existuje aspoò jedna vlastní funkce  � operátoru

B̂ taková, ¾e Â � 6= 0 pak � 2 R.

Je zøejmé, ¾e posunovací operátory budou mít význam, zejména pro operátory

které mají ekvidistantní spektrum. Uvedeme dva typické pøíklady.
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Pøíklad 1: Slo¾ka momentu hybnosti L̂3. Nejjednodu¹¹í posunovací operátor

pro L̂3 je A = ei�. Jeho nevýhodou je, ¾e pøi pùsobení na kulové funkce posunuje

nejen m, ale i l. Alternativou jsou posunovací operátory

L̂� := L1 � iL̂2: (159)

Pro nì lze snadno dokázat komutaèní relace

[L̂3; L̂�] = ��hL̂�; [L̂2; L̂�] = 0 (160)

a pøechodem do sférických souøadnic

L̂�Ylm = ��lmYl;m�1; (161)

L̂+Yll = 0; L̂�Yl;�l = 0: (162)

kde ��lm 2 C a Yl;m jsou kulové funkce de�nované v podkapitole 3.4.1.

Cvièení 49 Ovìøte komutaèní relaci

[L̂+; L̂�] = 2�hL̂3: (163)

Cvièení 50 Napi¹te operátor L̂2 vyjádøený pomocí posunovacích operátorù L̂�
a L̂3.

Koe�cienty ��lm jsou urèeny relací (161) a¾ na fázi. Pøijmeme-li tzv. Condon-

Shortleyovu konvenci, ¾e ��lm jsou reálné kladné a rovnì¾ tak normalizaèní kon-

stanta pro Yl;0 je reálná kladná, pak je urèena i fáze v¹ech normalizaèních konstant

Clm (115) pro Yl;m jako (�1)m.

Cvièení 51 Spoèítejte koe�cienty ��lm.

Cvièení 52 Spoèítejte "maticové elementy" (Ylm; L̂kYl0m0).

Pøíklad 2: Jednorozmìrný harmonický oscilátor. Budeme se zajímat o

posunovací operátory pro operátor energie

Ĥ = � �h2

2M

d2

dx2
+
M

2
!2x2 (164)

Z komutaèních relací mezi Ĥ a operátorem souøadnice a hybnosti lze odvodit, ¾e

posunovací operátory pro Ĥ jsou

â� :=

s
M!

2�h
(Q̂� i

M!
P̂ ); (165)

nebo»

[Ĥ; â�] = ��h!â�: (166)
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Navíc platí

â
y

�
= â+; [â�; â+] = 1̂: (167)

Ze (158) a vlastností spektra energie harmonického oscilátoru plyne pro jeho

vlastní funkce  n (65)

â� n = ��n n�1 (168)

Operátor â+ tedy "zvy¹uje energii stavu" o �h! a nazývá se obvykle kreaèní ope-

rátor, zatímco operátor â� se z podobného dùvodu nazývá anihilaèní.

Operátory â� jsou normalizovány tak, ¾e vedle relací (166), (167) platí

Ĥ =
�h!

2
(â�â+ + â+â�) = �h!(â+â� +

1

2
): (169)

Dùsledkem tohoto vztahu je, ¾e operátor â+â� se nìkdy nazývá "operátorem

poètu energetických kvant".

Snadno lze ukázat, ¾e spektrum energie harmonického oscilátoru je zdola

omezené a vyu¾itím kreaèních a anihilaèních operátorù mù¾eme spoèítat jeho

vlastní èísla i vlastní funkce. Pro stav s nejni¾¹í energií  0 toti¾ musí platit

â� 0 = 0 (170)

a dosadíme-li do (165) vyjádøení operátorù Q̂; P̂ (54), (55), rovnice (170) pøejde

na tvar
1p
2
(� +

d

d�
) 0 = 0; (171)

kde � =
q

M!
h
x. Tuto diferenciální rovnici 1. øádu se separovanými promìnnými

snadno vyøe¹íme.

 0(�) = Ce��
2=2: (172)

Porovnáním této funkce s (65) zjistíme, ¾e se skuteènì jedná o vlastní funkci

energie jednorozmìrného harmonického oscilátoru s vlastním èíslem 1
2
�h!. Stavy

s energiemi �h!(n+ 1
2
) dostaneme aplikací kreaèního operátoru na stav s nejni¾¹í

energií

 n(�) = Knâ
n
+ 0 = Kn(� �

d

d�
)ne��

2=2; K�1
n =

n�1Y
k=0

�+
k : (173)

Ketové vyjádøení tohoto vztahu je

jn >= Knâ
n
+j 0 > :

Volba fáze normalizaèních konstant (81) vlastních funkcí energie harmonického

oscilátoru urèuje i fázi koe�cientù ��n . Fázová konvence ��n > 0 je ve shodì s

fázovou knvencí (81), kde v¹echny normalizaèní koe�cienty jsou kladné.

Fázová konvence, ¾e ��n > 0.
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Cvièení 53 Uka¾te, ¾e platí

â+â� n = n  n:

Cvièení 54 Spoèítejte koe�cienty ��n v (168).

Poznamenejme je¹tì nakonec, ¾e stav s nejni¾¹í energií je zvlá¹tním pøípa-

dem koherentního stavu. Koherentní stavy �� jsou de�novány jako vlastní stavy

anihilaèního operátoru

â��� = ���: (174)

Øe¹ením této jednoduché diferenciální rovnice dostaneme

��(�) = C�e
�(���)2=2: (175)

Tyto stavy hrají významnou roli zejména v kvantové optice.

3.6 Zobecnìné vlastní funkce

Pøíkladem zobecnìných vlastních funkcí jsou vlastní funkce souøadnice a hyb-

nosti. Problém vlastních funkcí hybnosti se zdá na první pohled jednoduchý.

Podmínka

P̂j� = pj� j = 1; 2; 3 (176)

dává diferenciální rovnice

�i�h @�
@xj

= pj� j = 1; 2; 3; (177)

které mají øe¹ení

�~p(~x) = Aei~p~x=�h; (178)

je¾ se nìkdy nazývají vlastní funkcí operátoru hybnosti. Problém je v tom, ¾e

tyto funkce nejsou kvadraticky integrabilní pro ¾ádné ~p 2 C3. To znamená, ¾e

slo¾ky operátoru hybnosti v Hilbertovì prostoru stavových funkcí L2(R
3; dx3)

¾ádné vlastní funkce nemají. Neznamená to v¹ak, ¾e jejich spektrum je prázdné.

Naopak, pøi nále¾itém urèení de�nièního oboru je tvoøí v¹echna reálná èísla. Patøí

v¹ak do spojité nikoliv bodové èásti spektra.

Pøiøazení vlnových funkcí hodnotám fyzikálních velièin zpùsobem (94) je mo¾no

provést pouze pro hodnoty z bodové èásti spektra odpovídajícího operátoru. Hod-

notám � ze spojité èásti spektra lze pøiøadit pouze tzv. zobecnìné vlastní funkce

��, které nejsou kvadraticky integrovatelné, av¹ak lze pro nì de�novat skalární

souèiny (��;  ) a ( ; ��) s funkcemi le¾ícími v husté podmno¾inì kvadraticky

integrovatelných funkcí.
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Pøíkladem takové husté podmno¾iny je prostor rychle ubývajících funkcí S(R3)

obsahující funkce f 2 L2(R
3; dx3)splòující

supjxj11 xj22 xj33
@k1

@xk11

@k2

@xk22

@k3

@xk33
f j <1 (179)

pro v¹echna (~j;~k) 2 Z6
+. Dùle¾itá vlastnost funkcí z S(R3) je, ¾e Fourierova

transformace

(Ff)(k) := (2�)�3=2
Z
R3
ei
~k~xf(~x)d3x (180)

je bijekcí S(R3) na S(R3) (viz [1]). Pøíslu¹né inverzní zobrazení má tvar

(F�1f)(x) := (2�)�3=2
Z
R3
e�i

~k~xf(~k)d3k: (181)

Pro f 2 S(R3) mù¾eme de�novat skalární souèiny (�~p; f) a (f; �~p) stejnì jako

kdyby �~p le¾ely v L2(R
3; dx3).

(�~p; f) :=
Z
R3
A�e�i~p~x=�hf(~x); (182)

(f; �~p) := (�~p; f)
�; (183)

nebo» tyto integrály jsou (inverzní) Fourierovou transformací funkce f , která je

de�nována pro v¹echny funkce z S(R3). Rovnice pro zobecnìné vlastní funkce

�~p má tvar

(P̂j�~p; f) := (�~p; P̂jf) = pj(�~p; f); 8f 2 S(R3) (184)

a funkce (178) jsou tedy zobecnìné vlastní funkce hybnosti. Tyto funkce

lze na druhé stranì libovolnì pøesnì aproximovat funkcemi z L2(R
3; dx3). To je

také dùvod proè je s úspìchem mù¾eme pou¾ít k popisu tzv. rozptylových stavù

(viz kap. 9), je¾ jsou urèeny poèáteèní a koneènou hybností.

Cvièení 55 Nech»

�p;�(x) :=
A

2�

Z p+�

p��
dp0eip

0x=�h = Aeipx=�h
�h

�x
sin

�x

�h
:

Uka¾te, ¾e (�p;�; �p;�) =
��h
�
jAj2:

Je¹tì výraznìj¹í je "zobecnìnost" vlastních funkcí operátoru polohy èástice.

Rovnice

Q̂j = �j ; j = 1; 2; 3

má za øe¹ení funkce, které jsou nenulové pouze pro xj = �j. Takové funkce

jsou v¹ak v L2(R
3; dx3) ekvivalentní nulové funkci tak¾e pro øe¹ení problému

konstrukce zobecnìných vlastních funkcí operátoru polohy je tøeba pou¾ít jiné
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matematické objekty ne¾ funkce na R3, tzv. �{funkce �� mající formálnì násle-

dující vlastnosti:

��(x) � �(�� x) = 0; pro x 6= � (185)Z
R

��(x)f(x)dx = f(�): (186)

Je zøejmé, ¾e ¾ádná funkce nemù¾e souèasnì splnit obì podmínky (185,186),

nicménì lze de�novat jiné matematické objekty pro které lze obì podmínky splnit.

Pøíklad: Nejjednodu¹¹í zpùsob je pohlí¾et na �{funkce jako na limity posloup-

nosti øádných funkcí. Nech»

fa;�(x) := 0 pro jx� �j > a

fa;�(x) := 1=2a pro jx� �j � a:

Pak podmínky (185), (186) jsou splnìny pro a! 0.

Z tohoto pøíkladu je snadno vidìt, ¾e i zobecnìné vlastní funkce operátoru polohy

(189) lze aproximovat funkcemi z prostoru L2(R
3; dx3) podobnì jako zobecnìné

vlastní funkce operátoru hybnosti (178).

Pøesnìj¹í de�nici pojmu �{ funkce je mo¾no podat v rámci teorie temper-

ovaných distribucí, co¾jsou spojité lineární funkcionály na S(Rn). Uvedeme

pouze, ¾e v této teorii je (jednorozmìrná) �{funkce formálním analogem funkcionálu

(��; :) na S(R) de�novaného ve shodì s (186)zpùsobemZ
R

��(x)f(x) � (��; f) := f(�): (187)

Rovnost

x��(x) = ���(x)

pak znamená

(��; Q̂f) = �(��; f); 8f 2 S(R3); (188)

(co¾ je vztah analogický k (184) ) a v tomto smyslu je

�~a(~x) � �(~a� ~x) := �a1(x1)�a2(x2)�a3(x3) (189)

zobecnìnou vlastní funkcí polohy s vlastní hodnotou ~a.

De�nujeme-li Fourierovu transformaci zobecnìné funkce g (viz napø [6])

(F [g]; f) := (g;F [f ]) (190)

pak jednoduchým výpoètem ze ukázat, ¾e

F [�~p] = (2��h)3�~p (191)
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Dùle¾itá vlastnost funkcí (178) i (189) je, ¾e je lze "normalizovat k �{funkci".

(�~p0; �~p) �
Z
R3
�~p(~x)�

�

~p0(~x)d
3x = �(~p� ~p0)jAj2(2��h)3; (192)

(�~a0 ; �~a) �
Z
R3
�~a(~x)�~a0(~x)d

3x = �(~a� ~a0); (193)

Tyto identity je tøeba chápat jako rovnosti na prostoru lineárních funkcionálù na

S(Rn) a zápis pomocí integrálù je ponìkud formální.

Nìkdy se i zobecnìným funkcím pøiøazují kety �~a � j~a >; �~p � j ~p >. Vztahy
(186) a (183) pak lze zapsat jako

 (~x) =< ~x j >; ~ (~p) =< ~p j >

Zobecnìné vlastní funkce lze pøiøadit i hodnotám ze spojité èásti spektra

jiných operátorù. Napøíklad vedle vlastních hodnot energie èástice v coulom-

bickém poli spoèítaných v pøedchozím paragrafu le¾í ve spojité èásti spektra ope-

rátoru energie v¹echna kladná èísla. Stavùm èástice v Coulombovì potenciálu s

kladnou energií (tzv. rozptylové stavy) lze pøiøadit zobecnìné vlastní funkce

 klm = RklYlm; (194)

kde k = �
p
2mE=�h, Ylm jsou kulové funkce (114) a

Rkl(r; �; �) = Cklr
leikrF (l + 1� i

MQ

�h2k
; 2l + 2;�2ikr): (195)

Lze ukázat, ¾e tyto funkce jsou pøi vhodném výbìru konstant Ckl normalizovány

k �{funkci, nebo» platíZ
1

0
r2lei(k

0
�k)rF �(l+ 1� iMQ

�h2k
; 2l+ 2;�2ikr)F (l+1� i

MQ

�h2k0
; 2l+ 2;�2ik0r)r2dr

= Kkl�(k � k0); (196)

kde Kkl je konstanta.

Z vý¹e uvedených faktù je zøejmé, ¾e matematický popis rozptylových stavù

je mnohem slo¾itìj¹í, ne¾ popis stavù odpovídající vlastním hodnotám. Na druhé

stranì se mu v¹ak nemù¾eme vyhnout, nebo» rozptylové experimenty pøedstavují

dùle¾itý zdroj informací o chování objektù mikrosvìta.

Rigoróznìj¹í av¹ak matematicky nároènìj¹í popis stavù ze spojité èásti spektra

pozorovatelných je mo¾no provést pomocí projektorù [1].
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4 Výsledky mìøení

Otázka, na kterou odpovíme v této kapitole, zní: Jaké hodnoty fyzikálních

velièin namìøíme, je-li kvantová èástice ve stavu popsaném funkcí g ?

Èásteèná odpovìï na tuto otázku byla poskytnuta ji¾ v sekci 3.2. V principu

mù¾eme namìøit libovolnou hodnotu, která le¾í ve spektru operátoru, odpovída-

jícího dané velièinì. Otázkou v¹ak je, která z nich to bude. Bornùv postulát dává

tu¹it, ¾e odpovìï na druhou otázku nemusí být jednoznaèná, nebo» pro mìøení

polohy dostáváme pouze statistickou pøedpovìï.

V minulých kapitolách jsme provedli popis stavù kvantové èástice pomocí vl-

nové funkce. To v¹ak neznamená, ¾e jsme schopni v daném èase urèit hodnoty

v¹ech pozorovatelných jako v klasické mechanice. Jediné pozorovatelné, jejich¾

hodnoty jsme schopni pro daný stav urèit, jsou zatím ty, které jsme pou¾ily k

popisu stavu. V minulé kapitole to byly napøíklad energie, kvadrát momentu

hybnosti a jeho tøetí slo¾ka. To ov¹em nedává ¾ádnou informaci napøíklad o

hybnosti kvantové èástice, ba dokonce ani o první a druhé slo¾ce momentu hyb-

nosti. Jedinou dal¹í fyzikálnì interpretovatelnou informací, kterou zatím o daném

stavu máme, je pravdìpodobnostní rozdìlení polohy èástice. O nìm nás informuje

Bornùv postulát.

Z pravdìpodobnostního rozdìlení polohy jsme samozøejmì schopni urèit i

støední hodnotu polohy èástice ve stavu  :

< Xj > =
Z
R3
xjw(~x)d

3x =

R
R3 xjj (~x)j2d3xR
R3 j (~x)j2d3x

: (197)

Cvièení 56 Spoètìte støední hodnoty slo¾ek polohy kvantové èástice popsané vl-

novou funkcí (37).

4.1 Støední hodnoty pozorovatelných a pravdìpodobnosti

pøechodu

Pokud kvantová mechanika má být plnohodnotnou fyzikální teorií, pak pro sys-

tém v daném stavu musí být schopna pøedpovìdìt výsledek mìøení nejen okam¾ité

souøadnice èástice, ale i ostatních fyzikálních velièin. Pokusíme se proto napøed

najít pøedpis, kterým urèíme støední hodnotu libovolné pozorovatelné v daném

stavu, a potom i pøedpis pro její pravdìpodobnostní rozdìlení.

Pro urèení pøedpisu pro støední hodnoty si napøed v¹imneme toho, ¾e èitatel

výrazu pro (197) je mo¾no zapsat zpùsobemZ
R3
 �(~x)xj (~x)d

3x =
Z
R3
 �(~x)[Q̂j ](~x)d

3x = ( ; X̂j ); (198)

tak¾e

< Xj > =
( ; Q̂j )

( ;  )
: (199)

50



Na druhé stranì není dùvodu, proè by mìla mít poloha èástice privilegované

postavení mezi ostatními pozorovatelnými a je proto pøirozené oèekávat, ¾e pro

libovolnou pozorovatelnou se její støední hodnota bude poèítat podle stejného

pøedpisu. Experimenty tuto hypotézu plnì potvrzují a skuteènì platí ¾e je-li

systém v okam¾iku mìøení ve stavu popsaném vlnovou funkcí  , pak

støední hodnota mìøení pozorovatelné A, které jsme pøiøadili operátor

Â je

< A > =
( ;Â )
( ; )

: (200)

Pro normalizované vlnové funkce se tento vztah zjednodu¹í na < A > = ( ; Â ).

Cvièení 57 Spoètìte støední hodnoty slo¾ek hybnosti kvantové èástice popsané

vlnovou funkcí (37). Napi¹te tvar vlnové funkce popisující minimální vlnový balík

se støední hodnotou hybnosti ~p0, který má v èase t0 støední hodnotu polohy ~x0.

Cvièení 58 Spoètìte støední hodnoty slo¾ek hybnosti kvantové èástice v Coulom-

bovì poli s energií �MQ2

2�h2
a nulovým momentem hybnosti (elektron v atomu vodíku

ve stavu 1s).

V¹imnìme si, ¾e pøedpis (200) je ve shodì nejen s Bornovým postulátem,

ale i s popisem stavu pomocí vlastních funkcí kompatibilních pozorovatelných.

Skuteènì, je-li A jedna z pozorovatelných, je¾ byly pou¾ity k urèení stavu a

vlnová funkce � je vlastní funkcí Â pro vlastní hodnotu a, pak < A >�= a:

Kvantová mechanika je v¹ak schopna poskytnout je¹tì detailnìj¹í informaci

o výsledku mìøení pro èástici v daném stavu. Podle Bornova postulátu jsme

schopni urèit pravdìpodobnost, ¾e poloha èástice bude v jistém intervalu hodnot.

Podobnou pravdìpodobnost mù¾eme urèit i pro ostatní pozorovatelné.

Vzhledem k tomu, ¾e, jak u¾ bylo øeèeno, kvantová mechanika má popisovat

objekty na atomární a ni¾¹í úrovni je rozumné pøedpokládat, ¾e mìøení prove-

dené na takovýchto objektech podstatným zpùsobem zmìní jejich stav. Dal¹ím

postulátem kvantové mechaniky je, ¾e mìøení pozorovatelné A, které dá

hodnotu a pøevede kvantovou èástici do stavu, který je popsán vlastní

funkcí � operátoru Â s vlastní hodnotou a.

Pøedpokládejme zatím, ¾e pro dané a je takový stav jen jeden, tzn. vlastní

funkce je urèena jednoznaènì a¾ na multiplikativní konstantu, kterou zvolíme tak,

aby (�; �) = 1. Chceme-li urèit pravdìpodobnost namìøení hodnoty a pro èástici

popsanou vlnovou funkcí  , staèí, budeme-li znát pravdìpodobnost pøechodu

kvantové èástice z pùvodního stavu  do stavu �. Kvantová mechanika

postuluje, ¾e tato pravdìpodobnost je rovna

W !� = j( ;�)j2

( ; )
: (201)
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Velièina A !� := ( ; �)=
q
( ;  ) se nazývá amplitudou pravdìpodobnosti pøe-

chodu  ! �

Cvièení 59 Nech» "jednorozmìrná" èástice v potenciálu harmonického oscilá-

toru je ve stavu popsaném vlnovou funkcí

 (x) = Ce�x
2+ikx: (202)

S jakou pravdìpodobností namìøíme hodnoty její energie rovné 1
2
�h!, resp. �h!,

3
2
�h!?

Výraz (201) je mo¾no pou¾ít i k urèení pravdìpodobnosti namìøení hodnoty a

pozorovatelné A, její¾ vlastní podprostor má více rozmìrù. Pokud mno¾ina f�kg
je ortonormální bazí v prostoru vlastních stavù operátoru Â s vlastní hodnotou

a, pak pro èástici ve stavu  je pravdìpodobnost, ¾e pøi mìøení pozoro-

vatelné A dostaneme hodnotu a, souètem pravdìpodobností pøechodù

ze stavu  do stavù �k.

W ;(A=a) =
P
k
j(�k; )j

2

( ; )
: (203)

Je zøejmé, ¾e vynásobení vlnové funkce  konstantou neovlivní pravdìpodob-

nosti (201) a (203), co¾ je ve shodì s pøedpokladem, ¾e vlnové funkce li¹ící se

multiplikativní konstantou popisují tentý¾ fyzikální stav.

Cvièení 60 Nech» èástice je ve stavu popsaném vlnovou funkcí

 (x) = (4�)�1=2(ei� sin� + cos�)g(r) (204)

Jaké hodnoty Lz mù¾eme namìøit a s jakou pravdìpodobností? Jaká je støední

hodnota Lz v tomto stavu?

Cvièení 61 Nech» èástice s hmotou M v potenciálu harmonického oscilátoru s

vlastní frekvencí ! = �h=M je ve stavu popsaném vlnovou funkcí

 (x) = Ce�~x
2+i~k~x: (205)

S jakou pravdìpodobností namìøíme hodnoty její energie rovné 5
2
�h!?

Nejsme-li z nìjakých, napøíklad experimentálních, dùvodù schopni rozli¹it

mezi dvìma èi více rùznými vlastními hodnotami, pak pravdìpodobnost namìøení

aspoò jedné z nich je opìt dána vzorcem (203) s tím, ¾e suma probíhá pøes v¹echny

vlastní funkce pøíslu¹né daným vlastním hodnotám. Tento fakt nabývá na výz-

namu zejména tehdy, kdy¾ nìjaká èást spektra pokrývá souvislý interval hodnot.
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Jsou-li body spektra (tj. hodnoty fyzikální velièiny), mezi kterými nejsme

schopni experimentálnì rozli¹it, v intervalu (x; y), co¾ se stává zejména pro spoji-

tou èást spektra, pak zobecnìní vzorce (203) na tento pøípad dá pravdìpodobnost

namìøení hodnoty pozorovatelné A v intervalu (x; y)

W ;(A2(x;y)) =
R y
x daj(�a; )j

2

( ; )
: (206)

V¹imnìme si, ¾e tento vzorec je zobecnìním Bornova postulátu, nebo» v tom

pøípadì �a = �a. Podobnì jej lze pou¾ít i pro nalezení pravdìpodobnosti hybnosti.

V tom pøípadì je tøeba za �a zvolit �{normalizované zobecnìné vlastní funkce

hybnosti

�~p(~x) = (2��h)�3=2 exp(i
~p

�h
~x): (207)

Odtud pak plyne, ¾e amplituda hustoty pravdìpodobnosti nalezení èástice s hyb-

ností ~p je dána Fourierovým obrazem její stavové funkce.

Cvièení 62 Urèete pravdìpodobnost nalezení hybnosti èástice popsané vlnovou

funkcí (205) v intervalu (a1; b1)� (a2; b2)� (a3; b3). Urèete hustotu pravdìpodob-

nosti nalezení hybnosti v okolí hodnoty ~p0.

Vzorec (206) platí pro pøípad, ¾e pro ka¾dý bod a 2 (x; y) existuje právì

jedna (zobecnìná) vlastní funkce normalizovaná k jednièce èi �{funkci. Obec-

nìj¹í pøípad zatím øe¹it nebudeme (vede na tzv. spektrální míru operátoru Â).

Uveïme pouze, ¾e napøíklad pravdìpodobnost namìøení hodnoty energie èástice

v Coulombovì poli v intervalu (E1; E2) � R+ je dána souètem integrálù

W ;(E2(E1;E2)) =
1X
l=0

lX
m=�l

"Z
�k1

�k2

dk
j(�klm;  )j2
( ;  )

+
Z k2

k1

dk
j(�klm;  )j2
( ;  )

#
; (208)

kde ki =
q
2MEi=�h

2, �klm = RklYlm a Ylm; Rkl jsou funkce (114, 195) normalizo-

vané k jednièce, resp. k �{funkci.

4.2 Støední kvadratická odchylka a relace neurèitosti

Dùle¾itá pravdìpodobnostní a experimentálnì mìøitelná velièina je støední kvadrat-

ická odchylka pozorovatelné A pøi mìøení na stavu  . V kvantové mechanice je

de�nována zpùsobem

� (A) :=
q
< Â2� < Â >2

 > : (209)

Je snadné ukázat, ¾e

[� (A)]
2 =< ( d� A)

2 > =< (Â� < Â > )
2 > ; (210)
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kde d� A je lineární operátor

d� A� = (Â� < Â > )� (211)

a odtud okam¾itì plyne, ¾e pokud  je vlastním stavem pozorovatelné A, pak

� (A) = 0.

Cvièení 63 Uka¾te, ¾e pokud Â je samosdru¾ený operátor, pak výraz pod odmoc-

ninou (209) je nezáporný pro libovolné  2 DA.

Cvièení 64 Spoètìte støední kvadratické odchylky slo¾ek polohy a hybnosti kvan-

tové èástice pøi mìøení na stavu popsaném vlnovou funkcí (37). Uka¾te, ¾e pro

tento stav platí

� (Xk)� (Pk) = �h=2: (212)

Vztah (212) je zvlá¹tním pøípadem tvrzení, kterému se obvykle, øíká relace neurèi-

tosti.

Tvrzení 4.11 Pro ka¾dé dva samosdru¾ené operátory Â; B̂ a  2 D(AB) \
D(BA) platí

� (A)� (B) �
1

2
j < [A;B] > j (213)

Rovnost ve vztahu (213) nastává pro vlnové funkce, pro které platí

[Â� < Â > �i�(B̂� < B̂ > )] = 0; (214)

kde � 2 R.

Pro operátory (54, 55) platí

[Q̂j; P̂k] = i�h�jk; (215)

tak¾e podle tvrzení 4.11 pro ka¾dé  2 D(XjPk)\D(PkXj) platí relace neurèitosti

� (Xj)� (Pk) �
�h
2
�jk : (216)

Cvièení 65 Uka¾te, ¾e podmínka (214) pro operátory Â = X̂j; B̂ = P̂j dává

integrodiferenciální rovnice, jejch¾ jedinými øe¹eními jsou funkce

g(~x) = C exp[�Ax2 + ~B~x]; A > 0;

které jsme nazvali minimální vlnové balíky.
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Z relací neurèitosti mezi polohou a hybností plyne, ¾e v principu nejsme

schopni souèasnì provést mìøení polohy a hybnosti èástice s libovolnou pøes-

ností. Znamená to tedy, ¾e v rozporu s pøedstavami klasické mechaniky èástici

nelze pøiøadit bod ve fázovém prostoru, nýbr¾, ¾e kvantovou èástici si ve fázovém

prostoru lze pøedstavit jako jistou rozmazanou oblast objemu

�x�px�y�py�z�pz � �h3=8:

Pro úlohy v makrosvìtì, které øe¹í klasická mechanika jsou v¹ak tyto úvahy

zcela irelevantní: Napø. pro èástice s hmotou � 10 mg, jejich¾ polohu jsme

schopni urèit s pøesností � 10 �m, relace neurèitosti øíkají, ¾e rychlost èástice

nelze urèit s chybou men¹í ne¾ 10�22 m/s, co¾ je experimentálnì nedosa¾itlená

pøesnost.

V mikrosvìtì v¹ak relace neurèitosti hrají dùle¾itou roli. Hmota elektronu je

cca 10�27g a je-li nepøesnost mìøení polohy men¹í ne¾ lineární rozmìr atomu, co¾

je øádovì 10�8cm, pak nepøesnost mìøení jeho rychlosti je vìt¹í ne¾ 108cm/s, co¾

je srovnatelné s klasickou rychlostí elektronu v atomu. Není tedy divu, ¾e pro

popis elektronù v atomovém obalu nelze pou¾ít klasickou mechaniku.

5 Èasový vývoj kvantové èástice

Ve¹keré úvahy v kapitolách 3 a 4 se týkaly stavu v daném èasovém okam¾iku.

Nyní se vrátíme k dùsledkùm plynoucím z èasového vývoje, který je v kvantové

mechanice dán Schrödingerovou rovnicí.

i�h
@ 

@t
= Ĥ : (217)

5.1 Rovnice kontinuity

De�nujeme-li vedle hustoty pravdìpodobnosti �(~x; t) :=  �(~x; t) (~x; t) také hus-

totu toku pravdìpodobnosti

~j(~x; t) :=
i�h

2M
[ (~x; t)~r �(~x; t)�  �(~x; t)~r (~x; t)] (218)

pak je snadné ukázat, ¾e pro tyto velièiny platí rovnice kontinuity

@�

@t
(~x; t) + div ~j(~x; t) = 0: (219)

Dùsledkem rovnice kontinuity je, ¾e normalizace vlnové funkce nezávisí

na èase. Pøesnìj¹í vyjádøení tohoto faktu je dáno rovností

d

dt
( ;  ) = 0 (220)

plynoucí z rovnice kontinuity pro funkce  , které spolu se svými derivacemi jdou

v nekoneènu dostateènì rychle k nule.
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5.2 Stacionární stavy

Dùle¾itou tøídou stavù klasické mechaniky jsou rovnová¾né stavy, neboli statická

øe¹ení pohybových rovnic x(t) = x(t0). Jejich obdobou v kvantové mechanice

jsou tzv. stacionární stavy. Tyto stavy jsou popsány vlnovými funkcemi  (~x; t),

pro které støední hodnota libovolné pozorovatelné nezávisí na èase. Jinými slovy

pro nì musí platit
d

dt
< Â > = 0 (221)

pro libovolný samosdru¾ený operátor.

Je snadné ukázat, ¾e pokud kvantová èástice je popsána vlnovou funkcí, která

se v rùzných èasech li¹í pouze faktorem nezávislým na ~x

 (~x; t) = C(t) (~x; t0); (222)

pak faktor C(t) je fyzikálnì nepodstatný, nebo» neovlivní ¾ádné fyzikálnì inter-

pretovatelné výsledky jako je pravdìpodobnost nalezení v místì ~x, pravdìpodob-

nost pøechodu do jiného stavu v dùsledku mìøení, ani støední hodnotu operátoru

ve stavu  . Znamená to tedy, ¾e stavy popsané vlnovými funkcemi (222) jsou

stacionární.

Na pravé stranì Schrödingerovy rovnice (217) stojí operátor energie { hamil-

tonián. Není tedy pøekvapivé, ¾e vlastní stavy operátoru energie budou hrát v

èasovém vývoji kvantovì mechanických stavù dùle¾itou roli. Pro vlnové funkce

(222) lze snadno ukázat, ¾e pokud vyhovují Schrödingerovì rovnici, pak jsou

vlastními stavy energie a C(t) = C(t0)e
�iE(t�t0)=�h. Ze Schrödingerovy rovnice

toti¾ plyne

C(t)Ĥ (~x; t0) = i�h _C(t) (~x; t0): (223)

Odtud dostáváme, ¾e  (~x; t0) je vlastní funkcí hamiltoniánu s vlastní hodnotou

E = i�h _C(t)=C(t) a vý¹e uvedený tvar funkce C(t).

Na druhé stranì, víme-li, ¾e èástice v èase t0 je ve stavu  E

Ĥ E = E E; (224)

pak v tomto stavu zùstane do té doby, dokud není ovlivnìna nìjakým vnìj¹ím

zásahem (napøíklad mìøením velièiny nekompatibilní s energií), nebo» øe¹ením

Schrödingerovy rovnice (217) s poèáteèní podmínkou (224) je

 E(~x; t) = e�i
E
�h
(t�t0) E(~x) : (225)

Z právì uvedených dùvodu se vlastní stavy operátoru energie nazývají stacionární

stavy a rovnice pro vlastní hodnoty (224) se èasto nazývá bezèasová Schrödingerova

rovnice.

Za jistých velmi obecných pøedpokladù (unitarita èasového vývoje, viz [5])

lze ukázat i opak, toti¾ ¾e v¹echny stacionární stavy jsou vlastními stavy

hamiltoniánu.
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Jednoduchý èasový vývoj stacionárních stavù je mo¾no vyu¾ít i pro popis

èasového vývoje nestacionárních stavù tj. øe¹ení Schrödingerovy rovnice s poèáteèní

podmínkou zadanou funkcí, která není vlastní funkcí hamiltoniánu. Staèí k tomu,

aby existovala ortonormální baze feng, její¾ prvky jsou vlastními stavy hamil-

toniánu. Pak je mo¾no zapsat poèáteèní vlnovou funkci zpùsobem

 (~x) =
X
n

 nen(~x) (226)

a odpovídající øe¹ení Schrödingerovy rovnice je

 (~x; t) =
X
n

 nen(~x)e
�iEn

�h
(t�t0): (227)

Neznamená to v¹ak, ¾e stav rozlo¾ený podle stacionárních stavù je stacionárním,

nebo» koe�cient u ka¾dé komponenty má jinou èasovou závislost.

Vyjímeènost stacionárních stavù byl jeden z dùvodù, proè jsme v pøedchozích

kapitolách hledali vlastní stavy operátorù energie, pro nìkteré fyzikálnì zajímavé

pøípady jako byl harmonický oscilátor, èi èástice v Coulombovì poli.

Cvièení 66 Nech» Hamiltonián kvantového systému má èistì bodové spektrum.

Na systému byla namìøena hodnota a pozorovatelné A, která má èistì bodové

spektrum a a je nedegenerovaná vlastní hodnota. Jaká je pravdìpodobnost, ¾e

namìøíme stejnou hodnotu, budeme-li mìøení opakovat po èase t?

Cvièení 67 Nech» èástice hmoty M v jednorozmìrné nekoneènì hluboké poten-

ciálové jámì ¹íøky 2a je v èase t = 0 popsána vlnovou funkcí, (která je superpozicí

stacionárních stavù)

 (x; 0) = 0; pro jxj > a;  (x; 0) = sin[
�

2a
(x� a)] + sin[

�

a
(x� a)]; pro jxj < a:

Jaká je pravdìpodobnost, ¾e èástice se v èase t = 0 a t = 8Ma2

��h
bude nacházet v

intervalu (-a,0)?

5.3 Integrály pohybu, èasová derivace operátoru, Ehren-

festovy teorémy

V klasické mechanice známe zachovávající se velièiny { integrály pohybu, je-

jich¾ hodnota se bìhem èasového vývoje systému nemìní, pøesto¾e jsou funkcemi

jiných, èasovì promìnných velièin jako je napøíklad poloha èi hybnost èástice.

I v kvantové mechanice lze de�novat integrály pohybu. Jejich de�nici v¹ak

nelze pøevzít z klasické mechaniky, nebo» zatím v¹echny operátory odpovídající

fyzikálním velièinám jsou nezávislé na èase.
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Zavedeme proto nejdøíve u¾iteèný pojem èasové derivace operátoru: Nech»

Â je samosdru¾ený operátor. Èasovou derivací operátoru Â nazveme operátor

oznaèený d̂A
dt
, de�novaný jako

d̂A
dt

:= i
�h
[Ĥ; Â] + @Â

@t
: (228)

Poslední èlen na pravé stranì je nenulový pouze tehdy závisí-li akce operátoru

na èase, s èím¾ se setkáváme jen zøídka. Dùvodem pro tuto de�nici je, ¾e pro

v¹echna  , která le¾í v nìjakém uzavøeném podprostoru hustém v H platí

d

dt
< Â > =<

d̂A

dt
> : (229)

Provedeme-li toti¾ (ponìkud formálnì) èasovou derivaci na levé stranì (229)

dostaneme

d

dt
< Â > = ( ;  )�1

"
(
@ 

@t
; Â ) + ( ;

@Â

@t
 ) + ( ; Â

@ 

@t
)

#
: (230)

a ze Schrödingerovy rovnice pak plyne vztah (229)

Cvièení 68 Naleznìte operátor rychlosti pro èástici v poli konzervativních sil.

Cvièení 69 Uka¾te jak závisí na èase støední kvadratická odchylka souøadnice

jednorozmìrného harmonického oscilátoru.

Integrálem pohybu v kvantové mechanice nazveme operátor Â, pro který d̂A
dt

= 0.

Pro operátory, které nejsou explicitnì závislé na èase to znamená, ¾e jsou

integrály pohybu pokud komutují s Ĥ.

Speciálním pøípadem vztahù (229) a (228) jsou tzv. Ehrenfestovy teorémy.

Zvolíme-li za operátor Â operátor souøadnice èi hybnosti dostaneme

d

dt
< Q̂j > =<

P̂j

M
> (231)

d

dt
< P̂j > =<

d
� @V
@xj

> : (232)

Tyto vztahy pøipomínají do jisté míry Hamiltonovy rovnice klasické mechaniky.

První z nich øíká, ¾e èasová derivace støední hodnoty souøadnice ve stavu  je

rovna støední hodnotì "operátoru rychlosti" P̂j=M . Analogie je úplná pokud

pravá strana (232) je rovna hodnotì síly v bodì < Q̂j > , neboli pokud

<
d
� @V
@xj

> = � @V
@xj

(< ~X > ):
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To je splnìno pouze pro potenciály, které jsou maximálnì kvadratickou funkcí

souøadnic. Pro obecnìj¹í typy potenciálù je souvislost Ehrenfestových teorémù s

pohybovými rovnicemi klasické mechaniky mnohem slo¾itìj¹í (viz [4] kap. 1.7.,

[5] kap 3.5) a oèekávaná shoda s klasickou teorií nastává a¾ pro stavy s dostateènì

velkou energií.

6 Èástice v elektromagnetickém poli. Spin

Doposud jsme se zabývali kvantovì mechanickým popisem èástice v poli konzer-

vativních sil, jinými slovy pøedpokládali jsme, ¾e hamiltonián je tvaru

Ĥ = � �h2

2M
�+ V̂ (~x):

Ne v¹echny síly v¹ak jsou konzervativní. Dùle¾itým pøípadem je Lorentzova síla

~F = ~F (~x;~v; t) = e[ ~E(~x; t) + ~v � ~B(~x; t)]; (233)

která pùsobí na nabitou èástici v elektromagnetickém poli f ~E(~x; t); ~B(~x; t)g. Tato
síla není konzervativní, na druhé stranì, z kursu teoretické fyziky (viz napø. [2]

U2.1), víme, ¾e je ji mo¾no vyjádøit pomocí zobecnìného potenciálu

U(~x;~v; t) = e[�(~x; t)� ~v � ~A(~x; t)];
kde � a ~A jsou elektromagnetické potenciály, tzn.

~E = �grad �� @ ~A

@t
; ~B = rot ~A: (234)

Pohyb klasické èástice v elektromagnetickém poli je mo¾no popsat pohybovými

rovnicemi v Hamiltonovì formulaci s Hamiltonovou funkcí

H(~x; ~p; t) =
1

2M
[~p� e ~A(~x; t)]2 + e�(~x; t): (235)

Hamiltonián kvantovì mechanické èástice v elektromagnetickém poli je pak mo¾no

odvodit z principu korespondence

Ĥ =
1

2M
[�i�h~r� e

^~A(~x; t)][�i�h~r� e
^~A(~x; t)] + e�̂(~x; t) (236)

a snadnými úpravami je mo¾no jej pøepsat na tvar

Ĥ = � �h2

2M
�+

i�he

M

^~A(~x; t) � ~r+
i�he

2M

^
div ~A(~x; t) +

e2

2M

^~A(~x; t) � ^~A(~x; t) + e�̂(~x; t):

(237)

Poznamenejme zde, ¾e v tomto pøípadì princip korespondence neurèuje hamil-

tonián jednoznaènì, nebo» operátory P̂j; Âj vyskytující se v prvním èlenu pravé

strany (236) nekomutují. Znamená to, ¾e hamiltonián (236) odpovídá jistému

výbìru uspoøádání tìchto nekomutujících oprátorù. Jiné výbìry uspoøádání by

se li¹ily faktorem stojícím pøed èlenem
^

div ~A(~x; t). Pro pøípad homogenních polí,

který budeme v dal¹ím uva¾ovat tento èlen vymizí.
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6.1 Èástice v homogenním magnetickém poli

Budeme se zabývat pøípadem kvantové èástice v homogenním èasovì nezávislém

magnetickém poli ~B(~x; t) = ~B.

Vektorový potenciál lze v tomto pøípadì zvolit ~A(~x) = 1
2
~B� ~x a odpovídající

hamiltonián lze zapsat zpùsobem

Ĥ = � �h2

2M
�� e

2M
~B � ~̂L+

e2

8M
( ~B � ~̂x)2 + e�̂(~x); (238)

kde ~̂L je operátor momentu hybnosti.

Pro støední hodnoty souøadnice a momentu hybnosti charakteristické pro

atomy a nikoliv extrémnì silná magnetická pole je pøíspìvek od tøetího èlenu

zanedbatelný, tak¾e hamiltonián lze psát zpùsobem

Ĥ = Ĥ0 � ~̂�orb � ~B; (239)

kde Ĥ0 je hamiltonián èástice bez vlivu magnetického pole (pouze v poli konzer-

vativních sil, co¾ je problém který jsme studovali doposud) a

~̂�orb =
e

2M
~̂L (240)

je operátor magnetického momentu èástice související s jejím orbitálním pohybem.

Je-li potenciál V (~x) = e�(~x) v Ĥ0 sféricky symetrický, co¾ je napøíklad poten-

ciál coulombického pole jádra atomu, pak lze nalézt vlastní funkce  E;l;m hamil-

toniánu Ĥ0, které jsou souèasnì vlastními funkcemi momentu hybnosti (viz 3.4).

Ĥ0 E;l;m = E E;l;m (241)

L̂2 E;l;m = l(l + 1)�h2 E;l;m (242)

L̂z E;l;m = m�h E;l;m (243)

Odtud plyne, ¾e v tomto pøípadì lze okam¾itì urèit vlastní energie i vlastní

funkce èástice v magnetickém poli. Sférická symetrie systému bez magnetického

pole toti¾ umo¾òuje zvolit osu z ve smìru magnetického pole, a pokud platí (241,

243), pak rovnì¾ platí

Ĥ E;l;m = (E � �0mj ~Bj) E;l;m; (244)

kde �0 =
e�h
2M

je tzv. Bohrùv magneton. Jeho hodnota pro elektron je 0,9274.10�23

JT�1.

Znamená to, ¾e hladiny energie èástice, které díky sférické symetrii pùvodnì

nezávisely na m, a spektrum tedy bylo degenerované, se podle takto navr¾ené

teorie vlivem homogenního magnetického pole roz¹tìpí na 2l+1 rùzných
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hladin vzdálených o �0j ~Bj. Øíkáme, ¾e magnetické pole sejme degeneraci en-

ergie. Støed vzniklého multipletu hladin zùstane na místì a vzdálenosti hladin

jsou úmìrné intenzitì magnetického pole (pro jisté rozmezí jejích hodnot, mimo

nìj je tøeba zapoèítat dal¹í efekty).

Efekt roz¹tìpení hladin magnetickým polem byl experimentálnì pozorován,

jedná se o tzv. Zeemanùv jev, av¹ak poèet hladin v multipletu neodpovídá

pøedpovìzenému èíslu 2l+1. Pøekvapivé je, ¾e napøíklad dochází k roz¹tìpení

hladiny energie základního stavu atomù, který by podle dosavadní teorie mìl být

nedegenerovaný, nebo» v tomto stavu l = 0.

6.2 Vlastní magnetický moment a spin èástice

Uvedený rozpor teorie a experimentu øe¹í hypotéza (Landé, Stoner, Pauli 1923{

25), podle které elektron má vedle magnetického momentu (240) souvisejícího

s orbitálním pohybem je¹tì vlastní magnetický moment ~�, jeho¾ projekce

nabývají právì dvou hodnot �j�j.
Tato hypotéza se opírá i o výsledky Stern { Gerlachova pokusu, pøi kterém

prochází svazek atomù v základním stavu nehomogenním magnetickým polem

kolmo na smìr nehomogenity. Síla, která na atomy v tomto poli pùsobí (viz

:

z ?W� ^�

1

2

3

4

A) Schema experimentu B) Bokorys prùbìhu
siloèar magnetického pole

1 Svazek atomù

2 Póly magnetu

3 Rozdìlené svazky èástic

4 Stínítko

Obrázek 4: Stern { Gerlachùv pokus

napø. [7] kap. 4.3) je
~F (~x) = grad(~� � ~B(~x));

tak¾e èástice jsou urychlovány ve smìru gradientu projekce magnetického mo-

mentu èástice na smìr magnetického pole. Svazek atomù v základním stavu
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se prùchodem nehomogenním magnetickým polem rozdìlí na dva, co¾ je plnì v

souhlasu s pøedstavou vlastního magnetického momentu elektronu. Z úhlu, pod

kterým tyto dva rozdìlené svazky vylétají je mo¾no urèit i velikost vlastního mag-

netického momentu. Ukázalo se, ¾e je ve velmi dobré shodì s velikostí Bohrova

magnetonu, j�j = �0.

Mo¾nost roz¹tìpení hladiny energie základního stavu atomu vodíku na dvì

svìdèí o tom, ¾e základní stav je degenerovaný a jeho popis vlnovou

funkcí  E;0;0 není úplný a je mu nutno pøiøadit lineární kombinaci dvou lineárnì

nezávislých funkcí, je¾ jsou vlastními funkcemi energie s nejni¾¹í vlastní hodnotou.

Z pøedchozího v¹ak víme, ¾e taková funkce je a¾ na multiplikativní konstantu jen

jedna. Východiskem z této situace je pou¾ití vlnových funkcí které mají dvì

slo¾ky.

 (~x) =

 
 1(~x)

 2(~x)

!
: (245)

Alternativní, av¹ak ekvivalentní pøístup je pou¾ití vlnových funkcí, které vedle ~x

závisí je¹tì na dal¹í promìnné �, která nabývá pouze dvou hodnot �, tj.

 =  (~x; �);  (~x;+) �  1(~x);  (~x;�) �  2(~x):

Pøechod k vlnovým funkcím (245) znamená pøechod od Hilbertova prostoru

L2(R
3; dx3)k prostoru L2(R

3; dx3)
C2. Skalární souèin v tomto prostoru je

( ; �) =
2X

k=1

Z
R3
 �k(~x)�k(~x)d

3x =
X
�=�

Z
R3
 �(~x; �)�(~x; �)d3x (246)

a operátory jsou obecnì zadány maticí operátorù Â = fÂijg2i;j=1. Nebo» jsme

se doposud zabývali jevy, ve kterých magnetický moment nehrál roli, mohli jsme

pou¾ívat operátory, které jsou násobkem jednotkové matice, napø. hamiltonián

je dán maticí Ĥij = Ĥ�ij, jinak vyjádøeno
^̂
H = Ĥ 
 1C2 :

Projekci vlastního magnetického momentu do osy z (smìru magnetického

pole) naopak pøiøadíme operátor �̂z, který pùsobí netriviálnì pouze v prostoru

C2, zatímco v prostoru L2(R
3; dx3) pùsobí pouze jako násobení konstantou.

�̂z :=

 
�0 0

0 ��0

!
(247)

Souvislost orbitálního magnetického momentu s momentem hybnosti (240)

pøivedla G.E. Uhlenbecka a S. Goudsmita k hypotéze (1925), ¾e podobnì jako

orbitální, i vlastní magnetický moment èástice je dùsledkem nenulového

vlastního momentu hybnosti { spinu. Tato velièina nemá analogii v ¾ád-

ném druhu pohybu klasických hmotných tìles. Operátor spinu má stejnì

jako orbitální magnetický moment tøi slo¾ky Ŝj, které netriviálnì pù-

sobí pouze v C2 a vzájemnì komutují stejným zpùsobem jako slo¾ky
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momentu hybnosti

[Ŝj; Ŝk] = i�h�jklŜl: (248)

Snadno lze ukázat, ¾e trojice matic Ŝj =
�h
2
�j, kde �j; j = 1; 2; 3 jsou tzv. Pauliho

matice

�1 =

 
0 1

1 0

!
; �2 =

 
0 �i
i 0

!
; �3 =

 
1 0

0 �1

!
; (249)

splòuje relace (248).

Vztah mezi spinem a vlastním magnetickým momentem elektronu je

~̂� = 2�0
�h
~̂S ; (250)

co¾ je v souhlasu s (247). Faktor 2 je v rámci této teorie nutné brát jako fenomeno-

logickou konstantu. Její vysvìtlení je mo¾no podat a¾ v rámci relativistické kvan-

tové mechaniky.

Cvièení 70 Uka¾te, ¾e vlastní èísla operátoru ~̂� � ~B jsou ��0j ~Bj. Najdìte vlastní
funkce.

Cvièení 71 Nech» pro volnou èástici se spinem je namìøena hodnota z{ové slo¾ky

spinu sz=�h=2. Jestli¾e vzápìtí mìøíme hodnotu spinu ve smìru, který se z{ovou

osou svírá úhel �, jaké mù¾eme namìøit hodnoty a s jakou pravdìpodobností?

Vedle relace

[�j; �k] = 2i�jkl�l; (251)

ze které plyne (248), mají Pauliho matice je¹tì dal¹í vlastnosti u¾iteèné pøi

rùzných výpoètech. Uveïme nejdùle¾itìj¹í z nich

�j = �
y

j ; T r �j = 0; (252)

f�j; �kg = 2�jk1: (253)

Mimo to spolu s jednotkovou maticí tvoøí f�j; j = 1; 2; 3g (hermitovskou) bazi

v prostoru komplexních matic 2� 2. Násobení Pauliho matic

�j�k = �jk + i�jkl�l (254)

plyne okam¾itì z (251, 253).

Cvièení 72 Uka¾te, ¾e ~̂S
2

= 3
4
�h21. Porovnejte tento výsledek s (242).
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Cvièení 73 Uva¾ujte systém (tzv. supersymetrický harmonický oscilátor) pop-

saný na Hilbertovu prostoru L2(R; dx)
 C2 hamiltoniánem

Ĥ = � �h2

2m
�
 1+

m!2

2
x2 
 1 +

�h!

2
1
 �3:

Dále je dán operátor

Q̂ =
1

2
p
m
�1(P̂ + i!m�3X̂):

Naleznìte Q̂+, Q̂2, [Ĥ; Q̂] a výsledky vyjádøete pomocí operátorù Ĥ, Q̂. Jaké

omezení lze vyvodit z tìchto relací na spektrum hamiltoniánu ( tj. zda je shora èi

zdola omezené a èím )? ( Postaèí uva¾ovat bodovou èást spektra. )

6.3 Pauliho rovnice. Normální Zeemanùv jev

Z výsledku Stern { Gerlachova pokusu a roz¹tìpení energetických hladin atomù

v magnetickém poli jsme do¹li k hypotéze, ¾e stavy èástic v atomu jsou charak-

terizovány té¾ hodnotou èistì kvantové velièiny nazývané spin. Síly, které pùsobí

na atomové èástice v magnetickém poli jsou na spinu závislé a musí být proto

zahrnuty do hamiltoniánu. W. Pauli navrhl roz¹íøení hamiltoniánu pro èástici v

elektromagnetickém poli na tvar

Ĥ = 1
2M

[ ~̂P � e ~̂A]2 + e�̂� �0 ~̂B � ~̂� : (255)

Rovnice

i�h
@ 

@t
= Ĥ ;

kde Ĥ je tvaru (255) a  je dvoukomponentová funkce se nazývá Pauliho rovnice.

Odpovídající rovnice Ĥ = E se pak nazývá bezèasová Pauliho rovnice.

Pro homogenní, èasovì nezávislé magnetické pole ~B(~x; t) = ~B je mo¾no

øe¹ení Pauliho rovnice pøevést na øe¹ení Schrödingerovy rovnice, nebo» pøímým

výpoètem lze ukázat, ¾e pokud �j; j = 1; 2 jsou øe¹ení Schrödingerovy rovnice

i�h
@�

@t
= Ĥ1�;

kde Ĥ1 je spimovì nezávislá èást (255), pak øe¹ení Pauliho rovnice lze zapsat

zpùsobem  
 1(~x; t)

 2(~x; t)

!
= exp[

i

�h
~̂� � ~Bt]

 
�1(~x; t)

�2(~x; t)

!
; (256)

kde

exp[
i

h
~̂� � ~Bt] = cos(

�0

�h
j ~Bjt) + i

~B � ~�
j ~Bj

sin(
�0

�h
j ~Bjt): (257)
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Cvièení 74 Èástice se spinem �h=2 je umístìna v konstantním magnetickém poli

smìøujícímím ve smìru osy x. V èase t = 0 byla namìøena hodnota její z-ové

slo¾ky spinu +�h=2. S jakou pravdìpodobností nalezneme v libovolném dal¹ím èase

hodnotu její y-ové slo¾ky spinu +�h=2?

Cvièení 75 Uka¾te, ¾e pokud výraz exp[i~a � ~�] de�nujeme pomocí øady

exp[i~a � ~�] :=
1X
n=0

(i~a � ~�)n
n!

; (258)

pak platí

exp[i~a � ~�] = cos(j~aj) + i
~a � ~�
j~aj sin(j~aj): (259)

Roz¹tìpení energetických hladin v dùsledku existence vlastního magnetického

momentu je pak mo¾no popsat Pauliho hamiltoniánem

ĤP = Ĥ0 �
�0

�h
~B � ~̂L� 2�0

�h
~B � ~̂S; (260)

kde Ĥ0 (co¾ je napø. hamiltonián èástice v coulombickém poli) popisuje èástici

bez magnetického pole. Øe¹ením bezèasové Pauliho rovnice HP = E lze dostat

energetické spektrum, které odpovídá roz¹tìpení hladin magnetickým

polem pozorované v normálním Zeemanovì jevu. Toto øe¹ení lze obdr¾et

ze znalosti øe¹ení bezèasové Schrödingerovy rovnice.

Pro sféricky symetrický hamiltonián Ĥ0, lze bez újmy na obecnosti zvolit osu

z ve smìru magnetického pole. Je snadné se pøesvìdèit, ¾e pokud èástice má v

nepøítomnosti magnetického pole energii E0 = Enl (tzn. Enl je vlastní hodnotou

hamiltoniánu Ĥ0) a funkce  n;l;m jsou vlastní funkce Ĥ0; L̂
2; L̂z, pak funkce

 n;l;m;+(~x) =

 
 n;l;m(~x)

0

!
;  n;l;m;�(~x) =

 
0

 n;l;m(~x)

!
(261)

jsou vlastními funkcemi Pauliho hamiltoniánu odpovídajícími vlastním hodnotám

En;l;m;� = Enl � �0Bz(m� 1). Poèet hladin multipletu je 2l + 3 pro l = 1; 2; : : :.

Pro l = 0 dostáváme dvì hladiny energie, co¾ je ve shodì i se Stern{Gerlachovým

pokusem.

Poznamenejme je¹tì, ¾e vedle normálního Zeemanova jevu existuje je¹tì tzv.

anomální Zeemanùv jev. Jeho popis a vysvìtlení dané tzv. spin-orbitální vazbou

zde provádìt nebudeme (viz napø [5] kap 7.5).

Na závìr této kapitoly je tøeba je¹tì uèinit dùle¾itou poznámku: Existence

nenulového spinu není univerzální vlastnost v¹ech kvantových èástic. V uve-

dených jevech, které nás pøimìly zavést spin, mají rozhodující vliv valenèní elek-

trony atomù. Znamená to tedy, ¾e elektronùm je tøeba pøiøadit spin (velikosti

1/2). Na druhé stranì existují èástice, které spin nemají. Jsou to napøíklad

mesony � dùle¾ité pro popis jaderných sil. Ty pak interagují s magnetickým

polem pouze prostøednictvím svého orbitálního momentu hybnosti.
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7 Systémy více èástic

Zatím jsme se vìnovali kvantové mechanice jedné èástice v poli vnìj¹ích sil. Není

tøeba zdùrazòovat, ¾e pro popis reálných fyzikálních systémù je tøeba roz¹íøit

kvantovì mechanický popis na systémy více èástic, nebo» i velmi jednoduchý

reálný systém { atom vodíku, jeho¾ elektronový obal jsme zatím modelovali jed-

nou kvantovou èásticí v coulombickém poli, se skládá ze dvou èástic, protonu

a elektronu. V této kapitole se proto budeme vìnovat kvantové mechanice více

èástic bez vazeb.

Pøi budování kvantové mechaniky více èástic je tøeba, na rozdíl od mechaniky

klasické, velmi dùslednì rozli¹ovat, jestli jde o systém èástic stejného typu èi

nikoliv. Pod èásticemi stejného typu rozumíme èástice, které se od sebe vzájemnì

neli¹í ¾ádným ze svých vnitøních parametrù jako jsou hmota, náboj, magnetický

moment atd., tedy parametrù, které jsou nezávislé na pohybovém stavu. Dvì

èástice, které mají v¹echny tyto parametry stejné pova¾ujeme za nerozli¹itelné,

zatímco v opaèném pøípadì je nazýváme rozli¹itelné.

V klasické mechanice tento pojem není podstatný, nebo» ka¾dá èástice se pohybuje

po dané køivce urèené pohybovými rovnicemi a pokud si èástice na zaèátku experimentu

oznaèíme napø. jako "první", "druhá" atd., je mo¾né v ka¾dém èase rozhodnout, o

kterou èástici se jedná a v¹echny èástice lze tedy pova¾ovat za rozli¹itelné.

Pøi popisu jevù na atomární a ni¾¹í úrovni, nejsme schopni sledovat dráhy

jednotlivých èástic a oznaèení "první" èi "druhá" pro nerozli¹itelné èástice ztrácí

smysl, nebo» pøi pøechodu z jednoho stavu dvou èi více nerozli¹itelných èástic do

jiného (a» u¾ èasovým vývojem nebo mìøením) není mo¾no rozhodnout, které z

nich je tøeba pøiøadit hodnoty pozorovatelných týkajících se jednotlivých èástic.

7.1 Systémy rozli¹itelných èástic

Úkolem kvantové mechaniky systémù více èástic je pøedpovìdìt pravdìpodob-

nosti rùzných mìøení provedených na tìchto systémech. Máme-li systém dvou

bezspinových rozli¹itelných èástic, a víme-li, ¾e pravdìpodobnost nalézt první

èástici v oblasti O1 je w1 a pravdìpodobnost nalézt druhou èástici v oblasti O2 je

w2, pak (za pøedpokladu, ¾e tyto pravdìpodobnosti jsou nezávislé) pravdìpodob-

nost nalézt první èástici v oblasti O1 a souèasnì nalézt druhou èástici v oblasti

O2 je w1w2. Vzhledem k tomu, ¾e podle Bornova postulátu je pravdìpodobnost

dána amplitudou vlnové funkce, je celkem pøirozené pøiøadit systému dvou èás-

tic, z nich¾ jedna je ve stavu popsaném vlnovou funkcí  1 a druhá ve stavu  2,

vlnovou fci  (~x1; ~x2) =  1(~x1) 2(~x2).

To ov¹em zdaleka neznamená, ¾e v¹echny stavy systému dvou èástic jsou

popsány vlnovými funkcemi, je¾ lze zapsat jako souèin funkcí promìnných ~x1, re-

spektive ~x2. Pokud by tomu tak bylo, pak by libovolná pravdìpodobnost týkající

se první èástice byla nezávislá na stavu druhé èástice a mohli bychom popisovat

pouze systémy nijak se neovlivòujících { neinteragujících èástic. Taková teorie
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v¹ak nemá ¾ádný smysl, pøesnìji je ekvivalentní jednoèásticové teorii pro ka¾dou

ze slo¾ek systému.

Obecnì pøiøadíme stavu systému N rozli¹itelných bezspinových èástic

kvadraticky integrabilní vlnovou funkci

 : R3N ! C;  2 L2(R
3N ; d3Nx)

a pozorovatelným samosdru¾ené operátory na Hilbertovì prostoruH =

L2(R
3N ; d3Nx): Platí (viz [1], 4.6.6), ¾e

L2(R
3N ; d3Nx) = L2(R

3; d3x)
 L2(R
3; d3x)
 : : :
 L2(R

3; d3x)

, H = H1 
H2 
 : : :
HN ;

kde Hj je Hilbertùv prostor stavù j-té èástice. Zároveò platí, ¾e pokud fe(j)nj ; nj 2
Z+g je ortonormální baze v Hj, pak fe(1)n1 
e(2)n2 
 : : : e(N)

nN
; (n1; n2; : : : ; nN ) 2 ZN+g,

kde

e(1)n1 
 e(2)n2 
 : : : e(N)
nN

(~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) := e(1)n1 (~x1)e
(2)
n2
(~x2) : : : e

(N)
nN

(~xN )

je rovnì¾ ortonormální bazí v H1 
H2 
 : : :
HN .

Operátory, které pùsobí netriviálním zpùsobem pouze v Hj, tzn. Âj =

1
1
: : :1
Â
1 : : :1 se nazývají jednoèásticové. Typickým pøíkladem je napøík-

lad operátor kinetické energie první èástice T̂1 := � �h2

2M
4 
 1 : : :1 � � �h2

2M
41:

Podobným zpùsobem lze de�novat víceèásticové operátory.

Pro èástice se spinem 1
2
, jejich¾ vlnové funkce mají dvì komponenty nebo

alternativnì závisejí na dodateèné promìnné � 2 f+;�g, je tøeba vý¹e uvedený

formalismus modi�kovat. Vlnové funkce systému N èástic se spinem 1
2
mají 2N

slo¾ek nebo alternativnì závisejí vedle ~x1; : : : ; ~xN té¾ na �1; : : : ; �N , pøièem¾ �j 2
f+;�g. Hilbertùv stavový prostor je pak tensorovým souèinem jednoèásticových

prostorù L2(R
3; d3x)
C2.

H = H1 
H2 
 : : :
HN = L2(R
3N ; d3Nx)
C2N :

Skalární souèin v tomto prostoru je de�nován zpùsobem

( ; �) =
X
�1=�

: : :
X
�N=�

Z
R3N

 �(~x1; �1; ~x2; �2; : : : ; ~xN ; �N)�
�(~x1; �1; ~x2; �2; : : : ; ~xN ; �N)d

3Nx:

(262)

Cvièení 76 Nech» hamiltonián dvou èástic se spinem 1
2
interagujících pouze

prostøednictvím spinu má tvar

Ĥ = ��h� (�1 
 �1 + �2 
 �2 + �3 
 �3)

Urèete dimenzi Hilbertova prostoru, vlastní èísla a vlastní vektory Ĥ a degeneraci

energetických hladin.
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7.1.1 Problém dvou tìles v kvantové mechanice

Problém dvou tìles je v kvantové, stejnì jako klasické, mechanice snadno øe¹itelný,

pokud síly jsou dány potenciálem závisejícím pouze na rozdílu poloh jednotlivých

èástic V (~x1; ~x2) = V (~x1�~x2). Abychom mohli provést dynamický popis systému

dvou kvantových èástic, popí¹eme napøed klasický systém hamiltonovským for-

malismem.

Zavedením nových promìnných

~X :=
m1~x1 +m2~x2

m1 +m2

; ~x := ~x1 � ~x2 (263)

dostaneme Lagrangeovu funkci pro dvì èástice ve tvaru

L( ~X; ~x;
_~X; _~x) =

1

2
(m1 +m2)

_~X
2

+
1

2

m1m2

m1 +m2

_~x
2 � V (~x): (264)

Kanonicky sdru¾ené hybnosti jsou

~P := ~p1 + ~p2 = (m1 +m2)
_~X = m1

_~x1 +m2
_~x2 (265)

~p :=
m1m2

m1 +m2

_~x =
m2~p1 �m1~p2

m1 +m2

(266)

a Hamiltonova funkce má tvar souètu dvou Hamiltonových funkcí

H( ~X; ~x; ~P ; ~p) =
~P 2

2(m1 +m2)
+
m1 +m2

2m1m2

~p2 + V (~x) = Ht(~P ) +Hrel(~x; ~p): (267)

Hamiltonovy pohybové rovnice pro ~x1(t); ~x2(t); ~p1(t); ~p2(t) pak pøejdou na sepa-

rované rovnice pro pohyb tì¾i¹tì ~X(t); ~P (t) a relativní pohyb èástic daný ~x(t); ~p(t).

Transformace souøadnic (263) vede i na zjednodu¹ení kvantovì me-

chanického popisu dvou èástic. Zapí¹eme-li vlnovou funkci systému jako

funkci nových souøadnic

	( ~X; ~x) :=  (~x1( ~X; ~x); ~x2( ~X; ~x)); (268)

pak transformace (263) vede na transformaci parciálních derivací

@

@Xj

=
@

@x1;j
+

@

@x2;j
; j = 1; 2; 3; (269)

@

@xj
=

1

m1 +m2

(m2

@

@x1;j
�m1

@

@x2;j
); j = 1; 2; 3; (270)

která odpovídá transformaci operátorù hybnosti analogické (265, 266).
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Hamiltonián systému dvou interagujících èástic

Ĥ = � �h2

2m1

41 �
�h2

2m2

42 + V̂ (~x1 � ~x2) (271)

transformací (263) pøejde na tvar

Ĥ = Ĥt + Ĥrel = � �h2

2(m1 +m2)
4X �

�h2

2M
4x + V̂ (~x); (272)

který je ekvivalentní hamiltoniánu dvou neinteragujících èástic. Jedna

z nich je volná kvantová èástice s hmotou m1 +m2 (tì¾i¹tì) a druhá je èásticí s

hmotou M = m1m2

m1+m2
v poli potenciálu V .

Právì uvedená fakta ospravedlòují interpretaci hladin èástice v coulombickém

poli jako hladin vodíkového atomu, pokud do výrazu pro Rydbergovu energii

dosadíme hmotu M =
memp

me+mp
� me(1 � me

mp
), kde me; mp jsou hmoty elektronu

a protonu. Pokud se zajímáme o spektrum hladin deuteria, je tøeba místo mp

pou¾ít hmotu deuteronu, která se pøibli¾nì rovná 2mp.

7.2 Systémy nerozli¹itelných èástic, Pauliho princip

Jak u¾ bylo øeèeno na poèátku této kapitoly, pøi popisu jevù na atomární a ni¾¹í

úrovni oznaèení "první" èi "druhá" pro nerozli¹itelné èástice ztrácí smysl. Tento

fakt se tedy musí odrazit i v teoretickém popisu tìchto jevù.

V kvantové mechanice, která v daném èase pro systém dvou èi více èástic

pøedpovídá pouze pravdìpodobnosti nalezení jednotlivých èástic v urèitém stavu,

èi namìøení jistých hodnot pozorovatelných, je oznaèení èástic jako "první",

"druhá" atd. pøi ka¾dém mìøení náhodným výbìrem a musí tedy být výrok

"s pravdìpodobností w bude první èástice nalezena ve stavu a a druhá ve stavu

b", ekvivalentní výroku "s pravdìpodobností w bude druhá èástice nalezena ve

stavu a a první ve stavu b".

Nech» úplná mno¾ina pozorovatelných napø. dvouèásticového systému je sjed-

nocením úplných mno¾in pozorovatelných pro jednotlivé èástice fÂ(1)
k = Âk 


1g; fA(2)
k = 1 
 Âkg; k = 1; : : : ; K. Vlnová funkce  (~x1; ~x2) stavu, který je

dán hodnotami pozorovatelných f(a(1)1 ; : : : ; a
(1)
K ); (a

(2)
1 ; : : : ; a

(2)
K )g, je pak urèena

podmínkami

Â
(1)
k  = a

(1)
k  ; Â

(2)
k  = a

(2)
k  ; (273)

kde Â
(1)
k ; Â

(2)
j jsou jednoèásticové operátory, tak¾e Â

(1)
k pùsobí na funkci  jako

na funkci pouze promìnné x1, zatímco operátory Â
(2)
j pùsobí na funkci  jako na

funkci pouze promìnné x2. Pro nerozli¹itelné èástice v¹ak nejsme schopni urèit

zda výsledek ak mìøení "jednoèásticové" pozorovatelné Ak (napø. hybnosti èi

enrgie) se týká první èi druhé èástice. Musí tedy rovnì¾ platit

Â
(1)
k

~ = a
(1)
k

~ ; Â
(2)
k

~ = a
(2)
k

~ ; (274)
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kde ~ (~x1; ~x2) =  (~x2; ~x1). Znamená to tedy, ¾e stav daný souborem exper-

imentálních hodnot f(a(1)j ; a
(2)
j )g je popsán zároveò vlnovou funkcí  urèenou

podmínkami (273) i vlnovou funkcí ~ urèenou podmínkami (274). Podle pøed-

pokladu o tom, ¾e B = fA(1)
k g [ fA

(2)
j g je úplná mno¾ina pozorovatelných, jsou

funkce  a ~ urèeny a¾ na konstantu. Musí tedy platit

 (~x1; ~x2) = C  (~x2; ~x1) = C 
2 (~x1; ~x2): (275)

Odtud plyne, ¾e C = �1, tak¾e vlnové funkce dvou nerozli¹itelných èástic musí

být buï symetrické, èi antisymetrické vùèi zámìnì svých argumentù.

Mimo to, pro jeden typ èástic znaménko C nemù¾e záviset na vlnové funkci,

nebo» v opaèném pøípadì stavy popsané lineárními kombinacemi vlnových funkcí

s rùznými symetriemi by nebyly ani symetrické ani antisymetrické. Èástice, je-

jich¾ soubory jsou popsány symetrickými vlnovými funkcemi se nazývají bosony

a èástice, jejich¾ soubory jsou popsány antisymetrickými vlnovými funkcemi se

nazývají fermiony.

V kvantové teorii pole lze ukázat, ¾e typ symetrie vlnových funkcí je

urèen spinem èástic. Èástice s polocelým spinem (v jednotkách �h) jako napø.

elektron, proton èi neutron jsou fermiony a èástice s celým spinem jako napø.

��mesony nebo foton jsou bosony. Vlnové funkce èástic s nenulovým spinem

v¹ak závisejí vedle souøadnic ~xj té¾ na "spinových" promìnných �j nabývajících

pouze diskrétních hodnot. Symetrií èi antisymetrií vlnové funkce se pak rozumí

(anti)symetrie vùèi zámìnì dvojic (~xj; �j) a (~xk; �k); j 6= k.

Z vý¹e uvedeného ihned plyne, ¾e vlnová funkce systému více nero-

zli¹itelných bosonù èi fermionù je symetrická, respektive antisymet-

rická vùèi zámìnì libovolných (dvojic) argumentù, nebo» analog podmínky (275)

pro více èástic lze interpretovat jako existenci jednorozmìrné reprezentace grupy

permutací PN . Takovéto reprezentace jsou v¹ak buï totálnì symetrické èi an-

tisymetrické. Pøíkladem je vlnová funkce tøí èástic, která má v první dvojici

argumentù symetrii danou znaménkem C1 a ve druhé znaménkem C2. Pak

 (x1; x2; x3) = C1 (x2; x1; x3) = C1C2 (x2; x3; x1) = C2 (x3; x2; x1);

ale souèasnì

 (x1; x2; x3) = C2 (x1; x3; x2) = C1C2 (x3; x1; x2) = C1 (x3; x2; x1);

tak¾e C1 = C2.

Podobnì jako v pøípadì rozli¹itelných èástic je mo¾no vytváøet víceèásticové

vlnové funkce z jednoèásticových. Jsou-li  a(~x) vlnové funkce jedné bezspinové

èástice, tzn.  a 2L2(R
3; dx3), pak

 a1;a2(~x1; ~x2) :=  a1(~x1) a2(~x2) +  a1(~x2) a2(~x1)
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je vlnová funkce dvou stejných bosonù a podobnì

 a1;a2(~x1; �1; ~x2; �2) :=  a1(~x1; �1) a2(~x2; �2)�  a1(~x2; �2) a2(~x1; �1)

je vlnová funkce dvou stejných fermionù. Je vhodné na tomto místì pøipomenout,

¾e pro èástice s nenulovým spinem je hodnota prùmìtu spinu do nìkteré osy

souèástí de�nice jednoèásticového stavu èili napø. a1 = (n1; l1; m1;�1
2
).

Cvièení 77 Napi¹te vlnovou funkci  (~x; �) základního stavu èástice v poli Coulom-

bova potenciálu s hodnotou z{ové, resp. x{ové, resp. y{ové slo¾ky spinu rovné

�h=2.

Obecnì Hilbertovy prostory stavù HS ; HA systému N nerozli¹itelných èástic

jsou podprostory totálnì symetrických èi antisymetrických funkcí z L2(R
3N ; d3Nx),

respektive L2(R
3N ; d3Nx)
C2N .

Vlnová funkceN nerozli¹itelných bezspinových èástic ve stavech  a1 ;  a2 ; : : : ;  aN
je

 a1;a2;:::;aN (~x1; ~x2; : : : ; ~xN ) :=
X
�2PN

 a1(~x�1) a2(~x�2) : : :  aN (~x�N) (276)

a vlnová funkce N nerozli¹itelných fermionù ve stavech  a1 ;  a2 ; : : : ;  aN je

 a1;a2;:::;aN (~x1; �1; ~x2; �2; : : : ; ~xN ; �N) :=X
�2PN

(�)grad � a1(~x�1; ��1) a2(~x�2; ��2) : : :  aN (~x�N ; ��N); (277)

kde PN je grupa permutací N objektù a grad � je poèet transposic, ze kterých je

mo¾no slo¾it permutaci �. Antisymetrická vlnová funkce (277) se dá zapsat jako

tzv. Slaterùv determinant.

 a1;a2;:::;aN (~x1; �1; ~x2; �2; : : : ; ~xN ; �N) =

det

0BBB@
 a1(~x1; �1)  a2(~x1; �1) : : :  aN (~x1; �1)

 a1(~x2; �2)  a2(~x2; �2) : : :  aN (~x2; �2)

: : : :

 a1(~xN ; �N)  a2(~xN ; �N) : : :  aN (~xN ; �N)

1CCCA : (278)

Pozorovatelné pro systémy nerozli¹itelných èástic jsou pak popsány samos-

dru¾enými operátory v podprostorech HS nebo HA. Znamená to ¾e pùsobení

tìchto operátorù musí zachovat (anti)symetrii funkcí na které pùsobí, tak¾e napø.

operátor potenciální energie v poli konzervativních sil musí být popsán funkcí

V (x1; x2; : : : ; xN), která je symetrická vùèi zámìnì svých promìnných. Formálnì

lze tuto vlastnost vyjádøit tak, ¾e pozorovatelné komutují s operátorem "zámìny

èástic" P�
P� (x1; x2; : : : ; xN ) :=  (x�1; x�2; : : : ; x�N) (279)
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Z výrazu (278) je zøejmé, ¾e pokud dva jednoèásticové stavy jsou stejné, pak

 a1;a2;:::;aN = 0, co¾ je matematické vyjádøení Pauliho vyluèovacího principu: V

souboru nerozli¹itelných fermionù nemohou existovat dvì èástice ve

stejném stavu. Tento princip má dalekosáhlé dùsledky pro strukturu atomu.

Pokud jednoèásticové vlnové funkce  n tvoøí ortonormální baze v prostorech

L2(R
3; d3x), respektive L2(R

3; d3x)
C2, pak funkce (276) a (277) slo¾ené z jed-

noèásticových stavù (po patøièné normalizaci) tvoøí ortonormální bazi v prostoru

HS popisující soustavu bosonù, respektive HA popisující soustavu fermionù.

Cvièení 78 Najdìte energie a vlastní funkce základního a prvního excitovaného

stavu dvou nerozli¹itelných èástic se spinem 0, respektive 1
2
v poli harmonického

oscilátoru.

Cvièení 79 Napi¹te vlnovou funkci základního stavu atomového obalu helia zanedbáme-

li odpudivé síly mezi elektrony (tzv. nulová aproximace).

8 Pøibli¾né metody výpoètu vlastních hodnot

operátoru

Pøesný výpoèet vlastních èísel operátorù a vlastních funkcí je mo¾né provést ana-

lytickými metodami jen u velmi omezeného poètu fyzikálnì zajímavých pøípadù.

Nìkteré z nich nìkteré jsme ji¾ uvedli: energie harmonického oscilátoru, energie

èástice v Coulombovì poli, moment hybnosti. Pro mnohé dal¹í pøípady se musíme

vìt¹inou uchýlit k pøibli¾ným metodám. Jednou z nich je tzv. poruchová teorie,

kterou popí¹eme v následujících podkapitolách. Její podstatou je, ¾e operátor,

jeho¾ vlastní èísla chceme spoèítat, je mo¾no zapsat jako Â + B̂, kde spektrum

operátoru Â je mo¾no øe¹it pøesnì a operátor B̂ je mo¾no v nìjakém smyslu

pova¾ovat za malou opravu { "poruchu" { operátoru Â.

Pøesnìji, nech» Â; B̂ jsou samosdru¾ené operátory. Budeme zkoumat operátor

Â+ �B̂; (280)

kde � le¾í v okolí nuly a zkoumáme vlastnosti vlastních èísel a funkcí v závislosti

na parametru �. Dá se oèekávat ¾e pro �! 0 se budou vlastní èísla a funkce blí¾it

k odpovídajícím velièinám pro operátor Â a pro � ! 1 za pøíznivých okolností

té¾ k vlastním èíslùm a funkcím operátoru Â + B̂. V nìkterých pøípadech jako

je napø. Starkùv jev, který vysvìtlíme ní¾e, lze navíc promìnné � dát fyzikální

smysl.

Jako první rozebereme pøípad, kdy operátor Â má èistì bodové spektrum a

v¹echna vlastní èísla jsou navzájem rùzná.
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8.1 Poruchová teorie pro nedegenerované èistì bodové spek-

trum

Nech» operátor Â má èistì bodové spektrum s navzájem rùznými vlastními èísly

�
(0)
k . Odpovídající vlastní funkce oznaème  

(0)
k . Pøedpokládejme dále, ¾e v okolí

nuly lze vlastní èísla i vlastní funkce operátoru Â + �B̂ napsat jako nekoneènou

øadu v promìnné � s nenulovým polomìrem konvergence

�k(�) = �
(0)
k + ��

(1)
k + �2�

(2)
k + : : : (281)

 k(�) =  
(0)
k + � 

(1)
k + �2 

(2)
k + : : : (282)

Ideální by bylo, kdybychom umìli vypoèítat v¹echny koe�cienty øad (281) a (282)

a odtud usoudit na konvergenci èi dokonce provést souèet. V praxi se nám obvykle

podaøí vypoèítat pouze nìkolik nejni¾¹ích èlenù, jejich¾ pøíspìvky v¹ak èasto

pøekvapivì dobøe odpovídají experimentálnì namìøeným hodnotám fyzikálních

pozorovatelných. Vzorce pro výpoèet nejni¾¹ích koe�cientù lze celkem snadno

odvodit dosazením (281) a (282) do úlohy pro vlastní èísla

(Â+ �B̂) k(�) = �k(�) k(�) (283)

Porovnáním èlenù u první mocniny � dostaneme

Â 
(1)
k + B̂ 

(0)
k = �

(0)
k  

(1)
k + �

(1)
k  

(0)
k : (284)

Vynásobíme-li skalárnì obì strany této rovnice funkcí  
(0)
k zleva a pou¾ijeme

samosdru¾enost operátoru Â, ze které plyne

( 
(0)
k ; Â 

(1)
k ) = (Â 

(0)
k ;  

(1)
k ) = �

(0)
k ( 

(0)
k ;  

(1)
k );

dostaneme

( 
(0)
k ; B̂ 

(0)
k ) = �

(1)
k ( 

(0)
k ;  

(0)
k ):

Odtud je ji¾ zøejmé, ¾e první oprava vlastního èísla je støední hodnota operátoru

B̂.

�
(1)
k =< B̂ >

 
(0)

k

: (285)

První opravu vlastních funkcí dostaneme opìt skalárním vynásobením (284),

tentokrát v¹ak  
(0)
j ; j 6= k. Nebo» ( 

(0)
j ;  

(0)
k ) = 0, dostaneme

( 
(0)
j ; Â 

(1)
k ) + ( 

(0)
j ; B̂ 

(0)
k ) = �

(0)
k ( 

(0)
j ;  

(1)
k );

tak¾e

( 
(0)
j ;  

(1)
k ) =

( 
(0)
j ; B̂ 

(0)
k )

�
(0)
k � �

(0)
j

; j 6= k: (286)

73



První oprava vlastní funkce  k tedy je

 
(1)
k =  

(0)
k +

X
j 6=k

( 
(0)
j ; B̂ 

(0)
k )

�
(0)
k � �

(0)
j

 
(0)
j ; (287)

kde  je libovolná konstanta, kterou mù¾eme pou¾ít napøíklad pro normalizaci

vlastní funkce opravené do prvního øádu v �.

Opravu vlastního èísla do druhého øádu v � vypoèteme porovnáním èlenù u

druhé mocniny �. Ze samosdru¾enosti Â opìt plyne

( 
(0)
k ; Â 

(2)
k ) = (Â 

(0)
k ;  

(2)
k ) = �

(0)
k ( 

(0)
k ;  

(2)
k )

a stejným postupem jako v pøedchozím pøípadì dostaneme

�
(2)
k =

( 
(0)
k ; (B̂ � �

(1)
k ) 

(1)
k )

( 
(0)
k ;  

(0)
k )

=
X
j 6=k

j( (0)
j ; B̂ 

(0)
k )j2

(�
(0)
k � �

(0)
j )( 

(0)
k ;  

(0)
k )

; (288)

pøièem¾ v druhém rovnítku jsme pou¾ili vztahy (285), (287).

Analogickými operacemi bychom mohli dostat vzorce pro dal¹í opravy vlast-

ních èísel a vlastních funkcí. Bohu¾el formule jsou pak ji¾ tak komplikované, ¾e

pro vìt¹inu pøípadù jsou prakticky nepou¾itelné.

Cvièení 80 Poruchovou metodou spoèítejte energie do druhého øádu jednorozmìrné

kvantové èástice na kterou pùsobí síla M!2x + F (harmonický oscilátor v ho-

mogenním poli).

Cvièení 81 Poruchovou metodou spoèítejte energie do druhého øádu jednorozmìrné

kvantové èástice v potenciálu

V (x) =
1

2
M!2x2 + �x3 + �x4:

(Anharmonický oscilátor.)

8.2 Poruchová teorie pro vícenásobná vlastní èísla

V pøedchozí kapitole jsme vyu¾ili faktu, ¾e ke ka¾dému vlastnímu èíslu existovala

právì jedna vlastní funkce. Nyní uká¾eme jak postupovat pro koneènìnásobná

vlastní èísla �
(0)
k operátoru Â, tedy v pøípadì, kdy vlastní funkce pøíslu¹né k èíslu

�
(0)
k tvoøí lineární podprostor dimenze N > 1. Nech» ffk;igNi=1 je ortonomální base

v prostoru vlastních funkcí operátoru Â pøíslu¹ných k vlastnímu èíslu operátoru

�
(0)
k .

Zamìníme-li operátor Â operátorem Â+ �B̂, pak se v obecném pøípadì zmìní

i vlastní èísla i jejich násobnost. Opìt budeme pøedpokládat, ¾e v okolí nuly lze
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vlastní èísla i vlastní funkce operátoru Â + �B̂ napsat jako nekoneènou øadu v

promìnné � s nenulovým polomìrem konvergence, tak¾e vlastní èísla operátoru

Â+ �B̂, která pro �! 0 konvergují k �
(0)
k , lze zapsat jako

�k;n(�) = �
(0)
k + ��

(1)
k;n + �2�

(2)
k;n + : : : ; (289)

a

 k;n(�) =  
(0)
k;n + � 

(1)
k;n + �2 

(2)
k;n + : : : ; (290)

kde n = 1; : : : ; N;.

Funkce  
(0)
k;n = lim�!0 k;n(�), na rozdíl od pøípadu nedegenerovaného spektra,

nejsou urèeny øe¹ením úlohy pro vlastní èísla a funkce operátoru Â. Víme pouze,

¾e jsou jistou lineární kombinací funkcí fk;i

 
(0)
k;n =

NX
i=1

akn;ifk;i: (291)

Dosadíme opìt øady (289), (290) do úlohy pro vlastní èísla

(Â+ �B̂) k;n = �k;n k;n (292)

a porovnáme èleny úmìrné první mocninì �. Dostaneme

Â 
(1)
k;n + B̂ 

(0)
k;n = �

(0)
k;n 

(1)
k;n + �

(1)
k;n 

(0)
k;n: (293)

Vynásobíme-li tuto rovnost skalárnì zprava funkcí fk;j, pou¾ijeme samosdru¾enost

Â a toho, ¾e fk;j je vlastní funkcí operátoru Â, dostaneme

(fk;j; B̂ 
(0)
k;n) = �

(1)
k;n(fk;j;  

(0)
k;n): (294)

Dosadíme-li sem (291) a vyu¾ijeme ortonormálnost funkcí fk;j, pak mù¾eme tuto

rovnost pøepsat zpùsobem

NX
i=1

Bjiakn;i = �
(1)
k;nakn;j; (295)

co¾ je úloha pro vlastní èísla matice

Bji := (fk;j; B̂fk;i); i; j := 1; : : : ; N: (296)

První opravy vlastních èísel �
(1)
k;n pak dostaneme z øe¹ení úlohy (295), tedy jako

koøeny sekulární rovnice

det (Bji � �
(1)
k;n�ji) = 0: (297)

Øe¹ením úlohy (295) pak dostaneme té¾ koe�cienty akn;i, které urèují "nultou

opravu"  
(0)
k;n vlastních funkcí fk;i. Výpoèet dal¹ích oprav je opìt dosti kompliko-

vaný a pøíslu¹né vzorce zde nebudeme uvádìt.
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8.2.1 Starkùv jev na vodíku

Starkovým jevem nazýváme roz¹tìpení spektrálních èar atomu vlivem homogen-

ního elektrostatického pole. Elektron v atomu vodíku v homogenním elektrostat-

ickém poli ~E mù¾eme popsat Hamiltoniánem

Ĥ = � �h2

2M
4� e2

4��0

1

r
� e~E~x: (298)

Pro slabé elektrické pole tj. e2

a
� j~Ej, kde a je Bohrùv polomìr atomu vodíku, je

mo¾no poslední èlen pova¾ovat za malou opravu pøedchozí èásti Hamiltoniánu Ĥ0

popisující atom vodíku bez pøítomnosti vnìj¹ího elektrického pole. Jeho vlastní

èísla i vlastní funkce známe z podkapitoly 3.4.5. Víme, ¾e vlastní èísla (kromì

nejni¾¹í energie) jsou degenerovaná, tak¾e musíme pou¾ít poruchovou metodu pro

degenerované spektrum.

Bez újmy na obecnosti (neporu¹ený hamiltonián je isotropní), mù¾eme pøed-

pokládat, ¾e ~E = (0; 0; �). Oprava �B̂ hamiltoniánu Ĥ0 je �e� X̂3 = �e� r cos ��
a zajímá nás zmìna k-té energetické hladiny vodíku Ek = �R=k2 v závislosti na

síle elektrického pole �.

Vlastní funkce  k;l;m pøíslu¹né k Ek jsou vyjádøeny vzorcem (153), kde N = k.

Matice Bji, její¾ vlastní hodnoty, pøedstavují první opravy energie má v tomto

pøípadì elementy

Bji � Blm;l0m0 = �e( klm; r cos �  kl0m0) =

=
Z
Rkl(r)Rkl0(r)r

3dr

Z
Ylm(�; �) cos � Yl0m0(�; �)d
: (299)

Druhý integrál je roven (viz napø [5] G.29)Z
Ylm(�; �) cos � Yl0m0(�; �)d
 = �mm0(�l;l0+1

s
l2 �m2

4l2 � 1
+ �l+1;l0

s
l02 �m2

4l02 � 1
); (300)

tak¾e maticové elementy jsou nenulové pouze pro m = m0 a l0 = l � 1. Výpoèet

prvního integrálu v (299) je obecnì dosti slo¾itý a proto se omezíme na výpoèet

prvních oprav základní a první excitované hladiny. Pro nejni¾¹í energii k = 1 je

l = l0 = 0 a ( 100; r cos � 100) = 0, tak¾e základní hladina se do prvního øádu v �

nezmìní. Pro první excitovanou hladinu je k = 2 a l; l0 = 0; 1. Jediné nenulové

elementy Bji v dùsledku (300) jsou

�e( 210; r cos �  200) = �e( 200; r cos �  210)
� = �3ea: (301)

Matice Bij v tomto pøípadì má tvar

B =

0BBB@
0 0 �3ea 0

0 0 0 0

�3ea 0 0 0

0 0 0 0

1CCCA ; (302)
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a koøeny sekulární rovnice (297) jsou 0; 0; 3ea;�3ea. Znamená to, ¾e první exci-

tovaná hladina vodíku, která je ètyønásobnì degenerovaná, se ve slabém vnìj¹ím

elektrickém poli roz¹tìpí na tøi s hodnotami �3; 4eV a �3; 4eV � 3ea�, kde e

je náboj elektronu, a je Bohrùv polomìr vodíku a = 0; 53 � 10�8 cm a � je

hodnota intenzity vnìj¹ího elektrického pole. Pùvodní hladina �3; 4eV zùstane

degenerovaná i v elektrickém poli, av¹ak pouze dvakrát { její vlastní funkce

tvoøí dvourozmìrný prostor lineárních kombinací a+ 2;1;1 + a� 2;1;�1, zatímco

hladiny �3; 4eV � 3ea� jsou ji¾ nedegenerované a odpovídají jim vlastní funkce

a( 2;1;0 �  2;0;0), kde  2;1;0;  2;0;0 jsou normalizované k jednièce. V¹imnìme si,

¾e ¹íøka roz¹tìpení je úmìrná intenzitì elektrického pole. Podobnì se roz¹tìpí i

vy¹¹í excitované hladiny. Toto experimentálnì pozorované roz¹tìpení hladin se

nazývá (lineární) Starkùv jev.

Cvièení 82 Spoèítejte roz¹tìpení druhé excitované hladiny atomu vodíku pøi Starkovì

jevu.

Cvièení 83 Existuje lineární Starkùv jev pro isotropní oscilátor?

8.3 Struktura atomu, Hartreeho metoda

Atomy se skládají z kladnì nabitého jádra a zápornì nabitého obalu. Vzhledem

k rozdílu hmotností èástic jádra a obalu je mo¾no rùzné stavy atomù s dobrou

aproximací popisovat jako stavy soustavy zápornì nabitých èástic - elektronù -

pohybujících se v potenciálovém poli jádra.

Zabývejme se tedy atomem s atomovým èíslem Z. Hamiltonián systému Z

elektronù elektrostaticky interagujících s jádrem a mezi sebou je

Ĥ = � �h2

2me

ZX
j=1

4j �
1

4��0

ZX
j=1

Ze2

j~xjj
+

1

4��0

X
j<k

e2

j~xj � ~xkj
: (303)

Cvièení 84 Spoèítejte prouchovou metodou energii základního stavu helia, pova¾ujeme-

li poslední èlen v (303) za poruchu.

Pøesné nalezení vlastních (Z-èásticových) stavù hamiltoniánu (303) je prakticky

nemo¾né. Ukazuje se v¹ak, ¾e stavy atomu a jeho energie je mo¾né popsat po-

mocí antisymetrických kombinací jednoèásticových vlnových funkcí v poli sféricky

symetrického potenciálu. Jeho tvar lze dostat tzv. Hartreeho metodou self-

konzistentního pole, kterou nyní popí¹eme.

Pøedpokládejme, ¾e jsou známy polohy v¹ech elektronù obalu atomu kromì

j-tého. Hamiltonián j-tého elektronu pak má tvar

Ĥj = � �h2

2me

4j �
1

4��0

Ze2

j~xjj
+

1

4��0

ZX
j 6=k

e2

j~xj � ~xkj
; (304)
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kde ~xk; k 6= j jsou parametry hamiltoniánu. Tento pøedpoklad v¹ak bohu¾el

není splnìn, nebo» polohy v¹ech elektronù jsou kvantovì mechanické pozoro-

vatelné a informace o jejich okam¾ité hodnotì je ukryta ve vlnových funkcích.

Modi�kujeme-li tedy ná¹ pøedpoklad tak, ¾e známe vlnové funkce �k; k 6= j, pak

mù¾eme hamiltonián (304) nahradit hamiltoniánem

Ĥj = � �h2

2me

4j �
1

4��0

Ze2

j~xjj
+

1

4��0

ZX
j 6=k

Z
R3

j�k(~xk)j2e2
j~xj � ~xkj

d3xk: (305)

Problém je v tom, ¾e funkce �k neznáme stejnì jako �j. Mohli bychom se nicménì

pokusit øe¹it soustavu rovnic

Ĥj�j = Ej�j; j = 1; : : : ; Z (306)

pro funkce �j. Av¹ak díky pøítomnosti �k; k 6= j v (305) se opìt jedná o prakticky

neøe¹itelný (dokonce nelineární) problém.

Hartreeho metoda spoèívá v iteraèním postupu, kde na zaèátku jsou zvoleny

jednoèásticové funkce �0k, které splòují nìkteré základní fyzikální po¾adavky na

oèekávaný tvar øe¹ení. Ty jsou v prvním kroku dosazeny do hamiltoniánu (305),

pøièem¾ je respektován Pauliho princip, ¾e ka¾dý stav mù¾e být obsazen max-

imálnì jedním elektronem, a (obvykle numerickou metodou) vypoèítány energie

Ej a funkce �1j , které splòují

Ĥ0
j �

1
j = E1

j�
1
j : (307)

Funkce �1jse opìt dosadí do hamiltoniánu (305) a tento postup se opakuje tak

dlouho a¾ �n+1
j � �nj a En+1

j � En
j , tak¾e

Ĥn
j �

n
j = En

j �
n
j : (308)

Mimo to se obvykle pøi podobných výpoètech pou¾ívá pøiblí¾ení sféricky sy-

metrického pole, kdy se poslední èlen (305) vystøeduje pøes prostorové úhly, tzn.

nahradí se èlenem

Vint(rj) =
1

(4�)2�0

Z


sin �jd�jd'j

ZX
j 6=k

Z
R3

j�k(~xk)j2e2
j~xj � ~xkj

d3xk: (309)

Díky sférické symetrii takto zkonstruovaného hamiltoniánu pak lze hledat vlastní

funkce energie ve tvaru

�j(~x) = Rnl(r)Ylm(�; ') (310)

a vlastní èísla nezávisí na m.

Ej = Enl (311)

Tímto zpùsobem lze získat dosti dobrou aproximaci vlnových funkcí èástic pohy-

bujících se v odpudivém elektrostatickém poli ostatních.
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Vlnovou funkci atomového obalu Z promìnných ~xj pak dostaneme napø. jako

Slaterùv determinant (278), kde �j = (nj; lj; mj;�1
2
), nebo» elektrony mají spin

1/2 a jsou tedy fermiony.

Celková vnitøní energie atomu ve vý¹e uvedené aproximaci je souètem energií

jednotlivých elektronù obalu

Eatom =
ZX
j=1

Enj ;lj : (312)

Vzhledem k tomu, ¾e energie jednoèásticových stavù (311) nezávisí na projekci

spinu ani magnetickém kvantovém èíslemmá ka¾dá hladinaEn;l degeneraci 2(2l+

1). Jednoèásticové stavy se stejným nj a lj tvoøí tzv. slupky atomu. Z Pauliho

principu plyne, ¾e ¾ádná energetická slupka nemù¾e být obsazena víc ne¾ 2(2l+1)

elektrony.

Pro atomy v základním stavu jsou obsazeny v¹echny nejni¾¹í jednoelektronové

hladiny. Je zøejmé, ¾e energie spoèítané Hartreeho metodou nelze vyjádøit vzorcem,

nicménì se ukazuje, ¾e poøadí nejni¾¹ích hladin témìø nezávisí na atomovém èísle.

Platí

E10 << E20 < E21 << E30 < E31 << (E40; E32) < E41 << (E50; E42) < E51 << : : :

Energie uvedené v závorkách jsou velmi blízké a jejich poøadí je dáno atom-

ovým èíslem Z. Naopak, skupiny energií oddìlené << jsou relativnì velmi

vzdálené. Chemické vlastnosti prvkù urèují elektrony s nejvìt¹í energií (kla-

sicky: nejvzdálenìj¹í orbitou) a atomy, které v základním stavu mají "obsazené"

energie stejných skupin tvoøí periody Mendìlejevovy tabulky prvkù. Je snadné

se pøesvìdèit, ¾e poèty stavù v jednotlivých skupinách 2,8,8,18,18,. . . odpovídají

délkám period.

Cvièení 85 Atom uhlíku má ètyøi valenèní elektrony (pøesvìdète se). Mù¾eme

na nìj tedy nahlí¾et jako na systém ètyø elektronù ve sféricky symetrickém poli.

Jaká je pak degenerace jeho základního stavu?

9 Potenciálový rozptyl, tunelový jev

Rozptylový experiment je obvykle uspoøádán tak, ¾e proud èástic s dobøe urèenými

vlastnostmi (hmota, energie, hybnost, . . . ) dopadá na nìjaký objekt (tenká folie)

èi dokonce se srá¾í s jiným proudem èástic a mìøí se charakteristiky rozptýlených

èástic. Klasický popis takovýchto experimentù se provádí pomocí výpoètu drah

daných pohybovými rovnicemi (viz napø. Rutherfordùv rozptyl v [2] kap 3.4). V

této kapitole popí¹eme nejjednodu¹¹í popis rozptylu metodami kvantové mecha-

niky.

První pøedpoklad je, ¾e dosah vzájemné interakce èástic je mnohem men¹í

ne¾ jsou charakteristické vzdálenosti èástic v terèovém objektu, tak¾e problém
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rozptylu lze redukovat na interakci dvou èástic se známou interakcí popsanou

potenciálem V (~x1�~x2) s koneèným dosahem. To nám umo¾òuje pøevést problém

rozptylu na úlohu o pohybu jedné èástice (s redukovanou hmotou) v potenciálu

V (~x).

Dopadající èástici mù¾eme popsat vlnovým balíkem  in a s grupovou rychlostí

ve smìru dopadu. Kvantovì mechanický popis rozptylu pak spoèívá pøedev¹ím

ve výpoètu pravdìpodobnosti nalezení èástice v oblasti prostoru vymezené pros-

torovým úhlem d
.

Proces rozptylu lze v kvantové mechanice popsat èasovým vývojem stavu

daného poèáteèní podmínkou  (t0) =  in, pøièem¾ v èase t0 je interakce èástic

nulová. Je tedy tøeba nalézt øe¹ení èasové Schrödingerovy rovnice s poèáteèní

podmínkou  (t0) =  in. Nalézt pøíslu¹né øe¹ení Schrödingerovy rovnice se v¹ak

obvykle nepodaøí a je tøeba se uchýlit k aproximativním metodám. Uká¾eme,

¾e vý¹e popsanou nestacionární úlohu lze pøevést na úlohu stacionární a nìkteré

dùle¾ité charakteristiky rozptylu lze získat ze znalosti zobecnìných stacionárních

stavù odpovídajících danému potenciálu.

9.1 Rozptyl èástic na pøímce

Zaènìme s nejjednodu¹¹ím pøípadem rozptylu bezspinových èástic na pøímce, kde

jsou jen dva mo¾né úhly rozptylu toti¾ 0 a 180 stupòù. Po redukci úlohy dvou tìles

vede tento pøípad na problém èasového vývoje vlnové funkce v jednorozmìrném

potenciálu, pro který navíc budeme pøedpokládat ¾e má koneèný dosah, tzn.

V (x) = 0 pro jxj > a. Dopadající èástici lokalizovanou v èase t0 v okolí x0 < �a
mù¾eme dobøe posat vlnovým balíkem

 in(x) =  x0;p0;�0(x) = Ce
�

(x�x0)
2

4�2
0

+i
p0
�h
x
; (313)

kde p0 > 0 a �0 je støední kvadratická odchylka souøadnice, která s èasem roste

(viz cvièení 18). Èas poèátku interakce t1, tj. èas kdy "okraj vlnového balíku"

dospìje do oblasti interakce, lze de�novat zpùsobem

x0 + 2�(t1) +
p0

M
(t1 � t0) = �a: (314)

Pro t 2 (t0; t1) se èástice pohybuje témìø jako volná, pøesnìji, èasový vývoj

vlnového balíku se pøíli¹ neli¹í od

 0(x; t) =
Z
1

�1

F (p)ei
p
�h
x� i

�h
p2

2M
(t�t0)dp; (315)

kde

F (p) = (2��h)�1
Z
1

�1

e�i
p
�h
x0 (x0; t0)dx

0 = Ce��
2 (p�p0)

2

�h2
�i p

�h
x0; (316)
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Pro èasy srovnatelné a vìt¹í ne¾ t1  0 ji¾ (315) nevystihuje skuteèný èasový

vývoj dopadající èástice, nebo» je superposicí funkcí ei
p
�h
x�i p2

2M�h
(t�t0), co¾ jsou

zobecnìné vlastní stavy energie pouze pro V = 0 zatímco pro t � t1 se pod-

statným zpùsobem zaène projevovat vliv potenciálu na øe¹ení Schrödingerovy

rovnice.

Chceme-li dostat pøesný èasový vývoj funkce  in musíme nahradit zobec-

nìné vlastní funkce ei
p
�h
x hamiltoniánu volné èástice vlastními stavy �p=�h úplného

hamiltoniánu, tj. funkcemi splòujícími bezèasovou Schrödingerovu rovnici

� �h2

2M

d2� p

�h

dx2
+ V � p

�h
= E� p

�h
; E =

p2

2M
; (317)

tak¾e èasový vývoj èástice je dán funkcí

 (x; t) =
R1
�1 F (p)e�i

E
�h
(t�t0)�p=�h(x)dp: (318)

Zde pøedpokládáme, ¾e díky vlastnostem funkce F (p), nejdùle¾itìj¹í roli hraje

oblast energií v okolí
p20
2M

a k èasovému vývoji rozhodujícím zpùsobem pøispìjí

tedy pouze stacionární stavy s kladnou energií.

Pro úèely teorie rozptylu je vhodné zapsat Schrödingerovu rovnici (317) v

integrálním (Lippmann{Schwingerovì) tvaru

�k(x) = eikx +
Z
1

�1

Gk(x� x0)U(x0)�k(x
0)dx0; (319)

kde

U(x) :=
2M

�h2
V (x) (320)

a Gk(x) je Greenova funkce bezèasové Schrödingerovy rovnice pro volnou jedno-

rozmìrnou èástici splòující

(
d2

dx2
+ k2)Gk(x) = �(x): (321)

Cvièení 86 Uka¾te, ¾e funkce

G
(+)
k (x) :=

eikjxj

2ik
(322)

splòuje rovnici (321) pøesnìji

(G00

k; h) � (Gk; h
00) = �k2(Gk; h) + h(0)

pro h 2 S(R).
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Pomocí (321) lze snadno ukázat, ¾e �k splòující (319) jsou té¾ øe¹ením (317).

Dosazením explicitního tvaru Greenovy funkce do (319) dostaneme

�k(x) = eikx(1 + C(k; x)) + A(k; x)e�ikx; (323)

kde

A(k; x) =
Z a

x

eikx
0

2ik
U(x0)�k(x

0)dx0; (324)

C(k; x) =
Z x

�a

e�ikx
0

2ik
U(x0)�k(x

0)dx0: (325)

Odtud je ihned vidìt, ¾e v oblasti nulového potenciálu je funkce � p
�h
superposicí

zobecnìných vlastních funkcí hybnosti e�i
p
�h
x.

�k(x) = eikx + A(k)e�ikx pro x < �a; (326)

�k(x) = B(k)eikx pro x > a; (327)

kde A(k) := A(k;�a), B(k) := 1 + C(k; a).

Dosazením (323) do (318), zjistíme, ¾e vlnovou funkci èástice v libovolném

èase je mo¾no zapsat jako souèet tøí èlenù

 (x; t) =  0(x; t) +  1(x; t) +  2(x; t): (328)

První èlen je dán vzorcem (315) a pøedstavuje volnì se pohybující vlnový balík

s rychlostí p0
M
, o kterém víme, ¾e absolutní hodnota vlnové funkce exponencielnì

klesá k nule v¹ude kromì okolí x0 +
p0
M
t nacházející se pro t� t0 v oblasti x > a.

Podobnì funkce  1(x; t),  2(x; t)

 1(x; t) =
Z
1

�1

dpF (p)A(
p

�h
; x)e�i

p
�h
x�i p2

2M�h
(t�t0) (329)

 2(x; t) =
Z
1

�1

dpF (p)C(
p

�h
; x)ei

p
�h
x�i p2

2M�h
(t�t0) (330)

jsou nulové v oblastech x > a resp. x < �a a pomocí tzv. Riemann-Lebesgueovy

vìty lze dokázat, ¾e konvergují k 0 pro t!1 v oblastech x > �a, resp. x < a.

Znamená to, ¾e pro t!1 funkce  je nenulová pouze pro jxj > a.

Velièiny, které nás z hlediska rozptylu zajímají pøedev¹ím a které jsou expe-

rimentálnì mìøitelné, jsou tzv. koe�cienty odrazu a prùniku potenciálem

R := limt!1

R
�a
�1

j (x; t)j2dx
jj (t)jj2 ; P := limt!1

R
1

a j (x; t)j2dx
jj (t)jj2 ; (331)

udávající pravdìpodobnosti, ¾e za dost dlouhou dobu bude èástice nalezena v

oblasti "pøed potenciálem" (odrazí se) èi "za potenciálem" (projde). Vzhledem

k tomu, ¾e pro t!1 amplituda vlnové funkce v oblasti potenciálu vymizí platí

P +R = 1: (332)
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Uká¾eme, ¾e k výpoètu tìchto koe�cientù nebude nakonec zapotøebí øe¹it po-

hybovou Schrödingerovu rovnici, nýbr¾ pouze její bezèasovou variantu urèující

stacionární stavy.

Pro t � t0 je funkce  superposicí dvou vlnových balíkù pohybujících se

pøibli¾nì rychlostmi � p0
M
. Z (329) a (330)

 (x; t) =  1(x; t) =
Z
1

�1

dpF (p)e
i
�h
[�px� p2

2M
(t�t0)]A(

p

�h
) pro x < �a; (333)

 (x; t) =  0(x; t) +  2(x; t) =
Z
1

�1

dpF (p)e
i
�h
[px�

p2

2M
t(t�t0)]B(

p

�h
) pro x > a: (334)

V¹imnìme si, ¾e koe�cienty A(k); B(k) dané pùvodnì integrálními formulemi

mù¾eme té¾ urèit øe¹ením bezèasové Schrödingerovy rovnice (317) s okrajovými

podmínkami (326) a (327). Nalezneme-li tedy øe¹ení rovnice (317) splòující tyto

okrajové podmínky, pak koe�cienty odrazu a prùchodu potenciálem jsou dány

vzorci (331), (334) a (333).

Pro dopadající vlnové balíky s malou disperzí, tj. takové, ¾e funkce F (p) je

soustøedìna v malém okolí p0, kde funkce A(
p
�h
); B( p

�h
) lze nahradit jejich hodnotou

v p0
�h
, dostaneme zvlá¹tì jednoduché vyjádøení koe�cientù odrazu a prùniku.

P = jB(p0
�h
)j2 limt!1

R
1

a j 0(x; t)j2dx
jj (t)jj2 =

= jB(p0
�h
)j2 limt!1

R
1

�1
j 0(x; t)j2dx
jj (t0)jj2

= jB(p0
�h
)j2; (335)

kde jsme pou¾ili nezávislost normy stavu na èase a vymizení funkce  0 pro t !
1; x < a. Podobnì

R = jA(p0
�h
)j2; (336)

kde p0 je hybnost dopadající èástice.

9.2 Tunelový jev pro pravoúhlou bariéru

Jako ilustraci pou¾ití pøedchozího postupu pøedvedeme výpoèet koe�cientù odrazu

a prùchodu potenciálem

V (x) = 0; pro jxj > a; V (x) = V0; pro jxj < a: (337)

Jako první krok je tøeba øe¹it bezèasovou Schrödingerovu rovnici (317) s okra-

jovými podmínkami.

Ze tvaru potenciálu a podmínek (326), (327) ihned plyne, ¾e

�k(x) = eikx + A(k)e�ikx pro x < �a;

�k(x) = C(k)eik
0x +D(k)e�ik

0x pro � a < x < a; (338)
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�k(x) = B(k)eikx pro a < x;

kde

k2 =
2ME

�h2
; k02 =

2M(E � V0)

�h2
(339)

a E je energie nalétávající èástice E > 0; E > V0.

Z podmínek spojitosti vlnové funkce a její derivace v bodech �a dostaneme

soustavu ètyø lineárních nehomogenních rovnic pro koe�cienty A;B;C;D. Vy-

louèením C a D dostaneme

B(k) = e2ik
0a

"
e�2ika +

k0 � k

k0 + k
A(k)

#
; (340)

A(k) = e�2ikaV0[2E � V0 + 2i
q
E(E � V0) cot(2k

0a)]�1: (341)

Dosazením do vzorcù (336),(335) pak dostaneme koe�cienty odrazu a prùchodu

pravoúhlou bariérou (337) pro èástici s energií E > 0; E > V0

R =

"
1 +

4E(E � V0)

V 2
0 sin2(2k0a)

#
�1

; (342)

P =

"
1 +

V 2
0 sin2(2k0a)

4E(E � V0)

#
�1

: (343)

Tyto vzorce poskytují zajímavé srovnání s chováním klasické èástice v tém¾e

potenciálu. Ta, pro E > V0, bariérou v¾dy projde zatímco pro E < V0 se v¾dy

odrazí. Kvantová èástice naopak projde s pravdìpodobností 1 pouze pro 2k0a =

�n, neboli pro tzv. resonanèní energie

En = V0 +
�h2�2

8Ma2
n2; n 2 Z n f0g: (344)

(Porovnejte tyto energie s vlastními hodnotami energie v "nekoneèné potenciálové

jámì" ze cvièení 25.) Mimo to se lze snadno pøesvìdèit, ¾e uvedený postup

nezávisí na znaménku V0, tak¾e dochází k odrazu dokonce i na potencálové jámì.

Na druhé stranì pro E � V0 P � 1, tak¾e tyto kvantové jevy pøecházejí v klasické

chování.

Pro energie èástice které jsou men¹í ne¾ "vý¹ka bariéry" 0 < E < V0 je k
02 < 0

a ve formulích (342) a (343) je tøeba zamìnit sin(2k0a) na i sinh j2k0aj, tak¾e napø.

P =

"
1� V 2

0 sinh2 j2k0aj
4E(E � V0)

#
�1

; (345)

co¾ pro j2k0aj � 1 (mohutné potenciálové bariéry) pøejde na

P � 16E(V0 � E)

V 2
0

e�
p

2M(V0�E)
4a
�h ; (346)

tak¾e pravdìpodobnost prùchodu bariérou klesá exponencielnì s její ¹íøkou, nicménì

je nenulová. Tomuto experimentálnì pozorovanému faktu se øíká tunelový jev.
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Cvièení 87 Spoèítejte koe�cienty odrazu a prùchodu pro E = V0 > 0 a porovne-

jte je s (343) a(345)

9.3 Prostorový rozptyl

Rozptyl èástic v 3{rozmìrném prostoru se øe¹í analogicky, tedy analýzou èasového

vývoje poèáteèního stavu

 in(~x) =  (~x; t0) =
Z
R3
F (~p)ei~p~x=�hd3p; (347)

representující vlnový balík soustøedìný v oblasti, ve které je potenciál nulový a

pohybující se grupovou rychlostí ~p0=M .

Èasový vývoj vlnové funkce opìt popí¹eme pomocí stacionárních stavù, �~p=�h,

pøesnìji øe¹eními Lippmann{Schwingerovy rovnice v R3

�~k(~x) = ei
~k~x +

Z
R3
G~k(~x� ~x0)U(~x0)�~k(~x

0)d3x0; (348)

kde nyní

G~k(~x) = �e
ij~kjj~xj

4�j~xj (349)

je Greenova funkce 3{rozmìrné bezèasové Schrödingerovy rovnice pro volnou èás-

tici

� �h2

2M
4 = E�; E =

p2

2M
; (350)

splòující

(4+ ~k2)G~k(~x) = �(~x): (351)

Dosadíme-li (349) do (348), kde U odpovídá potenciálu s koneèným dosahem, tj.

U(~x) = 2M
�h2
V (~x) = 0 pro j~xj > R, pak pro j~xj � R

�~k(~x) = ei
~k~x + f(~�;~k)

eij
~kjj~xj

j~xj ; (352)

kde ~� = ~x
j~xj
j~kj a

f(~�;~k) :=
�1
4�

Z
R3
e�i

~�~x0U(~x0)�~k(~x
0)d3x0: (353)

Z Lippmann{Schwingerovy rovnice plyne, ¾e èasový vývoj vlnové funkce

 (~x; t) =
Z
R3
F (~p)e�i

E
�h
(t�t0)�~p=�h(~x)d

3p (354)

lze zapsat jako souèet (analogický (328))

 (~x; t) =  0(~x; t) +  R(~x; t); (355)
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kde první èlen pøedstavuje volnì se pohybující vlnový balík zatímco druhý pøed-

stavuje rozptýlenou vlnu, která pro t � t0 exponencielnì klesá k nule v¹ude

kromì tenké kulové slupky rozbíhající se z centra konstantní rychlostí.

Fyzikálnì dùle¾itá velièina pro prostorový rozptyl je diferenciální úèinný

prùøez d�
d

(�; ') de�novaný jako poèet èástic, které se rozptýlí za jednotku èasu

do jednotkového prostorového úhlu okolo (�; ') pøi jednotkové intenzitì dopada-

jících èástic. V kvantové mechanice je tato velièina dána pravdìpodobností

nalezení èástice v oblasti prostoru vymezené prostorovým úhlem d
. Z Bornova

interpretaèního postulátu pak plyne, ¾e

d� = d
 limt!1

Z
1

0
j (r; �; '; t)j2r2dr:jj (t)jj�2 (356)

Podobnými úvahami jako v podkapitole 9.1 lze ukázat, ¾e

d�
d


(�; ') = jf(~pout
�h
; ~pin

�h
)j2 ; (357)

kde (�; ') jsou sférické souøadnice vektoru ~pout v soustavì kde vektor ~pin smìøuje

ve smìru z. (Analogií tohoto vzorce v jednorozmìrném pøípadì jsou (336),

(335)).
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