Kvantova fyzika — cviceni s navody a vysledky

October 1, 2007

Navody zde uvedené jsou zamérné uvadény ve strucné formé, jako napovéda
a voditko, jak pfi feSeni 1iloh postupovat; neptredstavuji a nenahrazuji de-
tailni popis TeSeni vyzadovany pii cvicenich. Obzvlasté nejsou explicitné
rozepisovany vypocty integralu apod. V nékterych jednoduchych piikladech
je navod nahrazen pouze vysledkem. Pfi feseni piikladu je vhodné navod
vyuzivat pouze tehdy, pokud neméte zadny népad, jak pfi feSeni postupo-
vat.

Cviceni 1 Napiste rozdélovaci funkci Gaussova pravdépodobnostniho rozdélen.
Interpretujte vyznam jejich parametri. Vypocitejte jeho momenty. Napiste
vzorec pro

I(n,a,b) := / 2"ty e Z, a,be C, Rea>0.

—00

(Zapamatugjte si jej pro n=0,1,2!)

Navod: Rozdélovaci funkce

(z— a)
p(x) = Ne 2

Normalizace: [% p(z)dx = Nv2mo =1, tj. N = f (k vypoctu integralu
je vhodné pocitat jeho kvadrat ([ exp(—y?)dy)? = [°2 [ exp(—y? —
2%)dydz prechodem do polarnich soufadnic)

Momenty: definice

(@=—a)?
((x —a)™) —N/ (x —a)e 202 dx



Vysledky se lisi pro n liché, resp. sudé:
((z—a)*™™), =0, {(z —a)™), =0 (2n - 1)!
Hledany vzorec:
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Cviceni 2 Jaka je hustota pravdépodobnosti nalezeni klasického jednorozmérného
oscildatoru s energii E v intervalu (x, z+dx) 2 Co potrebujeme zndt, chceme-li
tento pravdépodobnostni vyrok zménit v deterministickou predpoved?

d
Navod: p( )d(lﬁ _ dobastravenazl)zntezualu(x ,z+dz) _ \;1(%\ = 2dx _
pulperioda / jﬂ\/2(E_V(w))/m
2B
jz , je vhodné si ovérit normalizaci [ ZE p(x)der = 1. K deter-
™ Tz -/ 25

ministické predpovédi potiebujeme znat polohu (nebo rychlost ¢i hybnost) v
jednom ¢asovém okamziku (tj. poc¢dteéni podminku).

Cviceni 3 Popiste jednorozmérny harmonicky oscilator Hamiltonovskou for-
mulaci klasické mechaniky. Napiste a vyreste pohybové rovnice. Napiste
rovnici pro fdzové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikdlni veliciny jsou urceny?

Navod: H(p,q) = %(% + mw?q?)
Pohybové rovnice

. _OH . 0H
tj.
Y 2
q=—, p=—mwyqg
m

Regeni: ¢(t) = Asin(wt + «), p(t) = Awm cos(wt + a),
Rovnice pro fazové trajektorie — ziskame vyloucenim ¢asu z pohybovych
rovnic, jsou ur¢eny hodnotou energie

v q°

2A2w2m?2 + 2A2 =1




Cviceni 4 Urcete vinovou délku a frekvenci de Broglicovy viny pro molekulu
kysliku ve vzduchu vaseho pokoje a pro c¢astici o hmotnosti 10 g pohybujict
se rychlosti zvuku.

Névod: Kysliki B = 3k7=6,2102'J (T = 300K), p = \/2mo,E = ...,
z de Broglicho vztahii pak plyne \ = % = 2,5810"""m. Caéstice: obdobné
A=210"®m.

Cviceni 5 Podle de Broglicovy hypotézy urcete ohyb zpusobeny pruletem
tenisového micku (m = 0.1 kg) rychlosti 0,5 m/s obdélnikovitym otvorem
ve zdi o rozmérech 1 X 1.5 m.

Navod: Z Vlnéni, optiky ...je zndmo 0=\/L, kde L je sitka Stérbiny, po
dosazeni 1.310732rad, resp. 910733 rad.

Cviceni 6 Na jakou rychlost je treba urychlit elektrony aby bylo mozZno
pozorovat jejich difrakci na krystalové mrizi s charakteristickou vzddlenosti
atomu 0.1 nm?

Navod: Z podminky A=0, Inm nalezneme pfiblizné v = 7,3 10%ms™1.

Cviceni 7 Necht V(%) = 0 (volnd cdstice). Pomoci Fourierovy transformace
urcete reseni Schrodingerovy rovnice, které v case ty md tvar

W(T,to) = g(F) = C exp[—Az® + Bi] (1)
kde Re A>0, Be C3, C eC.

Névod: Pii fesen{ pouzivame Fourierovu transformaci (FT) ¢(Z,t) = [ [ [ e'n O(p, t)d*F
a rozklad vlnové funkce na soucin vlnovych funkei zavisejicich na jednotlivych

kartézskych souradnicich 1 (Z, t) = 1 (x, t)s(y, t)13(2, t). Postupné nalezneme

zpétnou FT pocateéni podminky

~ CV3  Bi-frp)?
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a konecné opét pomoci F'T

o B2 _ylE=B/ea)?

P(F,t) = Cx(t) " esae O
kde x(t) =1+ 248(¢ — ).

Cviceni 8 Necht (x,y,2,t) je FeSenim Schridingerovy rovnice pro volnou
castici. Ukazte, Ze

D9, 28) = explimy L (et -+ g8 6)] .2 + 98%/2,1)

je resenim Schrddingerovy rovnice pro ¢dstici v homogennim poli se zrychlenim
g.

Navod: Dosadte do Schrodingerovy rovnice a provedte casovou derivaci.

Cviceni 9 Cemu je umérnd pravdépodobnost nalezeni cdstice popsané de
Broglieovou vinou

Vpp(T,t) = Aer PED, (2)

v oblasti (x1,z2) X (y1,y2) X (21,22) ¢

Navod: Protoze |¢(7,t)|> = |A]*> = konst., je pravdépodobnost nalezen{
castice popsané de Broglieovou vinou iimérné objemu uvazované oblasti.

Cviceni 10 Jakd je pravdépodobnost nalezeni elektronu vodikového obalu ve
vzddlenosti (r,r + dr) od jddra, je-li popsdn (v ¢ase ty) funkci

g(l‘,y,Z) _ Ae*\/acQ+yQ+z?/ao7

kde ag = 0.53 x 1078 em je tzv. Bohriv polomér?

Navod: Pievedte do sférickych soufadnic (nezapomeite, Ze nestaci jen
prepsat vzorec pro hustotu pravépodobnosti, také tam piispéje Jakobian
transformace), pak integrujte pres dhlové proménné. Vysledek je timérny
r2e~'a, nakreslete si graf.

Cviceni 11 Naleznéte vlastni hodnoty energie kvantové cdstice pohybujict
se v jednorozmerné konstantni "nekonecné hluboké potencidlové jame” t.5. v
potencidlu V(x) =0 pro |z| < a a V(z) = 0o pro |z| > a.

Ndvod: Predpoklddejte, Ze vinové funkce jsou vsude spojité a nulové pro |x| >
a.



Navod: Uvnitt “jamy” ma vlnova funkce tvar vinové funkce pro volnou
¢astici. 7 podminek na okrajich ¢¥(—a) = 0 = 1 (a) dostavame soustavu
homogennich rovnic, pozadavek nulovosti jejtho determinantu davé rovnici
pro energii, vysledek je E = 2Tk e A/,

8ma?

Cviéeni 12 Najdéte ortonormdind basi v C2, jejiz proky jsou vlastnimi vek-

tory matice
(01
=110

, P : , , . 1
Vysledek: Vlastni ¢isla +1, normalizované vlastni vektory z; = % ( ),

I_l—% 1 .

Cviceni 13 Jakad je hustota pravdépodobnosti nalezeni kvantového jednorozmérného
oscildtoru s energii hw(n + %) v bodé x ? Spocitejte a nakreslete grafy této
hustoty pron = 0,1, 2, ... a srovnejte je s hustototu pravdepodobnosti vyskytu
klasického oscildtoru v daném miste.

Vysledek:

n=0: [¢o(z)] = [Aoe™¥,

n=1: |y (z)*= 4|A1|252€7£27

=2 @) = AP Ee — 1%

V grafech je pocet maxim roven stupni ptislusného Hermiteova polynomu
+1.

Cviceni 14 Spocitejte komutdatory

[Ljan]a [Ljapk]a [LjaLk]v (3>
kde . A
Lj = EjlekPl (4>

Vysledek: [L;j, X;| = ilie;uX), [Lj, P = iheuPy, [Ly, L] = iheula, tj.
operatory X , ]3, L jsou tzv. vektorové operatory (kvantova analogie vektoru

z, ﬁ,ﬁ tj. objektu se spravnymi transformacnimi vlastnostmi vzhledem ke
grupé rotaci prostoru SO(3)).



Cviceni 15 "Kvantové tuhé téleso” (napr. dvouatomovd molekula) s mo-
mentem setrvacnosti I, volné rotuje v roviné. Najdéte jeji mozné hodnoty
energie.

h? d?

Navod: H = — o dg? (viz princip korespondence a klasickou kinetickou

energii %I Zgz.SQ). Resenim stacionarn{ Schrodingerovy rovnice nalezneme fesen{

ve tvaru ¢(¢) = Ae®® + Be™® o = ... a z pozadavku jednoznacnosti
o . .z . _ mZ2n?

¥(¢) = ¥(¢ + 2m) najdeme mozné hodnoty energie E,, = %7, m € Z.

Cviceni 16 Odvodte pravdépodobnosti nalezeni édstice v daném prostorovém

twhlu pro stavy s, p,d.

Vysledek:
[=0: |Y[)70‘2 = 0070
[=1: |)/17_1|2 = Cl,—l SiIlQ(@), |)/170|2 = CI,O (3082((9), |}/1’1|2 = Cl,l SiIlQ(@),

[=2: |Yy o= Cy _osin*(0), |Yo_1|* = Co_ysin?(0) cos?(9),
Yo0)? = Ca(3 cos?(8) — 1)2, [Ya1]* = Coqsin®(6) cos?(6),
’}/2’2|2 = 0272 sin4(6)

Nakreslete si grafy (nejlépe trojrozmérné na pocitaci).

Cviceni 17 Napiste vsechny vinové funkce harmonického oscilatoru pro stavy
s energiemi 3/2hw, 5/2hw a 7/2hw.

Vysledek: Nezapomente na degeneraci energie, vysledek lze zapsat ruznymi
zpusoby, napt. jako soucin vlastnich funkei jednorozmérného oscilatoru nebo
pomoci vlastnich funkei H, L2, L,.

Cviceni 18 Spoctéte stiedm’ hodnoty slozek hybnosti kvantové ¢dstice v Coulom-
bove poli s energii —J\;[Ff% a nulovym momentem hybnosti (elektron v atomu
vodiku ve stavu 1s).

Navod: Vyuzijte tvar P ve sférickych souradnicich a spocitejte (E)w =
(¢, Pp)/ (¢, ). Vysledek je (P;)y = 0 (jak lze ostatné oc¢ekdvat ze symetrie
vlnové funkce).

Cviceni 19 Spocteéte stredni hodnoty sloZek polohy kvantové cdstice popsané
vinovou funkei (1).



Vysledek: (X;), = 25

Cviceni 20 Spoctéte stredni hodnoty sloZek hybnosti kvantové castice pop-
sané vinovou funkct (1). Napiste tvar vinové funkce (1) popisujici vinovy balik
se stredni hodnotou hybnosti py, ktery md v case ty stredni hodnotu polohy
Zo.

Vysledek: (B), = —ili(B; — ARE) R p3B,

R
Vlnovy balik:

52 A(f*%)Q

P(z,t) = Cx(t)’%efﬂe_ x(®)
kde B = 2A%, + 1.

Cviceni 21 Urcete pravdépodobnost nalezeni hybnosti cdstice popsané vl-
novou funkci

() = Cem T (5)
v intervalu (ai,by) X (ag,by) X (as,bs). Urcete hustotu pravdépodobnosti
nalezeni hybnosti v okoli hodnoty py.

Vysledek: Ozn. J = (ay,b1) x (as,b2) % (a3,b3), k = (1,0,0)
(F—F)>
p _»Le_ > ‘Pﬁ
rer (vV2mh)3
Cviéeni 22 Necht "jednorozmérnd” cdstice s hmotou M v potencidlu har-

monického oscildtoru s vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném
vinovou funkci

b(x) = Ce' (6)

S jakou pravdépodobnosti nameérime hodnoty jeji energie rovné %hw resp. hw,
ShHw?
Shw !

Navod: S vyuzitim znalosti vlastnich funkci harmonického oscilatoru a
definice pravdépodobnosti prechodu do piisl. vlastnich stavi lze snadno

, _1 _1 . .
spocitat PE:%,\M = %e 3, PE:%M = 42—*?6 3, energii hw nelze namérit

(neni ve spektru).



Cviéeni 23 Necht édstice s hmotou M v potencidlu harmonického oscildtoru
s vlastni frekvenci w = h/M je ve stavu popsaném vinovou funkci

() = Cem ™ (7)
S jakou pravdépodobnosti nameérime hodnoty jeji energie rovné ghw?

Navod: Nezapomente, zZe energie ghw ttirozmérného harmonického oscilatoru
je degenerovana, musite spocitat pravdépodobnosti prechodu do jednotlivych
ortogonalnich vlastnich stavu prislusnych k této energii a pak je secist. Vysledna

5 . ,—132v/2
pravdépodobnost: €™ 5252,

Cviéeni 24 Necht ¢dstice hmotnosti M v jednorozmérné nekonecné hluboké
potencidlové jamé $itky 2a je v case t = 0 popsdna vinovou funkct, (kterd je
superposici staciondrnich stavi)

¥(z,0) =0, pro |z| > a, ¥(z,0)= Sin[%(x—a)]+sm[g(x—a)], pro |z| < a.

2 7/
8Ma” p, de nachdzet

Jakd je pravdépodobnost, Ze cdstice se v caset =0 at =7

v intervalu (-a,0)?

Navod: V pripadé superpozice stacionarnich stavii snadno naleznete ¢asovy
vyvoj, pak staci prointegrovat || pies (—a,0) a normovat. Vysledek:

t:OPOZ —86—;37r’

__ 8Mad? __ 843w
t=°>3-... P =%

Cviéeni 25 Necht jednorozmérnd cdstice v poli harmonického oscildtoru je
v case t = 0 ve stavu

U(z,0) = Ao + By

kde A, B € R, i, vilastni stavy energie normalizované k 1. 'V jakém stavu je
v libovolném case t > 07

Navod: Zustava superpozici stavu g, ¥, urcete casovy vyvoj koeficientu
linedrni kombinace.

Cviceni 26 Naleznéte operdator rychlosti pro castici v elektromagnetickém
poli.



Navod: Cj = %[ﬁ[ , Cj] = ..., vysledek odpovidd dle principu korespondence
(nikoliv ptekvapivé) vysledku v klasické mechanice.

Cviceni 27 Ukazte, Ze vlastni ¢isla operdtoru ﬁ . B jsou iuo\gl. Najdete
vlastni funkce.

Navod: Vyuzijte toho, ze po nalezeni vlastnich ¢isel jiz vite, ze rovnice pro
odpovidajici vlastni vektory mé netrividlni feseni, tj. fadky matice soustavy
jsou linearné zavislé a tim padem nefesite soustavu, ale jednu rovnici pro 2
neznamé konstanty.

22 22
Cviceni 28 Ukazte Ze S = %hQI. Porovnejte tento vysledek s L .
Vysledek: Odpovidajici [ pro spin je %7 tj. spin elektronu je “poloc¢iselny”.

Cviéeni 29 Necht pro volnou cdstici se spinem je namérena hodnota z—
ové slozky spinu s,=h/2. Jestlize vzapéti mérime hodnotu spinu ve sméru,
ktery se z—ovou osou svird thel ©, jaké muzZeme namérit hodnoty a s jakou
pravdépodobnosti?

Navod: Najdéte si néjaky operator spinu svirajictho se z—ovou osou tihel ©
(napf. % (COS(@?O’g + sin(0)oy) ), prislusné pravdépo;lobnolsti zfskétle pati"i;:nymi
skalarnimy souciny vlastnich vektort, vysledky: P(+%5) = 5cos ©+3, P(—3) =

1 1
—5c08 0O + 3.

Cviceni 30 Cdstice se spinem h/2 je umisténa v konstantnim magnetickém
poli smerujicim ve sméru osy x. V case t = 0 byla namérena hodnota jeji
z-0vé€ slozky spinu +h/2. S jakou pravdépodobnosti nalezneme v libovolném
dalsim case hodnotu jeji y-ové slozky spinu +h/2?

: 2
Vysledek: Pg _» = 1 (COS(B%M) —|—sm(%)) _

Cviceni 31 Ukazte, Ze pokud vyraz explid - &] definujeme pomoci rady
> (id - o)

explid - 7] :== )

n=0

, (8)

n!

pak plati

expli@ - ] = cos(|a|) + i sin(]a)) 9)

al



Navod: Spoctéte nejprve (@-7)? a povsimnéte si, Ze je to ndsobek jednotkové
matice, pak sumu rozdélte na soucet pies sudé a liché indexy.

Cviceni 32 Napiste vinovou funkci (Z,€) zdkladniho stavu édstice v poli
Coulombova potencidlu s hodnotou z—ové, resp. x—ové, resp. y—ové slozky
spinu rovné h/2.

Navod: Protoze H je ve spinovém prostoru diagondlni, bude mit zakladni
stav stejnou energii, jako kdyz spin neuvazujeme, a odpovidajici vlastni vek-

Qe a

tor ma tvar ¢ = - |. Konstanty «, 6 ur¢ime tak, aby to byl soucasné

pe”

vlastni vektor odpovidajici slozky spinu.

Cviceni 33 Najdéte energie a vlastni funkce zdkladniho a pruniho excito-
vaného stavu dvou nerozlisitelnych castic se spinem 0, respektive % v poli
harmonického oscildtoru.

Vysledek:
Spin 0:

1. zakladni stav F = 3hw, nedegenerovany

2. 1. excitovany stav E = 4hw, 3 linedrné nezavislé stavy
Spin %:

1. zakladni stav F = 3hw, nedegenerovany

2. 1. excitovany stav E = 4hw, 12 linedrné nezavislych stavu
Cviceni 34 Atom uhliku md ctyri valencni elektrony (presvédcte se). Muzeme
na néj tedy nahlizet jako na systém ctyr elektronu ve sféricky symetrickém

poli. Jakd je pak degenerace jeho zdkladniho stavu?

Vysledek: 15.
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