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MATEMATIKA MA UCIT
MYSLIET, PRECVICOVACIMI
ULOHAMI TO VSAK
NEDOSIAHNEME

AHA-pPOCIT JE DOLEZITA
MOTIVACIA

V ZIVOTE Z MATEMATIKY
KAZDY VYUZIJE IBA NIECO,
TO OSTATNE BY SA VSAK
NEMAL UCIT ZBYTOCNE

BEz MATEMATIZACIE
NIE JE VYUCOVANIE
MATEMATIKY UPLNE

UvoD

Pouzivanie elektrospotrebicov bez toho, aby ste si precitali ndvod na pouZitie, moze
ohrozovat zZivot. NieCo podobné plati aj pre pouZivanie ucebnice. Nie vSetky pracky sa
ovladaju uplne rovnako a nie vSetky ucebnice su rovnako napisané.

Tato ucebnica chce prispiet k napliianiu hesla matematika uéi mysliet. Ak totiZ tento
reklamny slogan myslime vaZne, malo by to byt vidno aj na vyucovani. Osvedéenym
prostriedkom na rozvoj myslenia je rieSenie tloh. Musia to vSak byt dlohy, v ktorych je
o ¢om rozmyslat. Tento ciel nedokazu splnit precvi¢ovacie ilohy na opakovanie postupu,
ktory Ziakom predtym niekto ukazal. Ak chceme rozmyslat a objavovat, musime to robit
na tlohéch, ktoré su pre Ziaka nové. Jedna z moZnosti, ako to dosiahnut, je jednoduché:
namiesto toho, aby sme predviedli vzorové rieSenie a od Ziakov ocakévali iba jeho
zopakovanie, méZeme ich zapojit hned do rieSenia ,,vzorovej“ tlohy. Preto v tejto
ucebnici odporicame, aby sa Ziaci sami pokusili objavit aj tie rieSenia, ktoré su uvedené
Vv texte.

S rozmyslanim a objavovanim stuvisi AHA-pocit — radost z toho, Ze som nieco po-
chopil, na nieco sam priSiel. Ten je ovela trvalejsi a inSpirativnejSi ako 100-nasobné
pouzitie nepochopeného navodu. Ak chceme tento pocit u Ziakov navodit, nevysta¢ime
pri vyucovani s postupom vyklad-vzorové dlohy-precvicovacie tlohy, v ktorom sa Ziak
dostane k slovu az vtedy, ked uz niet ¢o objavovat. Vyucovat takto matematiku je nieco
podobné, ako prezradit Citatelovi detektivky hned na prvej strane, Ze vrah je zahradnik.
Pripravujeme Ziakov o mozZnost objavov, ktoré mohli urobit sami. Navyse tak predsta-
vujeme vznik matematickych poznatkov v skreslenej podobe. Dospelo sa k nim totiz
presne opa¢nym postupom: najprv sa hladalo rieSenie konkrétnych uloh, od neho potom
viedla cesta k formulacii pojmov a teérie.

Rozvoj myslenia nie je jediny dovod na vyucovanie matematiky (keby to bolo tak, mohli
by sme napli Skolskej matematiky vybrat takmer Tubovolne). Potrebujeme sa tieZ obo-
znamit s niektorymi konkrétnymi matematickymi nastrojmi. Vtip je v tom, Ze kazdy
z nds z nich v Zivote vyuZije iba niektoré — a nikto vopred nevie, ktoré to budu. To je
dalsi dovod na to, aby sme sa snazili vSetko, Co v matematike ucime, vyuZit na rozvoj
Ziakovho myslenia. Inak by sa totiz Ziak tu Cast matematiky, s ktorou sa uz v Zivote
nestretne, ucil vlastne zbytoc¢ne.

Pouzivanie matematiky tzko suvisi s matematizaciou — problém, ktory treba riesit,
preformulujeme na abstraktni matematickd tdlohu a na jej rieSenie potom pouZijeme
vhodné matematické nastroje. Tt istd abstraktni formul4ciu pritom moze mat problém
z redlneho sveta aj vymyslena hiddanka. V tejto ucebnici sme sa snaZili uprednostnit
redlne problémy, lebo tie plnia este jednu ddleziti tlohu — ukazuji vyznam matematiky
v svete okolo nés.

Matematizicia Casto zaberie viac ¢asu, ako vlastné rieSenie abstraktnej matematickej
ulohy. Mohlo by sa preto zdat, Ze pri vyu€ovani matematiky by bolo rozumnejsie ne-
zdrziavat sa matematiziciou a rieSit len ulohy sformulované uz v abstraktnej podobe.
To vsak nie je dobry napad. Ak sa obmedzime na rieSenie abstraktnych tloh, je velmi
pravdepodobné, Ze nasi Ziaci budd mat neskdr problémy s pouzivanim matematiky.



Podobné nebezpecenstvo ako Cisto abstraktné formulacie prikladov v sebe skryvaji
aj typové ulohy. Tie vznikaji z dobre mienenej (ale Zial scestnej) snahy niektorych
ucitelov pomoct Ziakom. Preto vytvoria sériu typovych uloh, ktorych rieSenie sa Ziaci
naucia. Typicky priklad st dlohy o pohybe: dve auta vyrazia oproti sebe ..., v8ak to
poznate. Iny Casty — a smutny — pripad je rieSenie uloh z kombinatoriky metédou
zamyslite sa, ¢i sii to kombindcie, varidcie alebo permutdcie. Vtip je v tom, Ze sa tym
uloha ako prostriedok zamiena za ulohu ako ciel. Cielom vyucovania matematiky totiz
nie je naucit sa rieSenie vybranej skupiny tloh. Takto vyucovani Ziaci su ¢asto schopni
rieSit iba typové ulohy. Tie vSak vicsina z nich zaZije v Zivote nanajvys$ dvakrat: raz,
ked sa ich sami ucia v Skole a znova o nejakych 30 rokov, ked sa ich — nedajboze —
budu ucif ich deti. Na rozdiel od toho sa ukazuje, Ze Ziak, ktorého sme viedli k tomu,
aby pristupoval ku kazdému prikladu samostatne, dokdZe rieSit pomerne velké spek-
trum uloh (medzi nimi aj tie typové, o ktorych vsak netusi, Ze su typové). A prave to
by mal byt jeden z vystupov dobre vyucovanej matematiky: schopnost Ziakov riesit
nové problémy — teda také, s ktorymi sa predtym nestretli. Preto chceme, aby Ziaci
k vicsine uloh v tejto ucebnici pristupovali ako k samostatnému problému, nie ako
k varidcidm na rieSenie z ivodu kapitoly.

Vsetky predchadzajuce tvahy ovplyvnili vysledni podobu tejto ucebnice. Snazili
sme sa ju spracovat tak, aby ju zZiak mohol pouzit ako samostatny ucebny zdroj
(teda bez spolupdsobenia ucitela). Preto je mozné, Ze niektoré vysvetlenia alebo
komentare bude ucitel pokladat za dlhé ¢i rozvlacne. Mal by si v§ak uvedomit, Ze nie
su uréené jemu, ktory tato latku uzZ ovlada, ale Ziakovi, ktory by ju mal samostatne
objavit a pochopit.

Matematiku mozno vysvetlovat, ucit a ucit sa mnohymi spésobmi. U¢ebnica, akokolvek
by bola napisani, méze pondknut iba jeden z nich. Prave preto si nemyslime, Ze ucitel
by mal pri vyucovani postupovat vZdy rovnako ako ucebnica. Naopak — ak zvoli odlisny
postup, moze tym zvicsit pravdepodobnost, Ze Ziak — vdaka tomu, Ze bude mat viacero
pohladov na ten isty problém — vec pochopi. Preto je len na ucitelovi, ako, kedy a v akom
rozsahu zapoji ucebnicu do svojho vyucovania. Tdto knihu teda chidpeme ako jednu
z moznych alternativ, ktord mdze obcas Ziakovi poskytnit pohlad odlisny od ucitelovho.
Na druhej strane budeme radi, ak sa ucitel s niektorymi postupmi, ktoré sme v ucebnici
pouZili, stotoZni a zacleni ich do svojho vyucovania.

Autor

ZIAK ODCHOVANY NA
TYPOVYCH ULOHACH CASTO
NEVIE INE ULOHY VYRIESIT

UcGEBNICU BY MAL BYT
SCHOPNY POUZIVAT ZIAK
AJ BEZ POMOCI UGITELA

ZALEZi LEN NA UCITELOVI,
AKO UCEBNICU ZAPOJIi DO
VYUCOVANIA
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NIEKEDY JE ODPOVEDOU SUBOR UDAJOV

1 NIEKEDY JE ODPOVEDOU
SUBOR UDAJOV

Ak chceme zistit, ako vysoki st Ziaci v naSej triede, nestaci poznat vySku iba jedného
z nich. Kazdy mo6Ze byt inak vysoky, preto treba zmerat vSetkych. Dostaneme tak su-
bor udajov, do ktorého kazdy ziak triedy prispeje jednou hodnotou — svojou vyskou.
V 25-¢lennej triede by sme mohli dostat napr. sibor

168, 155, 155, 197, 183, 179, 191, 185, 169, 172, 185, 177, 182,
191, 181, 176, 174, 169, 160, 187, 169, 171, 182, 184, 157.

Otazka: Ako vysoki sii Ziaci v naSej triede? je prikladom otazky, na zodpovedanie ktorej
potrebujeme zozbierat nejaké udaje — v tomto pripade vysky Ziakov triedy.

Udaje, ktoré zhromazdujeme, nemusia byt iba ¢isla. Napriklad odpovedou na otazku Ak
farbu o¢i maju Ziaci nasej triedy? bude sibor udajov, do ktorého kazdy zo Ziakov prispeje
jednou z moznosti hnedd — modrd — zelend — ind. Sibor moze vyzerat napr. takto:

hneda, hneda, ina, zelena, hneda, modra, hneda, ina, modra, ...

ULOHA

1. Uvedte dalSie priklady otazok, ktoré vedud k takymto stiborom hodnot.

Najprv ukdzeme, ako zozbierané tidaje usporiadat a prehladne graficky znazornit. V dal-
Sich dvoch kapitolach opiseme, ako mozno subor udajov struc¢ne charakterizovat pomo-
cou niekolkych ¢isel — modu, medianu, strednej hodnoty a rozptylu.

1.1 Statisticky stbor

ZAKLADNY SUBOR, STATISTICKA JEDNOTKA,
STATISTICKY ZNAK

V obidvoch prikladoch z tvodu tvorili stibor hodn6t udaje ziskané od vsetkych, na
ktorych sa vztahovala naSa otdzka. Subor vSetkych objektov (v nasich prikladoch Zia-
kov), na ktoré sa poloZena otdzka vztahuje, sa nazyva zakladny siibor. Jednotlivé
prvky tohto stiboru (v naSom pripade jednotlivi Ziaci) st $tatistické jednotky. Udaje,
ktoré zhromazdujeme, si hodnoty nejakého Statistického znaku, ktory mozno zistit
pre kazdu z tychto Statistickych jednotiek — v prvom priklade bola znakom vyska,
v druhom farba o¢i.

VYBEROVY SUBOR
Zistovat hodnoty skimaného znaku pre vsetky prvky zakladného stiboru

® nie je vZdy mozZné
Do6vodom moze byt napr. prili§ velky rozsah zakladného suboru, alebo nemoznost
ziskat udaje zo vSetkych jeho prvkov. NedokdZzeme napr. zistit vysku vSetkych dubov
letnych rasticich na tzemi Slovenska v roku 2010 alebo rozpitie kridel vsSetkych
jedincov husi divej, ktoré hniezdili na na§om tizemi v roku 2009.

1.1 STATISTICKY SUBOR

1.2 PoCETNOST,
STLPCOVY A KRUHOVY
DIAGRAM

1.3 Ako ZJEDNODUSIT
SUBOR HODNOT

1.4 DAISIE GLOHY

V TEJTO A NASLEDUJUCICH
DVOCH KAPITOLACH SA
SUSTREDIME NA TAKETO
SUBORY UDAJOV. VZDY TO
BUDU UDAJE O SKUPINE
OBJEKTOV, KTORE MAJU
NEJAKU SPOLOCNU
VLASTNOST — V UVODNYCH
DVOCH PRIKLADOCH TOUTO
VLASTNOSTOU JE

BYT ZIAKOM NASEJ TRIEDY.

= ZAKLADNY SUBOR,
STATISTICKA JEDNOTKA,
STATISTICKY ZNAK

= VYBEROVY SUBOR




NIEKEDY JE ODPOVEDOU SUBOR UDAJOV

Rovnako tak nemdZeme pre kazdy vyrobeny radidtor zistovat, aky najvacsi vnutorny
tlak znesie (pozri text pri obrazku), pretoZe sa pri tom radidtor znici.

PRI SKUSKE TLAKOVEJ ODOLNOSTI SA RADIATOR VYSTAVI PRIBLIZNE 1,7-NASOBNE
VACSIEMU VNUTORNEMU TLAKU, NEZ JE PREVADZKOVY TLAK, NA KTORY JE RADIATOR
VYRABANY (TEN JE SPRAVIDLA 1 MPa). PRI TEJTO SKUSKE SA RADIATOR MOZE
ZDEFORMOVAT, ALE NESMIE SA ROZTRHNUT. AK RADIATOR SKUSKE VYHOVIE,
POKRACUJE SA V JEHO ZATAZENI zZvYSUJUCIM SA TLAKOM

AZ DO JEHO PORUSENIA.

PRI NIEKTORYCH
PRIKLADOCH, KTORE
UVEDIEME V TEJTO KAPITOLE
(zISTOVANIE KRVNEJ SKUPINY,
FARBA VLASOV OBYVATELOV
USA, VYSLEDKY
PREDSKOLAKOV V SKOKU DO
DIALKY Z MIESTA) NAJDETE
AJ KRATKU POZNAMKU

O TOM, AKO JE TO SO
ZOVSEOBECNENIM ZISKANYCH
INFORMACII NA CELY
ZAKLADNY SUBOR.

INFORMACIA, ZE IDE

O BELOCHOV, NEMA ZIADNY
RASISTICKY PODTON.
ZASTUPENIE FARBIEB
VLASOV U BELOCHOV SA
TOTIZ VYRAZNE LiSI OD

ICH ZASTUPENIA NAPR.

U CERNOCHOV.

® 3 Casto to ani nie je potrebné
V mnohych pripadoch staci namiesto zakladného stuboru skimat iba nejaku jeho cast,
o ktorej mame dovod predpokladat, Ze sa sprava podobne ako cely zékladny sdbor.
Typickym prikladom su prieskumy verejnej mienky. DdleZitou otdzkou (budeme sa
jej venovat v nasledujicom rocniku) je, nakolko si méZeme byt isti, Ze informacie
ziskané z tohto mensSieho siboru mozno zovseobecnit na cely zakladny subor.

Preto sa v praxi ¢asto namiesto celého zakladného siboru skiima iba jeho ¢ast. Casti — ma-
tematicky podmnoziny — zakladného siboru sa nazyvaji vyberové siibory. Zikladny a vy-
berové stibory sa ozna¢uji spolo¢nym nazvom $tatistické stibory. Statisticky sdbor sa teda
sklada zo Statistickych jednotiek — tie si opisané nejakou spolo¢nou vlastnostou, pricom
subor moZe, ale nemusi obsahovat vSetky prvky, ktoré maju tito spolo¢nu vlastnost.

ULOHA

2. Opiste zdkladny subor, Statistické jednotky a skiimany Statisticky znak pre otazky,
ktoré ste navrhli v dlohe 1.

1.2 Pocetnost, stipcovy a kruhovy diagram

Ci uz ziskavame tidaje z celého zdkladného stiboru alebo iba z nejakej jeho Casti, vysled-
kom bude vzdy subor tdajov (hodnot). Prvou tlohou po zozbierani tidajov je prehladne
ich spracovat, spravidla do podoby tabuliek alebo grafov. UkdZme si to na priklade. Bude
nim vysledok prieskumu, pri ktorom sa zistovalo zastipenie farieb vlasov u obyvatelov
USA narodenych v rokoch 1957 — 1965. V tabulke 1 uvadzame farbu vlasov 3 036 be-
lochov z tohto prieskumu.

Statisticky znak absolitna pocetnost  relativna poc¢etnost

’/ / /
hodnot farba absolutna frekvencia relativna frekvencia

_ fodnota vlasov (podetnost) (podetnost)

Statistického . S
znaku svetloplava 36 1%
plava 465 15 %
> svetiohneda (15 %

hneda 1761 58 %

dierna 231 8 %

Cervena 97 3%

CELKOM | (3036 100 %

/. \
fOZd.e lenvl N . rozsah siuboru
absolutnej pocCetnosti
Tab. 1

Farba viasov obyvatelov USA narodenych v rokoch 1957 — 1965: muzi — belosi.
Relativne pocetnosti sii zaokriihlené na celé percentd.
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Cislo 3 036 — pocet Statistickych jednotiek tvoriacich Statisticky stbor, ktory opisujeme
— sa nazyva rozsah siboru. Pocet vyskytov danej hodnoty v stibore je jej absoliitna
frekvencia (pocetnost): napr. hodnota svetloplavd ma v naSom subore absolitnu frek-
venciu (pocetnost) 36 — teda 36 belochov zo skimaného stiboru malo svetloplavé vlasy.
Relativna frekvencia (pocetnost) tejto hodnoty je priblizne 1 % — hodnota svetloplavd
tvori priblizne 1 % zo vSetkych 3 036 hodnét stiboru (alebo trochu inak: v skimanom
subore bolo priblizne 1 % svetloplavych muZov — belochov).

ULOHA

3. a) Ako sme vypocitali relativnu pocetnost 1 % pre hodnotu svetloplavd?
b) Napiste vzorec, ako vypocitat relativnu pocetnost z absolitnej pocetnosti.

1da] itnej pod &t - oy0SY
o udajov o absolutnej po&etnosti vsetkych hodnét znaky Sa nazyva rozdelenie absolutne} poce\\'\

Z. FORMALNEHO HLADISKA JE ROZDELENIE ABSOLUTNEJ POCETNOSTI FUNKCIA, KTORA KAZDEJ HODNOTE
ZNAKU PRIRADI JEJ ABSOLUTNU POCETNOST (NEZAVISLOU PREMENNOU JE TEDA HODNOTA ZNAKU, ZAVISLOU
PREMENNOU ABSOLUTNA POCETNOST TEJTO HODNOTY).

Podobne pouzivame aj nazov rozdelenie relativnej pocetnosti.
Graficky znizoriiujeme rozdelenie pocetnosti — ¢i uz absolutnej alebo relativnej — naj-
CastejSie stlpcovym alebo kruhovym diagramom (obr. 1 a 2).

STLPCOVY DIAGRAM MA OVELA SIRSIE MOZNOSTI POUZITIA AKO KRUHOVY. MOZNO NiM ZNAZORNOVAT LUBOVOLNU FUNKCIU S KONEGNYM
POCTOM HODNOT NEZAVISLEJ PREMENNEJ (ROZDELENIE POCETNOSTI JE IBA JEDNYM SPECIALNYM PRIPADOM TAKYCHTO FUNKCII).

NA ROZDIEL OD TOHO KRUHOVY DIAGRAM MA VELMI UZKO VYMEDZENE POUZITIE: V PRIPADE CELKU ROZDELENEHO NA NIEKOLKO GASTI NiM
ZNAZORNUJEME, AKU GAST CELKU TVORIA JEDNOTLIVE GASTI. NA CHYBY PRI POUZIVANI KRUHOVYCH DIAGRAMOV SA POZRIEME V ULOHE 15.

Farba vlasov — belosi narodeni 1957 — 1965
1761

Farba vlasov — belosi narodeni 1957 — 1965

stlpcovy 1%
(e}
diagram 3%
kruhovy
465 (koldcovy)
w diagram
I 231
g - 97
g % | | -
svetloplavd plava svetiohnedd hnedd  Cierna  Cervend
Obr. 1 Obr. 2
Rozdelenie absoliitnej pocetnosti farieb vlasov Rozdelenie relativnej pocetnosti farieb vlasov
z tab. 1 vyjadrené stlpcovym diagramom. z tab. 1 vyjadrené kruhovym diagramom.

Ak BOLO UVEDENYCH 3 036 MUZOV-BELOCHOV VHODNE VYBRANYCH (NAPR. NAHODNYM VYBEROM Z CELEHO ZAKLADNEHO SUBORU
BELOCHOV-OBYVATELOV USA NARODENYCH vV ROKOCH 1957 — 1965), JE TENTO POCET DOSTATOCNY NA TO, ABY SME MOHLI POKLADAT
ZA SKORO ISTE, ZE RELATIVNA POCETNOST JEDNOTLIVYCH FARIEB VLASOV ZISTENA V TOMTO SUBORE SA LEN MALO LiSI OD ICH RELATIVNEJ
POCETNOSTI V CELOM ZAKLADNOM SUBORE. S VELKOU PRAVDEPODOBNOSTOU TEDA PLATI, ZE NAPR. OKOLO 58 % BELOCHOV-OBYVATELOV

USA NARODENYCH V ROKOCH 1957 — 1965 MALO HNEDE VLASY.
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ULOHA

4. Dopliite nasledujice vety: V stipcovom diagrame je vyska stipca priamotimerna
..................... .V kruhovom diagrame je .............................. priamoumerna relativ-
nej pocetnosti prislusnej hodnoty.

Pripometime problém, s ktorym sme sa stretli uZ v prvom ro¢niku: V stipcovych diagramoch niekedy nie sii zob-
razené celé stipce, ale iba ich horna ast, pozri obrazok vlavo. Robi sa to spravidla vtedy, ked medzi zndzorfiova-
nymi hodnotami st len malé rozdiely, ktoré by pri zobrazeni celej vysky stipcov zanikli (porovnaj obrizok vlavo
s obrazkom vpravo).

20,8 22
20,6 B
20,4 - 16
20,2 14
20 - 12
19,8 12
19,6 6
19,4 4
19,2 2
19 - 0
A B C D E
svetloplava 50 V tabulke 2 uvadzame farbu vlasov Zien — beloSiek z toho istého prieskumu.
plava 577 >
ULOHY
686
1 641 5. Znazornite absolitnu pocetnost farieb z tabulky 2 stipcovym diagramom a ich
g 115 relativou pocetnost kruhovym diagramom.
119

AK STE V ULOHE 5 RELATIVNE POCETNOSTI A VELKOSTI STREDOVYCH UHLOV
Tab. 2 ZAOKRUHLOVALI NA CELE CISLA, MALI BY STE NARAZIT NA PROBLEM, KTORY
Farba vlasov obyvatelov MOZE VZNIKNUT PRI SCITANI ZAOKRUHLENYCH HODNOT.
USA narodenych v rokoch
1957 — 1965: Zeny — belosky.

6. V rieseni ulohy 5 skontrolujte, Ze
a) sucet relativnych pocetnosti zaokrihlenych na celé percenté je 101 %

V NASLEDUJUCICH
ULOHACH MOZETE NA
ZOSTROJENIE DIAGRAMOV
POUZIT VHODNY SOFTVER.
V ULOHE 5 VSAK
CHCEME, ABY STE OBIDVA
DIAGRAMY ZOSTROJILI
,VLASTNORUCGNE".
CHCEME SA UISTIT, Gl
VAM JE JASNY VZTAH
MEDZI ZNAZORNOVANYMI
POCETNOSTAMI A VYSKOU
STLPCOV, RESP. VELKOSTOU
STREDOVYCH UHLOV.

(teda viac ako 100 %, ktoré predstavuju celok),

b) sucet velkosti stredovych uhlov zaokrihlenych na celé stupne je 359°
(teda menej, ako 360°, ktoré predstavuju cely kruh).

c¢) V diskusii sa pokuste vysvetlit, preco sicet zaokrihlenych hodn6t nemusi byt
100 %, resp. 360°.

AK TAKATO SITUACIA NASTANE, ZMENIME NIEKTORY/NIEKTORE ZO SGITANCOV

TAK, ABY SUCET BOL 100 %, RESP. 360° (TO MOZEME DOSIAHNUT TAK, ZE

NIEKTORU HODNOTU NAMIESTO NADOL ZAOKRUHLIME NAHOR ALEBO NAOPAK).
SOFTVER NA KRESLENIE KRUHOVYCH DIAGRAMOV SPRAVIDLA TAKUTO UPRAVU

UROBI AUTOMATICKY.

d) Pouzite na zostrojenie kruhového diagramu z tlohy 5 vhodny softvér. Skon-
trolujte, ¢i a ako su na zostrojenom diagrame upravené hodnoty relativnych
pocetnosti.

7. Opiste rozdiely medzi vyskytom jednotlivych farieb vlasov medzi muzmi — be-
lochmi (tab. 1 na s. 10) a Zenami — beloskami (tab. 2).
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i

Turkifh Empire
Historicky prvy kruhovy diagram
z Playfairovho spisu The Statistical
Breviary (1801) zndzorriuje pomer medzi
rozlohou dzijskej, africkej a europskej casti
vtedajsieho Turecka.

STLPCOVY AJ KRUHOVY (KOLACOVY) DIAGRAM POUZIL AKO PRVY WILLIAM
PLAYFAIR (1759 — 1823), SKOTSKY VYNALEZCA A PUBLICISTA, V SVOJICH
STATISTICKYCH ATLASOCH — STLPCOVY V ROKU 1786, KRUHOVY V ROKU
1801. PRE zAUJIMAVOST POZNAMENAJME, ZE PLAYFAIR BOL UCASTNIKOM
DOBYTIA BASTILY, KTORE BOLO SYMBOLICKYM ZAGIATKOM FRANCUZSKEJ
REVOLUCIE V R. 1789.

GRAFY A DIAGRAMY POKLADA VACSINA Z NAS ZA NAZORNEJSIE AKO
TABULKU UDAJOV. NEBOLO TO TAK VZDY. PRIBLIZNE OD POLOVICE 17. AZ
DO KONCA 18. STOROCIA BOLI UPREDNOSTNOVANE TABULKY — DOKONCA
AJ GRAFY SKONSTRUOVANE AUTOMATICKYMI PRISTROJMI NA MERANIE NAPR.
TEPLOTY ALEBO TLAKU SA Z GRAFICKEJ PODOBY PREPISOVALI DO TABULIEK.
Do VEDECKYCH CASOPISOV PRENIKLI GRAFY AZ vV 30. ROKOCH

19. STOROCIA.

&
N—

3 344

$ 300

©

& 200 177

73

© 100 76 73 50

% 4

>§ 0 T T T T T 1
Q 0 1 2 3 4 5+

pocet surodencov

b) 2 344
& 300
2 177
8_ 200
8 100 , 76 3 50
’§ 0 T T T T T ]
3 0 1 2 3 4 5+

pocet suirodencov
Obr. 3

Niekedy sa stlpcovy diagram (na obr. a)) nahrddza spojnicovym (obr. b)).

(Diagramy znézornuju jeden z vysledkov prieskumu, ktorého sa zucastnilo 724 Ziakov 8. ro¢nikov zdkladnych $kol.
Odpovedali na otazku: ,,Kolko mas sirodencov?* Symbol 5+ oznacuje odpoved ,,5 a viac*.)

1.3 Ako sprehladnit sibor hodnot

Ak ma byt stipcovy diagram prehladny, nesmie obsahovat vela stipcov. Napriklad dia-
gram na obr. 1 na s. 11 sa sklad4 zo 6 stipcov. Je to vdaka tomu, Ze skiimany Statisticky
znak — farba vlasov — mohol nadobuidat iba 6 r6znych hodnét (pozri tab. 1). Existuji
vSak Statistické znaky, ktoré mézu nadobtidat aj velmi velky pocet hodndt. Typickym

prikladom je vyska ¢loveka alebo jeho hmotnost.

ULOHA

8. Uvedte dalsie priklady Statistickych znakov, ktoré modzu nadobuidat velky pocet

roznych hodnot.

UkaZeme si teraz Standardny postup, ako zjednodusit a sprehladnit subor, ktory obsa-

v o

huje vicsi pocet réznych hodndt (za vicsi pocet sa v takomto pripade poklada viac ako

10 — 15 rdznych hodnot).

= TRIEDENIE, TRIEDNY
INTERVAL, ABSOLUTNA
A RELATIVNA TRIEDNA
POCETNOST

= ZJEDNODUSENIE POMAHA
OBJAVIT STRUKTURU
,,SKRYTU V UDAJOCH"

= REPREZENTANT TRIEDY

= CiM sA ODLISUJU
HISTOGRAM A STLPCOVY
DIAGRAM
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PRIKLAD

Skok do dialky z miesta je
Jjedno z cvicent, ktoré sa
pouZivaju na zistenie irovne
pohybovych schopnosti deti.

JE VAM JASNE ZNAZORNENIE
UDAJOV NA OBR. 4 ?

Z OBR. 6 S| MOZEME
UROBIT PREDSTAVU AJ

O TOM, AKO BY VYZERAL
STLPCOVY DIAGRAM
ABSOLUTNYCH POCETNOSTI
TOHTO SUBORU.

SKOK DO DIALKY Z MIESTA

Studentka vysokej $koly robi prieskum pohybovych schopnosti deti. Zapojilo sa
dottho 51 predskoldkov vo veku 5 — 7 rokov z dvoch materskych §kol. V skoku do
dialky z miesta dosiahli tieto deti nasledujice vysledky (v cm, kazdému dietatu
zodpoved4 jedna dizka skoku):

102, 92, 103, 49, 62, 80, 83, 87, 83, 94, 81, 76, 76, 62, 97, 107, 97, 113,

122,101, 94, 109, 91, 108, 85, 82, 90, 92, 119, 54, 50, 48, 51, 66, 107,
107, 75, 82, 83, 92, 91, 91, 82, 57, 70, 66, 83, 53, 90, 66, 82.

Na obr. 4 su tieto udaje znazornené graficky (prvy ddaj — 102 cm — predstavuje
najniz$ia vodorovna Ciara, posledny udaj — 82 cm — najvyssia).

Obr. 4
Udaje o dlZke skoku 7 miesta do dialky (51 deti predskolského veku).

V tejto podobe — jedno, i Ciselnej alebo grafickej — je ziskany sibor ¢isel nepre-
hladny. Prvé vec, ktord mdzeme spravit, je zoradit idaje podla velkosti (zoradeny
sibor z obr. 4 je na obr. 5):

48, 49, 50, 51, 53, 54, 57, 62, 62, 66, 66, 66, 70, 75, 76, 76, 80, 81, 82, 82,

82, 82, 83, 83, 83, 83, 85, 87, 90, 90, 91, 91, 91, 92, 92, 92, 94, 94, 97, 97,
101, 102, 103, 107, 107, 107, 108, 109, 113, 119, 122.

Obr. 5 em
Stibor tidajov z obr. 4 zoradeny podla velkosti.

0000 00 o : [ ] [ ] .: 0000 0 o m: : 000 :.. [ ] [ I )
I T L T T T T T 1 T T T T T T T T 1
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
Obr. 6

Ak udaje zndzornime na ciselni os, prirodzene ich tym zoradime podla velkosti. Vidime, Ze
stiibor obsahuje 32 réznych hodnét, z nich niektoré viackrdt (skontrolujte to).
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TRIEDENIE, TRIEDNY INTERVAL, .
ABSOLUTNA A RELATIVNA TRIEDNA POCETNOST

Podstatné zjednoduSenie dosiahneme, ak vSetky udaje (v naSom pripade 51 &isel) rozde-
lime na mens$i pocet skupin. V lavom stlpci tabulky opisujeme tento postup — nazyvany
triedenie — vSeobecne, v pravom pre na$ priklad.

Néjdeme interval, v ktorom leZia vSetky | V naSom pripade je takym intervalom VSIMNITE S, ZE INTERVALY
hodnoty nasho siboru. napr. interval (40, 130), pozri obr. 6. NEOBSAHUJU PRAVY

KRAJNY BOD. JE TO

KVOLI TOMU, ABY KAZDA

Tento interval rozdelime na kone¢ny po- | Interval (40, 130) rozdelime napr. na in-

et men§ich intervalov, ktoré nazyvame | tervaly dizky 10: (40, 50), (40, 60), ..., HODNOTA 70O SUBORU
triedy alebo triedne intervaly. Zatial sa | (110, 120), (120, 130). LEZALA IBA V JEDNOM
obmedzime na pripad, Ze tieto intervaly INTERVALE (TEDA, ABY SME
maju rovnakud dizku. Aj v praxi sa tento HODNOTU LEZIACU NA KRAJI
pripad vyskytuje najcastejiie. INTERVALU NEZARATALI DO

OBIDVOCH SUSEDIACICH
Zistime, kolko prvkov nasho stboru lezi | V triede (50, 60) leZi 5 prvkov, preto tato INTERVALOV).

VYNECHANIE PRAVEHO

5 KRAJNEHO BODU INTERVALU

Jej relativna pocetnost je — = 0,098 0..., JE IBA JEDNA Z MOZNOSTI.
S1 RovNAKO TAK SME

SA MOHLI ROZHODNUT

v jednotlivych triedach. Toto ¢islo sa | trieda mé absolitnu pocetnost 5.
nazyva (absolitna) pocetnost triedy.
Okrem tohto ¢isla sa pouZiva aj relativna

pocetnost triedy, Co je podiel absolitnej | to je v percentéach priblizne 9,8 %.

poCetnosti a poctu vietkych prvkov su- | To znamena, Ze trieda (50, 60) obsahuje VYNECHAT ZO VSETKYCH
boru. Relativna pocetnost teda vyjadruje, | priplizne 9,8 % vietkych hodnét. INTERALOV LAVY
aka Cast suboru lezi v danej triede. KRAJNY BOD.
Zaradenie prvkov nasho stiboru — 51 na- absoliitna pocetnost 1212
meranych diZok skoku z miesta — do jed- triedy ) \@ 5 8
notlivych tried je v tab. 3. Poletnost jed- (abvsolutn,a triedna N . 2
notlivych tried — teda triedne (alebo inter- pocetnost) e O B I e
Va¥ov.e) rpzdelemg pocetnosti — graficky 3 S 2 g g °© g g
opisuje stlpcovy diagram na obr. 7. =] g o o - = T T
< © N~ (] o o o o
~ ~ >y >y 2 2 - 4
trieda.” DA
(triedny interval) Obr 7

Stlpcovy diagram zndzoriujiici absoliitnu pocetnost jednotlivych tried.

o o
— A (sp}
o — —
Yol - -
- o o o
o o o o o o o ~— A
< 0 © N 0 ) — — —
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
f48] 50 [621 70 [801 o0 [HOf 113 [22!
f491 51 62 75 [811 90 [02 119

o 0w o W o n o n o
@ W 0 W R M~ @ © O

Tab. 3 Obr. 8
Zaradenie prvkov siiboru do tried Zaradenie do tried a absoliitna pocetnost tried zakreslené do obr. 5.
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ULOH

9. Skor, ako budete Citat dalej, uistite sa v diskusii, ¢i je vam zrejmy suvis medzi
tabulkou 3 a obrazkami 6, 7 a 8.

10. a) Prerobte stipcovy diagram z obr. 7 na stipcovy diagram relativnych triednych
pocetnosti (relativne pocetnosti vyjadrujte na cely pocet percent). Ovplyvni
prechod od absolutnych k relativnym pocetnostiam tvar diagramu?

b) Pri vypocte poctu percent v Casti a) by ste mali narazit na problém, o ktorom
sme hovorili v tlohe 6 na s. 12. Diskutujte o jeho rieSeni.

¢) Potom pomocou vhodného softvéru zndzornite relativne pocetnosti kruhovym
diagramom. V suvislosti so spominanym problémom skontrolujte, ¢i a ako su
jednotlivé pocty percent na zostrojenom kruhovom diagrame zmenené.

SUBOR NASICH 51 UDAJOV BUDEME TERAZ TRIEDIT 11. Pr‘e sﬁbf)r paéich 51 ﬁdf:ljov 0 d}ike skokuvz mies’ta z‘czstrojte
NIEKOLKYMI ROZNYMI SPOSOBMI. V PRVOM Z NICH stlpcovy diagram absolutnych triednych pocetnosti, pricom
(ULOHA 11 @) NAMIESTO INTERVALOV BEZ PRAVEHO a) interval (40, 130) rozdelite na triedy — intervaly dlzky 10:
KRAJNEHO BODU ZVOLIME ZA TRIEDY INTERVALY (40, 507, (50, 60), ..., (120, 130), )

BEZ LAVEHO KRAJNEHO BODU, V OSTATNYCH b) interval (45, 125) rozdelite na triedy — intervaly dizky 10:
ZMENIME VYCHODISKOVY INTERVAL ALEBO DLZKU (45, 55), {55, 65), ..., {115, 130),

JEDNOTLIVYCH MENSICH INTERVALOV — TRIED. c) interval (40; 130) rozdelite na triedy — intervaly dizky 15:
ODPORUCAME ROZDELIT SA V TRIEDE NA SKUPINY. (40, 55), {55, 70), ..., {115, 130),

KAZDA SKUPINA NECH ZOSTROJI JEDEN STLPCOVY d) interval (35, 125) rozdelite na triedy — intervaly dizky 15:
DIAGRAM (IDEALNE BY BOLO ZOSTROJIT HO (35, 50), (50, 65), ..., {110, 125)

POUZITIM VHODNEHO SOFTVERU). K ZOS1T2ROJENYM e) interval (45, 135) rozdelite na triedy — intervaly dizky 15:
DIAGRAMOM SA ESTE VRATIME V ULOHE 12. (45, 60), (60, 75), ... (120, 135).

Z POROVNANIA DIAGRAMOV Z OBR. 7 A Z RIESENIA ULOHY 11 @) VIDNO, ZE NEVELKA ZMENA TRIED SPOSOBILA VIDITELNU ZMENU V TVARE
DIAGRAMU. V OBIDVOCH PRIPADOCH SU TRIEDAMI PRAKTICKY TIE ISTE INTERVALY, LEN RAZ SME ICH ZVOLILI BEZ PRAVEHO A RAZ BEZ LAVEHO
KRAJNEHO BODU. PODOBNU SITUACIU ZISTIME AJ PRI POROVNANI DIAGRAMOV Z RIESENIA ULOH 11 C), d): PRI ZMENE VYCHODISKOVEHO
INTERVALU 0 (40, 130) Na (35, 125) — TEDA POSUNUTI O 5 DOLAVA — SA DIAGRAM VYRAZNE ZMENIL (SKONTROLUJTE TO).

JE TO SPOSOBENE TYM, ZE SUBOR, S KTORYM PRACUJEME (51 HODNOT) JE POMERNE MALY. KEBY SME NAMIESTO 51

NAMERANYCH HODNOT MALI NAPR. TISIC TAKYCHTO HODNOT, BOL BY VYSLEDNY DIAGRAM OVELA STABILNEJSI.

AK BY SME ZO VSETKYCH PREDSKOLAKOV NAHODNE VYBRALI PRIBLIZNE TISICKU A SKUMALI NA TEJTO VZORKE DLZKU SKOKU DO DIALKY

Z MIESTA, BOLA BY STRUKTURA NAMERANYCH HODNOT UZ VELMI PODOBNA STRUKTURE UDAJOV ZISKANYCH OD VSETKYCH PREDSKOLAKOV —
TEDA Z CELEHO ZAKLADNEHO SUBORU. V PRIPADE NASHO 51-CLENNEHO SUBORU (KTORY NAVYSE NEVZNIKOL NAHODNYM VYBEROM)

BUDE TAKATO PODOBNOST OVELA MENSIA, ZISKAME TEDA IBA HRUBU PREDSTAVU O ODPOVEDI NA OTAZKU

AKO DALEKO DOSKOCI Z MIESTA PREDSKOLAK?
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ZJEDNODUSENIE POMAHA OBJAVIT STRUKTURU
,,"SKRYTU V UDAJOCH*

Triedenie umoziuje objavit Struktiiru skrytd v naSom sibore tdajov. Isty naznak vidi-
me uZ na obr. 7 — idaje maju tendenciu sustredovat sa medzi 80 a 100 (vidite to aj vy
na obr. 77). Aby sa tito tendencia zvyraznila, zjednoduSme povodny subor eSte viac
a zvolme za triedy intervaly s diZzkou 20 (triedne pocetnosti v tomto pripade najdeme
jednoducho — staci scitat pocetnosti vZdy dvoch susednych tried z obr. 7). Dostaneme
tak stipcovy diagram na obr. 9, ktory ma velmi prehladnd $truktiru: skoro polovica
hodnot je sustredena v intervale (80, 100), od tohto intervalu na obidve strany sa pocet

hodndt zmensuje.

Tvar tohto diagramu uz pomerne dobre zodpoveda tomu, ¢o sme od vysledkov merani
ocakavali. Dalo sa totiZ predpokladat, Ze bude existovat nieCo ako normdilna ¢i Standardnd
dizka skoku (pre stbor znizorneny na obr. 9 je to nie¢o medzi 80 a 100 cm). Cast deti
dokéze skocit viac, Cast naopak menej, jednych aj druhych bude vSak menej ako tych so
mélnej dizky skoku (i uz smerom k dlh§im alebo naopak ku krat§im skokom), tym mensi
bude pocet deti, ktoré dokazu skocit tak vela alebo naopak len tak malo.

ULOHY

12. Diskutujte o tom, ktory z diagramov zostrojenych v tlohach 11c, d, e (vo vSetkych
mali triedne intervaly diZzku 15) najviac zodpoveda oc¢akdvanej Struktire vysled-
kov, o ktorej hovorime v texte pri obr. 9.

13. Stipcovy diagram na obrazku znizoriiuje pocet bodov, ktoré na prijimacich skus-
kach ziskala skupina 91 uchadzacov. Zjednoduste tento stibor zoskupenim do tried
0 — 2 body, 3 — 5 bodov, ..., 18 — 20 bodov. Zostrojte stipcovy diagram triednej
pocetnosti. Potom diskutujte o tom, ¢i je tento zjednoduSeny diagram prehladnejsi
a ¢i umoznuje jednoduchsie charakterizovat vysledky, ktoré dosiahla uvedena sku-
pina 91 uchadzacov.

12

12 12
0 00 0
0123456 7 8 9 10 111213 14 1516 17 18 19 20
pocet bodov

REPREZENTANT TRIEDY

Triedenim stibor sprehladnime — velky pocet jednotlivych hodndt nahradime menSim
poc¢tom tried. Cenou za prehladnost je strata Casti informdcie: hodnoty, ktoré padli do
rovnakej triedy, uz nevieme rozlisit.

Ak s takto zjednoduSenym suborom zloZenym z tried chceme narabat podobne ako so
subormi hodnot — napriklad chceme vypocitat jeho aritmeticky priemer — zvolime v kaz-
dej triede jednu hodnotu, ktora bude reprezentovat celt triedu. NajCastejSie je reprezen-
tantom stred triedneho intervalu.

Napriklad pre triedne rozdelenie pocetnosti zobrazené na obr. 7 na s. 15 mdZeme za
reprezentantov jednotlivych tried (40, 50), (50, 60), ..., {110, 120), {120, 130) zvolit

9 © 9 9o o
© [c°] o Al <
- - — ~— ~—
o o - - -
< © o o o
~~ ~— ~
~ ~

Obr. 9

TOTO PRAVIDLO NIE JE
BEZ VYNIMIEK. NAPRIKLAD,
AK BOLI VSETKY HODNOTY
« POVODNEHO SUBORU CELE
CiSLA, MOZEME CHCIET, ABY
AJ REPREZENTANT TRIEDY
BOLO CELE CISLO, A TO AJ
V PRIPADE, ZE TOTO CiSLO
NIE JE STRED INTERVALU.
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e

postupne hodnoty 45, 55, 65, 75, 85, 95, 105, 115 a 125. MdZeme to interpretovat tak, Ze
vsetky hodnoty patriace do jednej triedy sme nahradili jednym ¢islom — reprezentantom
triedy. Graficky sme tuto interpreticiu znazornili na obr. 10.

dnodugen< .
eng verzig stboru z 0\0‘_6-

po triedenf Sme Prvky lesiace v te] istel e

nahradii r eprezentantom triedY:

PosTuPNOST 0BRAZKOV
OBR. 4 — OBR. 5 —

OoBR. 8 — 0BR. 10
ZNAZORNUJE STANDARDNY
POSTUP ZJEDNODUSOVANIA
SUBORU CISELNYCH
UDAJOV:

POVODNY SUBOR —
ZORADENIE PODLA
VELKOSTI — TRIEDENIE —
VOLBA REPREZENTANTOV
TRIEDY.

JEDINY — A NEPODSTATNY —

ROZDIEL MOZE BYT V SIRKE

STLPCOV:

® V HISTOGRAME PLATI
SIRKA STLPCA = SIRKA
TRIEDNEHO INTERVALU
(TEDA VEDLAJSIE STLPCE
SA DOTYKAJU),

® Vv STLPCOVOM DIAGRAME
SU STLPCE ROVNAKO
SIROKE, ALE MOZU BYT
UZSIE NEZ TRIEDNY
INTERVAL.

Obr. 10

K vypoctu aritmetického priemeru z triedneho rozdelenia pocetnosti sa vratime v nasle-
dujucej kapitole.

CIM SA ODLISUJU HISTOGRAM A STLPCOVY DIAGRAM

Okrem stipcového diagramu sa pri znézorfiovani triednych pocetnosti mdzeme stretnif
eSte s dal$Sim typom grafu — histogramom. Ak maju vSetky triedne intervaly rovnaku
Sirku, je histogram prakticky totoZny so stlpcovym diagramom.

V prevaznej vicSine pripadov budeme v tejto ucebnici pracovat s rovnako dlhymi tried-
nymi intervalmi, preto prislusné grafy triednych pocetnosti budii mat narok na obidve
oznacenia — stipcovy diagram aj histogram.

Podstatny rozdiel medzi stipcovym diagramom a histogramom sa prejavi aZ vtedy, ked
pri triedeni pouZijeme intervaly s rdznymi Sirkami. UkdZeme to na priklade. V tab. 4 je
triedne rozdelenie pocetnosti suboru, ktory je zndzorneny na obr. 11.

triedny interval | poCetnost | triedny interval | pocetnost
(0, 40) 12 (60, 70)
(40, 50) 11 (70, 80)
(50, 60) 25 (80, 100)
Tab. 4
H
H
[ ] :O
o 888 o
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@ [ ] [ X ) 00 [ ]
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T T 1

T
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Obr. 11
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Takouto volbou triednych intervalov chceme zdo6raznit, Ze nasa pozornost sa sustreduje
na to, ako su rozlozené hodnoty medzi ¢islami 40 a 80. Preto vSetky hodnoty menSie ako
40 zaradujeme do jedného spolo¢ného triedneho intervalu {0, 40), podobne pre hodnoty

vi¢sie ako 80 je ureny jeden triedny interval (80, 100).

Toto triedne rozdelenie pocetnosti sme znizornili
® na obr. 12 stlpcovym diagramom

V Hom st vietky stipce rovnako Siroké a vyska stipca znizortiuje pocetnost triedneho

intervalu.
® na obr. 13 histogramom

V fiom triedne intervaly znazortiujeme na &iselnt os, pri¢om §irka stipca je vZdy rov-
naka ako Sirka prisluSného triedneho intervalu. Vyska stlpca znazorfiuje priemernd
pocetnost triedy

hustotu hodnot v triednom intervale, teda ¢islo

priemernej hustoty aj pomocou obsahu stipca — vyjadruju to isté.

15
9
. 2
[

o =) (=)
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Obr. 12

Rozdelenie pocetnosti zndzornené stlpcovym diagramom.

25

15

12
I

0 40 50 60

9
. 2
70 80 100
Obr. 13

To isté rozdelenie triednych pocetnosti ako na obr. 12
zndzornené teraz histogramom.

Vyska jednotlivych stlpcov zlava doprava je: 3 dieliky, 11 dielikov, 25 dielikov,

15 dielikov, 9 dielikov, 1 dielik (1 dielik v tomto pripade predstavuje vidaj
,priemerne 1 hodnota na tisek dlzky 10%).

di7ka triedneho intervalu ’

Casto sa namiesto opisu pomocou priemernej hustoty hodnot pouZiva iny opis: kym
v stipcovom diagrame je pocetnost vyjadrena vyskou stipca, v histograme je vyjadre-
na obsahom stipca. Ujasnite si v diskusii, Ze obidva opisy histogramu — pomocou

A\

STLPCOVY DIAGRAM

vsetky stipce majui rovnaka iKY

vy3ka stipca zodpoveda pocetnost ey

HISTOGRAM

Sirka stipca = gy triedneho intervalV

y8ka stlpca Zodpoveds priemernej hustot®
hodnét v triednom intervale
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1.4 Dalsie dlohy

Robi sA vIAC DETi CEZ DEN ALEBO V NOCI?

BeLGicAN ApoLPHE QUETELET (1796 — 1874) BOL VYRAZNOU POSTAVOU STATISTIKY
vPoLovicl 19. sToroCIA. V KNIHE Sur ’'homme, et le développement de ses facultés

pocet narodenych deti

(O ¢&loveku a rozvoji jeho schopnosti) ZHROMAZDIL VELKE MNOZSTVO $TATISTICKYCH | PO polnoci 798
UDAJOV O CLOVEKU — OD PORODNOSTI, CEZ VYSKU A HMOTNOST, AZ PO KRIMINALITU. ZAUJIMALI | pred poludnim 614
HO AJ DETAILY — NAPR. V KTORU DENNU DOBU SA RODI NAJVIAC DETI. ,,ZVEDAVOST MA VIEDLA po poludnf 574

K SKUMANIU, CI EXISTUJE NEJAKY VZTAH MEDZI ROZNYMI DENNYMI HODINAMI A OKAMIHOM
NARODENIA,“ NAPiSAL. QUETELET POUZIL ZAZNAMY BRUSELSKEJ NEMOCNICE Z ROKOV
1811 — 1822 0 POCTE PORODOV V B-HODINOVYCH INTERVALOCH DNA. celkom 2680

ULOHY

14. a) Rodilo sa podla tychto tidajov viac deti cez den alebo v noci?
b) Udaje z tabulky chceme graficky zndzornit tak, aby z nich bola odpoved na
predchadzajucu otazku jasne viditelna. Aké znazornenie by ste zvolili?
Svoje odpovede prediskutujte so spoluziakmi.

pred polnocou 694

KbE JE CHYBA? 15. Na internete existuje viacero stranok, ktoré komentuji nespravne pouZitie grafov
v médiach a odbornej literatire. Nasli sme tam aj nasledujuce tri kolacové dia-
gramy. Diskutujte o tom, kvoli akym chybam sa tam dostali. Navrhnite tiez, ako
tieto chyby napravit — ak je naprava mozna.

a) Graf znézoriuje percentudlne
zastipenie jednotlivych od- ‘
povedi na otazku: Aké si
vaSe ocakdvania v nasledu-
Juicom roku v oblasti Zivotnej
irovne? poloZzeni v ramci
prieskumu verejnej mienky.

skoér horsie n ..
skor lepsie

asi rovnaké
b) Graf znazornuje vysledky stu- Podiel recidivistov medzi vaziami
die, ktora v 15 Statoch USA prepustenymi v r. 1994

zistovala podiel recidivistov

medzi vizilami. Stidia sku- _
. vdetci

mala, kolko z 272 111 viz- prepustnent
fov prepustenych z vézenia N, vazni

v 1. 1994 bolo do troch rokov trestné

znova odsudenych do vizenia

za nové trestné Ciny. Poclty éiny proti

verejnému

percent st uvadzané pre jed-
notlivé skupiny viziiov podla
trestného Cinu, za ktory boli
odsudeni.

Rozsah suboru:
272 111 véaznov v 15 Statoch USA




c¢) Graf znazoriiuje pocet per-
cent obyvatelov Slovenska
(zisteny kaZzdoro¢nym prie-
skumom verejnej mienky),
ktori v danom roku dévero-
vali EU.
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Problém spravnej interpretacie tidajov z gra-
fov a diagramov je velmi doleZitd téma. V tejto
ucebnici sa obmedzime len na dve zmienky,
upozoriiujice usmevnou formou na nebezpe-
censtvo nespravnej interpreticie. Prvid sme
prevzali z ¢asopisu Teaching Statistics:

,Statistiky ukazujui, Ze 10 % dopravnych nehéd
spésobuju opiti vodici. Z toho vyplyva, Ze
zvysnych 90 % spdsobuju triezvi vodici.
Nemalo by se teda triezvym vodic¢om zakdzat
Soférovat?”

Druhé zmienka ma podobu Ziackeho vtipu. P>

Podporso wa. 21 % cblapeos
a 30 % dieviat, Teda vo volbick
ziskaw 51 % Wlusov.

VOLTE MA
ZA PREDSEDKYNU
MATEMATICKEHO
KRUZKU

ULOHY

16. Zistite obvod dlani vSetkych Ziakov va- <«
Sej triedy. Na meranie moZete pouZit
krajCirsky meter, Sndirku alebo pruzok
papiera. Obvod merajte v milimetroch
(odporucame merat viackrat, pri merani
si navzdjom pomdZzte). Namerané hod-
noty zaznamenajte.

Na zaklade nameranych udajov zostroj-
te pre vasu triedu diagram rozdelenia
pocetnosti velkosti rukavic (v centimet-
roch).

17

Prepocitajte namerané obvody dlani z mi- <
limetrov na francizske palce s presnos-
tou na pol palca (najprv si v diskusii ujas-
nite, ako sa zaokruhluje ,,na pol palca®).
Potom zostrojte diagram rozdelenia po-

cetnosti pre velkost rukavic vo franciz-
skych palcoch.

VELKOST RUKAViIC

AK CHCEME ZISTIT SVOJU VELKOST
RUKAVIC, ZMERIAME S| OBVOD MIERNE
POKRCENEJ DLANE BEZ PALCA OKOLO
ZAPRSTNYCH KLBOV (UKAZOVAK SA DOTYKA
PALCA). TENTO OBVOD ZAOKRUHLENY NA
CELE CENTIMETRE URCUJE PRISLUSNU
VELKOST RUKAVICE V CENTIMETROCH.

METRICKA SUSTAVA SA POUZIVA PRI URCOVANI VELKOSTI RUKAVIC oD R. 1980.
PREDTYM SA ICH VELKOST NAMIESTO V CENTIMETROCH UDAVALA VO FRANCUZ-
SKYCH PALCOCH (1 FRANCUZSKY PALEC = 27,07 mm). S TYMTO OZNACENIM
SA MOZEME STRETNUT AJ DNES, VELKOSTISU 6, 6 V2, 7, 7 V2, ..., 11 V2, 12.

VYROBCOVIA UDAVAJU, ZE NAJVIAC PREDAVANE SU VELKOSTI 9 (PRE PANSKE
RUKAVICE) A 7 (PRE DAMSKE RUKAVICE). PLATi TO AJ PRE SUBOR
HODNOT Z VASEJ TRIEDY?

KU KOMPLIKACIAM V OZNACOVANI VELKOSTi RUKAVIC V PALCOCH PRISPIE-
VA TO, ZE CAST VYROBCOV UDAVA VELKOSTI TRADICNE VO FRANCUZSKYCH
PALCOCH, KYM INA CAST POUZIVA NAMIESTO FRANCUZSKEHO ANGLOAMERICKY
PALEC: 1 inch = 2,54 cm.
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NORA TVRDI, ZE NA ZOSTROJENIE DIAGRAMU Z ULOHY 17 NETREBA PREPOCGITAVAT OBVODY DLANI VSETKYCH ZIAKOV TRIEDY. STACI PREPOCITAT
IBA VELKOSTI RUKAVIC Z CENTIMETROV NA FRANCUZSKE PALCE. NAPRIKLAD PRE VELKOST 18 CM DOSTANEME:

18:2,707 = 6,649 427 ..., PRETO 18 cm = 6,649 427 ... FRANCUZSKEHO PALCA,
TO JE S PRESNOSTOU NA POL PALCA 6,5 PALCA, TEDA VELKOSTI 18 CM ZODPOVEDA VELKOST 6 V2. PRETO KAZDY, KTO MAL V DIAGRAME Z ULOHY
16 VELKOST RUKAVIC 18 (CmM), BUDE MAT V DIAGRAME Z ULOHY 17 VELKOST 6 2. NA ZAKLADE TOHO MOZNO DIAGRAM Z ULOHY 16 PREROBIT

NA DIAGRAM Z ULOHY 17.
ULOHY

VERIME, ZE V DISKUSII STE PRISLI NA TO, ZE NORA NEMA PRAVDU. 18. a) Objasnite si najprv v diskusii podrobne Norin
To ZNAMENA, ZE DIAGRAM, KTORY POUZITIM JEJ POSTUPU VZNIKNE navrh. OpiSte postup, ako chce Nora prerobit
Z DIAGRAMU V ULOHE 16, NEMUSI BYT TOTOZNY S DIAGRAMOM diagram z dlohy 16 na diagram z dlohy 17.

Z ULoHY 17. MOZE sA VSAK STAT, ZE — Hocl NORIN POSTUP JE P> b) Ma Nora pravdu? Diskutujte o tom v triede a svoje
NESPRAVNY — DOSTANEME JEHO POUZITIM SPRAVNY VYSLEDOK. tvrdenia zdOvodnite.

ZJEDNODUSENE POVEDANE: p 19. Skontrolujte, ako dopadne pouZitie Norinho postupu

SPRAVNY POSTUP VEDIE VZDY K SPRAVNEMU VYSLEDKU. - na vas diagram z ulohy 16. Podla toho, &i ste Norinym
To ZNAMENA' F,’OSTUP JE NES,PHAVNY’ AR NIE V,ZDY VEDIE postupom dostali, alebo nedostali diagram totoZny
K SPRAVNEMU VYSLEDKU (DRUHE TVRDENIE JE NEGACIA OPISU T AE , - .

( s vasim diagramom z tlohy 17 — teda ¢i ste dostali

Z PRVEHO TVRDENIA). NEMUSI TO VSAK ZNAMENAT, ZE TAKYTO 2 2 2 5 s
. ; ! spravny alebo nespravny vysledok — rieste v prvom
POSTUP VZDY VEDIE K NESPRAVNEMU VYSLEDKU. ROZDIEL MEDZI , . .,
pripade ulohu a), v druhom tlohu b).

NIE VZDY VEDIE K SPRAVNEMU VYSLEDKU
A VZDY VEDIE K NESPRAVNEMU VYSLEDKU Zmeiite vo va§om stibore nameranych tdajov niekol-
SI DOBRE ROZMYSLITE A DISKUTUJTE O NOM. ko hodndt (tym sa zmenia aj vaSe diagramy z dloh 16
a 17) tak, aby ste pouZzitim Norinho postupu dostali
a) nespravny vysledok tlohy 17,
b) spravny vysledok tlohy 17.
Skor, ako ulohu zacnete riesit, diskutujte o tom, ktoré
udaje a ako zmenit.

NA ATLETICKYCH SUTAZIACH SA CASTO POUZIVA ZVLASTNE ZARIADENIE NA SIGNALIZACIU CHYBNEHO STARTU.

REAKENY CA: . . ) . ) )
= e ZA CHYBNY START SA TU POKLADA STARTOVA REAKCIA KRATSIA AKO 0,1 00 SEKUNDY. Z0 ZAZNAMOV TAKYCHTO

REAKCNY CAS JE DOBA, ZARIADENI VIDNO, ZE REAKCNE CASY NAJLEPSICH SPRINTEROV PRI STARTE SA POHYBUJU SPRAVIDLA MEDZI
KTORA UPLYNIE MEDZI 0,12sA0,16s.

PODNETOM A REAKCIOU

NAN (NAPR. DOBA JEDEN Z BEZNYCH SPOSOBOV MERANIA REAKGNEHO GASU NA ZRAKOVE PODNETY JE ,,PRAVITKOVA METODA®.
MEDZI VYSTRELOM ZO POTREBUJEME NA NU POMOCNIKA A ROVNE — NIE TROJUHOLNIKOVE — PRAVITKO DLHE ASPON 30 cm.
STARTEROVEJ PISTOLE PosTUP MERANIA ZNAZORNUJE OBRAZOK. POMOCNIK DRZI PRAVITKO ZVISLO TAK, ABY CisLO O BOLO MEDZ
A OKAMIHOM, KEDY PALCOM A UKAZOVAKOM, KTORE MA TESTOVANA OSOBA ROZOVRETE ASI NA $SiRKU 1 cm. PoToM POMOCNIK
ZAVODNIK ODSTARTUJE). NEOCAKAVANE PRAVITKO PUSTI A TESTOVANA OSOBA SA HO SNAZi CO NAJRYCHLEJSIE PALCOM A UKAZOVAKOM

ZACHYTIT. NA PRAVITKU ZISTIME VZDIALENOST OD CiSLA 0, V AKEJ SA PODARILO PRAVITKO ZACHYTIT.
TU PREPOCITAME NA SEKUNDY PODLA TABULKY NA S. 23.

REAKENY CAS NA ZVUKOVE
PODNETY JE KRATSI AKO
NA ZRAKOVE PODNETY,
NAJKRATSI JE PRE
DOTYKOVE PODNETY.
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draha Cas draha Cas draha Cas draha Cas
(cm) (s) (cm) (s) (cm) (s) (cm) (s)
5 0,10 11 0,15 18 0,19 25 0,23
6 0,11 12 0,16 19 0,20 26 0,23
7 0,12 13 0,16 20 0,20 27 0,23
8 0,13 14 0,17 21 0,21 28 0,24
9 0,14 15 0,17 22 0,21 29 0,24
10 0,14 16 0,18 23 0,22 30 0,25
17 0,19 24 0,22

< 1
CAS V SEKUNDACH V TABULKE SME VYPOCGITALI ZO VZORCA S = E - 9,81 -t NA VYPOCET DRAHY
TELESA — V NASOM PRIPADE PRAVITKA — PADAJUCEHO VOLNYM PADOM (S JE DRAHA V METROCH, I JE CAS

, 2s
V SEKUNDACH, 9,81 JE HODNOTA TIAZOVEHO ZRYCHLENIA g), ODTIAL t = ﬁ -9,81 -t.

PRI DOSADZOVANI DO TOHTO VZORCA PLAT(: PRE S > 0,05 m JE PRESNOST VYSLEDKU — TEDA CASU

V SEKUNDACH — RADOVO ROVNAKA AKO PRESNOST HODNOTY S, KTORU SME DOSADILI (ZDOVODNENIE
TOHTO TVRDENIA PRESAHUJE RAMEC STREDOSKOLSKEJ MATEMATIKY). KEDZE PRI NASOM POKUSE VIEME
DLZKU S ZMERAT S PRESNOSTOU NA CENTIMETRE — TEDA NA STOTINY METRA — BUDE AJ PRESNOST
VYSLEDKOV RADOVO NA UROVNI STOTIN. PRETO SU V TABULKE VSETKY HODNOTY CASU

ZAOKRUHLENE NA STOTINY SEKUNDY.

ULOHA

20. a) Zmerajte ,pravitkovou metdédou reakény cas vSetkych Zziakov triedy.
Odportic¢ame meranie v dvojiciach. Najprv urobte niekolko pokusov. Potom
urobte 5 ,,ostrych® merani, z nich vypocitajte aritmeticky priemer (vysledok
zaokrahlite na stotiny sekundy). Tieto aritmetické priemery vytvoria subor

PoRoVNAJTE sA: V ROKU
2010 PODOBNE TESTOVANIE
ABSOLVOVALO 94
FUTBALISTOV Z NARODNEJ
VYSOKOSKOLSKEJ ATLETICKEJ

hodn?t, S ktoryril buciem‘e pracovat v ca§t1 b) tejto }ﬂohy. o ’ asociAcie (NCAA) USA.
b) Pre subor hodnot z Casti a) zostrojte diagram pocetnosti. Zistite, ¢i vhodnym ARITMETICKY PRIEMER

triedenim dosiahnete sprehladnenie tohto diagramu tak, aby bolo moZzné jedno- VSETKYCH 94 REAKGNYCH

ducho opisat rozloZenie reakénych ¢asov vo vasej triede. &asov BoL 0,203 s.

POROVNAJTE TUTO HODNOTU
S PRIEMERNYM REAKCNYM
CASOM VO VASEJ TRIEDE.

NIEKEDY JE ODPOVEDOU SUBOR UDAJOV — VYSLEDKY

1. Napriklad: Ako dopadla pisomka z matematiky?
Ludia akého veku Ziji v naSej obci?
AkY rocny prijem maji ludia v nasej obci?
K akému ndbozenskému vyznaniu sa hldsia obyvatelia ndsho kraja?
Kde sa narodili rodicia Ziakov naSej triedy?
Aké najvyssie vzdelanie dosiahli rodicia Ziakov nasej skoly?

3.a) 36 0,011 857... 0,01, teda 36 je priblizne 1 % z 3 036.

3 036 absoldtna pocetnost
b) relativna pocetnost (v %) = ~omsah stbora 100

4. ... velkosti prislu$nej hodnoty (v tomto pripade absolitnej pocetnosti), ... velkost stredového uhla ... .
5. Pozri obr. 14 a 15. Ak v obr. 14 za jeden dielik vy$ky zvolime hodnotu 50, tak stipce — zoradené v rovnakom poradi
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1 641

ako farby v tabulke — budd mat vy3ky 1 dielik, 2/ ~ 12 dielikov, % ~ 14 dielikov, 1221 < 33 dielikov,

15 2 dieliky a 09 ~ 2 dieliky.

50 5
Vypocet relativnych pocetnosti a zodpovedajticich velkosti stredovych uhlov v kruhovom diagrame je v tab. 5.
(Na kruhovom diagrame je vypocitand hodnota relativnej pocetnosti pre hodnotu svetlohnedd zmenena z 22 % na 21 %.
Dovodu tejto zmeny sa venujeme v tlohe 6.)

absolutna pocetnost relativna pocetnost (v %) velkost stredového uhla
_ absolutna pocetnost e _ absolutna pocetnost e
- 3188 ' - 3188 '
A i -1 — 1 ~ 2 o, i o __ o . RO
svetloplava 50 3188 | 00=1,56..~2% 3188 -360° = 5,64..°~ 6
. 577 N 577 o -
plava 577 31gg 100 =18,09..~ 18 % 3 1gg ' 360° = 65,15..°~ 65
. _686_ _ 0 686 o S
svetlohneda 686 3188 100 = 21,51... 22 % 3188 360° = 77,46..°~ 77
h q 1641-100—5147 ~ 51 % ﬂ-360°—18530 °~185°
neda 1641 3188 =51,47...~ o 3188 = ,30..°~
Cierna 115 3188 100 = 3,60... 4 % 3188 -360° = 12,98..°~ 13
. ) 119 B . 119 o . .
cervena 119 3188 ° 100 = 3,73...#4 % 3188 -360° = 13,43..°~ 13
spolu (rozsah suboru) 3188
Tab. 5

Farba vlasov — belo$ky narodené 1957 — 1965
1641

Farba vlasov — beloSky narodené 1957 — 1965

577

v

pocetnost

119
50 115

—, . I

| ——
svetloplavd plava svetiohnedd hnedd  Cierna  Cervend
Obr. 14 Obr. 15

6. a) b) Pozri posledné dva stipce v tab. 5. Velkost stredového uhla v poslednom stipci tab. 5 sme vypocitali z presnej
hodnoty relativnej pocetnosti, nie zo zaokriihleného vysledku. Napriklad, pri vypocte uhla pre hodnotu svetloplavd sme

vypocitali ——— 7z 360° (a nie 2 % z 360°, ¢o je 0,02 - 360° = 7,2° = 7°). AZ tento vysledok sme zaokruhlili na celé stup-

3 188
ne (dostali sme tak hodnotu 6°). Velkost uhla vypocitana zo zaokrihlenej hodnoty relativnej pocetnosti je totiZ menej
presna (pretoZe uz vstupny udaj — relativna pocetnost — je zataZeny chybou, ktord spdsobilo zaokrihlenie; porovnajte
napr. vysledky obidvoch postupov pre hodnotu svetlohnedd, tam je rozdiel zaokrihlenych hodnot az 2°).

7. NajvhodnejSim vychodiskom pre porovnavanie si kruhové diagramy relativnych pocetnosti.

10. Pozri obr. 16 a vypolty v tab. 6. Sti¢et zaokrihlenych poctov percent je 102 (posledny stipec tabulky 6), v diagrame
na obrézku sme zmenili poéty percent pre triedy (80, 90) a {90, 100). Relativne pocetnosti tychto dvoch tried maji totiZ
mensSiu desatinnu Cast (v tab. 6 vyznacena zelenou farbou) ako zvySené relativne pocetnosti.
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trieda |absoldtna pocetnost| relativna pocetnost (%) | po zaokruhleni
(40, 50) 2 3,921 568 6... 4
3 (50, 60) 5 9,803 921 5... 10
< 23 23
3 (60, 70) 5 9,803 921 5... 10
§ 16 (70, 80) 4 7,843 137 2... 8
[0}
§ 10 10 8 (80, 90) 12 23 24
g 4 4, (90, 100) 12 23 24
2 (100, 110) 8 15,686 274 5... 16
S = = = = = = = = =
S 3 8 2 @ 8§ 8§ © g 9 {110, 120) 2 3,921 568 6... 4
% g \g/ § \,Q/ § g 8— S 8» {120, 130) 1 1,960 784 3... 2
¥~z Tz = celkom 51 100 102
Obr. 16 Tab. 6
11. a) Pozri obr. 17. b) Pozri obr. 18.
13 13
0 12
6 6 6
3 * ¢ 2 3 4 ° »
2 88 883 8¢ 8 8 3 8 R 8838 28
2 8 8 R 8 o o o o 2 8 8 B 8 6w v w
Obr. 17 Obr. 18
¢) Pozri obr. 19. d) Pozri obr. 20. e) Pozri obr. 21. 2o
10
6 5 8 7 7 7 6 7
2 2 3 1
U © W 9© v 9 2 W 9 W © W 9 v 9O W 9o W
Te] N~ [¢e] o ~— (<) Yo} o [0e) [e)] — (e} © ~ [0)] o (a\] ™
S ©w © . . T g ©o 9w o . n o 7o
< Lo ~ To] o Te} < Te] [(e) 0 To] o < O N~ o 1o} o
Obr. 19 Obr. 20 Obr. 21
12. Je to diagram z dlohy 11d. po poludni _~ pred poludnim
13. Pozri obr. 6 na s. 38. 21% 4 23 %

14. a) V noci. Na obdobie pred polnocou (t. j. medzi 18:00 a 24:00)
a po polnoci (t. j. medzi 0:00 a 6:00) pripada priblizne 56 % zo
vsetkych 2 680 deti.

b) Najvhodnejsi bude kruhovy (kolacovy) diagram, v ktorom lahko po polnoci
vidno, ktora z dvojic pred polnocou-po polnoci a predpoludnim-po 30 %
poludni zabera viac ako polovicu kruhu, pozri obr. 22. Obr. 22

15. a) Sucet vSetkych uvedenych percent by mal byt 100 (kolacovy graf zndzorniuje rozdelenie celku na jednotlivé Casti),
je vsak iba 80. Len na zédklade tych informécii, ktoré mame (odpovede a uvadzany pocet percent) sa graf neda opravit.
b) Hoci znazorfiované udaje su pocty percent, nie je v tomto pripade kold¢ovy diagram vhodny na ich zobrazenie.
Tento diagram pouZivame, ak v celku rozdelenom na ¢asti potrebujeme znazornit, aku Cast celku predstavuja jednotlivé
Casti. Teda, ak sa vSetky percentd vztahuju k tomuto celku ako zdkladu na vypocet poctu percent. (Kruhovy diagram
by bol vhodny napr. v pripade, keby sme chceli znazornit, aka cast zo vSetkych sledovanych vizniov bola odstdena za
jednotlivé typy trestnych ¢inov.) Na diagrame zo zadania sa vSak kazdy z uvedenych poctov percent vztahuje k inému

pred polnocou
26 %
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zakladu. V tomto pripade ide o funkciu, ktord kaZzdej z uvedenych 73,8
moznosti trestného ¢inu priraduje nejaké Cislo — percentudlnu mie-
ru recidivistov. Na znizornenie takejto funkcie — s malym poctom
hodnét nezavisle premennej, ktorou je tu typ trestného Cinu — je
vhodny napr. stipcovy diagram, pozri obr. 23 (na obr. a) sme zna-
zornili celii vysku stipcov, na obr. b) iba hornii &ast stipcov — porov-
naj s poznamkou za dlohou 4 na s. 12).

¢) Dovody, preco nie je v tomto pripade vhodné pouzit kruhovy dia-
gram, st podobné ako v tilohe 15b. Aj v tomto pripade ide o funkciu,
ktora nezavisle premennej — roku priraduje nejaki hodnotu — per-
cento dovery. Na zndzornenie tejto funkcie je vhodny spojnicovy
graf (obr. 24), ktory smerovanim spojnic zvyrazni aj jej rast alebo
klesanie.

17. Zaokrahlovanie ,,na pol palca“: Hladdme to z Cisel ... 5, 5 V2, 6,

% recidivistov

Aot R ] | nasilné majetkové drogové  proti  ostatné
6 Y2, ..., ktoré lezi najblizSie k danej velkosti v palcoch. V pripade verejnému

velkosti, ktoré st rovnako vzdialené od dvoch z uvedenych &isel poriadku
(napr. hodnota 6,25 je rovnako vzdialend od 6 aj od 6 Y2) volime trestné ¢iny
podobnt dohodu ako pri aritmetickom zaokrihlovani (pokuste sa Obr. 23 a)

sformulovat ju). Preto ¢isla z intervalu {5,75; 6,25) zaokrtihlime na
6, ¢isla z intervalu {6,25; 6,75) zaokrtihlime na 6 V2 atd. 73,8
18. a) Kazdu z velkosti 15 cm, 16 cm, ..., 32 cm, ktor4 je zastipena

v diagrame z tlohy 16, prepocitame na franctzske palce a zaokrih-

li{ne s presnostou na pol palca. Vysledky napi§em§ pod jednotlivé 66.7

stlpce diagramu z tlohy 16. Ak je pod dvoma stlpcami napisana 64,7
rovnaké velkost vo francuzskych palcoch (nastane to pre dvojice 617 62,2

velkosti 17a 18 cm, 21 a 22 cm, 24 a 25 cm, 28 a 29 cm, skontroluj-

te to), zIG¢ime tieto dva stipce do jedného — teda s¢itame pocetnosti

obidvoch stipcov.

b) Nora nema pravdu. Nie kazdy, kto ma obvod dlane po zaokrih-

leni na centimetre 18 cm, ma velkost rukavice 6 Y2, pozri obr. 25. nasiiné majetkové drogové  proti  ostatné
Velkost rukavice 18 cm maju ti, ktorych obvod ruky — odmerany na verejnému
milimetre — je od 175 mm po 184 mm (hodnotu 185 uZ zaokrtahlu- L poriadku

jeme na 19 cm). Velkost 6 ¥2 v palcoch maju ti, ktorych obvod dlane trestne ciny

je vrozmedzi 6,25 az 6,75 francuzskeho palca, to je — ak uvazujeme Obr. 23 D)

iba obvody v celych milimetroch — od 170 po 182 mm (obvodu 169 %
mm zodpovedd velkost 6, obvodu 183 mm velkost 7, skontrolujte 80-
to). Preto prvky triedy 18 cm z tlohy 16 m6Zu v diagrame z tdlohy
17 lezat v dvoch réznych triedach: 6 Y2 a 7, naopak do triedy 6 Y2
mdzu padntt aj niektoré prvky z triedy 17 em. Podobna situdcia 404
nastane aj pre ostatné triedy diagramu z tlohy 16. Napriek tomu 204
je mozné, Ze v pripade hodndt nameranych vo vasej triede povedie
Norin postup — hoci vo vSeobecnosti nespravny — vedie k spravne- 2004 2005 2006 2007 2008 rok
mu vysledku.

19. Pri rieSeni vdm mdze pomoct obr. 25. Obr. 24

% recidivistov

66 67
60 47 55 53

1 612 1 7 L 7Y j 8 L 8§12 1 9

-
-
e
ol
-
b
e

20 ! 21 s 22 ; 23 . 24 ' 25

Obr. 25
Na ciernej osi je obvod ruky v milimetroch, pod riou sii velkosti rukavic v centimetroch, nad riou vo franciizskych palcoch.
Odporiicame, aby ste si tento obrdzok (aj s nim suvisiace vypocty) urobili samostatne.
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2 MODUS, MEDIAN
A ARITMETICKY PRIEMER

Vratme sa k tidajom o skoku z miesta (pozri text na s. 14). Ich triedenim sme dostali 2.1 MoDUS A MEDIAN
stipcovy diagram na obrazku. Keby sme chceli velmi stru¢ne zhrnit, ¢o sme sa z neho 2' 2 A )
dozvedeli o odpovedi na otdzku: & ARITMETICIY
PRIEMER
Ako daleko doskoC/ predskolak z miesta do dialky? 2.3 MIERY POLOHY
moZeme povedat, Ze PRE INTERVALOVE
je to nie¢o okolo 90 cm. ROZDELENIE
. . . . . ) POCETNOSTI
Diskutujte o tom, ¢i je tito odpoved zrejméa z diagramu aj vam. 2.4 MIERY POLOHY
Skok do dialky z miesta (51 predskolékov vo veku 5 — 7 rokov) A NIEKTORE TYPICKE
24 TVARY HISTOGRAMOV
2.5 VAZENY ARITMETICKY
PRIEMER
. 10 2.6 NIE KAZDY PRIEMER
JE ARITMETICKY
- 1 2.7 DAILSIE ULoHY
=) =) =) (=) =)
o © o A <
=) g T T "
< © o o o
> 2 8 8 8

Predskoldk skoct z miesta do dialky okolo 90 cm.

S podobnou situdciou — ked cely stbor tidajov opiSeme jednou hodnotou — sa stretivame
casto. Touto jednou hodnotou mdze byt modus, median a aritmeticky priemer.

I

—= MODUS - hodnota, ktora sa v subore MEDIAN - hodnota, ktora stbor rozdeli
5 vyskytuje najéastejSie na lepsiu a horsiu polovicu
— (teda vyskytuje sa s najvicsou

B pravdepodobnosfou) VYS|edkOVé listina

) 1. | MATUS Jan 00:37:37
= . ; ) . KOCIAN Konstantin 00:38:36
—= Zastupenie krvnych skupin v Thajsku ™ X

—F SVEC Milan 00:38:43
=f 30. | ZUSCAK Frantigek 00:49:21
= 31. | SCHULZ Eric 00:49:24

60. | FERREIRA Framlisco 01:02:44
61. | YILDIZ Deniz Can 01:05:40

NajcastejSia krvna skupina v Thajsku je 0. 62. | KUSTAN Orava 01:08:12

oA

Na umiestenie v prvej polovici Startového pola behu
na 12 km bolo potrebné mat kvalifikacny ¢as lepsi ako 49' 24",

I

I
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—= ARITMETICKY PRIEMER
- Vysledky pisomky
= 10
= 9 |
+ (32 iR ENNl
= 5 7/
) _8 6 priemerny pocet bodov [} [ [} [ [} [ [ B
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V DALSOM TEXTE SA
NENECHAJTE ZASKOCIT
SKLONOVANIM SLOVA MODUS,
PRI KTOROM VYPADAVAJU
PISMENA ,,us“. TEDA NAPR.
2. PAD J. C. NIE JE MODUSU,
ALE MODU.

Mobus sA SPRAVIDLA
OZNACUJE STRIESKOU

NAD PISMENOM, KTORE
SME POUZILI PRI OZNACENI
HODNOT SUBORU, NAPR. X,
GITAJ ,X SO STRIESKOU".
INE POUZIVANE OZNAGENIA
su mob (x) ALeBo Mo.

Priemerny pocet bodov z pisomky bol 5,4.

Uvedené tri hodnoty sa stihrnne nazyvaju miery polohy. Niektorymi ich vlastnostami sa
budeme zaoberat v tejto kapitole.

2.1 Modus a median

MODUS je hodnota, ktora sa v subore vyskytuje najcastejSie.

Tato vlastnost mdze mat v stbore viacero hodndt: napr. v subore 1, 1, 2,2, 2,2, 3,4, 4,
4, 4, 8, 10 sa najcastejSie vyskytuju hodnoty 2 a 4 (kazda Styrikrat), teda obidve maju
pravo na oznacenie modus. Este horSie je to so suborom 1, 2, 4, 6, 9, 13, 25, 48 — v iom
majui na oznaCenie modus narok vSetky hodnoty. Z tohto prikladu vidno, Ze v siboroch
s velkym rozsahom nas bude modus zaujimat spravidla vtedy, ked bude iba jeden.

V PRIKLADOCH VYSVETLUJUCICH JEDNOTLIVE POJMY UVADZAME SUBORY S VELMI MALYM POGTOM GLENOV.
RoBiME TO LEN KvOLI JEDNODUCHOSTI. URCOVAT MEDIAN ALEBO MODUS PRE SUBOR S MALYM ROZSAHOM
MA ZMYSEL NANAJVYS V SKOLSKYCH ULOHACH KVOLI PRECVICENIU POJMOV. PRAKTICKY VYZNAM MAJU
TIETO HODNOTY NAJMA PRI PRACI S VACSIMI SUBORMI UDAJOV.

ULOHA

1. Najdite modus suboru z obr. 1.
12

2
IOIOIOI
23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Obr 1 pocet bodov

Histogram zndzorniujiici pocet bodov, ktoré dosiahlo z pisomky 91 Ziakov.
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MEDIAN je &islo, ktoré vystihuje hodnoty leZiace v strede siboru zoradeného podla
velkosti od najmenSej po najvacsiu.

Ak ma stibor

® nepdrny pocet hodndt, je medianom hodnota prostredného ¢lena v stibore zorade-
nom podla velkosti — teda v 9-Clennom stibore je to 5. hodnota v poradi velkosti.
Napriklad, median stboru 1, 3,4, 4, 8, 8,9, 9, 9 je ¢islo 8.

® pdrny pocet hodndt, voli sa za median aritmeticky priemer dvoch prostrednych hod-
ndt v subore zoradenom podla velkosti — teda v zoradenom 12-¢lennom stibore prie-
mer 6. a 7. hodnoty. Napriklad, median siboru 0, 0, 1, 2, 2, 2, 3,4, 4,4,7, 152 je
2+3 1+1

== 2,5, median stiboru 0,0,0,0, 1,1, 1,2,2,4,5,5 je — = 1.

ULOHY

2. N4jdite median stboru z obr. 1.

VZOREC NA VYPOCET MEDIANU
3. Stubor, ktory sa skladd z n hodnot, zoradime vzostupne podla velkosti
(t. j. od najmensej po naJVéié§1u)', zoradené hodnoty oznaCme x,, X,, ..., X,.
Napiste vzorec na vypocet medidnu tohto stboru, ak
® 7 je neparne Cislo, tedan =2k -1,
® 7 je parne Cislo, teda n = 2k.

SLOVNE SPOJENIE POCET
HODNOT SUBORU TU —

V SULADE SO ZAUZIVANYM
VYJADROVANIM — CHAPEME
TAK, ZE KAZDU HODNOTU
RATAME TOLKOKRAT,

KOLKO JE JEJ ABSOLUTNA
POCETNOST (TEDA POCET
HODNOT SUBORU JE
ROVNAKE GISLO AKO
ROZSAH SUBORU).
NAPRIKLAD SUBOR
1,1,8,5,5,5,9vA7
HODNOT (HOCI HODNOTY SU
1BA 4 CisLA: 1,3, 54 9).

MEDIAN SUBORU

Xy Xy +eny X, SA ZVYCAINE
OZNACUJE VLNOVKOU NAD
PISMENOM, KTORE SME
POUZILI PRI OZNACOVANI
HODNOT SUBORU,

V TOMTO PRIPADE X,

GITAJ ,X S VLNKOU®.

INE POUZIVANE OZNAGENIA
sU MED(x) ALEBO ME.

2929900003

26

prvy median treti
kvartil kvartil

PouZivaNIE MEDIANU ZAVIEDOL V POSLEDNEJ
$TvRTINE 19. sToROCIA F. GALTON, KTOREHO
MYSLIENKY VYZNAMNE OVPLYVNILI ROZVOJ
MATEMATICKEJ STATISTIKY. ANTROPOLOGOM
A SKUMAJUCIM KMENE DOMORODCOV
ODPORUCAL, ABY NECHALI NAGCELNIKOM
ZORADIT SVOJICH LUDI PODLA VYSKY A ZISTILI
VY$KU V STREDE (MEDIAN), V PRVEJ A TRETEJ
STVRTINE (PRVY A TRETI KVARTIL).

Na opis medianu sa ¢asto pouZiva formuldcia polovica hodnét je mensia ako medidn,
polovica hodnét je viicsia ako medidn. Ako uvidime v dlohach 4 aZ 6, toto vyjadrenie
nie je Gplne presné. Je vSak strucné, lahko sa pamita a v siboroch s velkym rozsahom,
v ktorych hodnotu rovnakid ako medidn ma iba malo ¢lenov, celkom dobre vystihuje sku-
tocnost. Poznamenajme este, Ze v beZnom Zivote sa uvedeny opis Casto, ale neopravnene
spaja s aritmetickym priemerom (pozri Glohu 8).

ULOHA

4. Skontrolujte, Ze nasledujice tvrdenia platia pre stbory s parnym aj pre subory

s neparnym poctom hodnot, v ktorych sa Ziadna hodnota neopakuje:

® pocet hodndt, ktoré si menSie ako median, je rovnaky ako pocet hodndt vicsich
ako median (tento pocet je presne polovica hodndt v sibore s parnym poctom
¢lenov a menej ako polovica hodnot v sibore s neparnym poctom clenov),

® pocet hodnot, ktoré si mensie alebo sa rovnaji medianu, je rovnaky ako pocet
hodn6t, ktoré su vécsie alebo sa rovnaji medidnu (tento pocet je viac ako polovica
hodn6t v stiboroch s parnym aj v siboroch s neparnym poctom ¢lenov).

OpPIs MEDIANU

Francis GALTON
(1822 - 1911)
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ULOHY

5. Ukazte, Ze tvrdenia z ulohy 4 nemusia platit pre subory, v ktorych sa niektoré
hodnoty vyskytuju viackrat. (Ak vam ani po 5 minttach rozmyslania nenapadaji
vlastné priklady, sktste pouzit tie, ktoré sme uviedli pri opise medidnu pred tlo-
hou 2.)

PokUsSME sA TERAZ NAJST PODOBNY
OPIS, KTORY BY VSAK PLATIL AJ PRE
SUBORY S OPAKUJUCIMI SA
HODNOTAMI.

6. Diskutujte o tom, ktora z nasledujucich vlastnosti plati v kazdom kone¢nom stibo-
re hodnot (bez ohladu na to, ¢i sa v iom niektoré hodnoty opakuju alebo nie).
® agspon polovica hodndt je menSia ako median a asponi polovica hodnot je

vicsia ako median,
® agspon polovica hodndt je mensSia alebo sa rovnd medidnu a aspon polovica

= VYPOCET POMOCOU
RELATIVNYCH POCETNOSTI

= ARITMETICKY PRIEMER,
ROZDELENIE
PRAVDEPODOBNOSTI
A STREDNA HODNOTA

= SUCET ODCHYLOK OD
ARITMETICKEHO PRIEMERU
SA ROVNA O

ARITMETICKY PRIEMER

SA SPRAVIDLA OZNACUJE
PRUHOM NAD PISMENOM,
KTORE SME POUZILI PRI
OZNACENI HODNOT SUBORU,
VO VZORCI (*) SME PRETO
POUZILI OZNACENIE X

(CiTAJ ,X S PRUHOM®).

hodndt je vicsia alebo sa rovna medianu,

® najviac polovica hodndt je menSia ako median a najviac polovica hodnét je
vacsia ako median,

® najviac polovica hodndt je menSia alebo sa rovna medianu a najviac polo-
vica hodnot je vicsia alebo sa rovna medidnu.

Pre tie tvrdenia, ktoré neplatia pre [ubovolny konecny subor, uvedte vhodné

jednoduché protipriklady.

Z riesenia predchadzajucich tloh vyplyva, Ze napr. formulécia hodnotu mensiu ako me-
didn nadobiida nanajvys polovica siiboru, takisto hodnotu vicsiu ako medidn nadobiida
nanajvy’§ polovica stiboru je presnejéia ako Casto pouiivany opis polovica hodnét je

.....

2.2 Aritmeticky priemer

ARITMETICKY PRIEMER je sucet vsetkych hodnot vydeleny poétom hodnot.
Symbolicky zapisané: aritmeticky priemer suboru skladajiceho sa z n hodnot, ktorymi
su ¢isla x, x,, ..., x,, je Cislo

- X A X+t

X= 1 n (*)
n

Vzorec (*) mozno zostrucnit pouzitim symbolu z oznacujuceho scitanie (je to vel-
ké grécke pismeno sigma, ktoré — ak oznacuje séitanie — sa Cita ,,suma®). Pomocou

neho stcet v Citateli zZlomku vo vzorci (¥) zapiSeme Z (nad a pod znak )y uvedieme,
v akych medziach sa pohybuje index j pouZity v zaplse - vieobecného stitanca x;, symbol

Z} ¢itame ,,suma j = 1 az n*). Takto mozno (*) zapisat v tvare
=

__ &Y I
x=-+— alebo x=— 2 x
n n j=1
Hodnotu, ktoré sa v stibore vyskytuje viackrat, zapocitame tolkokrat, kolkokrét sa v su-
bore vyskytla. Napriklad, aritmeticky priemer 20-¢lenného siboru hodnét 0, 0,0, 1, 1, 3,
3,3,3,8,8,8,9,9,9,9,9,9, 10, 10 (na obr. 2 je zodpovedajici histogram) je

3-0 4-3 3-8 6-9 210
0+0+O+1+1+3+3+3+3+8+8+8+9+9+9+9+9+9+10+10 (¥%)
20
3.042-1+4-3+3-8+6-9+2-10
= 20 =56
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Obr. 2

Pripomenime, Ze ¢isla 3, 2, 4, 3, 6 a 2 nad stipcami histogramu — ktoré vyuZivame aj
v druhom riadku vypoctu (**) — st absoliitne pocetnosti (absoliitne frekvencie) jednotli-
vych hodnot (uréuji, kolkokrat sa dana hodnota vyskytuje v subore).

ULOHA

7. Vypocitajte aritmeticky priemer suboru z obr. 1 na s. 28.

Vo vzorci (*) ma kazdy z n prvkov stiboru svoje vlastné oznacenie — teda stbor je opi-
sany vymenovanim vSetkych jeho prvkov, pricom niektoré z nich m6Zzu mat rovnaki
hodnotu. Takato podoba vzorca nie je vhodna v pripade, ked je stibor opisany pomocou
navzajom réznych hodnodt a ich pocetnosti (rozmyslite si, ¢i je vam jasny rozdiel medzi
tymito dvoma opismi). Vtedy je vyhodnejSie pouzit zapis v tvare

nl-y1+n2-y2+...+nk~yk
n

=1

kde n, je poCetnost hodnoty y,, n, je poCetnost hodnoty y, atd. (pritom plati n, + n, +
+ ... + n, = n, preco?). Takito podobu mé druhy riadok vypoctu (**). Zapis pomocou

symbolu z pre scitanie:

k
Zlni'yi

i

xX=

CASTO SA MOZNO STRETNUT S NESPRAVNYM NAZOROM, ZE (PRIBLIZNE) POLOVICA HODNOT SUBORU JE MENSIA A (PRIBLIZNE) POLOVICA VACSIA
AKO JEHO ARITMETICKY PRIEMER. INAK POVEDANE, ZE (PRIBLIZNE) POLOVICA SUBORU JE NADPRIEMERNA, (PRIBLIZNE) POLOVICA PODPRIEMERNA.

Z ULOH 4 AZ 6 UZ VIEME, ZE TUTO VLASTNOST — ROZDELIT SUBOR NA DVE PRIBLIZNE ROVNAKO POCETNE CASTI — MA MEDIAN. Z ULOHY 8 ZISTIME,
ZE PRIPISOVAT TAKUTO VLASTNOST ARITMETICKEMU PRIEMERU JE NEOPRAVNENE.

ULOHA

8. Uvedte priklad suboru, v ktorom viac ako % hodnot su
a) mensSie ako aritmeticky priemer,
b) vicsie ako aritmeticky priemer.

median

(priblizne) polovica hodnét subory je mensia ako afi

- _ median
(priblizne) polovica hodnét suboru je va&sia ako ari .
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VYPOCET POMOCOU RELATIVNYCH POCETNOSTI

Vratme sa k vypoctu (¥*) na s. 30. Jeho druhy riadok moZeme zapisat v tvare

3 0+ 2 04+ 2 3,3 840 94,2 0= s
20 O+20 1+20 3+20 8+20 9+20 10=5,6 (%)
VSimnite si, Ze Cisla 32 4 3 6 a 2 v tomto zapise su absoldtne pocetnos-

207207 20° 20" 20 ~ 20
ti vydelené rozsahom suboru (celkovym poctom hodndt). Su to teda relativne pocet-
nosti (relativne frekvencie), ktoré vyjadrujui, aka Cast suboru tvoria jednotlivé hodnoty.

Napriklad hodnota 0 s relativnou pocetnostou 23—0 tvori 23—0 = 0,15, t. j. 15 % vsetkych

hodnot. Relativne pocetnosti sme znazornili na obr. 3, zodpovedajici kruhovy diagram

je na obr. 4.
0,3

0,2
0,15 0,15

Obr. 3 Obr. 4
Relativne pocetnosti hodnot Relativne pocetnosti (v %)
stiiboru z obr. 2. stiiboru z obr. 2 zndzornené

kruhovym diagramom.

Z vypoctu (**¥*) vidno, Ze na vypocet aritmetického priemeru staci poznat relativne po-
Cetnosti hodnot suboru. To vyuZijeme v nasledujicej ulohe.

ULOHA

S POMERNE CASTOU
SITUACIOU: RELATIVNE

V PERCENTACH.

V ULOHE 9 SA STRETNEME

FREKVENCIE BUDU VYJADRENE

9. Krghovj diagram znézorﬁllje rozde- 4 2 456%
lenie Ziakov 9. ro¢nika ZS, ktori sa 26,46 % 5
zucastnili Testovania 9 v roku 2011, 26,18 %
podla znamky z matematiky na pol-
roénom vysvedceni.
Vypocitajte z tychto udajov priemernd
znamku s presnostou na dve desatinné 3 5
miesta. 28,08 % 26,18 %

nl-y1+n2-y2+...+nk-yk
n

Ak vo vzorci na vypocet aritmetického priemeru x =

n
- , « . 2 . v . _ ™
namiesto absolatnych pocetnosti n, n,, ..., n, pouzijeme relativne pocetnosti p, = "
n, ny ..
P, =—, .., p, = —, dostaneme zapis v tvare
n n

j:pl VD Yot DY,
(pri¢om plati p, + p, + p, = 1, preCo?). Takiito podobu ma vypocet (***). Zapis pomocou

symbolu )y pre scitanie:

ULOHA

10. Zistili sme, Ze na vypocet aritmetického priemeru staci poznat relativne frekvencie.
Vysvetlite, preco aj na zistenie modu a medidnu staci informdcia o relativnych
pocetnostiach. Ndjdite modus a median stboru z tlohy 9.

k
32:2}’,-‘}’,--

i=1
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ARITMETICKY PRIEMER, ROZDELENIE PRAVDEPODOBNOSTI
A STREDNA HODNOTA

S vypoctom aritmetického priemeru pomocou relativnych pocetnosti sivisi aj jeden
z ddlezitych pojmov pravdepodobnosti — pojem strednej (alebo ocakdvanej) hodnoty.
Vysvetlime ho pomocou histogramu relativnych pocetnosti na obr. 3.
Tento histogram mozeme opisat ,,v re¢i pravdepodobnosti*. Tvrdenie

relativhg poéetnost’ hodnoty 0je0,1

je to isté, ako tvrdenie
p\'aV

(necitajte dalej, kym vam to nebude jasné).

Preto jednotlivé relativne pocetnosti mdZeme chapat ako pravdepodobnosti, s akymi sa
v stibore vyskytuju hodnoty 0, 1, 3, 8, 9, 10. Na histogram z obr. 3 sa potom moZeme
pozerat ako na opis ndhodného pokusu. Tento pokus ma 6 roznych vysledkov: hodnoty
0,1, 3,8,9, 10, kazdému vysledku je priradena jeho pravdepodobnost.

depodobnost %
St vyskyty hodnoty 0 v sibore je 0,15, 4.} 15

Nazorna predstava tohto ndhodného pokusu: mame 6
misu, v ktorej je 20 ocislovanych lopti¢iek — 3 loptic- 4
ky s ¢islom 0, 2 lopticky s ¢islom ', 4 lopticky s ¢is- 3 3
lom 3, 3 lopticky s ¢islom 8, 6 lopticiek s ¢islom 9, 2 2
2 lopti¢ky s ¢islom 10 (to zodpoveda histogramu na .
obr. 2). "0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(Obr. 2)
0,3
9
%o 1 ij‘o ” 0,15 0,15
i 4 7 0,1 0,1
; L 4 849' .
JO‘ 4‘ ‘ / T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Z. urny nadhodne vyberieme 1 lopticku. Potom histo- (Obr: 3)
gram na obr. 3 znazoriuje, s akou pravdepodobnos- Histogram z obr. 3 méZeme chdpat ako opis ndhodného
tfou vyberieme jednotlivé ¢isla. pokusu: kaZdému z moznych vysledkov 0, 1, 3, 8,9, 10 je
priradend jeho pravdepodobnost.

Takéto priradenie pravdepodobnosti k jednotlivym vysledkom ndhodného pokusu sa na-
zyva rozdelenie pravdepodobnosti. Ak histogram z obr. 3 chapeme ako rozdelenie prav-
depodobnosti, tak aritmeticky priemer, teda cislo

0,15-0+0,1-1+0,2-34+0,15-84+0,3-9+0,1-10=5,6

sa nazyva strednd (niekedy aj ocakdvand) hodnota tohto rozdelenia pravdepodobnosti.

S pojmom ocakdvand hodnota sme sa uz stretli v predchiddzajucom ro¢niku v kapitole
o pravdepodobnosti. Pripomenieme si ho nasledujicou dlohou, v ktorej ukdZeme, na o
mdZe byt o¢akdvana hodnota dobra.

ToTO JE IBA INAK ZAPISANY
VYPOCET (***) z0 s. 32
— ZLOMKY SME NAHRADILI
DESATINNYMI CiSLAMI.
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ARITMETICKY PRIEMER, OCAKAVANA HODNOTA A HODY KOCKAMI

ULOHA

PREDSTAVTE SI, ZE SA ZUCASTNITE NASLEDUJUCEJ HRY. HADZE SA DVOMA HRAGIMI KOCKAMI, ZA KAZDY HOD KOCKAMI ZAPLATITE 2 CENTY.
AK HODITE 2 ROVNAKE CISLA, VYHRAVATE 5 CENTOV (TEDA VAS ZISK JE 3 CENTY = 5 CENTOV VYHRA — 2 CENTY POPLATOK ZA HOD).
AK HODITE NA JEDNEJ KOCKE SESTKU A NA DRUHEJ INE GiSLO, VYHRAVATE 4 CENTY. V OSTATNYCH PRIPADOCH NEDOSTANETE NIC.

11. a) Aky vysledok (celkovy zisk alebo celkovu stratu) mozno na zaklade pravde-
podobnosti jednotlivych moznosti ocakavat po 180 kolach takejto hry?

b) Aky vysledok pripadd priemerne na 1 hru ?

c) Skontrolujte, Ze vysledok z Casti b) sa nezmeni, ked vypocet urobime pre
nejaky iny pocet kol nez 180.

RIESENIE

a) Hod dvoma hracimi kockami méa celkom 36 moznych vysledkov — 6 ¢isel na jed-
nej kocke krdt 6 Cisel na druhej (pozri tabulku), ktoré su vSetky rovnako pravde-

podobné.

POCET PRIAZNIVYCH MOZNOSTI

PRAVDEPODOBNOST JAVU =

POCET VSETKYCH MOZNOSTI

To, ZE VSETKY MOZNOSTI SU ROVNAKO PRAVDEPODOBNE, ZDORAZNUJEME PRETO, LEBO NA VYPOGET PRAVDEPODOBNOSTI CHCEME POUZIT
LAPLACEOVU SCHEMU: AK VSETKY VYSLEDKY NEJAKEHO NAHODNEHO POKUSU (T. J. NAHODNE JAVY) MOZNO OPISAT POMOCOU MOZNOSTI, KTORE
SU VSETKY ROVNAKO PRAVDEPODOBNE, TAK

CHrisTiaaN HuyGens

(1629 — 1695)

PoJEM OCAKAVANEJ HODNOTY
POUZIL V SVOJOM DIELE

De Rariocinis iIN Lubo ALEAE

(UvAZOVANIE v HAZARDNYCH
HRACH) z R. 1657.

PRE NAZORNOST SI MOZEME
PREDSTAVIT, ZE JEDNA KOCKA

JE CERVENA A DRUHA ZELENA.
CELKOVY POCET ROZNYCH
MOZNOSTI, A TIEZ ICH
PRAVDEPODOBNOST VSAK BUDU
TIE ISTE AJ V PRIPADE, ZE OBIDVE
KOCKY BUDU MAT ROVNAKU
FARBU A BUDU NEROZOZNATELNE
(VYJASNITE I TO V DISKUSII).

na prvej kocke padla

1 2

3 4 5 6

na druhej kocke
padla
|| Bh|W|IN| =

vypocet
pravdepodobnosti
jednotlivych vysledkov

idedlny pripad

idedlny pripad pre
180 hodov

z Xz

Rovnaké cislo padne na
obidvoch kockach v 6
pripadoch (tmavozelené
bunky v tabulke)

z celkového poctu 36
moznosti, preto
pravdepodobnost tejto

.. 6
udalosti je 36

Preto v idedlnom pripade
pri velkom pocte hodov

V3 vSetkych hodov
padne na obidvoch koc-
kach rovnaké &islo.

V tychto pripadoch bude
nas zisk 3 centy (5 cen-
tov vyhry minus 2 centy

poplatok za hod).

Napriklad pri 180 hodoch
bude v idealnom pripade

nas zisk 3 centy za hod,

30-3
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Sestka na jednej kocke o .
2 iné &islo na druhej kocke V idealnom pripade v - hodoch

padne celkom v 10 pripad- 10 vSetkych hodov bude nas zisk 2 centy.
och (modré bunky v tabul- b 36 K2

ke) z celkového poctu 36 ude nd§ zisk 2 centy.
moZznosti, preto pravdepo-
dobnost tejto udalosti je
10

36 °

V zvySnych 20 pripadoch | V zvySnych 3(6) vSetkych | V - ho-

nedostane‘me'mc, pravdg " | hodov budeme mat stratu | doch budeme mat stratu 2
podobnost tejto udalosti
2 centy. centy.

20
je teda — 36 -100 - 2

50-2

CisLo 180 v TRETOM STLPCI SME ZVOLILI TAK, ABY PRE JEDNOTLIVE POCTY HODOV VYCHADZALI PEKNE CiSLA.

Preto nasa celkova bilancia po 180 kolach hry bude v idedlnom pripade

30-3+50-2-100-2=-10 (centov), (1
t. j. strata 10 centov.

b) Ak na 180 kol pripada celkova strata 10 centov, tak priemerne na 1 kolo pripada strata

0L centu. Teda priemerna bilanca 1 kola je —% ~ —0,056 centov.

180 18

c) Skontrolujeme, Ze vysledok pripadajici na 1 kolo — strata % centu — nezavisi od
poctu kol (teda sa nezmeni, ak v predchddzajicich dvahach nahradime 180 inym
poctom kol). ZapiSme vypocet hodnoty —% tak, aby bolo zrejmé, kde sa v fiom
vyskytoval pocet kol, teda ¢islo 180. V (1) zapiSeme ¢isla 30, 50 a 100 tak, ako sme

ich vypogitali v trefom stipci tabulky (pozri _ vypocty):

6

36
=30 =50 =100

- 180 - 3+— 180 -2 — 3 - 180 -2 =-10.

Pri vypocte priemernej bilancie 1 kola delime predchadzajtci vysledok ¢islom 180:

6 10 20 6 10 20
—.180-3+—-180-2-==-180-2 —.180- —.180. = .180.
_ 36 : 36 2 36 2_

36 36 36 _ . .
180 180 180 180
_6 ,,.10 , 20 ,__ 2 _ 1
=36 °%36 27 3% 2736 13 2)

Ako vidno, pri tomto vypocte sa ¢islo 180 (pocet kdl) vykrati. Keby sme cislo 180
nahradili inym poctom kol (ozna¢me ho k), tak by sa pri vypocte rovnako vykritila aj

hodnota k. Vysledok _11_8 teda nezavisi od toho, o akom pocte kol uvazujeme.

Z druhého riadka v (2) vidno, Ze vysledok, ¢islo —11—8, mozno zapisat len pomocou
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TENTO VYPOGET JE

pravdepodobnosti jednotlivych vysledkov a prislusnej velkosti zisku alebo straty:
6 10 20 2 1
2 342 L. -_ £ - 3

36 " 736 7736 36 18 &

Ak — ako je zvykom — stratu chdpeme ako zaporny zisk, mozno (3) zapisat

vV tvare:
6 10 . 20 1
6 3,9 5.8 (n-_L
36 2136 236 P

Z tohto zdapisu vidno, Ze —% je aritmeticky priemer suboru, v ktorom pravdepo-
6 10 20

dobnosti vyskytu hodndt 3, 2 a -2 st v tomto poradi 36’ 36 a 36 pozri obr. 5.

Podla nasej dohody pred dlohou 11 je teda cislo T strednd (alebo ocakdvand)

hodnota rozdelenia pravdepodobnosti zndzorneného na obr. 5.

20
36
10
3 6
.
T _2 T _1 T 0 T 1 T 2 T 3 1

obr. 5
Histogram opisuje rozdelenie pravdepodobnosti pre ndhodny pokus, ktory md tri rozne
vysledky: =2, 2 a 3. Ocakdvand (alebo strednd) hodnota tohto rozdelenia je

6 10 20 _ 1
%-3+%-2+%-(—2)_—E.

Slovne mozno uvahy stvisiace s vypoctom (3) opisat takto:

Ak
zisk 3 centy ocakavame s pravdepodobnostou %, zisk 2 centy s pravdepodob-

JEDNODUCHYM PRIKLADOM nostou % a stratu 2 centy s pravdepodobnostou %,

VYPOCTOV, S KTORYMI SA

tak

MOZEME STRETNUT NAPR.

VO FINANCNEJ MATEMATIKE.

ocakédvana hodnota (teda predpokladany vysledok) je strata priblizne 0,06 centu.

I

I

I

I

I

I

I

I

!

I

!

I

I

!

!

I

I

!

ARITMETICKY PRIEMER A MERANIE

Staroveka grécka matematika poznala iba priemer z dvoch ¢isel. Aritmeticky priemer viacerych Cisel sa obja-
vil aZ koncom 16. storocia v suvislosti s meranim v astronémii.

O ¢o ide? Ak viackrat zmeriame ti istd veli¢inu — napr. nejakd dizku, dostaneme niekolko rdznych vy-
sledkov. Nedok4zeme totiZ merat absolitne presne, teda pri kazdom merani sa dopustime nejakej chyby.
Vysledky naSich merani (ozna¢me vysledok prvého merania x,, vysledok druhého merania x,, ..., vysledok
n-tého merania x,) su preto priblizné hodnoty, ktoré sa od skuto¢nej dizky (ozna¢me ju @) odliguju:

tj.
X =a+g
X,=a+¢,

: ()
xn:a+an

(chybu prvého merania sme oznacili €, ..., chybu n-t€ého merania €, ). Ak je namerand hodnota menSia ako
skuto¢nd, bude chyba zaporné ¢islo, v opaénom pripade to bude kladné Cislo. Problém je v tom, Ze skutoc-
ni hodnotu a nepozname, ti sa prave snazime Co najlepSie odhadnit z nameranych hodndt x, az x, .
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I

Ak vsetky namerané hodnoty v (*) s¢itame, dostaneme

I

I

x1+x2+...+xn=n-a+(81+82+...+8n)=a+81+82+...+8
n n n

n

I

I

+x,+

I

+E .+

t. j. chybu hodnoty all M vyjadruje zlomok i . Je prirodzené predpokladat, ze

I

niektoré z chyb ¢, az ¢, st kladné, in€ zaporné, a teda pri sCitani sa scasti navzajom zrusSia. To — spolu s ¢is-

€ +& +..+¢€ _ L.
L2 " "n Preto odakdvame, Ze arit-

I

I

lom n v menovateli — prispieva k zmenseniu hodnoty zlomku

FXyF X "

. , . X v, s & s o 2 0
meticky priemer —! ” bude lepsSim odhadom skuto¢nej hodnoty a nez su jednotlivé merania.

LA

SUCET ODCHYLOK OD ARITMETICKEHO PRIEMERU SA ROVNA 0

Vlastnost uvedend v nadpise je typicka pre aritmeticky priemer (mohli by sme ju dokonca
pouzit ako jeho definiciu). Stretneme sa s fiou v tejto ucebnici viackrét, preto ukaZzeme
jej zdévodnenie.

Predstavme si subor obsahujiici #n hodn6t — ozna¢ime ich x,, x,, ...,
priemer je Cislo x:

x,,, ktorého aritmeticky

- X, +tx,+...+X
= 1 2n n (1)

V Tavom stipci st dvahy pre tento vieobecny pripad, v pravom — kvdli vi¢Sej nazornosti
— pre stubor obsahujici 9 hodnét 4, 8, 8, 8, 9, 10, 10, 15, 18, ktorého aritmeticky priemer
je 10: 3.3 510 (1546 — 1601)
_4+8+8+8+9+10+10+15+18 (1) TVENTO DANSKY ASTRONOM
9 ZACAL POUZIVAT OPAKOVANE

MERANIA A ICH KOMBINOVANIE
AKO PROSTRIEDOK NA
DOSIAHNUTIE VYSSEJ PRESNOSTI
VYSLEDKOV MERANI.

TycHo pe BRAHE

10

Ak rovnost (1) vynasobime cislom n,
dostaneme

Ak rovnost (1') vynasobime ¢islom 9 (o je
pocet Clenov siboru a menovatel zlomku na
pravej strane), dostaneme

9.10=4+8+8+8+9+10+10+ 15+ 18

9 séitancov

n~x:x1+x2+...+xn

n sc¢itancov

Tato rovnost vyjadruje dalSiu typickd vlastnost aritmetického priemeru: ak aritmeticky
priemer deviatich ¢isel je ¢islo 10, tak sucet tychto deviatich Cisel je rovnaky ako sucet
deviatich desiatok — teda sucet sa nezmeni, ak kazdého z deviatich s¢itancov nahradime
aritmetickym priemerom.

Od obidvoch stran teraz od¢itame c¢islo
n - x. Na lavej strane je n-krat ¢islo x,
na pravej n sc¢itancov. Odcitanie Cisla
n - x od pravej strany rovnice si preto
mozno predstavit tak, Ze od kazdého
z n sCitancov odc¢itame jedno cislo x:

0=(x,— %) + (6= %) + ... + (x,— %) (2)

Od obidvoch stran od¢itame ¢islo 9 - 10, t. j.
deviit desiatok (teda ¢islo 9 - 10 ,,prevedieme
z lavej strany rovnosti na pravui). To si mozno
predstavit tak, Ze od kazdého z 9 s¢itancov na
pravej strane od¢itame jednu desiatku:

0=4-100+@-10)+(8-10)+(8-10) +
+0O-10)+(10-10)+(10-10) +
+(15-10) + (18 - 10) 29

Posledna rovnost je symbolicky zapis vlastnosti, ktord sme chceli dokazat: sicet odchylok od
aritmetického priemeru sa rovna 0. Inak povedané, sucet zapornych odchylok (v pravom
stipci st to Cervené zatvorky) musi byt rovnaky ako sicet kladnych odchylok (zelené
zatvorky).
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ULOHA

12. a) Ako by vyzeralo zddvodnenie v vlavom stlpci predchddzajicej tabulky, keby
Yty Yyt +mey,
n
(Pozri text za tlohou 7 na s. 31.) Ako bude v tomto pripade vyzerat zapis
rovnosti (2)?
b) V casti a) tejto ulohy sme vztah (2) zapisali pomocou absolitnych pocetnosti
hodndt y,, ..., y,. ZapiSte tento vztah pomocou ich relativnych pocetnosti.

sme namiesto zo vzorca (1) vysli zo vztahu x =

2.3 Miery polohy pre intervalové
rozdelenie pocetnosti

Doteraz sme modus, median a aritmeticky priemer pocitali zo vSetkych hodnot su-
boru. Mozno ich pocitat aj pre zjednodusenu podobu suboru, opisant intervalovym
rozdelenim pocetnosti (pozri napr. obr. 6, na ktorom je zjednoduSend podoba stboru
z obr. 1).

2
0.;1-.0.0.0.
1

01 2 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
pocet bodov

(Obr. 1) Histogram zndzornujiici pocet bodov, ktoré dosiahlo z pisomky 91 Ziakov.

28

3
0

0az?2 3az5s 6az8 9az 11 12az14 15az17 18az20
pocet bodov

Obr. 6
Histogram, ktory vznikol zoskupenim predchddzajiicich vidajov do tried 0 — 2 body,
3 =5 bodov, ..., 18 — 20 bodov.

Dovodov na pouZitie zjednoduSeného siboru méZe byt niekolko, napr.

® nickedy pozname iba intervalové rozdelenie pocetnosti (teda nepozndme pdvodny
subor),

® niekedy — hoci pozname aj povodny stbor — je vypocet pre intervalové rozdelenie
jednoduchsi alebo prehladnejsi,

® niekedy sa v povodnom stubore kazda hodnota vyskytuje iba raz (alebo s malou abso-
lutnou pocetnostou) a aZ rozdelenie hodnot do intervalov ukaZze, ktord skupina hodnot
je najpocetnejsia.
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ULOHA

13. Navrhnite, ako vypocitat aritmetic- 10
ky priemer pre intervalové rozdele- g
nie pocetnosti. Svoj navrh pouzite 7
na vypocet aritmetického priemeru g
stboru znazorneného histogramom g
na obrazku. 5]
14
0
2] < ()] < (02} < ()] <
Al (sp} (sp] < < Te] Yol ©
| | | | | | | |
o] o [To] o To] o [To] o
A (2] (sp] < < To] Yol ©
vyska (cm)

Histogram zndzornujiici vySku 33 Ziakov 6. rocnika.

V nasledujuicich tvahich sa obmezime na intervalové rozdelenia s rovnako dlhymi in-
tervalmi. V tychto rozdeleniach pocetnosti nie je tazké urcit interval, obsahujuci najvacsi
pocet hodndt (tzv. moddlny interval) a interval, v ktorom sa nachadzaju hodnoty urcuju-
ce median suboru (medidnovy interval).

10]0)5)'

14. N4jdite modélny a medidnovy interval suboru z dlohy 13.

15. Ako sa zmeni odpoved na predchddzajicu otazku, ak z uvaZzovaného siboru
vylic¢ime jeden udaj patriaci do intervalu 135 — 139 ?

O triednom rozdeleni pocetnosti sa ¢asto kvoli jednoduchosti predpokladd, Ze vSetky
prvky v jednej triede maji rovnakd hodnotu. Tou je Cislo, ktoré sme zvolili za reprezen-
tanta tejto triedy. Ttto predstavu znazoriiuje obr. 10 na s. 18. Pri takomto zjednoduseni
budeme napr. za modus pokladat reprezentanta modalneho intervalu (vysvetlite, ako tito
veta vyplyva z predchadzajtceho textu).

ULOHA

16. Urcte takyto hruby odhad pre modus a median
a) stuboru z tlohy 13,
b) stuboru z tlohy 13, z ktorého sme vylicili jeden udaj patriaci
do intervalu 135 — 139.

Pre histogramy z obr. 1 a 6 teraz porovname hodnoty modu, medidnu a aritmetického
priemeru ziskané z povodného a zjednoduseného suboru. Modus, median a aritmetic-
ky priemer stiboru z obr. 1 — vypocitali ste ich v tlohach 1, 2 a 7 (strany 28, 29 a 31)
— sme znézornili na nasledujucich obrazkoch. Tie su tieZ struénym zhrnutim hlavnych
pojmov tejto kapitoly.

PRIPOMENME, ZE V SUBORE
S NEPARNYM POCTOM
HODNOT JE MEDIAN URCENY
JEDNOU HODNOTOU
SUBORU, V SUBORE

S PARNYM POCTOM HODNOT
POTREBUJEME NA JEHO
URCENIE DVE SUSEDNE
HODNOTY SUBORU
ZORADENEHO PODLA
VELKOSTI.
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OIOIOI

45 Udajov (47.-91.)

45 Udajov (1. - 45.)

01 23 456 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
3 = modus pocet bodov

Nemm—m———————————————————————r——

81

71

61

51

41

31

21

11

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
5 = median pocet bodov
ARITMETICKY PRIEMER

5,967 = aritmeticky priemer

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

pocet bodov

najcastejsi vysledok

z pisomky bol 3 body

(to neznamend, Ze 3 body
mala vicSina Ziakov)

e kto ziskal viac ako
5 bodoyv, je iste v prvej
(IepSej) polovici,

e kto ziskal menej ako
5 bodov, je iste v druhej
(horsej) polovici

e najviac polovica Ziakov
ma menej ako 5 bodov,
najviac polovica ma
viac ako 5 bodov

e nadpriemerny vysledok
dosiahli ti, ktori
ziskali viac ako
543 :91=5,967 ...
bodu

e sucet odchylok
od priemeru smerom
nadol (Cervené tsecky)
je rovnaky ako sucet
odchylok od priemeru
smerom nahor
(modré tsecky)
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ULOHA

17. Ak subor znazorneny na predchadzajicich obrdzkoch zjednodusime zoskupenim
udajov do triednych intervalov, dostaneme histogram na obr. 6 na s. 38.
a) Vypocitajte aritmeticky priemer a hruby odhad pre modus a median tohto
zjednoduseného suboru.

MOZU VYSKYTNUT, PRIPADA ASI TRETINA PRVKOV LEZIACICH V TOMTO TRIEDNOM INTERVALE.

NA SPRESNENIE POLOHY MEDIANU V MEDIANOVOM INTERVALE SA CASTO VYUZIVA PREDPOKLAD, ZE HODNOTY SU V TRIEDNOM INTERVALE
ROZLOZENE ROVNOMERNE. V NASOM PRIPADE TO ZNAMENA PREDPOKLADAT, ZE NA KAZDU Z TROCH HODNOT, KTORE SA V INTERVALE

b) Vysvetlite tito dvahu spoluziakom. Spresnite pomocou nej odhad medianu
zjednoduseného suboru.

2.4 Miery polohy a niektoré typické
tvary histogramov

Teraz si precvi¢ime pojem medidnu, modu a aritmetického priemeru. M6Zeme to urobit
na akomkolvek stubore, hoci aj ndhodne vybranych ¢isel. Rozumnejsie vSak bude, ak
na precvicenie pouzijeme nejaké zmysluplné stubory, napr. také, ktoré opisuju vysledky
nahodnych dejov.

Pri skiimani takychto dejov (napr. vyska 17-ro¢nych chlapcov na Slovensku, vek, ktoré-
ho sa doZili [udia narodeni na Slovensku v roku 1900, pocet ,,hlav*, ktoré padnii pri 100
hodoch mincou, mnohokrat opakované meranie tej istej veliciny) Casto zistime, Ze v ich
vysledkoch vidno nejakd zakonitost. T4 sa prejavi aj na histograme, ktorym znézorfiuje-
me pocetnost jednotlivych vysledkov takéhoto nahodného deja.

Preto v nasledujticich dlohdch uvedieme niekolko typickych tvarov histogramov.

Bude ndas zaujimat, ako tvar histogramu ovplyvni polohu modu, medidnu a strednej
hodnoty.

ULOHA

18. N4jdite modus, median a aritmeticky priemer siborov, ktorych rozdelenie
pocetnosti znazornuju nasledujice histogramy. Vysvetlite, preco najdenie
tychto hodndt nevyZzaduje Ziadne vypocty (preto v prvych dvoch histogra-
moch neuvddzame hodnoty, ktoré jednotlivé stipce predstavuji) a s akou

ZACNEME PRIKLADMI, V KTORYCH MOZNO
MODUS, MEDIAN AJ ARITMETICKY PRIEMER
NAJST VELMI LAHKO.

vlastnostou uvedenych histogramov to stivisi.

a)

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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NORMALNE ROZDELENIE

b)
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Pomerne asté st histogramy v tvare ,,jedného kopca“: maji jeden najvyssi obdiZnik
(predstavujici modus) a smerom od neho na obidve strany sa vy$ky obdiZnikov histogra-
mu zmensuju (ktoré histogramy z tloh 18 a 21 maju takyto tvar?). Ak su takéto histogra-
my navyS$e sumerné (podla zvislej osi prechddzajicej modom), tak v nich plati

modus = medidn = aritmeticky priemer. (*)

Tato situdcia nastala v dlohach 18 a), b).

ULOHA

19. Zdovodnite, ako zo simernosti ,,jednokopcového* histogramu vyplyva
rovnost (*).
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Délezitym prikladom tohto typu je histogram z tlohy 18 a). Ddlezity je kvoli tomu, Ze
jeho tvar kopiruje podobu Specialnej krivky, ktora sa nazyva krivka normdlneho rozdele-
nia. Aby sme boli presni, krivka normalneho rozdelenia nie je iba jedna — je to cela sku-
pina kriviek, ktoré jedna z druhej vznikni stlaCenim alebo roztiahnutim v smere zvislej
alebo vodorovnej osi. (S tym, Ze jeden ndzov oznacuje celi skupinu kriviek, sme sa uz
stretli: napr. parabola je tiez nazov celej skupiny kriviek).

V\‘\\,w NOrMainep,, oz de\Gd\@

1073 1079 PRIKLAD (PRIBLIZNE)
NORMALNEHO ROZDELENIA,
KTORY PATRIL V 19. STOROCI
K NAJSLAVNEJSIM: VYSLEDKY
MERANIA OBVODU HRUDE

5 738 SKOTSKYCH VOJAKOV.

= V R. 1846 HO PUBLIKOVAL
g ApoLrHE QUETELET.
3
o)
a
«
£
=
o
[}
Q
Obr. 7 ©
Charakteristicky zvonovity tvar 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
kriviek normdlneho rozdelenia. obvod hrude (palce)

Ak histogram znéazorfiujtci rozdelenie pocetnosti dostatocne presne kopiruje krivku nor-
malneho rozdelenia, hovorime, Ze toto rozdelenie je priblizne normdine (prislovka pri-
bliZne sa vSak Casto — najmé v rdznych popularno-vedeckych pracach — vynechava). Ku
krivkdm normalneho rozdelenia sa eSte vratime v nasledujicom ro¢niku.

TREBA VSAK ZDORAZNIT, ZE NIE KAZDY HISTOGRAM V TVARE SUMERNEHO KOPCA MUSI KOPIROVAT KRIVKU
NORMALNEHO ROZDELENIA. PRIKLADOM JE HISTOGRAM Z ULOHY 18 b), KTORY MA INY TVAR.

VSETKY HISTOGRAMY Z ULOHY 18 SU SUMERNE PODLA HODNOTY MEDIANU, PRETO V NICH PLAT

median = aritmeticky priemer (%)

(ToTo sl RozMYSLITE). V PRVYCH DVOCH — V TVARE SUMERNEHO KOPCA — PLAT DOKONCA ROVNOST

ApoLPHE QUETELET

modus = median = aritmeticky priemer ) )
TENTO BELGICKY ASTRONOM,

MATEMATIK A SOCIOLOG BOL
PRIEKOPNIKOM POUZITIA METOD
PRAVDEPODOBNOSTI A STATISTIKY
V SOCIALNYCH VEDACH.
xX—Mo = 3(x— Me) (FFF) PRI skUMANi ROZNYCH SUBOROV

DAT BOL PREKVAPENY, AKO

CASTO V NICH MOZNO OBJAVIT
SUVIS S KRIVKOU NORMALNEHO

20. Skontrolujte, ¢i rovnost (***) skutocne vyjadruje opisany vztah ROZDELENIA.
medzi modom, medidnom a aritmetickym priemerom.

V ULOHE 21 UVEDIEME PRIKLADY NESUMERNYCH TVAROV HISTOGRAMOV. PRE NE UZ ROVNOST (**) NEBUDE
PLATIT. SKUSENOSTI VSAK UKAZUJU, ZE AK JE ROZDELENIE POCETNOSTI IBA MIERNE NESUMERNE, TAK
MEDIAN SPRAVIDLA (ALE NIE vZDY!) LEZi PRIBLIZNE V TRETINE VZDIALENOSTI OD PRIEMERU K MODU, TEDA
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ULOHA

21. Z nasledujicich histogramov vypocitajte modus, median a aritmeticky priemer
prislusnych siborov (diskutujte o tom, ako vam pri vypocte v tlohach b) a d) po-
mdze informacia, Ze histogram znazornuje relativne frekvencie). Potom zistite,
pre ktoré z tychto histogramov plati pribliZne rovnost (¥*%) zo s. 43.

a) 50

KarL Pearson

(1857 — 1936)

JEDEN 70 ZAKLADATELOV
MODERNEJ MATEMATICKEJ
STATISTIKY, PRIPISUJE SA MU
FORMULACIA VZTAHU (***)
z0 s. 43.

b) S
®
o
3 17
S 16
= 15
£ 14 12
o 8
S 5 6 .
:t NN . 050302
=] T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
rychlost vetra (m/s)
10
c
) ; [
6 1 1 .
4 a a a I
2 — - - - - -
or—t+—"F+-t+—+—+—+—+—+—
5 6 7 8 9 10 11 12 13
d)

relativna frekvencia (%)

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95
vek pacienta
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2.5 Vazeny aritmeticky priemer

ULOHA
DvE ULOHY O PiSOMKE —

22. Pisomka z matematiky, ktorud pisalo vSetkych 30 Ziakov, dopadla vel'mi prekvapujico: NEREALNA A MIERNE
vsetky dievcata dostali dvojku, vSetci chlapci trojku. REALISTICKA
a) Mohla byt priemernéd zndmka z tejto pisomky 2,77
b) Kedy by priemernéd znamka z tejto pisomky bola presne 2,5?
c) Ako suvisi priemernd znamka z pisomky s poctom dievcat v triede — napr. ¢o
viete povedat o priemernej znidmke, keby
e VvicSina ziakov boli dievéatd
e vicSina ziakov boli chlapci
e dievcat by bolo dvakrat viac ako chlapcov

HLAVNYM CIELOM PREDCHADZAJUCEJ ULOHY JE UVEDOMIT SI, ZE VYSLEDOK ZAVISi OD POCTU DIEVCAT V TRIEDE (PRESNEJSIE POVEDANE,
0D POMERU MEDZI POGTOM DIEVCAT A POGTOM CHLAPCOV — ULOHA 22 a).

TERAZ SKUSIME RIESIT PODOBNY, NO O COSI REALISTICKEJSI PROBLEM, AKO JE PROBLEM V ULOHE 22. SKOR, AKO ZACNETE POCITAT:
CiM SA LiSI INFORMACIA UVEDENA PRED OTAZKOU @) V ULOHE 23 0D INFORMACIE PRED OTAZKOU @) V ULOHE 227

23. Vsetkych 30 Ziakov triedy pisalo pisomku z matematiky. Priemerna znamka dievcat

7 tejto pisomky bola presne 2, priemernd znamka chlapcov presne 3.

a) Aka bola priemernd zndmka v triede, kde z 30 Ziakov triedy je 9 dievcat?

b) Ako by sa zmenila odpoved na otazku a), keby bolo v triede 12 dievcat?

c) Zapiste vztah — predpis funkcie, ktory vyjadruje, ako zavisi priemerna znamka
triedy od poctu dievcat v triede (stale predpokladame, Ze v triede je 30 Ziakov,
chlapci maju priemernd znamku 3, diev€ata 2). Nakreslite graf tejto funkcie,
napr. pomocou tabulkového kalkulatora.

NASLEDUJUCOU OTAZKOU SICE NA CHVILU ODBOCIME OD TEMY TEJTO KAPITOLY, JE NAM VSAK LUTO NEVYUZIT PRILEZITOST, KTORU
POSKYTUJE VZTAH Z ULOHY C).

d) V rieSeni ulohy c) skontrolujte, Ze so zvac¢Sovanim poctu diev€at sa priemerna
znamka triedy zmenS$uje. Znamena to, Ze priemerna znamka celej triedy je ne-
priamo umernd poctu dievcat?

RIESENIE

Na vypocet priemernej zndmky v otdzke a) potrebujeme poznat sucet vSetkych zndmok
(zddraziiujeme: nepotrebujeme poznat jednotlivé zndmky, staci nam ich sicet). Z infor-
macii v zadani vieme zistit, aky bol
e sucet znamok vSetkych dievcat
Aritmeticky priemer znamok dievcat sa rovna suctu ich znamok (ozna¢me ho §)
vydeleny ich poctom (9). Podla zadania je priemerna znamka dievcat 2, preto

S
3‘1:2, odtial §,=2-9 =18. (A)
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e sucet znamok vsetkych chlapcov
ch

Podobne z rovnice 51 = 3 (zo zadania vyplyva, Ze chlapcov je 21) zistime, Ze
sucet znamok vSetkych chlapcov je
S,=21-3=63. B)

Sucet vSetkych zndmok je potom S, + S, = 18 + 63 = 81, preto priemerna znamka
celej triedy je
S,+S, 81
30 30

2/7. ©)

je v triede pri  Wskn ot
AK Priemerna vyska dieyeat 174 cm a priemerna vy$ka chlapcoy 182

+ 182 cm.

z toho eSte nevyplyya . ...
YPyva. Ze priemerng vyska Ziakov triedy musi byt 174 2

Aby sme videli, ako v rieSeni ulohy 23 a) stvisi priemernd znamka celej triedy s prie-
mernymi znamkami chlapcov a dievCat, zapiSme v (C) pocty S, a S, tak, ako sme ich

vypocitali v (A) a (B):
_ . k_Sd+Sch_9-2+21-3_9 5 21 3.27
da priemernd zndmka = ——o=% = 30 =30 2+39°3=27
priemerna 9 ) 9 )
znamka = 30 2 + 30 3
relativna ich relativna ich
pocCetnost | x | priemernd | + | pocetnost | x | priemerna
dievcat znamka chlapcov znamka

Takto vypocitané ¢islo (v nasom pripade 2,7) sa nazyva vazeny aritmeticky priemer
9 21
¢isel 2 a 3. Hodnoty 30 230 (t. j. 0,3 a 0,7) sa nazyvaju vdhy (mdZeme povedat, Ze

9 21
mame hodnotu 2 s vahou 30 a hodnotu 3 s vahou 30)"

Vsimnite si, Ze sucet vah je Cislo 1.
So zapismi vypoctov v tvare

hodnota, x v, + hodnota, x v, + ... + hodnota, x v ,

v ktorych vahy v, v, ..., v, st nezaporné Cisla a ich sucet je 1, sme sa uZ stretli. Takuto
podobu mali napr.
e vypocet (*) aritmetického priemeru pred tlohou 7:

3-0 2-1 4-3 3-8 6-9 2-10
O+O+0+1+1+3+3+3+3+8+8+8+9+9+9+9+9+9+10+10=
20
1
3 2 4 3 6 M

2
:%-0+%-1+% -3+% -8+% -9+2—O -10=5.6

. 3 2 4 3 6 2
V tomto pripade hodnoty boli 0, 1, 3, 8,9 a 10, vahy boli 5+, 5+, 57, 57 31

e vypocet aritmetického priemeru pre intervalové rozdelenie pocetnosti v rieSeni tilohy 13:
12 L 132 4 13 = 142 3 14 A 152 4 15 3 162 2z
T3t 32 g3+ 3T gz 142 g3+ 14753+ 192 - 53+ 157 - 53+ 162 337 =

4746
- 2
33 143,8 (2)

(Opis hodnot a ich véah v tejto aj nasledujicej odrazke prenechdvame vam.)
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e vypocet ocakdvanej hodnoty — vztah (2) v rieSeni ulohy 11c):

6 3,00, 20, 2 1

36 773 36 77 36 18 3)

Vysledok kazdého z tychto vypoctov ma nirok na oznacenie vdZeny aritmeticky
priemer.

ULOHA

24. Pre kazdy z vypoctov (1) az (3) si pripomeiite, Co vyjadruji jednotlivé vahy podla
povodného zadania. Na zéklade toho vysvetlite, preco sa sucet vah v tychto vy-
poctoch rovna 1.

vazeny aritmeticky prj W
emer
cisel Xy, X, .

n

Viex, + v, .
IS v, X + .+ v, X, (t-J'-ZVi-xi)’
i=1

2.6 Nie kazdy priemer je aritmeticky

Pripomenime si typicku vlastnost aritmetického priemeru: ak v nejakom stbore hodnot
vSetky hodnoty nahradime ich aritmetickym priemerom, tak sa sicet hodnot nezmeni.
Vyplyva to priamo z definicie aritmetického priemeru:

X+ X+ X _

xX= Ljetoist€ akox, +x,+ .. +x,=n-X

(Je vam jasna tato vlastnost aj jej zdovodnenie?).

-y X, 8 vdhami vy, Vo» =7

AK VAM NIE JE JASNA TATO
VLASTNOST, VRATTE SA

K TEXTU SUCET ODCHYLOK...
NA s. 37.

TAKTO SME VYUZILI ARITMETICKY PRIEMER V RIESENi ULOHY 23:

DIEVCAT (NEPOTREBOVALI SME POZNAT ZNAMKY JEDNOTLIVYCH DIEVCAT).

POTREBOVALI SME NAJST SUCET ZNAMOK VSETKYCH DIEVCAT, PRETO NAM STACILA INFORMACIA O PRIEMERNEJ ZNAMKE A POCTE

Napriklad, ak do zbierky prispelo 625 darcov a jej celkovy vytazok je 975 €, tak na jed-

. 975 .
ného darcu pripada priemerne o5 - 1,56 €. Teda vytazok zbierky by bol rovnaky, keby

kazdy zo 625 darcov prispel rovnakou sumou 1,56 €. Aritmeticky priemer je v tomto pri-

pade odpovedou na otazku: akou hodnotou treba nahradit prispevky jednotlivych darcov,
ak chceme dosiahnut rovnaky vysledok — teda celkovil vyzbierani sumu? Tato hodnota
je priemerny prispevok. Takto chapeme slovo priemerny aj v inych situaciach: cielom je
nahradit r6zne hodnoty danej veli¢iny (v nasom priklade touto veli¢inou bol prispevok)
jedinym c¢islom tak, aby sa vysledok nezmenil.

ULOHA

25. Diskutujte o tom, ¢i mozno podobne vysvetlit slovo priemerny napr. v pojme prie-
mernd rychlost.

Priemerna o j Vel
stupui ) hodnota: ak i, nahradime vgetky hodnoty danel \,e\\C‘“\J\h
vystupu ' ' ‘
ystupujuce v zadanj, ta dosiahneme rovnaky vysledok (rovnaXy -
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DVE ULOHY O VKLADE — 10) 8 CiSLA V NASOM PRVOM PRIBEHU BUDU UPLNE NEREALNE.
ROZPRAVKOVA A REALISTICKA SU VSAK ZVOLENE TAK, ABY SA NAM LAHKO POGITALO
26. Predstavme si, ze na$ vklad | A MOHLI SME SA SUSTREDIT NA PODSTATU PROBLEMU.
V NASLEDUJUCICH ULOHAGH do banky sa po 1. roku zdvoj-
UVIDIME, ZE PRIEMERNOU nasobil a tato nova suma sa po dalSom roku zvicsila 8-nasobne.
HODNOTOU NEMUSI BYT VZDY IBA a) Kolkondsobne sa zvicsil podvodny vklad za 2 roky?

ARITMETICKY PRIEMER.

ZAUJIMA NAS, PRIEMERNE KOLKONASOBNE SA TENTO
VKLAD ZVACSIL ZA JEDEN ROK.

b) Diskutujte o tom, ako treba v tomto pripade chapat slovo priemerne.
c) Skontrolujte, Ze odpoved ,,vklad sa priemerne za rok zvicsil 5-nidsobne‘
nie je spravna.

CisLo 5 v PREDCHADZAJUCEJ OTAZKE SME NEZVOLILI
NAHODOU: 5 JE ARITMETICKY PRIEMER CiSEL 2 A 8
(UDAVAJUCICH ZVACSENIE VKLADU PO 1. A PO 2. ROKU) ZO
ZADANIA ULOHY. OTAzKA C) TEDA UPOZORNUJE, ZE V TOMTO
PRIPADE HLADANOU PRIEMERNOU HODNOTOU

NIE JE ARITMETICKY PRIEMER.

4

d) Vypocitajte, priemerne kolkonasobne sa vklad zvicsil za jeden rok.

VVsLEDOK OTAZKY d) A UDAJE ZO ZADANIA TERAZ VYJADRIME
POMOCOU ROGNEJ UROKOVEJ MIERY.

e) Aka ro¢na trokova miera banky v 1. a 2. roku zodpoveda idajom zo zadania
(o zdaniovani vkladov neuvazujeme)?
f) Aka by bola priemerna ro¢na urokova miera naSho vkladu?

NAS DRUHY PRIBEH BUDE MAT PODOBNY DEJ A OTAZKU,
IBA ROCNE UROKOVE MIERY BUDU O COSI REALISTICKEJSIE.

27. Banka pontika rastovy vklad s 3-ro¢nou viazanostou. Urok je v prvom roku
2,5 % p.a., v druhom roku 5 % p.a., v tretom roku 7,5 % p.a. Akd je priemerna
ro¢na drokova miera tohto vkladu (o zdaniovani trokov neuvazujeme)?
Skontrolujte, Ze aj teraz sa vysledok odliSuje — hoci iba mierne — od aritmetické-
ho priemeru hodnét 2,5 %, 5 % a 7,5 %.

STYRI ULOHY O PRIEMERNE 28. a) Prvé dve hodiny sme i3li priemernou rychlostou 60 km/h, dalsie dve hodiny

RYCHLOSTI priemernou rychlostou 80 km/h. Akd bola nasa priemerna rychlost pocas tych-
to 4 hodin?
NASLEDUJUGE ULOHY PATRIA b) Skontrolujte, Ze odpoved na otdzku a) sa nezmeni, ak v zadani dva dvojhodi-
K EVERGREENOM ZBIEROK ULOH nové tseky nahradime inymi dvoma rovnako dlhymi ¢asovymi tsekmi, napr.
7 MATEMATIKY. ODPORUGAME dvoma Stvrthodinami, dvoma 3-hodinovymi tsekmi a pod.
PRIPOMENUT SI NAJPRV DISKUSIU
O SLOVE PRIEMERNY 29. Stvrtinu z celkového ¢asu cesty sme i3li priemernou rychlostou 60 km/h, zvy$né
z ULoHy 25. tri Stvrtiny priemernou rychlostou 80 km/h. Chceme zistit priemernu rychlost

pocas celej cesty.

a) Skor, ako zacnete pocitat, odhadnite, ¢i vysledok bude blizsie k hodnote
60 km/h (teda niekde medzi 60 a 70 km/h), alebo bliZsie k hodnote 80 km/h.

b) Vypocitajte priemernu rychlost pocas celej cesty.
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AK SA VAM VSEOBECNE

30. Prva polovicu cesty sme presli priemernou rychlostou 60 km/h, druht polovicu
FORMULACIE V ZADANIACH

priemernou rychlostou 80 km/h. Aka bola naSa priemerna rychlost pocas celej

+ 80 ULOH 29 Az 31 zDAJU
cesty? Pozor, odpoved 5= 70 km/h nie je spravna. TAZKE, ZVOLTE NAJPRV
NEJAKE KONKRETNE

31. Prva tretinu cesty sme presli priemernou rychlostou 60 km/h, zvy$né dve tretiny HODNOTY (TEDA V ULOHE 29
priemernou rychlostou 80 km/h. Aké bola naSa priemernd rychlost pocas celej ZVOLTE NEJAKY KONKRETNY
cesty? CAS, NAPR. 1 HODINA
Skor, ako zacnete pocitat, diskutujte o tom, ¢i vysledok bude vacsi alebo mensi ako A 3 HODINY, PODOBNE
vysledok tdlohy 30. V ULOHACH 29 A 30 NEJAKU

KONKRETNU VZDIALENOST).
PoToM SKONTROLUJTE,
ZE VYSLEDOK NEZAVIS| OD

TOHO, AKU KONKRETNU

HODNOTU STE ZVOLILI

Aby boli nase uvahy prehladnejsie, najprv si ulohu zjednodusime: budeme navyse pred- (TEDA BUDE ROVNAKY

pokladat, Ze pozname dizku cesty — nech je to napr. 100 km. Potom sa pozrieme, ¢i AJ PRE INE VOLBY).

postup rieSenia tejto upravenej ulohy mozno pouzit aj pri rieSeni povodného zadania.

Priemernd rychlost je podiel

s celkovd prejdend drdha
V= T Cas za ktory sme tito drdhu presli ’ NAJPRY PRE CESTU DLHU
’ 100 km

na jej vypocet potrebujeme poznat celkovu drahu (ti vieme, je to 100 km) a Cas, za ktory
sme ju presli — ten potrebujeme zistit.

e Prvu polovicu cesty — teda s = 50 km — sme presli priemernou rychlostou v = 60 km/h.

A B o 57 5 o .
Dosadenim tychto hodndt do vzorca v = — na vypocet priemernej rychlosti dosta-

neme
60 = ? odtial r = % h (A)
(to je 50 minut)
e Pre druhu polovicu cesty plati
50 ... 50
80 = - odtial 7 = 30" 0,625 h (B)

(to je 0,625 - 60 = 37,5 min). 50
Teda prvych 50 km sme presli za 0 hodiny, druhych 50 km za 30 hodiny.

Aby sme videli, ako celkovy vysledok suvisi s rychlostami 60 km/h a 80 km/h a s dra-

50 50 . .
hou 100 km, nebudeme v dalSich vypoctoch zlomky %0 230 zjednodusovat ani
vycislovat.

. . , . 50 50 1 1 . .
Cela 100-kilometrova cesta ndm trvala — + — = 50 - | — + —] hodiny, preto prie-
. : 60 80 60 80
mernd rychlost bola
celkovd drdha 100 100 2
~ celkovy as 24_@ - 50 . (i_,_i) - L.,.L = 08371 4= b (©
60 80 60 80/ 60 80

AK NAS ZAUJIMA IBA HODNOTA PODIELU

, NIE SU ZELENO VYZNACENE UPRAVY POTREBNE.

60 ' 80

UVADZAME ICH, ABY BOL ZREJMY sUVIS WPOCTU (C) PRE KONKRETNU DLZKU CESTY s WPOCTOM (D) NA s. 50 vO VSEOBECNOM PRIPADE.
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TERAZ VSEOBECNE Skusme teraz postup, ktory sme nasli pri rieSeni zjednodusSenej tlohy, pouZzit pre
vSeobecny pripad. Pozrime sa, ako sa zmenia vypocty (A), (B) a (C), ak dva 50-kilo-
metrové tiseky z predchadzajticeho rieSenia nahradime dvoma tdsekmi dizky S:

S
e cas, za ktory prejdeme prvi polovicu cesty, bude YT (vo vypocte (A) namiesto
drédhy 50 bude teraz draha S),

S
e cas, za ktory prejdeme druhu polovicu cesty bude 30°

) 1 1

o teda celd cestu dlzky 2 - S prejdeme za Cas S + S =S. (— + —) , preto
. . . 60 60 60 80

priemerna rychlost bude

celkovd drdha 2.8 2.8 9
celkovy cas _i_'_i - (L+L)—L+i—68,571 4.~ 69km/h. (D)
60 80 60 80/ 60 80

Vsimnite si, Ze zo zeleno vyznacenej Casti vypoctu (D) vidno, Ze vysledok nezavisi
od dizky cesty: hodnota S sa pri tGpravéch vykratila.

Odpoved: priemerna rychlost bola % ~ 69 km/h (pricom tento vysledok

nezévisi od dizky cesty). R

VicSina z priemernych hodnot, ktoré sme vypocitali v ulohdch 26 azZ 31, ma v matemati-
ke svoje pomenovanie. S niektorymi ndzvami sme sa uZz stretli (napr. vysledok tlohy 29
bol viZeny aritmeticky priemer ¢isel 60 a 80), dalSie prezradime — len ako zaujimavost:

vS§eobecna definicia

vysledok dlohy 26 d) je geometricky priemer kladnych &isel x,, x,, ..., x,

eometricky priemer C s n
& kip je Cislo NX Xy X,

Cisel2 a8

vysledok tlohy 30 je harmonicky priemer Kladnych Cisel x|, x,, ..., x,
{z’armonick)i priemer je &islo — n -
¢isel 60 a 80 IR

X X% Xn

Svoj ndzov ma aj vysledok tlohy 31: je to vdZeny harmonicky priemer Cisel 60 a 80. UZ
z tohto prehladu je zrejmé, Ze rdéznych priemerov je nepreberné mnozstvo. Zo zadania
ulohy pritom Casto nie je hned zrejmé, ktory z mnoZstva priemerov je ten pravy v danej
situdcii. Preto sa v pripade tloh na hladanie priemernej hodnoty namiesto postupu vyber
vzorec, do ktorého treba dosadit ovela viac osvedc¢uje postup, ktory sme pouZili aj my
pri rieSeni tloh 26 az 31: opis sprdvne pojem priemernd hodnota pre danii situdciu a na
zdklade toho toto Cislo vypocitaj.

2.7 DalSie dlohy
2|V0TNosT SVETELNYCH ZDROJOV

32. S ktorou charakteristikou V INFORMAGII O ZIARIVKE SA UVADZA:
polohy stvisi uveden4 in- MENOVITA ZIVOTNOST JE DOBA VYJADRENA V HODINAGH,

forma01a: S modom, me- POCA? KTOREJ JE Z[IAROVF?A ALEBO ZIAF’{IVKA N
0 0 PREVADZKYSCHOPNA. POCAS LABORATORNYCH SKUSOK
dianom alebo strednou ) )
PREDSTAVUJE DOBU, KYM SA Z TESTOVANEJ MNOZINY VZORIEK
hodnotou? ) ) i} }
POLOVICA VYPALI A DRUHA POLOVICA BUDE NADALEJ SVIETIT.
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33. a) Co viete povedat 0 mode, medidne a aritmetickom priemere stiboru, v ktorom
viac ako polovica hodnot je Cislo 3?

b) Zmeni sa odpoved na predchddzajicu otazku, ak viete, Ze prvky suboru si znam-
ky z pisomky z matematiky? (Otazka teraz je: ViacSina Ziakov dostala z pisomky
znamku 3. Co viete povedat o mode, medidne a aritmetickom priemere vietkych
znamok z pisomky?)

TIETO DVE ULOHY SU

Z CASOPISU TEACHING
Stamistics. OBIDVE SA SNAZIA
O USMEVNY POHLAD NA VEC

A OBSAHUJU TVRDENIA, KTORE
NA PRVY POHLAD POSOBIA
PARADOXNE. V OBIDVOCH SA
PYTAME: AKO JE TO MOZNE?

34. Drviva vécSina [udi ma nadpriemerny pocet noh.

35. Zname, 7e Skoti a Anglicania sa navzdjom podpichuji. Skéti vraj tvrdia, Ze ak sa
hlipy Skét prestahuje do Anglicka, tak sa zvysi trovefi inteligencie na obidvoch
miestach.

a) Co tym chceli Skéti povedat o priemernej inteligencii v Anglicku?
b) Ako asi podobné tvrdenie o stahovani Skéta do Anglicka formuluji Angli¢ania?

Hra so sLepymi kockami (XXIII. ULoHA z BERNouLLIHO ARrs CONJECTANDI)

SLEPYMI KOCKAMI V MINULOSTI NAZYVALI SESTICU KOCIEK, KTORE PREDVADZALI JARMOGNI KAUKLIARI. BOLI TO OBYCAJUNE KOCKY, ALE NA PIATICH
Z ICH SIESTICH STIEN NEBOLI ZIADNE CiSLA. NA SIESTEJ STENE MALA PRVA KOCKA GiSLO 1, DRUHA GISLO 2, ..., SIESTA CiSLO 6, TAKZE SUCET
VSETKYCH TYCHTO CGiSEL JE 21. PODVODNICI, KTORi CHCELI OKLAMAT NAVSTEVNIKOV JARMOKU, VYLOZILI TIETO KOCKY SPOLU S TABULKOU,

NA KTOREJ BOLA PRE KAZDE Z GISEL 1 AZ 21 UVEDENA VYHRA, KTORU MOHLI ZISKAT.

CisLo VYHRA CisLo VYHRA cisLo VYHRA
1 1 fenig 8 1 fenig 15 3 fenigy
2 1 fenig 9 2 fenigy 16 3 fenigy
3 1 fenig 10 2 fenigy 17 4 fenigy
4 1 fenig 11 2 fenigy 18 5 fenigov
5 1 fenig 12 2 fenigy 19 12 fenigov
6 1 fenig 13 2 fenigy 20 45 fenigov
7 1 fenig 14 3 fenigy 21 90 fenigov

KTO CHCEL SKUSIT STASTIE, ZAPLATIL KAUKLIAROVI 1 FENIG A HODIL TYCHTO 6 KOCIEK
NA HRACIU DOSKU. AK HODIL URCENE CISLO, ZISKAL VYPISANU CENU PLUS SVOJ VKLAD.
AK SA ANI NA JEDNEJ KOCKE NEOBJAVILO GISLO, STRATIL SVOJ VKLAD.

V OSTATNYCH PRIPADOCH ZISKAL VKLAD SPAT.

ULOHA

36. Aka je v tejto hre ocaka-
vana hodnota pre hréca,
ktory stavil na ¢islo

Hieronymus Bosch
(okolo 1450 — 1516): Kaukliar

- .
 JACOBI BERNOULLI,
gﬂ.mm ¢ Societ, lwsm

a) 21 ? orus P:‘ol:::“f‘"u-
b)4? ] TRACTATYUS

E SERIEBUS INFINITIS,
C) 14 ? X Eekrivror s Galicd feripes

Pre koho je tito hra vy-
hodna? Ako treba zme-
nit hodnotu vyhry v uve-
denych troch pripadoch,
aby hra bola spravod-
livd — teda rovnako vy-

DE LUDOD PILE
RETICULARIS

.
N

BASILERE,
I tmpentis THURNISIORY
| i Lee s,

Jakos BERNOULLI

(1654 — 1705)
SVAJCIARSKY MATEMATIK

Ars Conjectandi (Umenie usudzovat), dielo
J. Bernoulliho sa v historii matematiky
pokladd za jednu zo zdkladnych prdc
o kombinatorike a teorii pravdepodobnosti.

hodnéd pre hraca aj pre
kaukliara?
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STREDNA A PRAVDEPODOBNA DLZKA ZIVOTA 100 000 E
< 95000 e,
S TABULKAMI UMRTNOSTI (NAZYVANYMI AJ TABULKY DALEJ ZIJUCICH) 9 \
SME SA UZ STRETLI V PREDCHADZAJUCOM ROCNIKU. NA ZAKLADE = 90 000
INFORMACIi O SKUTOGNOM POGTE ZIJUCICH OBYVATELOV A O POGTE ’g 85000 - '
UMRT ZA ISTE OBDOBIE JE V NICH SKONSTRUOVANY IDEALNY PRIEBEH  °S 80 000 \
ZIVOTA VELKEJ SKUPINY LUDI (sPRAVIDLA 100 000) NARODENYCH 2 75000
V TOM ISTOM ROKU. V TABULKACH JE UVEDENE, KOLKO LUDI Z TEJTO 70 000 - \
SKUPINY BUDE ZIT PO 1 ROKU, PO 2 ROKOCH ATD. 65 000 \
GRAF NA OBR. 8 ZNAZORNUJE UDAJE O POCTE ZIJUCICH Z TABULIEK 60 000 \
UMRTNOSTI (SPOLOGNYCH PRE MUZOV A ZENY, SR, 2010). E \
UDAJE 0 POCTE ZIJUCICH NA KONCI 5-ROGNYCH INTERVALOV 55 000 E| \
SU V TABULKE 1. 50 000 -
45 000 - \
ek POCET ek POCET ek POCET 40 000 E
Z1JUCICH 21JUCICH Z1JUCICH 35 000 - \
0 100 000 35 98 025 70 72 183 30 000 \
5 | 99316 | 40 | 97366 75 | 60786 25000 =
10 | 99236 | 45 | 96293 80 | 45408 20000 \
15 99 147 50 94 465 85 27 029 15 000
10 000 -
20 98 975 55 91 379 90 10 385 5 000 =
25 98 701 60 87 025 95 1720 0 \
30 98 421 65 80580 100+ 57 0 5 101520253035404550556065707580859095100
vek
Tab. 1
Pocet Zijiicich na lfonci 5-rocnych intervalov. Obr 8
Zdroj: Statisticky virad SR Udaje o pocte Zijiicich po danom pocte rokov.
(symbol 100+ oznacuje osoby vo veku 100 a viac rokov).
ULOHY

37. Ktory bod grafu na obr. 8 znazoriiuje udaj uvedeny v podfarbenej bunke
tabulky 1?

38. Na zdaklade udajov z tabulky zistite, kolko zo 100 000 novorodencov sa doZije
a) aspon 65 rokov, b) menej ako 75 rokov, ¢) asponi 65 a menej ako 75 rokov.
Potom opiste, ako moZzno tieto tdaje znazornit v grafe na obr. 8.

PRIPOMENME, ZE VEK, KTOREHO SA GLOVEK DOZIJE, JE TYPICKY PRIKLAD NAHODNEHO JAVU.
PRE KONKRETNEHO CLOVEKA NEVIEME PRESNE POVEDAT, AKEHO MAXIMALNEHO VEKU SA
DOZIJE. MOZEME VSAK UVAZOVAT O PRAVDEPODOBNOSTI JEDNOTLIVYCH MOZNOSTI (NAPR.

O PRAVDEPODOBNOSTI, ZE CLOVEK SA DOZIJE ASPON 65 ROKOV ALEBO O PRAVDEPODOBNOSTI,
ZE SA DOZIJE ASPON 50 A NAJVIAC B5 RoKOV). POMOCKOU NA VWWPOCET TYCHTO
PRAVDEPODOBNOSTI SU PRAVE TABULKY UMRTNOSTI. TIE SA SNAZIA CO NAJLEPSIE VYSTIHNUT
UMRTNOST SKUTOCNEJ POPULACIE, PRETO PRAVDEPODOBNOSTI VYPOCITANE Z TYCHTO TABULIEK
MOZNO POKLADAT ZA DOBRY ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI PLATNYCH PRE SKUTOCNU POPULACIU.
TREBA sI VSAK UVEDOMIT, ZE PODMIENKY UMRTNOSTI V POPULACI SA POSTUPNE MENIA.

; PRETO sA TABULKY UMRTNOSTI KAZDY ROK AKTUALIZUJU.
JASNEJSIU PREDSTAVU

O ODPOVEDI NA OTAZKU

AKO DLHO BUDEME ZIT? L. i o . . ...
; s 39. Aka je podla tabuliek umrtnosti pravdepodobnost, Ze novorodenec sa doZije
ZISKAME, AK ZISTIME,

KO\ PRAVDEPODOBNE S0 a) aspon 65 rokov, b) menej ako 75 rokov, c) aspoil 65 a menej ako 75 rokov?

JEDNOTLIVE MOZNOSTI.
To UROBIME V ULOHE 41.

40. Pomocou grafu na obr. 8 odhadnite, akého veku (v celych rokoch) sa novo-
rodenec doZije s pravdepodobnostou
a) 75 %, b)50 %, c) 15 %.
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41. 100 000-¢lenny stbor opisany v tabulke chceme roztriedit na skupiny podla dizky
zivota (teda maximalneho veku, ktorého sa ¢lenovia tohto siuboru dozili). Zvolili
sme triedy (0 rokov, 10 rokov), (10 rokov, 20 rokov), ..., (80 rokov, 90 rokov),
90+ (= 90 a viac rokov).

PRIPOMENME STANDARDNU STATISTICKU TERMINOLOGIU: vV TOMTO PRIPADE 100 000 NOVORODENCOV
PREDSTAVUJE JEDNOTKY STATISTICKEHO SUBORU, STATISTICKYM ZNAKOM JE MAXIMALNY VEK,
KTOREHO SA JEDNOTLIVI NOVORODENCI DOZILI (ZAOKRUHLENY NA CELE ROKY NADOL).

a) Zistite pocetnost jednotlivych tried a znazornite ju stipcovym diagramom (na
kreslenie diagramu odporicame pouZit tabulkovy kalkulator). Potom opiste, ako
mozno tieto pocCetnosti znazornit v grafe na obr. 8.

b) Aka je pravdepodobnost, Ze diZka zivota novorodenca bude z intervalu
(50 rokov, 60 rokov)?

¢) Dopliite vetu: Z vytvoreného stipcového diagramu vyplyva, Ze najviac pravdepo-
dobni dizka Zivota je ...

DOLEZITY UDAJ, NA VYPOCET KTOREHO SA POUZIVAJU TABULKY UMRTNOSTI, JE PREDPOKLADANA
DLZKA ZIVOTA NOVORODENCA.
PRI HLADANI ODPOVEDE MAME NA VYBER Z DVOCH MOZNOSTI:
® STREDNA DLZKA ZIVOTA PRI NARODENI (TIEZ NADEJ NA DOZITIE) JE PRIEMERNY POCET ROKOV,
KTORE PREZIJE NOVORODENEC,
® PRAVDEPODOBNA DLZKA ZIVOTA PRI NARODENI JE VEK, KTOREHO SA DOZIJE
PRAVE POLOVICA NARODENYCH.

42. a) Stredna aj pravdepodobn4 diZka Zivota pri narodeni si vlastne miery polohy su-
boru hodnoét, ktory sme znazoriiovali v tlohe 41 (Statistické jednotky predstavo-
valo 100 000 novorodencov, Statisticky znak bola dizka ich Zivota).

Ktoré miery polohy to si?

PRIPOMENME, ZE MEDZI MIERY POLOHY PATRIA MEDIAN, MODUS A ARITMETICKY PRIEMER.

b) Z grafu na obr. 8 odhadnite pravdepodobnii diZku Zivota pri narodeni.
¢) Na odhad strednej diZky Zivota pri narodeni pouZite stipcovy diagram
z tlohy 41.

VYSLEDOK ULOHY 42 C) SME ZISKALI ZO ZJEDNODUSENEHO SUBORU (ZJEDNODUSENIM BOLO
ROZDELENIE DO TRIED), PRETO SA NEMUSI PRESNE ZHODOVAT SO STREDNOU DLZKOU ZIVOTA
POVODNEHO SUBORU. IMOZNO VSAK OCAKAVAT, ZE ODCHYLKA NEBUDE VELMI VELKA.

d) Stredna a pravdepodobna di7ka Zivota st dve z trojice $tandardnych mier polohy
— modus, medién, strednd hodnota. V niektorej z predchadzajicich dloh sme sa
stretli aj z tretou z tejto trojice. V ktorej ilohe to bolo, ktora miera polohy to bola
a akd bola jej hodnota?

e) Skontrolujte, e nasledujici text je opisom pravdepodobnej dizky Zivota pri
narodeni: je to vek, pre ktory je pravdepodobnost, Ze sa ho novorodenec doZije
rovnakd ako pravdepodobnost, Ze sa ho nedoZije (teda Sanca dozit sa ho je
1:1).
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STREDNA A PRAVDEPODOBNA DLZKA ZIVOTA SU ODPOVEDE NA OTAZKU KOLKO ROKOV ZIVOTA MA PRED
SEBOU NOVORODENEC? PODOBNE MOZNO HLADAT AJ ODPOVED NA OTAZKU KOLKO ROKOV ZIVOTA MA
PRED SEBOU CLOVEK VO VEKU X ROKOV? S NOU SUVISIA POJMY STREDNA A PRAVDEPODOBNA

DLZKA ZIVOTA VO VEKU X ROKOV.

UL

43. a) Navrhnite, ako definovat
o strednii diZku Zivota vo veku x rokov (nddej na doZitie vo veku x),
e pravdepodobnii diZku Zivota vo veku x rokov.
b) Podobne ako strednii a pravdepodobnt diZku Zivota pri narodeni, aj strednd
a pravdepodobni diZku Zivota vo veku x rokov po&itame z tabuliek imrtnosti.
Obidve tieto Cisla st miery polohy Statistického stboru, ktory suvisi so su-

borom z dlohy 41. Opiste tento novy subor a Statisticky znak, ktory v tomto
pripade skiimame.

¢) Odhadnite strednd a pravdepodobnt dizku Zivota vo veku 50 rokov.

d) Zistite, & je pravdivé tvrdenie: Strednii dizku Zivota vo veku x rokov moZno
vypocitat tak, Ze najprv ndjdeme priemernii dizku Zivota vietkych ludi, ktori
sa doZili veku x rokov, a potom od tohto cisla odcitame x.
O zdovodneni svojej odpovede diskutujte.
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STREDNA A PRAVDEPODOBNA DLZKA ZIVOTA PREDSTAVUJU DVA ROZNE PRISTUPY K HLADANIU
ODPOVEDE NA OTAZKU O PREDPOKLADANEJ DLZKE ZIVOTA. ZDA SE, ZA AKO PRVY S| ROZDIEL MEDZI
NIMI (TEDA — VYJADRENE DNESNOU TERMINOLOGIOU — TO, ZE ARITMETICKY PRIEMER A MEDIAN NIE SU
VO VSEOBECNOSTI TO ISTE) UVEDOMIL V R. 1669 CHRIsTIAAN HUYGENS (OD NEHO POCHADZA AJ
MYSLIENKA OPISU PRAVDEPODOBNEJ DLZKY ZIVOTA, KTORU SME POUZILI V ULOHE 42 e).

K UVAHAM O PREDPOKLADANEJ DLZKE ZIVOTA HO PRIVIEDLA KNIZKA JOHNA GRAUNTA NATURAL AND
POLITICAL OBSERVATIONS MADE UPON THE BILLS OF MORTALITY (PRIRODZENE A POLITICKE POZOROVANIA
ZALOZENE NA ZOZNAMOCH ZOMRETYCH) Z R. 1662. TA MA v HISTORII STATISTIKY A DEMOGRAFIE
VYZNAMNE MIESTO. GRAUNT V NEJ PUBLIKOVAL PRVE NOVODOBE TABULKY UMRTNOSTI (BOLI ZALOZENE
IBA NA PRIBLIZNOM ODHADE, ZA PRVE TABULKY ZOSTAVENE POUZITIM MATEMATICKYCH METOD SA
POKLADAJU AZ TABULKY EDMUNDA HALLEYA z R. 1693, O KTORYCH SME HOVORILI V PREDCHADZAJUCOM
ROCNIKU). PouziTiM PRIEMEROV SA GRAUNT SNAZIL OBJAVIT ZAKONITOSTI VO VYVOJI POPULACIE.
JEHO KNIZKA PODNIETILA ZAUJEM VIACERYCH MATEMATIKOV, KTORI ZACALI PRI SKUMANI PODOBNYCH
PROBLEMOV POUZIVAT METODY PRAVDEPODOBNOSTI.

ZMENY PORODNOSTI V PRIEBEHU 20. STOROCIA

NASLEDUJUCE HISTOGRAMY SU Z CLANKU O ZMENACH PORODNOSTI vV Rusku. ZNAZORNUJU, KOLKO DETI MALI DO svoJicH 50 ROKOV ZENY
NARODENE Vv ROkU 1905 (PRvY HisTOGRAM), 1915, 1925, 1935, 1945 A 1955. TEDA NAPR. ZO ZIEN NARODENYCH V R. 1905
MALO 14,8 % TRI DETI (NARODENE DO RokU 1955).

Zeny narodené v roku 1905 Zeny narodené v roku 1915 Zeny narodené v roku 1925

pocet deti

29,7

22,7 22,9

19,3

11,8
%
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Zeny narodené v roku 1935 Zeny narodené v roku 1945 Zeny narodené v roku 1955
47,2

42,7
39,3

44. a) Opiste zmeny v pocte deti, ktoré vyplyvaji z tychto histogramov.
b) Pre kazdy histogram najprv zistite modus a pokuste sa odhadnit polohu media-
nu a aritmetického priemeru. Potom medién a aritmeticky priemer vypocitajte.
¢) Diskutujte o tom, ktoré z vypocitanych charakteristik polohy (pripadne dalSie
udaje) by ste pouzili, aby ste podporili opis z Casti a) tejto ulohy.

V TYCHTO HISTOGRAMOCH SU DO TRIEDY ,,7 DETI“ ZARADENE AJ VSETKY ZENY, KTORE MALI VIAC AKO 7 DETI (TEDA SPRAVNEJSIE
OZNAGENIE POSLEDNEHO STLPCA JE ,,7 A VIAC DET", CASTO SA POUZiVA SYMBOL 7+). JE TO KVOLI TOMU, ZE POCET TYCHTO ZIEN
JE (S VYNIMKOU PRVEHO HISTOGRAMU) UZ VELMI MALY A ZNAZORNOVAT ICH SAMOSTATNYMI STLPCAMI BY ZNAMENALO LEN ZBYTOCNE
ZVYSENIE POCTU STLPCOV. PRI VYPOSTOCH ZA REPREZENTANTA TRIEDY ,,7 A VIAC DETi" POKLADAME GiSLO 7 (TEDA POCITAME TAK,
AKO BY VSETKY ZENY ZARADENE DO TEJTO TRIEDY MALI 7 DET|’). VZHLADOM NA TO, ZE ZIEN, KTORE MAJU VIAC AKO 7 DETI

JE MALO, TO PRAKTICKY VOBEC NEOVPLYVNI VYSLEDKY VYPOCTOV (V NASOM PRIPADE VYPOCET ARITMETICKEHO PRIEMERU).

d) Vyskusajte si zber a spracovanie dat pri zistovani, ako to bolo v minulosti s po¢-
tom deti na Slovensku. Zistite od ¢o najvacsieho poctu Ziakov vasej skoly, z kol-
kych sirodencov boli ich rodicia, stari rodicia, pripadne prastari rodicia a kedy
— staci desafrocie — sa narodila ich mama (pozor, treba si uvedomit, Ze tymto
spdsobom neziskate informécie o bezdetnych rodinach). Ziskané udaje zobrazte
graficky a diskutujte o nich.

MIERA NEZAMESTNANOSTI

VYJADRUJE V PERCENTACH, AKU CAST Z EKONOMICKY AKTIVNEHO OBYVATELSTVA V DANEJ OBLASTI (NAPR. OKRESE, KRAJI, SLOVENSKU)

TVORIA NEZAMESTNAN:
pocet nezamestnanych os6b

pocet ekonomicky aktivneho obyvatelstva

miera nezamestnanosti (v %) =

A
45. Graf na s. 56 uvadza miery nezamestnanosti za jul 2011 pre jednotlivé kra- ZA EKONOMICKY AKTIVNE
je SR aj pre celé Slovensko. Cislo v modrom stipci je pocet nezamestnanych OBYVATELSTVO SA POKLADAJU
(t. j. uchadzacov o zamestnanie) v danej oblasti, z ktorého sa miera nezamestna- 0SOBY VO VEKU 0D 15
nosti vypocitala. ROKOV, KTORE PATRIA MEDZI

PRACUJUCICH V CIVILNOM
SEKTORE, NEZAMESTNANYCH
ALEBO PRISLUSNIKOV
OZBROJENYCH ZLOZIEK.

a) Skontrolujte, Ze miera nezamestnanosti v SR nie je aritmeticky priemer
mier nezamestnanosti v jednotlivych krajoch.

b) Ako je mozné, Ze v Banskobystrickom kraji je vi¢Sia miera nezamestnanosti
ako v PreSovskom, hoci pocet nezamestannych v PreSovskom kraji je va¢si ako
v Banskobystrickom?

c) Ako suvisi pocet nezamestnanych v SR s poctami nezamestnanych v jednotli-

e frsoctt R
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d) Vysvetlite, ako suvisi mie-

. Miera nezamestnanosti
ra nezamestnanosti v SR

(14,18 %) s mierami neza- (podIa krajov SR za jal 2011, v %)
<o S Miera evidovanej nezamestnanosti _ 20,49 20,87
me§tnanost1 V JeantthC'h vypocitana z celkového poctu s 20,54
kIaJOCh. SVOJe VySVCtlenle registrovanych nezamestnanych
skontrolujte vypoctom. 14,48 14,04
12,49
9,46 10,35
5,68
's < o D N < [ D (o]
o o ~— (=] [Xe] < » n =
© W o ® & A« ~ o© o
(=] (2] N~ ~— o (o] (2] [+ ©
@ g N o < < N~ M~ ©
SR BA TT TN ZA NR PO KE BB
HusToTA OBYVATELSTVA
BENELUX JE NAZOV SPOLOCENSTVA TROCH STATOV —
BeLaicka, HoLanDska A LuxemBURskA. V TABULKE 46. Na zéklade uvedenych udajov vypocitajte
SU UVEDENE ROZLOHY JEDNOTLIWCH STATOV A ICH hustotu obyvatelstva Beneluxu.
HUSTOTY OBYVATELSTVA (POCET OBYVATELOV VY- ) ; 5 o »
DELENY ROZLOHOU vV KM?, TEDA PRIEMERNY POGET 47. Vysledok tlohy 46 moZno opisat ako vaze-
OBYVATELOV PRIPADAJUCI NA 1 Km?). ny aritmeticky priemer jednotlivych hustot.
Ktoré ¢isla si vdhami? Co v tomto pripade
ROZLOHA HUSTOTA cadruid sednotlivé vahy?
(km?) (obyv/km?) vyjadruju jednotlive vahy"
Belgicko 30 528 355
Holandsko 41528 401
Luxembursko | 2586 198

MODUS, MEDIAN A ARITMETICKY PRIEMER — VYSLEDKY

1.X =3 2.5 (46. hodnota v stibore usporiadanom podla velkosti).
X, + X,
byF= it ya2 2"

n+1 2
2

6.V kazdom kone¢nom stbore platia tvrdenia b) a c). Protipriklad pre tvrdenie a) aj d): subor 0, 1, 1, 2.
7. SQLE =5,967...

, “ . . 16,83 26,18 28,08 26,45
9. Relativne pocetnosti zndmok 1, 2, 3,4, 5 st 00 = 0,168 3, 00 = 0,261 8, oo = 0,280 8, Too = 0,264 5

2.4 . . . . .

a—l’og = 0,024 6, preto aritmeticky priemer je 1683-1+26,18-2+ 281’8?) 3+26,45-4+246-5 ~2,72.

Iny mozny zapis vypoctu je 0,168 3 -1+ 0,261 8 -2+ 10,2808 -3 +0,2645-4+0,0246 -5~ 2,72.
10. Modus aj median je 3.
12.2)0=n, - (y,—=x) +n,-(y,—x)+ ...+ n.- (y,—x). b) Ak obidve strany rovnosti z rieSenia tilohy 12 a) vydelime

.. L,on . . . , .
&islom n (celkovym poctom prvkov siboru) a vyuZijeme, Ze —- = p, (n, je absolitna poetnost prvku y,, p, je jeho rela-
n

tivna poCetnost) atd., tak dostaneme O =p, - (y, —=x) +p, - (y, —X) + ... + p, - (y, — X).

13. Reprezentanta intervalu (tym je spravidla stred intervalu, pripomeiite si v§ak poznamku o reprezentantoch triednych
intervalov na s. 17) vynasobime poc¢tom prvkov tohto intervalu, vysledky s¢itame, sic¢et vydelime celkovym poctom prv-
kov. Postupujeme teda tak, akoby vSetky prvky v jednom triednom intervale nadobudali td istd hodnotu ako reprezentant
tohto intervalu (taktto predstavu o subore pouzijeme pri opise odhadu modu a medidnu pred tlohou 16).
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Z opisu intervalov na histograme v zadani vyplyva, Ze hodnoty pévodného stiboru boli celoCiselné (vysky v celych cen-
timetroch). V kazdom intervale mdzu prvky nadobuidat celkom 5 rdznych celociselnych hodndt, za reprezentanta je preto
rozumné zvolit strednu z tychto 5 hodndt. Potom aritmeticky priemer bude
127-1+132-4+137-9+142-3+147-7+152-4+157-3+162-2 4746
33 - 33
14. Modalny: 135 aZ 139, medidnovy: 140 az 144.
15. Modalny interval sa nezmeni, medidnové intervaly buda dva: 140 — 144 a 145 — 149 (medién je teraz priemer 16.
a 17. hodnoty, z nich prvé leZi v intervale 140 — 144 a druh4 v intervale 145 — 149).

142 + 147
16. a) Modus 137 cm, median 142 cm. b) Modus 137 cm, median + = 144,5 cm (pozri rieSenie ulohy 15).

= 143,81 ~ 143,8 cm.

19-1+28-4+21-7;114-10+6-13+3.16 _ 59414 = 5.978... bodu (v kazdej triede

modzu prvky nadobuidat 3 rdzne celociselné hodnoty, za reprezentanta sme zvolili strednt z tychto hodnét). Hruby odhad
pre modus: 4 body, pre median: 4 body. b) Median je 27. z 28 hodnét leziacich v medidnovom intervale 3 az 5. Ak
predpokladdme rovnomerné rozloZenie hodndt, tak priblizne prvych 9 prvkov patriacich do tohto intervalu nadobuida
hodnotu 3, pribliZzne 9 hodnotu 4 a priblizne 9 hodnotu 5. Potom 27. prvok nadobuda hodnotu 5, toto ¢islo pokladdme
za spresneny odhad medianu.

18. a) Modus, median aj aritmeticky priemer je to isté ¢islo: 10. b) Modus, median aj aritmeticky priemer je to isté ¢islo:
24. ¢) Sabor ma dva mody: —3,5 a 7,5, median a aritmeticky priemer je 2. d) Sibor ma dva mody: 9 a 21 (obmedzili
sme sa na odhad podla nasej dohody pred tlohou 16), median a aritmeticky priemer je 15.

VSsetky histogramy v tejto tlohe su simerné podla hodnoty medidnu. Preto aritmeticky priemer ma rovnakd hodnotu ako
medidn (zo sumernosti vyplyva, Ze sucet kladnych odchylok od medidnu je rovnaky ako sicet zdpornych odchylok od
medidnu, pritom aritmeticky priemer je td hodnota, pre ktord sa sicet vSetkych odchylok rovnd 0, pozri text na s. 37).
19. Pozri zaver rieSenia dlohy 18.

17. a) Aritmeticky priemer:

036
142
b) Modus: 3, median: 4, aritmeticky priemer (strednd hodnota): 4,697 (z informaécie, Ze histogram zobrazuje relativnu
frekvenciu v percentach, vieme, Ze stcet vSetkych hodnot je 100, to urychli vypocet medidnu a aritmetického priemeru).
¢) Modus: 11, median: 10,5, aritmeticky priemer: 10,2045 . d) Modus: 40, median: 45, aritmeticky priemer (stredné
hodnota): 48,31.
Vztah (¥%*) priblizne plati v b), c).
22. a) Ano, ak je v triede 9 diev¢at (a 21 chlapcov). Priemerné znamka zavisi od toho, kolko je v triede dievcat a kolko
chlapcov. Ak pocet diev€at oznac¢ime x, tak chlapcov bude 30 — x a priemernd znamka bude

x-2+(30—x)-3. (*)

30

Ak mé byt vysledok 2,7, tak musi platit 2+ B0-9-3 —5 7 dtial x = 9.

21. a) Modus: 10, mediadn: 9 (priemer 71. a 72. prvku v zoradenom subore), aritmeticky priemer: ! = 7,295...

0
b) Keby bol v triede rovnaky pocet chlapcov a dievcat. ¢) Prvy pripad: priemerna znamka by bola menSia ako 2,5; druhy
pripad: priemerna znamka by bola vicsia ako 2,5. Na nédjdenie odpovede staci ,,cit pre ¢isla®, je mozné vSak argumento-

vat aj vypoctom: Gpravou (*) dostaneme pre priemernd znidmku vzorec p =3 — ;—0, kde x je pocet dievcéat. So zvacsuju-
cim sa x sa p zmenSuje, pritom pre x = 15 sa p = 2,5. Preto pre x > 15 bude p < 2,5 (a naopak).

Treti pripad: diev€at by bolo v naSom pripade 20, chlapcov 10, priemernd zndmka by bola % =
2 1

o § 2+ —.3=23~2,33. Viimnite si, Ze vysledok nezavisi od poctu Ziakov v triede, ale iba od vzdjomného pomeru
. « NV - N . T
ich poctov (dievcata tvoria 3 vSetkych ziakov, chlapci E)‘ S tymto poznatkom — Ze aritmeticky priemer zavisi iba od

relativnej pocetnosti — sme sa uZ stretli pred tlohou 9.

d:-2+30-d)-3 _30-d :3—i (z je priemerna znamka
30 30 30

celej triedy, d je pocet dievcat, preto d moze nadobudat hodnoty 0, 1, ..., 30, tychto 30 Cisel je teda defini¢ny obor nasej
funkcie z). Graf (ktory sa v tomto pripade sklad4 z 30 bodov) je na obr. 9 (pozor, priese¢nik siradnicovych osi zodpoveda

23. b) Priemerna znamka celej triedy by bola 2,6. ¢) z =

na zvislej osi hodnote 2). Dojem, Ze vSetky body grafu leZia na jednej priamke, je spravny — z predpisu z =3 — % vidno,
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Lo . . . “ « . 1
7e z je linedrna funkcia (teda jej predpis ma tvar z = A + Bd, kde A, B st konStanty — v naSom pripade A =3, B =— %)
a grafom linearnej funkcie je priamka.

>

T 3 1"

2 29 {Yeey

= 2,8 *

o o *

© 27 *os

© 26 oo

g 25 oo

E 24 L T

g 23 o,

N 22 *e

e 21 I

5 2 *e

2 0 5 10 15 20 25 30

& pocet dievcat

Obr. 9 Obr. 10
d) Nie. Ziadna ¢ast krivky, ktora je grafom nepriamej dmernosti (jej typicky tvar pre nepriamu imernost medzi dvoma
PR .. L . . " e d

kladnymi veli¢inami je na obr. 10), nie je priamka. Z dlohy 23 c) ale vieme, Ze body znazornujice zavislost z =3 — 30

lezia na priamke. Preto tato zavislost nemoZe byt nepriamou imernostou. Poznamenajme vsak, Ze v hovorovej reci sa
ako nepriama umernost ¢asto oznacuje kazd4d zavislost medzi dvoma kladnymi veli¢inami, ktora je klesajicou funkciou

(teda so zvdc¢Sovanim jednej premennej sa druhda premennd zmenSuje). Funkcia z=3 — 4 tato vlastnost mé (vidno to
z obr. 9), opit vSak zdorazilujeme, Ze napriek tomu to nie je nepriama imernost.

24.V (1) a (2) st vdhami relativne pocetnosti jednotlivych hodnét, sticet vSetkych relativnych pocetnosti je 1. V (3) su
véhami pravdepodobnosti jednotlivych moZnych ziskov a strat. Ziadne z uvedenych moZnosti (zisk 3, zisk 2, strata 2)
nemoOZu nastat sucasne a iné moznosti uZ neexistuju, preto sucet pravdepodobnosti sa rovna 1.

25. Ano. Ak napr. 447-kilometrovii vzdialenost Bratislava — Kogice prejde rychlik za 6 hodin 45 miniit, tak pocas jazdy
sa jeho rychlost meni — niekedy je nulova (ked vlak stoji na stanici), niekedy je 100 km/h. Priemerna rychlost — ktor4 je
é% = 66,2 ~ 66 km/h — je odpoved na otazku keby mal viak prejst tito vzdialenost za rovnaky cas a po celii dobu by
isiel tou istou rychlostou, akd by bola tdto stdla rychlost?

26. a) 16-nasobne. b) Keby mal vklad v priebehu 1. aj v priebehu 2. roku vzrast rovnako, aky by musel byt tento rovnaky
nasobok, aby celkové zvicsenie vkladu po 2 rokoch bolo rovnaké ako v povodnom zadani.

.....

.....

jima). e) V prvom roku urokova miera 100 % p.a., v druhom roku 700 % p.a. f) 300 % p.a.

27.4,98 % p.a. Za 3 roky vklad vzrastie 1,025 - 1,05 - 1,075 = 1,156 968 75-nasobne. Ak priemerny ro¢ny rast je a-na-
sobny, tak musi platit a* = 1,156 968 75, odtial a = 1,049 801... ~ 1,0498. Ak vklad za rok vzrastie 1,0498-nasobne, tak
ro¢né urokova miera je 4,98 %.

28. a) Za prvé 2 hodiny sme presli 60 - 2 km, za druhé 2 hodiny 80 - 2 km (siciny nevycislujeme, aby sme videli, ako
vysledok suvisi s rychlostami 60 km/h a 80 km/h). Za 4 hodiny sme tak presli 60 - 2 + 80 - 2 = (60 + 80) - 2 km, preto
nasa priemernd rychlost pocas tychto 4 hodin bola

celkovd drdha _ (60 + 80)- 2 - 60 + 80 =70 km. )

celkovy cas 4 2

b) Ak T je dizka ¢asového tiseku v hodindch (napr. pre $tvrthodinové tseky sa T = 0,25), tak v prvom ¢asovom tseku
prejdeme 60 - 7km a v druhom 80 - T km. Za Cas 2T tak prejdeme celkom 60 - T + 80 - T'= (60 + 80)- T km, preto nasa
(60 +80)- 7 _ 60+ 80
2T
Vsimnite si, Ze vypocet (*) je Specidlny pripad tohto vypoctu pre T = 2.

priemerna rychlost je =70 km/h (hodnota T v ¢itateli a menovateli sa vykrati).

29. b) % - 60 + 43—‘ - 80 =75 km/h. Ak Stvrtina Casu je T hodin, tak zvys$né tri Stvrtiny st 3 - 7' hodin. Za prvi Stvrtinu prejdeme
60 - T km, za zvyS$né tri Stvrtiny 80 - 3 - Tkm, teda za Cas 4 - Thodinjeto 60 - T+ 80-3 - T = (60 + 80 - 3) - T km.
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Priemerna rychlost je potom (60 +80-3)- 7 _60+80-3

4.T 4
3.8 3.8 3

I S 2sT(1 ) o kel
60 80 60 80/ 7 60 80

km/h.

32. S medidnom: keby sme kazdej Ziarivke z testovanej vzorky priradili dobu, za ktord sa vypali, tak menovita Zivotnost

by bola (pribliZzne) medién tohto stiboru hodnot.

33. a) Median aj modus je 3. O aritmetickom priemere nevieme vo vSeobecnosti povedat ni¢ (vymyslite priklady,
z ktorych bude zrejmé, Ze aritmeticky priemer mdze byt v tomto pripade [ubovolné ¢islo). b) Medidn aj modus je 3.
Aritmeticky priemer bude lezat v otvorenom intervale (2, 4). Najmensiu hodnotu by dosiahol, keby vSetky zvy$né znam-
ky boli 1, touto hodnotou by bolo ¢islo p-3+ (1 —p)-1=2p+ 1, kde p je relativna frekvencia znamky 3. Podla zadania
je p>0.,5, preto 2p + 1 > 2. Podobne moZno uvaZovat o najvicsej moznej hodnote aritmetického priemeru.

35. a) Matematickou podstatou tohto urdzlivého vyroku o Anglicanoch je tvrdenie: ak k pévodnému siiboru hodnét, ktory
mal aritmeticky priemer p, priddme hodnotu, ktord sa rovnd p (je vicSia ako p, je menSia ako p), tak aritmeticky priemer

.....

metickym priemerom, ked z povodného stiboru nejaky prvok odoberieme. Odporicame diskutovat o tomto odvodeni aj
0 obidvoch tvrdeniach (pomdct vim moZe text na s. 37 aj interpreticia pomocou rovnovahy na pake na s. 69). b) Ak sa
prestahuje nadpriemerne inteligentny Skoét, tak sa droveti inteligencie zniZi nielen v Skétsku, ale aj v Anglicku.

36. Celkovy pocet moZnosti je rovnaky ako pri oby&ajnych kockach 6° = 46 656. a) Pocet moZnosti, v ktorych padne
sicet 0, je 5% =15 625. Pri tychto moZznostiach hra¢ straca svoj vklad, pri 1 moZnosti ziska 90 fenigov, pri zvysnych
46 656 — 15 625 — 1 = 31 030 moZnostiach je jeho bilancia 0. Preto ocakdvana hodnota je

1 31030 15 625

. + .
. 46 656 46 656 0
b) Cislo 4 mézeme ziskat dvomi sposobmi:
¢ na Stvrtej kocke padne 4 a na zvySnych nic¢

+ .
46 656

1=

15535
46 656

~-0,333. (A)

Tato moZznost nastane v 5° = 3 125 pripadoch (na kazdej zo zvy$nych piatich kociek moZe padniif ktorakolvek z 5

slepych stien).

e padnu ¢isla 1 (na prvej kocke) a 3 (na tretej kocke) a na zvySnych 4 kockach nic¢

Tato moZnost nastane v 5% = 625 pripadoch.
Celkovy pocet priaznivych mozZnosti je preto

3 125 + 625 =3 750. Ocakavana hodnota pre hraca je
3750 15 625 11875
-1 < (-1)=———~-0,255. B
46656 | Ta6656 VT d6es6 P B

¢) Cislo 14 moZeme ziskaf $tyrmi spdsobmi: 3 + 5 + 6
(tdto moZnost nastane v 5° = 125 pripadoch), 1 +2 + 5+ 6
(5% =25 pripadov), 1 + 3 + 4 + 6 (25 pripadov), 2 + 3 + 4 +
5 (25 pripadov), preto celkovy pocet priaznivych moZnosti
je 200. Hracova oc¢akéavana hodnota je
200 15625 15025
.34+ (=1)=-
46 656 46 656 46 656
Vo vSetkych pripadoch je hra vyhodna pre kaukliara (pre-
toZe ocakavana hodnota pre hraca je vZdy zaporna). Ak ma
byt hra spravodlivd, musela by sa o¢akévana hodnota rov-
nat 0. V pripade a) dostaneme rieSenim rovnice

1 -x+31 030 N 15625
46 656 46 656 46 656

(v (A) sme velkost vyhry 90 nahradili nezndmou x) vysle-
dok x = 15 625. Podobne v pripadoch b) a ¢) dostdvame

~-0,322. (C)

(~1)=0.

»spravodlivé vyhry* vo vyske x = % =4,16
15 625
= =78,125.
ax 200 8,125

38. a) 80 580, b) 100 000 — 60 786 = 39 214,
¢) 80 580 — 60 786 = 19 794. Suvis tychto ¢isel s grafom
z obr. 8 znazornuje obr. 11.

pocet zijucich

100 000
95 000 -
90 000 -
85 000 -
80 000 -
75 000 -
70 000
65000 -
60 000 -
55000 -
50 000 -
45000 -
40 000 -
35000 -
30 000
25 000 -
20 000 -
15 000 -
10 000 -

5000 -
0 3

>

doZjli sa menejiako 75 rokov

—

-
<

dozili sa aspon

65 a menej akg
75 rokov

.--“/

"

doZ|li sa aspon 65 rokov|

\
\

0 5 101520253035404550556065707580859095100
vek

Obr. 11



MODUS, MEDIAN A ARITMETICKY PRIEMER - VYSLEDKY

100 000 -

95 000 - \
90 000 -

85 000 -
80 000 -

pocet zijucich

75 000 -
70 000 -

65 000 -
60 000 -

55 000 -
50 000 -

45 000 -
40 000 -

35 000
30 000 -

25 000 -
20 000 -

15 000
10000 -

5000 -
OE

N

Obr. 12

100 000 -

0 5101520253035404550556065707580859095100

vek

90 000 -

95 000 - i

85 000 -
80 000

pocet zijucich

75 000 -

70 000 -
65 000 -

60 000 -
55 000 -

50 000 -
45 000 -
40 000 -

35 000
30 000 -

\ {80,-90)

25 000
20 000
15 000 -

10000 -

A

\ (90, 100)

5000 -

Y

0 3

Obr. 14

0 5101520253035404550556065707580859095100

vek

35023
26 775
14 842
10385
7 440
764 o051 554 1055 2901
5 @ & 8 @ & B @ © +
~— (V] o < Te) o N~ [e0] (o)) 8
=) =} o o o o o o o
¥z 94 2 3 v e &~ 2
Obr. 13

39. Vyuzijeme vysledky tlohy 38.

a) S8 _ 0,805 8 ~ 0,81, t. j. priblizne 81 %.
100 000
39214 ‘ e

b) 100000 0,392 14 ~ 0,39, t. j. priblizne 39 %.

Vsimnite si, Ze tento vypocet suvisi s doplnkovou
pravdepodobnostou: pocet novorodencov, ktori sa
doZiju menej ako 75 rokov, je 100 000 — 60 786
(pocet vSetkych minus pocet tych, ktori sa doZiju
asponi 75 rokov), preto hladand pravdepodobnost

100000-60786 _ , 60786 G 1 minus
100 000 100 000
pravdepodobnost, Ze sa novorodenec doZije aspori
75 rokov.

19 794 S
c) 100000 ~ 0,197 94 = 0,20, t. j. priblizne 20 %.
40. Pozri obr. 12. a) asi 68 rokov, b) asi 78 rokov,
c¢) asi 88 rokov.
41. a) Pozri obr. 13.
Na obr. 14 sme zndzornili, ako s grafom z obr. 8
stvisia pocetnosti tried (50, 60), ..., (80, 90) a 90+
(zndzornenie zvysnych tried by obrdazok znepre-
hladnilo).

7 440

b) 100 000
¢) ... z intervalu {80 rokov, 90 rokov), pravdepodob-
nost tejto moznosti je priblizne 35 %.
42. a) Stredn4 dizka Zivota pri narodeni je aritme-
ticky priemer (t. j. stredna hodnota) tohto stboru,
pravdepodobna dizka Zivota pri narodeni je jeho
median. (Pozndmka pre velmi pozorného a ndroc-
ného Citatela: je to median, ak uvedenu definiciu
pravdepodobnej dizky Zivota chiapeme na rovna-
kej urovni presnosti vyjadrovania ako formulaciu:
polovica hodnédt je menSia ako medidn, polovica
hodnét je vicsia ako medidn, o ktorej sme diskuto-
vali v ulohach 4 az 6).
b) 78 rokov (na grafe treba najst vek, v ktorom je
pocet Zijucich 50 000, tito hodnotu sme hladali uz
v dlohe 40 b), pozri obr. 12). ¢) 75,3464 ~ 75 rokov

=0,074 4 = 0,07, t. j. priblizne 7 %.
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(pri vypocte aritmetického priemeru siboru z obr. 13 sme za stredy intervalov volili ¢isla 5, 15, 25, ..., 85 a 95).

d) Tretou hodnotou z trojice je modus. V ulohe 41 ¢) sme nasli modalny interval: (80, 90). Tento udaj stvisi s tzv. nor-
mdlnou dlZkou Zivota, teda vekom, ktorého sa Tudia najcastejsie doZivaju.

43. a) Stredna diZka Zivota vo veku x rokov je priemerny pocet rokov, ktoré este preZije ¢lovek vo veku x rokov.
Pravdepodobni diZka Zivota vo veku x rokov je pocet rokov, ktoré po dosiahnuti veku x eSte preZije prave polovica z tych
Tudi, ktori sa doZili x rokov. (Ind moznost definicie poskytuje Cast b) tejto tlohy. Uvedené pojmy mozno definovat ako
strednt hodnotu a medidn vhodného stiboru hodnot.) b) Statistické jednotky su ti Tudia z pdvodného 100 000-¢lenného
stboru, ktori sa doZijii veku aspoii x rokov. Statisticky znak je pocet rokov, ktoré jedinec z tohto siiboru preZije od do-
siahnutia veku x rokov. Stredna dizka Zivota vo veku x rokov je aritmeticky priemer hodnot tohto stiboru, pravdepodob-
n4 di7ka Zivota vo veku x rokov jeho median. ¢) Stredn4 dizka Zivota vo veku 50 rokov: priblizne 27 rokov (vysledok
27,759 858 15 sme zaokrihlili na celé roky nadol). Pravdepodobna dizka Zivota vo veku 50 rokov: priblizne 29 rokov
(v grafe na obr. 8 treba odhadnit, pre ktory vek bude pocet Zijicich 94 465 : 2 = 47 233). d) M4 pravdu. Pri zdévodneni
modze pomoct vhodné oznacenie: Majme celkom n Iudi, ktori sa dozili veku x rokov, ozna¢me

o d, dizku Zivota k-teho z nich,

e 1, poCet rokov, ktoré tento Clovek preZije po dosiahnuti veku x rokov.

Potom pre kazdé k od 1 do n plati

d,=x+r,. (*)
Jgre “: . retrt..+r, . . . . d1+d2+...+dn
Stredné dlzka zZivota vo veku x rokov je S = ——,;  priemerny vek tychto n ludije P = —
Ak kazdé z Cisel d|, ..., d, zapiSeme pomocou (*), dostaneme

n zatvoriek, v kazdej je jedno x

_dl+d2+...+dn_(x+r1)+(x+r2)+...+(x+rn) x4 r Lt LA, X TRt

n n n n n
rt+r,t.t+r =X
=x+ 2" " —x4+S§
n
=S
Plati P=x+ S, odtial S=P — x.
44. a) V pdvodnom c¢lanku sa uvadza: ,.... absoliitna vicSina ruskych rodin sa definitivne a nezvratne rozhodla pre mala

rodinu s dvoma detmi. Histogramy ukazuju, ako sa jednotlivé generacie postvali k univerzalnemu modelu rodiny s dvo-
ma detmi: ruské Zeny narodené po vojne sa zdrahali zostat bezdetné, alebo mat viac ako tri deti.*
b) 1905: modus 2 a 7, median 3, strednd hodnota 3,447,

1915: modus 2, median 2, stredna hodnota 2,688,

1925: modus 2, median 2, stredna hodnota 2,244,

1935: modus 2, median 2, stredna hodnota 2,121,

1945: modus 2, median 2, stredna hodnota 1,869,

1955: modus 2, median 2, stredna hodnota 1,898.
¢) Do uvahy pripadaju strednd hodnota, pocet percent Zien, ktoré maju 2 deti a pocet percent Zien, ktoré maji viac ako
2 deti (1905 - 60,1 %, 1915 — 46,2 %, 1925 — 34,7 %, 1935 - 27,4 %, 1945 — 18,8 %, 1955 - 19,5 %).
45. b) Miera nezamestnanosti nezavisi iba od po¢tu nezamestannych v danom kraji, ale aj od po¢tu ekonomicky aktivne-
nezamestananych z tohto poctu je mensia Cast neZ v Banskobystrickom kraji. ¢) Je to sucet pocCtov nezamestnanych
v jednotlivych krajoch. d) Na vypocet miery nezamestnanosti v SR potrebujeme poznat pocet ekonomicky aktivneho
obyvatelstva. Ten je suc¢tom poctov v jednotlivych krajoch. MoZno ich vypocitat zo vzorca v zadani dlohy:

pocet nezamestnanych osdb

pocet ekonomicky aktivneho obyvatelstva = miera nezamestnanosti (v %) 100.

19204 -100 27913-100 31389-100 40452-100 48244-100 79198100
568 946 10,35 ° 12,45 ° 14,04 ° 2049 °
. Poznamenajme, Ze vysledky tychto vypoctov nebudii presne tie poCty ekonomicky aktivne-

Pre jednotlivé kraje to budu cisla
73859 - 100 66 048 - 100
20,54 7 20,87
ho obyvatelstva, z ktorych sa miery nezamestnanosti pdvodne vypocitali. Je to kvdli tomu, Ze miery nezamestnanosti,
ktoré vo vypocte pouZivame, su zaokruhlené na 2 desatinné miesta — teda maju 3 alebo 4 platné cifry. Preto aj hodnoty
uvedenych podielov budd mat vicSinou iba 4 platné cifry (podla pravidla pocet platnych cislic podielu alebo siucinu

urcuje clen s najmensim poctom platnych cislic).
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Mieru nezamestnanosti na Slovensku potom moZno vypocitat takto (¢islo v Citateli — 386 307 — sme napisali ako sicet
poctu nezamestnanych v jednotlivych krajoch, pozri Cast c) tejto tlohy):

pocet nezamestnanych osob
pocet ekonomicky aktivneho obyvatelstva
_ (19204 + 27913 + 31389 + 40452 + 48 244 + 79 198 + 73 859 + 66 048) - 100
(19 204 N 27913 N 31389 N 40 452 N 48 244 N 79 198 N 73 859 N 66 048
5,68 9,46 10,35 1245 14,04 2049 20,54 = 20,87

Hodnota tohto vyrazu zaokrihlend na 2 desatinné miesta je 14,48 %, €o je v stilade s hodnotou uvedenou v grafe zo
zadania.

- 100 =

)-100

30 528 - 355+ 41 528 - 401 +2 586 - 198 _ N 5
46. 30 538 1 41528 + 3 586 =375,15... = 375 obyv./km *)
(tdaje o hustote v zadani maja 3 platné Cislice, preto aj vysledok zaokrihlujeme na tento pocet platnych Cislic podla
pravidla: pocet platnych cislic podielu alebo siicinu urcuje ¢len s najmensim poctom platnych cislic). HlTadame podiel
celkového poctu obyvatelov a celkovej rozlohy — ta je 30 528 + 41 528 + 2 586 km?. Pocet obyvatelov jednotlivych
krajin najdeme z udajov v tabulke: hustota (%) je podiel poctu obyvatelov (p) a rozlohy (), preto poCet obyvatelov je

hustota x rozloha:

hzé,pretop:h-r.
Teda pocet obyvatelov Belgicka je 30 528 - 355 = 10 837 440 ~ 10 800 000, Holandska je 41 528 - 401 = 16 652 728 ~
~ 16 700 000, Luxemburska je 2 586 - 198 =512 028 ~ 512 000 (vysledky sme zaokrthlili na 3 platné cifry). Vo vypocte
(*) sme nezaokruhlovali jednotlivé s¢itance v Citateli, zaokrahlili sme az kone¢ny vysledok 375,15... .
30528 _ 30528 41528 a 2586
30528 +41528 +2586 74642 7 74642 74642
Beneluxu predstavuje rozloha jednotlivych krajin.

47. Vahami sa cisla

tie vyjadruju, aka cCast celkovej rozlohy
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3 ROZPTYL A STANDARDNA
ODCHYLKA

Median a aritmeticky priemer si dve mozné odpovede na otazku: ;
yp b 3.1 Ako ZMERAT

Kde leZi stred daného siiboru hodnot? ROZPTYLENOST
Y . . . ) .. i HODNOT SUBORU
KaZzda z nich zodpoveda inému chapaniu slova stred: v pripade medianu odpoved 3.2 RozpmuL
spajame s poctom hodnot v stibore, v pripade aritmetického priemeru s velkostou hodnot. ’ ) ]
g P ) . . SO o (STREDNA KVADRATICKA
Z tychto dvoch moznosti sa teraz ststredime na aritmeticky priemer. Budeme hladat )
R P P A : . ODCHYLKA)
spdsob, ako opisat velkost rozptylenia hodndt stiboru okolo priemernej hodnoty. - )
3.3 STANDARDNA
ODCHYLKA

3.4 DALSIE GLOHY

3.1 Ako zmerat rozptylenost hodnot saboru

Ak pozname aritmeticky priemer, tak (volne povedané) vieme, okolo akého Cisla sa
pohybuji hodnoty suboru. Tito informéacia o velkosti hodnét stiboru je vSak pomerne
hrubd, pretoZe rovnaky aritmeticky priemer mdZu mat dost rozdielne stibory. UkaZme si
to na typicky Skolskom priklade — na priemernej zndmke. Obidva nasledujice 8-Clenné
subory zndmok majua aritmeticky priemer 2:

2,2,2,3,2,1,2,2 1,4,2,3,1,1,3,1
5 7 5 7
4 1 47 .
3 - . 3+ . .
21 *—o—eo e * o 2 4 o
1 * 1 - > @ *
Obr. 1 a) Obr. 1b)

V obidvoch stboroch sa znamky pohybuji okolo dvojky (na obrazkoch znazoriuje
priemernt zndmku Cervena Ciara). V prvom subore st vSak zndmky menej rozkolisané
okolo priemernej hodnoty nez v druhom (vidite ten rozdiel v rozptylenosti aj vy?).
Mozno povedat, Ze prva z tychto priemernych dvojok predstavuje v porovnani s druhou
ustalenej$i vykon.

ULOHA

1. Dva histogramy na obrazku 2 znazoriiuju vysledky tej istej pisomky z matematiky
v dvoch roznych skupindch. Obidve skupiny mali rovnaky pocet Ziakov (40)
a v obidvoch bol rovnaky priemerny pocet bodov (5,65).

Diskutujte o tom, ktora skupina podala vyrovnanejsi vykon (o ktorej skupine mozno
povedat, Ze v nej boli menSie rozdiely medzi vykonmi jednotlivych Ziakov, t. j. Ze
znamKy v triede boli menej rozptylené).
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Vysledky piskomky 1. skupiny Vysledky piskomky 2. skupiny
8 8
> 7 = 7
= ©
N5 N 5+
3 4 B 4
>8 3 | >8 3 -4
o 2 | [oX 2 |
1 1
0 0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pocet bodov pocet bodov
Obr. 2 a) Obr. 2b)

ULOHA

2. Na meranie 100-metrového useku sme pouzili dve rézne metédy merania. Prvy
diagram (obr. 3 a) zndzorfiuje vysledok 20 merani pomocou prvej metédy, druhy
diagram (obr. 3 b) vysledok 20 merani pomocou druhej metddy. Aritmeticky prie-
mer 20 nameranych hodndt je v prvom aj druhom pripade rovnaky: 100.

a) Diskutujte o tom, ktord z dvoch pouZzitych metéd mozno na zaklade tychto
vysledkov oznacit za presnejSiu.

b) Navrhnite, ako vyjadrit nejakym vhodne zvolenym ¢&islom presnost merania
(teda velkost kolisania nameranych hodndt okolo aritmetického priemeru).
O vSetkych navrhoch diskutujte so spoluziakmi v triede.

O AMITOONDOD <
< D - oM < ONOOHNOOOOOOOOO0O0O —
[ce] o] (o] [e) )] [e N >Ne)Ne )l ol il Sl ol i i il ol ol ol —

i & S0 —00 0000900000000 L g )
80 85 90 95 100 105 110 115 120
Obr. 3 a)

oO—A Yol [colNe)] — AN M
< [<e] o - [P IS O N~ DO OO o oo -—_—
[ee] 0] [e) )] [e)Ne)) [e)Ne)) (o> 00 i i = ~— - -
80 85 90 95 100 105 110 115 120
Obr- 3 b)

V tlohéch 3 az 6 uvadzame viaceré moznosti, ako odpovedat na otdzku o presnosti me-
rania — teda o rozptylenosti nameranych hodnét — z dlohy 2 b). Predpokladame, Ze pri
rieSeni tejto ulohy ste o niektorych z nich diskutovali aj vy. RieSenie nasledujicich uloh
by malo na tito diskusiu nadviazat.

ULOHY

3. Pri hladani odpovedi na otazku z ulohy 2 b) sa casto ako prvé navrhy vyskytni
e siicet vSetkych odchylok od aritmetického priemeru

HLADAME ¢isLo, KTORE BY
OPISALO PRESNOST MERANIA —

TEDA VELKOST ROZPTYLENOSTI
NAMERANYCH HODNOT OKOLO Pre subor z obr. 3 b) je to ¢islo

ARITMETICKEHO PRIEMERU. (84 —100) + (86— 100) + (90 — 100) + (91 —100) + (93 — 100) + (94 — 100) +

+ (95 - 100) + (96 — 100) + (97 — 100) + (99 — 100) + (100 — 100) + (101 — 100) +
+ (102 — 100) + (105 — 100) + (108 — 100) + (109 — 100) + (111 — 100) +

+ (112 -100) + (113 — 100) + (114 — 100)
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e alebo priemernd odchylka od aritmetického priemeru

Pre stbor z obr. 3 b) je to ¢islo z predchddzajticej odrazky vydelené poctom clenov
suboru (teda ¢islom 20).

Ani jeden z tychto navrhov vSak neriesSi povodnu otazku — vyjadrit velkost rozptyle-
nosti hodnot. Vysvetlite, preco.

4. Jednu z nevyhod sictu vsetkych odchylok od aritmetického priemeru z Glohy 3 od- | Jepen z cieLov ULoHy 4 JE
strafiuje navrh sicet vsetkych absoliitnych odchylok od aritmetického priemeru | zSTIT, Gl DOKAZETE POUZIT
(ktord nevyhoda to je?). POSTUP WYPOGTU, KTORY

NIE JE OPISANY SYMBOLICKY —

a) Vypocitajte tito hodnotu pre sibor z obr. 3 b).
TEDA VZORCOM, ALE SLOVNE.

b) Potom diskutujte, preco sa ani tento navrh nepoklada za vhodné vyjadrenie
presnosti merania.

NEGITAJTE HNED HLAVNU NAMIETKU UVEDENU V NASLEDUJUCOM TEXTE. SKUSTE NA NU PRIST SAMOSTATNE V DISKUSII.

Hlavna namietka je: Takéto Cislo nie je vhodné na porovnanie rozptylenosti dvoch
suborov hodndt, ktoré maju rozny pocet prvkov. Ak by sme nim vyjadrovali presnost
merania, mohlo by sa stat, Ze z dvoch siborov merani tej istej veli¢iny — z ktorych
jeden bude velmi rozptyleny, ale s malym poc¢tom hodnét, a druhy ovela menej roz-
ptyleny, ale s velkym poctom hodndt — by sme za presnejsSi vyhlasili rozptylenejsi
subor (vymyslite priklad dvoch siborov, pre ktoré nastane opisana situicia).

Ak ste diskutovali o ndmietke z tlohy 4 b), pravdepodobne ste prisli na navrh priemer-

nd absoliitna odchylka od aritmetického priemeru. Vypocitajte jej hodnotu pre stbor
z obr. 3 b). Potom diskutujte o tom, ako tento navrh riesi namietku z tlohy 4 b).

g

JE VELMI PRAVDEPODOBNE, ZE NAVRHY Z ULOH 3 AZ 5 SA VYSKYTLI AJ VO VASOM RIESENi ULOHY 2 b). PREDPOKLADAME, ZE AJ VY STE
ZISTILI, ZE Z NASICH DOTERAJSICH NAVRHOV VYHOVUJE IBA PRIEMERNA ABSOLUTNA ODCHYLKA OD ARITMETICKEHO PRIEMERU.

PozNAMENAJME, ZE POUZITIE PRIEMERNEJ ABSOLUTNEJ ODCHYLKY NIE JE VIAZANE IBA NA ARITMETICKY PRIEMER — KEBY SME NAMIESTO
ARITMETICKEHO PRIEMERU POKLADALI ZA STRED SUBORU NAPR. MEDIAN A ZAUJIMALO BY NAS, AKO JE SUBOR HODNOT ROZPTYLENY OKOLO
TEJTO HODNOTY, MOHLI BY SME NA VYJADRENIE VELKOSTI ROZPTYLENIA POUZIT PRIEMERNU ABSOLUTNU ODCHYLKU OD MEDIANU.

V ulohe 6 doplnime eSte niektoré dalSie moZnosti, ktoré sa vo vaSich tivahdch nemuseli
objavit. Nie vSetky suvisia s odchylkami od aritmetického priemeru, vSetky vSak suvisia
s hladanim odpovede na otazku Ako vyjadrit premenlivost hodnét stiboru? Aj teraz teda
hladdme ¢&islo, ktoré by vyjadrovalo velkost rozptylenia hodnot siboru. Cim mensie bude
toto Cislo, tym sustredenejsSia okolo jedného bodu by mala byt podstatna ¢ast stboru.

ULOHA

6. Diskutujte o tom, ktoré z nasledujucich ¢isel si vhodné na vyjadrenie tejto rozptyle-
nosti siboru:
a) rozdiel najvicsej a najmensej hodnoty suboru (tzv. variacné rozpditie),
b) najvicsia absolitna odchylka od aritmetického priemeru,
¢) dizka intervalu, v ktorom leZi ,prostrednych 50 % vietkych hodnot (tzv. kvar-
tilové rozpdtie), v suboroch z obr. 3 a), b) je to ,,prostrednych 10 hodnot®, teda
Cisla, ktoré st 6. az 15. v poradi.

ODPORUGAME TESTOVAT VSETKY TIETO NAVRHY NA SUBOROCH Z ULOH 1 A 2.

KVARTILOVE ROZPATIE (TEDA VZDIALENOST MEDZI PRVYM A TRETIM KVARTILOM) JE ZNAZORNENE AJ NA OBRAZKU ZA ULOHOU 3 NA s. 29.
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3.2 Rozptyl (stredna kvadraticka odchylka)

Z néavrhov, ktoré sme uviedli v tlohdch 3 az 6, sa na meranie rozptylenosti siboru po-
uZzivaju priemernd absoliitna odchylka a kvartilové rozpdtie. V praxi sa vSak CastejSie
stretneme s hodnotou, ktord sa v naSich doterajSich uvahach nevyskytla: priemernd
kvadratickd odchylka od aritmetického priemeru. Ta sa vypocita podobne ako priemerna
absolutna odchylka, len namiesto absolitnych hodn6t sa v nej pracuje s druhymi mocni-
nami odchylok. V Statistike sa toto ¢islo nazyva stredna kvadraticka odchylka, rozptyl
alebo variancia a oznacuje sa znakom (o je malé grécke pismeno sigma).

To, ZE ROZPTYL SA OZNACUJE AKO DRUHA MOCNINA, MA SVOJ DOVOD. PISMENOM G SA TOTIZ OZNACUJE TzV. STANDARDNA ODCHYLKA, KTORA
JE DRUHOU ODMOCNINOU Z ROZPTYLU. TOUTO VELICINOU SA BUDEME ZAOBERAT V NASLEDUJUCOM CGLANKU. V NOM TIEZ UKAZEME NIEKTORE
VLASTNOSTI ROZPTYLU, KTORE ZDOVODNUJU JEHO POUZIVANIE.

ABY SME USETRILI

ASPON TROCHU PRACE,
PRIPOMINAME, ZE ROZSAHY
AJ ARITMETICKE PRIEMERY
SUBOROV Z ULOH @) AZ
C), KTORE POTREBUJETE
PRI VYPOCTOCH, NAJDETE
V TEXTE PRI PRISLUSNYCH
OBRAZKOCH.

Najprv skontrolujeme, ¢i ste pochopili slovny opis rozptylu a ¢i ho viete vypocitat pre
subory zadané roznym sposobom (vratane siborov obsahujucich zaporné hodnoty).

ULOHA

7. Vypocitajte priemernd kvadraticki odchylku od aritmetického priemeru:

a) pre subory znamok z obr. 1 a), b) na s. 63
Rozmyslite si, ako sa da vypocet zjednodusit pouZitim absolitnych pocetnosti
jednotlivych zndmok — ak sa napr. znamka 1 v stbore vyskytne 4-kréat, tak sa vo
vypocte strednej kvadratickej odchylky ¢len (1 —2)* vyskytne tiez 4-krit.

b) pre stbor z obr. 3 b) na s. 64

c) pre suibor z obr. 2 b) na s. 64
Tu sa bude hodit zapis pomocou absolitnych pocetnosti, o ktorom sme sa zmie-
nili v Casti a) tejto ulohy.

d) pre subor 3,4,4,5,5,6,7,7,7,9

e) pre sibor-3,-3,-2,-2,-2,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,0, 1, 1, 1, 1,2, 2

f) pre sibor znazorneny histogramom na obr. 4.

10

RIESENIE ULOHY 7 f)

Najprv najdeme aritmeticky priemer daného suboru, teda cislo
sticet vSetkych hodnot

pocet vSetkych hodnot

F=

v nasom pripade
. 1-()+2--D+6-0+10-1+7-2+4-3+2-4 *)
e 1+2+6+10+7+4+2

(v menovateli je sticet pocetnosti jednotlivych hodnot, teda ¢isel uvedenych nad stip-
cami histogramu, s¢itance v Citateli maju tvar absoliitna pocetnost hodnoty x hodno-
ta, pozri tieZ text za tlohou 7 na s. 31).
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Ak chceme vypocitat rozptyl, tak

pre kazda hodnotu suboru vypocitame

teda Cislo x — 1,25, kde x je hodnota
suboru

jej odchylku od aritmetického priemeru,

napr. pre hodnotu —1 je tato odchylka
-1-125=-225

vypocitand odchylku umocnime na
druhu, teda vypocitame (x — 1,25)*

pre hodnotu —1 dostaneme
(-1 -1,25)%t.j. (- 2,257

vSetky tieto druhé mocniny scitame

v stbore bola hodnota —1 dvakrat, preto

aj v sucte druhych mocnin odchylok sa
gislo (=1 — 1,25)% t. j. (— 2,25)* vyskytne
dvakrat

podobne hodnota 1 bola v subore
10-krat, preto sa v sucte druhych mocnin
odchylok vyskytne vyraz (1 — 1,25)%
desatkrat

vysledok vydelime poctom ¢lenov siboru
(ten — ako vieme z vypoctu aritmetického
priemeru — je 32)

Dostaneme tak

o= 3_12[1 (2125 +2- (-1 -1,25P+6-(0— 1,25 +10- (1 -1,25)* +
+7-(2-1,252+4-(3-1,252+2-(4-1,257]=

= 3_12[1 (3,250 +2- (<2252 + 6 - (-1,25)> + 10 - (=0,25)>+ 7 - 0,752 +

+4-1,75%+2. 2,75)2]:% =1,9375 (%)

V predchadzajicej kapitole sme ukazali, Ze vypocet aritmetického priemeru mozZno
zapisat pomocou relativnych pocetnosti. Napriklad vypocet (*) na s. 66 mozno zapisat
V tvare

_ 1 10 7
X=—-" (—2)+— -+ 0+ — 1+ —-2+—-3+—-4=125
32 32 32 32
1 2 6 10 7 4 2
kde ¢isla —= , ==, ==, ==, =<, == — st relativne pocetnosti hodnét —2,-1,0,1,2,3 a4

327327327 32’32’ 32 32
(skontrolujte, ako sme tento zapis dostali zo zapisu (¥)).

Podobne mozno pomocou tychto relativnych pocetnosti zapisat aj vypocet rozptylu
(**) (skontrolujte to)

52_— (2—125)+— (-1 —125)+— (0—125)+E (1-1,25)+
32 32 32 32

4 2
(2—125)+3— (3 - 125)+3— (4-125)

Z toho vyplyva: na zistenie rozptylu stiboru staci poznat relativne pocetnosti hodnot
suboru.

(D
(\3“\6

je priemerns
p\oZpW\ (G ) ep erng kVadratiCké OdCh)ﬂka od ar-‘tme{\c\(é‘ﬂ p
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VZzOREC NA VYPOGET
ROZPTYLU

VZOREC NA VYPOCGET
ROZPTYLU BUDE PRE NAS
NAJMA PRILEZITOSTOU NA
PRECVICENIE POUZIVANIA
SYMBOLICKYCH ZAPISOV.

10'%°

na vy, .
YPoget rozpty\u o’ =

Vzorec na vypocet rozptylu dostaneme, ak vo vypocte, ktory sme pouzili v ulohe 7,
nahradime konkrétne hodnoty pismenami. ZapiSme postup vypoctu rozptylu pre subor,
ktory obsahuje n hodn6t — oznacime ich x,, x,, ..., x,— a jeho aritmeticky priemer je
Cislo x.

Napriklad v stbore z tlohy 7 f) san =32, x, = -2, x,=-1,x;,=-1,x,=0, ..., x5, = 3,
Xy =4, x,=4ax=1.25.

Postup vypoctu Zapis

pre kazda hodnotu stiboru vypocitame dostaneme tak odchylky x; — X, x, — X,
jej odchylku od aritmetického priemeru | x;—x, ..., x, — X

vypocitané odchylky umocnime dostaneme &isla (x; — %)% (x, — 07,
na druha (xy— 0%, . (x, - x)°?
vietky tieto druhé mocniny s¢itame (0 =0+ (=07 + o+ (x, -0
vysledok vydelime po¢tom ¢lenov (X, =X) + (6, =X + -+ (x, - X)
stiboru n

Vysledkom je

2

(x, —)_6)2 + (x, —Y)z + o+ (X, —X) (%)

n

Ak pouZijeme symbol 2z oznacujuci scitanie (pozri text na s. 30), mozno (*¥**) zapisat
v tvare

5 Zn](xj—.i:)2 5 1 & )
_ iz _ =
o’ = . alebo o = ,~§=1(xf X)

V PREDCHADZAJUCEJ KAPITOLE SME UVIEDLI TRI PODOBY VZORCA NA VYPOCET ARITMETICKEHO PRIEMERU:

® JEDEN PRE PRIPAD, ZE KAZDY Z 1 PRVKOV SUBORU MA SVOJE VLASTNE OZNACENIE,

* DALSIE DVA PRE SUBOR OPISANY POMOCOU NAVZAJOM ROZNYCH HODNOT A ICH POCETNOST(; V JEDNOM Z NICH SME POUZILI ABSOLUTNE
A V DRUHOM RELATIVNE FREKVENCIE (POZRI TEXTY ZA ULOHAMI 7 A 9 NA s. 31 ANA s, 32).

PODOBNE MOZNO TAKTO TROMI SPOSOBMI ZAPISAT AJ VZOREC NA VYPOGET ROZPTYLU. TVAR (***) ZODPOVEDA PRVEJ Z OPISANYCH SITUACI
(SUBOR JE OPISANY VYMENOVANIM VSETKYCH JEHO PRVKOV, PRICOM NIEKTORE Z NICH MOZU MAT ROVNAKU HODNOTU).
V ULOHACH 8 A 9 NAJDEME ZVYSNE DVE PODOBY TOHTO VZORCA.

ULOHY

8. Napiste vzorec na vypocCet rozptylu pre subor, v ktorom sa vyskytuje hodnota y,

s pocetnostou n,, hodnota y, s pocetnostou n,, ..., hodnota y, s poCetnostou n,.
Aritmeticky priemer hodndt siboru oznacte y.

Skontrolujte, Ze tito podobu vzorca sme pouZili aj pri vypocte rozptylu v (¥*)
z Ulohy 7 f).

9. Vzorec z predchadzajicej dlohy zapiste tak, Ze v lom namiesto absoliitnych
pocetnosti n, n,, ..., n, hodnot y,, y,, ..., y, pouZijete ich relativne pocetnosti —
oznacte ich p, p,, ..., p,.
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10. NapiSte obdobu vzorca (*) na s. 66 na vypocet priemernej absolttnej odchylky od
aritmetického priemeru. Pre priemernu absolutnu odchylku pouZzite oznadenie MAD
(z anglického nazvu mean absolute deviation).

11. Napiste vzorec na vypocet priemernej absolitnej odchylky od aritmetického prie-
meru pre subor z tlohy 8.

12. Vzorec z tlohy 11 zapiSte pomocou relativnych pocetnosti.

)l

FYZIKALNA INTERPRETACIA: aritmeticky priemer ako taZisko,
rozptyl ako moment zotrvac¢nosti

Il

Il

Il

I

Rozptyl — hoci posobi na prvy pohlad menej prirodzene ako priemerna absolitna odchylka — mé prirodzenu
fyzikélnu interpretaciu. Stru¢ne ju naznacime na priklade suboru 8, 8, 8, 8, 9, 13, 13, 13. Jeho aritmeticky

ll

I

priemer je 10, hodnoty 8, 9 a 13 maju relativne pocetnosti %, % a % Kazdu relativnu pocetnost budeme

chapat ako hmotnost zdvazia umiestneného v prislusnom bode ¢iselnej osi (teda napr. v bode 13 je umiestnené

I

ll

I

zavazie s hmotnostou %, pozri obr. 5). Vznikne tak sustava hmotnych bodov na priamke. Potom

ll

e aritmeticky priemer — ¢islo 10 — moZno interpretovat pomocou rovnovahy na pake. Ak ciselnd os

ll

Il

»podoprieme* v bode 10, vznikne paka, ktorej obidve ramena — na jednom su zavazia % a %, na druhom
1 3

zavazie % — st v rovnovahe. Plati totiz % -(10-8) + R (10-9) = R (13 —10). Tento zapis rovnovahy na

Il

I

I

pake je iba upraveny zapis zékladnej vlastnosti aritmetického priemeru: sicet odchylok od aritmetického
priemeru sa rovnd 0 (pozri rovnomenny text na s. 37 a tilohu 12 b) na s. 38). Bod 10 je teda tazisko nasej
sustavy hmotnych bodov;

I

ll

Il

I

e rozptyl zodpovedd ndmahe, ktort treba vynaloZit, aby sme c¢iselni os s rozmiestnenymi zdvaZiami
rozkritili okolo osi, ktord prechddza taziskom — ¢islom 10. Tito namahu vo fyzike vyjadruje veliina
nazyvana celkovy moment zotrvacnosti, ktorej vypocet je rovnaky ako vypocet rozptylu nasho siboru.
Tato fyzikdlna interpretacia potvrdzuje, Ze definicia rozptylu je sprdvna volba, ak chceme vyjadrit, ako
sustredené alebo rozptylené st hodnoty stiboru okolo jeho aritmetického priemeru. Iste aj vaSe skiisenosti
potvrdzuju, zZe ¢im dalej od bodu 10 zavaZia rozmiestnime, tym viac¢Siu ndmahu na rozkratenie Ciselnej osi
budeme potrebovat.

l

I

I

I

I

I

)

= moment zotrvac¢nosti = moment zotrva¢nosti = moment zotrva¢nosti =

— 3

= 4. g_10p L 9-10p 3 az-12p
n,= 22 =12 . =132

== 4 4

= 8

5

Il

rozptyl = celkovy moment zotrva¢nosti =

4 e 1mal o 103 12190
A (8 £O)+8 © 210)+8 (13-12)

=% =1 =32

)

Il

1
8
| _ | |

ll

sl <

= 7 1 11 12 4 1 L y . .
8 ° 1 0 — —a El st relativne pocetnosti hodn6t 8, 9 a 13
=f -— 8’8 8
= _ 2 L 3 %
= Obr. 5

Il

Rozptyl ako moment zotrvacnosti.

Il
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3.3 Standardna odchylka

Vratme sa k suboru z obr. 3 b) (pripomeiime, Ze to bolo 20 merani tiseku dlhého 100 m,
aritmeticky priemer tychto merani bol x= 100 m) a vypocitajme preii priemernd absolut-
nu aj priemernu kvadraticka odchylku od aritmetického priemeru.

oO—A [Te] @ D — QA M
< (] o - [P IS4 O N~ DO OO o [eNe] -
(o0} [e6] [e>)]Ne)] [e)le)) [e)}e)) D~ — — -
T ¢ P00 0600060000 0000
80 85 90 95 100 105 110 115 120
Obr: 3 b)

e Priemerna absoliitna odchylka od aritmetického priemeru je
—(|84 100] + [86—100] + |90 —100| + [91 —100] + |93 - 100 + |94 — 100] +

1 @& 10 s I &
+195-100]| + |96 —100] + |97 —100| + |99 — 100| + | 100—100| + |101 —100]| +
5 4 3 1 0 1
+1102-100] + | 105—100] + | 108 —100| + |109-100| + |111-100] + | 112—-100] +
2 5 8 9 11 12
+ [113-100] + [114 - 100|)—15—0—75
13 14

° Priemerna kvadratickd odchylka od aritmetického priemeru — teda rozptyl — je
oP=—r ((84 100)2 + (86 — 100)2 + (90— 100)2 + (91 — 100)2 + (93 — 1002 + (94—100)* +
16y Ciay 10y Coy e T
+ (95-100)* +(96—100)* + (97 — 100)> + (99 — 100)* + (100 — 100)* + (101 — 100)* +
+ (102 = 100)> + (105 — 100)* + (108 — 100)* + (109 — 100> + (111 — 100)> +

@7 o7 @ % (1ny?
1574
+ (112 = 100)* + (113 = 100)* + (114 — 100)) = i= 78,7 m

12)2 (13)? (14)?

VSimnite si, Ze

e v prvom pripade je vysledok 7,5 m v rovnakych jednotkédch ako prvky siboru (vietky
namerané udaje na obr. 3 b) su v metroch),

e kym vysledok druhého vypoctu — teda rozptyl 78,7 m* ma iné jednotky.

Priemerna absolutna odchylka je teda Cislo rovnakého typu ako jednotlivé odchylky,
kym v pripade rozptylu je vysledok v inych jednotkéch.
Problém s rozdielnymi jednotkami odstranime, ak vypocitame druhti odmocninu z roz-
ptylu. Ta totiZ bude v rovnakych jednotkdch ako hodnoty suboru — bude to teda Cislo
rovnakého typu ako jednotlivé odchylky. Druhd odmocnina z rozptylu sa nazyva Stan-
dardna (alebo smerodajna) odchylka a oznaCuje sa G.

standardna odchyjkq (6) (&

70

= ) u
druhd odmocnina z rozpt'
ULOHA

13. Vypocitajte Standardnu odchylku pre stbor z obr. 3 b).
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I

Pojmy priemernd absoldtna odchylka, rozptyl a Standardna odchylka vznikli v obdobi,
ked sa pozornost Statistiky zamerala na Stidium chyb, ktoré vznikaji pri meraniach.
Problémy stvisiace s meraniami, najmi v astrondmii a zememeracstve, ovplyviiovali
rozvoj pravdepodobnosti a Statistiky od polovice 18. storocia (dovtedy bola v centre
zaujmu predovsetkym problematika hazardnych hier a demografie, spometime prace
Pascala, Fermata ¢i Bernoulliho a na Huygensove uvahy o tabulkach umrti).

I

!

I

I

I

I

Kazdé astronomické pozorovanie, kazdé meranie je zataZzené nejakou chybou.
Otéazkou je: Ako na zdklade viacerych merani ¢o najlepSie odhadniit’ skutocnii hod-
notu meranej veliciny? S tou suvisi dalSia otazka: Na zdklade akych vlastnosti moz-
no nejaké cislo vyhldsit za dobry odhad skutocnej hodnoty?

I

I

I

Rucaciero GIUsEPPE
BoscovicH (1711 — 1787)

!

Z prac matematikov tohto obdobia vyplyva niekolko réznych odpovedi na druhu V PRACI VENOVANEJ POPISU
z tychto otdzok. Z nich ns budi zaujimat dve kritéria. Ak boli namerané hodnoty ~TVARU ZEVE AKO PRVY NAVRHOL
X}, X,, ..., X, , tak za najlepsi odhad skuto¢nej hodnoty sa pokladalo: VR. 1757 PRVE Z UVEDENYCH

o

o

KRITERII.

e cCislo x, ktoré ma najmensi mozny sucet absolitnych odchylok od nameranych
hodnét, teda hodnota |x = | + |x —x2| ot |x— xn| je najmens$ia mozna,

e (islo x, ktoré ma najmensi mozny sucet druhych mocnin odchylok od nameranych
hodnét, teda hodnota (x —x,)* + (x —x,)* + ... + (x—x,)* je najmensia moZn4.

o

Pomerne jasné je, Ze priemernd absolitna odchylka savisi s prvym z tychto kritérii,
rozptyl a Standardnd odchylka s druhym. St tiezZ odpovedou na otazku, ktort sme si
v ulohe 2 na s. 64 polozili aj my: ako vyjadrit presnost merania, ktorého vysledkom

st hodnoty x, x,, ..., x,,.

Poznamenajme este, Ze obidve uvedené kritéria prirodzene sivisia s mierami polohy.
Da sa totiz dokazat, ze
e prvému z uvedenych kritérii vyhovuje median ¢isel x, x,, ..., x,
(t. j. medidn mé najmensi mozny sucet absolutnych odchylok od hodnot x;, x,, ..., x,),
e druhému kritériu vyhovuje aritmeticky priemer Cisel x, x,, ..., X,.
Fakt, Ze aritmeticky priemer nameranych hodndt — vSeobecne pokladany za dobry
odhad skutoc¢nej hodnoty — stvisi so sictom druhych mocnin odchylok, mozno po-
kladat za argument v prospech strednej kvadratickej odchylky.

1A A A A R 1 1 1 VO VA O A 1 1 1 A 1 A T

Poznamenajme eSte, Ze mysSlienka hladat najmensiu hodnotu sictu druhych moc- CanL FriepricH Gauss
nin (Stvorcov), ktorda sa vyskytuje v druhom z uvedenych kritérii, sa v Statistike (1777 - 1855)
ukdzala ako velmi prinosnd. Je na nej zaloZena aj jedna z najpopuldrnejSich Sta- JEDEN Z NAJVYZNAMNEJSICH
tistickych metoéd — metdda najmensich stvorcov. Ako prvy tento postup publikoval MATEMATIKOV VSETKYCH CIAS
v 1. 1805 Adrien-Marie Legendre. UZ 10 rokov predtym ho vSak poznal 18-ro¢ny
Carl Friedrich Gauss.
1
To, Ze myslienka opisat rozptylenost hodndt siboru pomocou rozptylu a Standardne;j CeBySEVOVA NEROVNOST
odchylky nie je az taka nerozumna, ako sa spociatku mohlo zdat, dokazuju vlastnosti
Standardnej odchylky. DALSIE ARGUMENTY
V PROSPECH ROZPTYLU
Z nich najznamejsia je: — JEHO PRIRODZENU

FYZIKALNU INTERPRETACIU

Vo vzdialenosti mensej ako 3 Standardné odchylky , ,
A SUVIS S ARITMETICKYM

od aritmetického priemeru, teda v intervale (x — 3o, x + 30), (A)
8 o PRIEMEROM — SME UVIEDLI
lezi aspon ry (aspon 88,8 %) z celkového poctu hodndt suboru. V POZNAMKACH ZA ULOHAMI
12 A 18.

(napr. v 180-¢lennom subore aspori 160 hodnot leZi bliZSie neZ 3 - ¢ k aritmetickému
priemeru).
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Toto tvrdenie je Specidlnym pripadom vSeobecnejsej formulacie:

od aritmetického priemeru, teda v intervale

(x-t-0,x+ t-0) lezi aspon - n prvkov suboru.

r
2 —
Vyjadrené v percentich je to aspoii 100 - —— % z celkového poctu prvkov. To mozno
t
AN E . 1 100
Irenee-JuLes Bienanae zapisaf v tvare 100 - (1 -5 ) % alebo (100 - 7) %.

(1796 - 1878)

100
= % celkového poctu prvkov).

Ak ma subor n prvkov, tak vo vzdialenosti mensej ako r Standardnych odchylok

Je vam jasné, ako sme tudaje o pocte prvkov preformulovali na udaje o pocte percent?

PP - - » 1 . e
Inak povedané, mimo intervalu (x - 7o, X+ fc) leZi nanajvy§ — - n prvkov (t. j. nanajvys
t

TENTO POZNATOK VYJADRUJUCI VLASTNOSTI STANDARDNEJ ODCHYLKY PUBLIKOVALI DVAJA MATEMATICI (ZHODOU OKOLNOSTI AJ PRIATELIA)
v R. 1853 IReNEE-JuLES BIENAYME A v R. 1867 ParnuTiy Lvovic Cesysev. DNes Je TvRDENIE (B) zNAME Ako CEBYSEVOVA ALEBO
BienaymeHo-CEBYSEVOVA NEROVNOST.

K zddvodneniu CebySevovej nerovnosti sa vratime v tlohach 20 az 22.

ULOHY

14. Skontrolujte, Ze tvrdenie o % suboru vo formulacii (A) vyplyva z tvrdenia (B).

15. Na zaklade tvrdenia (B) odhadnite:
a) aka Cast suboru leZi v intervale (x— 2o, x+ 20),
b) aka Cast suboru lezi mimo intervalu (x— 2,5 - ¢, x+ 2,5 - ©)
c¢) ako treba zvolit ¢islo d, aby v intervale (x— d, x + d) lezalo aspon 50 %

(1821 - 1894), stiboru hodnot.
NESTOR RUSKEJ MATEMATIKY

ParnuTiy Lvovie CeBySEv

V kazdom subore hodnét plati CebySevova nerovnost

0 o

9\ 9\
- & < o o S 3
| | | | + + + +
I= I= [= IR [= I= I= [= [+

aspoii polovica (50 %) suboru
<—— agsponl tri Stvrtiny (75 %) siboru —>

<« asponi osem deviitin (88, 8 %)siboru — 5

16. Pre subor z obr. 3 b) vypocitajte, kolko percent jeho Clenov lezi v intervale
* (x—30, x+ 30),
* (x—20, x+20),

* (x— 20, x+V20).

PriromervE, ze x = 100
A HODNOTU G STE
VYPOGITALI V ULOHE 13.

Vysledky potom porovnajte s odhadmi, ktoré vyplyvaji

72
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Z RIESENIA ULOHY 16 VIDNO, ZE ODHADY, KTORE VYPLYVAJU Z CEBYSEVOVE NEROVNOSTI, MOZU BYT CEeBYSEVOVA NEROVNOST
V KONKRETNOM PRIPADE DOST PODHODNOTENE: V ULOHE 16 LEZALO V INTERVALE (X — 25, X+ 205) P'jATi PRE LUBOVOLNY
vSETKYCH 100 % PRVKOV SUBORU, KYM CEBYSEVOVA NEROVNOST ZARUGUJE 75 %. PODOBNE V INTERVALE SUBOR, PBETO POSKYTUJE
(X— 20, X+ \20) LE2ALO 80 % PRVKOV SUBORU, KYM CEBYSEVOVA NEROVNOST ZARUCUJE 50 %. IBA HRUBY ODHAD

TOTO ZISTENIE NIE JE AZ TAKE PREKVAPUJUCE, AKO BY SA MOHLO zDAT. HRUBY opHAD Pomocou CEBYSEVOVE

NEROVNOSTI JE CENOU ZA VSEOBECNOST. TATO NEROVNOST TOTIZ PLATI PRE LUBOVOLNY SUBOR HODNOT —

AKOKOLVEK ZVOLIME KONEGNY POCET CGISEL, VZDY BUDE PLATIT, ZE ASPON 50 % Z NICH LEZI V INTERVALE

(Xx— 20, X+ \20), AsPON 75 % V INTERVALE (X — 20, X+ 2G) ATD.

CEBYSEVOVU NEROVNOST MOZEME POUZIT, AJ KED O SUBORE NEMAME ZIADNE INE INFORMACIE, OKREM JEHO
ARITMETICKEHO PRIEMERU A STANDARDNEJ ODCHYLKY. ZiSKANE ODHADY NEZAVISIA OD TOHO, AKY TVAR
MA HISTOGRAM ROZDELENIA POCETNOSTI DANEHO SUBORU.

Odhady vyplyvajice z CebySevovej nerovnosti mozno zlepsit, ak vieme, Ze histogram RozLoZENIE HODNOT

rozdelenia pocetnosti daného stiboru ma nejaky typicky tvar. Tdato podmienku spliaju V SUBORE S PRIBLIZNE

napr. stbory, ktoré maju pribliZne normalne rozdelenie pocetnosti. NORMALNYM ROZDELENIM
POCETNOSTI

Pripomeiime, Ze st to tie subory, ktorych histogram rozdelenia pocetnosti kopiruje
dostatocng presne n1el‘<tor1’1 z kr1v1fik normalneho ,rozdfilema (chafakterls‘tlcky’zvonowty SA K TEXTU O KRIVKAGH
tvar takejto krivky vidno na obrazku). Pre takéto subory plati (pozri obrazok dole, ORI FO SR
X a ¢ oznacuju aritmeticky priemer a Standardnd odchylku daného suboru): NA S. 43.

ODPORUGAME VRATIT

e priblizne 68 % vSetkych hodnot leZi v intervale (x— G, x+ ),
e priblizne 95 % vsetkych hodnot leZi v intervale (x— 2o, x+ 20),
e priblizne 99 % vSetkych hodnot leZi v intervale (x— 3o, x+ 30).

Cim lepsie kopiruje histogram krivku normélneho rozdelenia, &m je pocet jeho stipcov
VACSi a ¢im kratSie su triedne intervaly, tym menej sa skuto¢ny uidaj o rozloZeni hodnot
suboru odliSuje od uvedenych poctov percent.

HobnoTy 68 %, 95 % A 99 % VZNIKLI ZAOKRUHLENIM HODNOT 68,268 949 ... %, 95,449 973 ... % A 99,730 020 ... %,
KTORE SUVISIA S VLASTNOSTAMI KRIVIEK NORMALNEHO ROZDELENIA (ICH VYPOCET VYRAZNE PRESAHUJE UROVEN STREDOSKOLSKEJ MATEMATIKY).
POSLEDNU Z UVEDENYCH HODNOT SME VEDOME ZAOKRUHLOVALI NADOL. CHCELI SME SA TYM VYHNUT NEDOBRE ZNEJUCEJ FORMULACII

PRIBLIZNE 100 % SUBORU LEZI v INTERVALE (X — 3G, X+ 3G) A TIEZ ZDORAZNIT, ZE V TOMTO INTERVALE VO VSEOBECNOSTI
NELEZi CELY SUBOR.

RozloZenie hodnét v suboroch s priblizne normalnym rozdelenim pocetnosti

b X b

@)
O [\ | + @) e}
“ ! 1= priblizne 68 % = N i
| I < priblizne o I + +
| &= [ [

"~ priblizne 95 %
priblizne 99 %

A
Y

A
Y
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0

I
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!

ULOHA

17. V predchadzajicej kapitole sme uviedli slavny priklad priblizne normalneho roz-
delenia pocetnosti: obvod hrude 5 378 Skdtskych vojakov (pozri histogram na
obrazku). Skontrolujte, ako presne v iom platia informacie o rozlozeni hodnot,
ktoré sme uviedli v predchadzajicom texte.

10731079

absolutna pocetnost

33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48
obvod hrude (palce)

V odbornej literatire alebo na internete mdzeme okrem vzorca na vypocet rozptylu v tvare

0_2=(xl—)?)2+(xz—)2)2+...+(xn—)_c)2 )

n

mozete najst aj velmi podobny vzorec

52=(x1—)_c)2+(x2—5c)2+...+(xn—i)2 @)

n-1

ktory ma v menovateli namiesto ¢isla n ¢islo n — 1 (a symbol o je spravidla nahradeny pismenom s).

Kazdy z tychto vzorcov sa pouziva v inej situacii:
e Ak poznidme vsetky hodnoty skimaného suboru, pouZijeme na vypocet jeho rozptylu vzorec (1).

e V praxi vSak casto namiesto vSetkych hodnot — teda hodndt celého zdkladného siboru — pozname iba
hodnoty niektorého vyberového suboru. Napriklad pri hladani odpovede na otazku Akii vysku majii dievcatd
vo veku 14 rokov? namiesto tdajov o vSetkych 14-ro¢nych dievcatich zhromazdime udaje iba o nejake;j
vhodne vybranej vzorke 14-ro¢nych diev€at. Z nich sa snazime zistit informéacie o zdkladnom sibore. Na
prvom mieste odhadneme jeho aritmeticky priemer a rozptyl (to si najzakladnejSie Statistické informacie
o lubovolnom subore). Ak mame navyse dovod predpokladat, Ze stbor je priblizne normalne rozdeleny,
stacia tieto dve informécie na urcenie prislu$nej krivky normalneho rozdelenia. Ak chceme len na zdklade
hodndt vyberového stiboru odhadnit, aky rozptyl ma cely zdkladny subor, pouZijeme vzorec (2).

Vsetky nase uvahy v tejto kapitole sa tykali prvej z uvedenych moZznosti, druha uz presahuje napln stredoskolskej
matematiky.
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3.4 Dalsie ulohy

ULOHY .
DiZkA TEHOTENSTVA

18. Pomocou Cebysevovej nerovnosti odhad- NA URCENIE DLZKY TEHOTENSTVA SA POUZIVA
nite, v kolkych percentich vSetkych sku- PRAVIDLO, KTORE V R. 1812 sFORMULOVAL
manych pripadov sa dizka tehotenstva NEMECKY GYNEKOLOG FRaNz KARL NAEGELE:
a) odlifovala aspon 3 §tandardné odchyl- | ZA PREDPOKLADU, ZE BUDUCA MAMICKA MALA

PRAVIDELNY 28-DNOVY CYKLUS, JE STANDARDNA
DLZKA TEHOTENSTVA 280 DNi. PRESNOST TOHTO
ODHADU PREVEROVALO VIACERO S$TUDII. JEDNEJ

Z NICH SA ZUCASTNILO 865 MAMICIEK SPLNAJUCICH
PREDPOKLAD 28-DNOVEHO CYKLU. PRIEMERNA DLZKA

ky od najdeného priemeru (bola teda
nanajvyS§ 251 dni alebo aspon 314
dni),

b) odchylovala menej ako 3 tyZdne od

ndjdeného priemeru, bola teda v roz- ICH TEHOTENSTVA BOLA 282,5 DNA (ROZSAH HODNOT

I cooconmnocan (dopliite), BoL ob 237 po 318 DNi), STANDARDNA ODCHYLKA
¢) odchylovala menej ako 2 tyzdne od BoLA 10,5 DRA.

nijdeného priemeru, bola teda v roz-

medzi ........uu.... (dopliite).

19. V sprave o vysledkoch biologickej olympiady sa uvadza: V kategorii A priemerny
bodovy zisk bol 24 bodov (Standardnd odchylka = £8). Najvyssi (maximdlne
dosiahnutelny) pocet bodov 40 dosiahol z 23 iicastnikov iba 1 sitaZiaci.

Pouzite CebySevovu nerovnost na odhad poctu u¢astnikov olympiddy, ktori ziskali
nanajvys 8 bodov.

Zakladna myslienka... Dokaz Cesvsevoved

Zakladna myglienka je jednoducha: ak vieme, Ze napr. sicet 10 nezdpornych &isel je 120, NEROVNOSTI

.....

nanajvys 4, pretoZe inak by sucet prevysil hodnotu 120 (na €o v tejto tvahe potrebujeme
informdciu, Ze s¢itance su nezaporné?).

ULOHY

a) 60 b) 40 c)35 d) 49 ?

21. Sucet nezapornych scitancov je 12 465,7.

.....

Ak napriklad % = 39,699... (tato situicia nastala v dlohe 21), tak vieme, Ze hladany
pocet s¢itancov je mensi alebo sa rovna 39,699... (teda — kedZe pocet s¢itancov musi byt

s wos

celé cislo — je iste mensi alebo sa rovna 39).

... 4 jej pouzitie

Predstavme si teraz subor, ktory obsahuje n hodn6t — oznacime ich x|, x,, ..., x,, ktorého

aritmeticky priemer je ¢islo x a Standardna odchylka je kladné Cislo o (teda rozptyl je
gislo ).
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V nasledujicej tabulke uvddzame v Tavom stipci tivahy pre tento vieobecny pripad,
v pravom stipci — kvdli vii¢Sej ndzornosti — pre stbor, ktory obsahuje n = 100 prvkov, m4
aritmeticky priemer x = 50 a Standardnt odchylku ¢ = 2.

Zaujima nas, kolko prvkov suboru leZi od jeho aritmetického priemeru x vo vzdialenosti
asponi 3-ndsobku Standardnej odchylky o.

Najprv vzorec na vypocet rozptylu tohto suboru:

o= (x, X))+ (xz—)_c)2 +.+(x, —x)? 4= (x, - 50)% + ()62—50)2 + ...+ ()6100—50)2
n 100

zapiSeme v tvare:

n-o?=(x -0+, -0+ .. + (x, - x)* 100 - 4= (x, — 500> + (x, = 500> + ... + (x,4y— 50> | (*%)

(obidve strany sme vynasobili menovatelom zlomku na pravej strane).

Teraz sa m&zeme vratit k otdzke: kolko prvkov suboru lezi od jeho aritmetického
priemeru x vo vzdialenosti asponi 3-ndsobku Standardnej odchylky ¢?

V nasom konkrétnom pripade:
kolko prvkov lezi od hodnoty x =50
vo vzdialenosti 3 - 2 = 6 a viac?

Ak x je taky prvok nasho suboru, tak pren plati:

|x— x| >3- 0, ¢o je to isté ako |x-50] >3- 2, ¢o je to isté ako
(x,-%)?*29.06° (x-50>9 .4

Preto nasu otazku mdézeme preformulovat:

..........

sarovna 9 - 62? sarovnd 9 - 4?

(toto si dobre rozmyslite, az potom citajte dalej).

Vsetky scitance v (**) st nezdporné, preto mdzeme pouzit ivahu (*).
Z nej vyplyva:

Pocet scitancov, ktoré su vicSie alebo sa rovnaji | Pocet sCitancov, ktoré st vicsie alebo sa rovnaji
9. 62 nie ie Vi " n-o> n 9 . 4, nie je vicsi ako
- 6%, nie je vicsi ako =—
e 9.-6> 9 100-4 100
. s ., —=——=11,11.....
Teda vzdialenost viacsiu alebo rovnajicusa3-c| 9.4 9

Teda vzdialenost vicsiu alebo rovnajicu sa
3 . o = 6 od aritmetického priemeru X ma

n . sy < .

— Clenov suboru. nanajvys 11 ¢lenov stiboru.

9

od aritmetického priemeru x ma nanajvys

Pre zvys$né prvky (tych je aspon n — % = % n) plati, Ze ich vzdialenost od x

je mensia ako 3 - .

To, ¢o sme prave dokdzali, je tvrdenie (A) z ¢lanku o Cebysevovej nerovnosti na s. 71

I skontroluje to),
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ULOHY

22. Zopakujte predchddzajiice tivahy namiesto hodnoty 3c pre hodnoty 2¢ a V2o.
Skontrolujte, Ze ste tak dokazali tvrdenie (B) pre pripad =2 at= 2.

23. Diskutujte o tom, ¢i mozno pouzit podobné tivahy aj v pripade, ak by sme namiesto
rozptylu poznali priemernd absolitnu odchylku od aritmetického priemeru.

ROZPTYL A STANDARDNA ODCHYLKA — VYSLEDKY

1. Za vyrovnanejsi mozno pokladat vykon druhej skupiny (na prvom histograme si v porovnani s druhym vysledky
rozloZené rovnomernejSie, na druhom su viac ststredené okolo priemernej hodnoty).

2. a) Za presnejSiu mozno oznacit prvi metodu.

3. V obidvoch pripadoch dostaneme hodnotu 0. Vyplyva to zo zéakladnej vlastnosti aritmetického priemeru (sicet
vSetkych odchylok od aritmetického priemeru sa rovna 0), pozri ¢lanok Sucet odchylok od aritmetického priemeru sa
rovna 0 na s. 37). Teda navrhy siicet vsetkych odchylok od aritmetického priemeru ani priemernd odchylka od aritmetic-
kého priemeru nijak nesuvisia s velkostou rozptylenia hodnot okolo aritmetického priemeru.

4. V navrhoch z ulohy 3 sme dostali vysledok 0 vdaka tomu, Ze odchylky sme uvaZovali aj so znamienkom (teda name-
ranym hodnotdm mensim ako aritmeticky priemer zodpovedali zaporné odchylky). Tento problém so znamienkami riesi
nahradenie odchylky absolitnou odchylkou.

a) Sucet vSetkych absolutnych odchylok je Cislo

|84 —100| + |86 —100] + |90 —100| + |91 = 100]| + |93 -100| + |94 — 100]| + |95 —100] + |96 — 100| + |97 — 100| +
16 14 10 9 7 6 5 4 3

+199-100] + |100-100] + |101 =100]|+]102 - 100| + | 105 - 100]| + | 108 — 100| + | 109 — 100| + [ 111 = 100]| +

1 0 1 2 5 8 9 11

+]112-100] + [113=100] + | 114 -100| = 150 1?3;88

12 13 14 Hggg “
Geometricky ho moZno interpretovat ako sicet diZok tse- Hggg o +
¢iek na obr. 6. Kvoli jednoduchosti vyjadrovania o tsecke 108,00
hovorime aj v pripade, ked sa aritmeticky priemer a namera- 18288 ®
na hodnota zhoduju (tato situacia nastala pre hodnotu 100), 102,00 el
a teda krajné body tsecky splyni do jediného bodu. 18288 (& "
b) Opisana situdcia nastane napr. pre subory 96,00 . °
95,100, 105 a 98,98,99,99, 100, 101, 101, 102, 102. 94,00 3
5. Je to ¢islo 150 : 20 = 7,5, teda priemern4 diZka dsecky na gggg )
obr. 6. Pripometime, Ze tu o useCke hovorime aj v pripade, ked 88.00
aritmeticky priemer a namerana hodnota splyni do jedného 3288
bodu (to nastalo pre hodnotu 100), pri takomto chapani slova 82.00
tise¢ka je na obrazku 20 tseciek (z toho jedna s dizkou 0). 80,00

6. Verime, Ze aj vy ste v diskusii dospeli k zaveru, Ze z uve-
denych troch mozZnosti je vhodné iba kvartilové rozpditie.
7. a) Subor z obr. 1a):

Obr. 6
Modré body zndzorriuji jednotlivé namerané hodnoty
z obr. 3 b), Cervend Ciara zndzorriuje ich aritmeticky priemer.
Krajné body ciernych tiseciek st aritmeticky priemer
2 0202 e 124 (2 20242
02=0 +0+07+ 17+ 07+ D7+ 0740 =£=i a namerand hodnota.

8 8 4
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Vypocet zapisany pomocou absolitnych pocetnosti (zndmka 2 ma pocetnost 6, znamky 1 a 3 pocetnost 1):

1 ( 1)2 02 12
o’ =§(1 (1-22+6-2-2y+1 .(3—2)2).
f f f
pocetnost pocetnost pocetnost
hodnoty 1~ hodnoty 2 hodnoty 3
5 D2+ 22402+ PP+ (1> + D+ 12+ (-1 10 5

Subor z obr. 1 b): 6° = =—=—.
8 8 4

(_1)2 02 12 22
Vypodet zapisany pomocou absoliitnych pocetnosti: 6> = 0 (4 (1=2P+1-2-2%+2-3-2*+1-(4—- 2)2)

b) &:%[(84— 100)* + (86— 100)> + (90— 100)> + (91 — 100)* + (93 — 100)* + (94 — 100)*+ (95 — 100)* + (96 — 100)* + (97 — 100)* +
+(99 — 100)? + (100 — 100)? + (101 — 100)* + (102 — 100)> + (105 — 100)? + (108 — 100) + (109 — 100)* + (111 — 100)* +
+ (112 - 100)* + (113 - 100)* + (114 — 100> = 1 574 : 20 =78,7.

c) Gzzm[l (0-5,65°+1-(1-565%+2-(2-5,65+2-(3-565%+5-(4—-5,65>+6-(5-565)*+8-

(65,652 +7-(7-56572+5-(8-5,65°+2-(9-5,657+1-(10-5,65)*=193,1:40=4,8275.

d)6? =301,

e) Aritmeticky priemerje x= 2:+3- D +4- (2_01) *5:0+4-1+2-2 =-04.

Rozptyl je 6° = 0 (2 [3-0HP+3-[2-0HP+4-[-1-(-0HP+5-[0-(=0HP+4-[1--04]+
20 2= (0AP) = oo [2+ (267 3+ (CLOP +4- (<067 +5- 042 +4- 1442 242]_428 ~2.14.

8.6°= m n (v =) +n, (v, )7+ ... +n, - (y,— )] alebo (ak oznatime rozsah siboru — teda sicet
n,+ n,+ ..+ n,—pismenom n) ¢* = % [, - (v, =) 1y (=) + o+ 1, - (7= D). (*)
Zapis pomocou symbolu 2iol= . zk:nj ;- y)2.

no+ n,+..+n, =

9. Ak v (*) vydelime Cislom n kazdy scitanec v hranatej zatvorke, dostaneme

n - n - n -
02=71'(y1—y)2+ 72~(y2—y)2+...+ Tk‘(yk_y)2- (%)

n,

. n n . . o . ~ o . A
Cisla —1, — ., 7" su relativne poCetnosti hodndt y,, y,, ..., y,, teda Cisla p,, p,, ..., p, zo zadania, preto (**) mdzeme

zapisat v tvare 6> =p - (y, — y)* +py Oy =Y+ ot pp =)
Zapis pomocou symbolu 2o = Zp O; y)2

n

- 1
10 map = =i+ lo -3l + by, alebo MAD = — Y |x,—x] .
n nj=i
1 _ - -
1. MAD = N+ n,+..+n, [nl ’ |yl_y| T, |y2_y| MR |yk_y|] alebo
1 £ _
MAD=n1+ n,+..+n an-ly]—

k=1
k
12.MAD = p,- |y, =5 +p, - |y, =31 + . +p, - |y, — 3| alebo MAD:lej.lyj—yI.

13. G—\/787(m =8,871302 ... (m).

15. a) Aspon —n prvkov, t. j. aspont 75 % z rozsahu suboru (v tvrdeni (B) staci zvolit ¢ = 2).
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1
2,5?
intervalu moZe leZat nanajvys 100 — 84 = 16 % vSetkych prvkov suboru.

¢) N4jdeme ¢ > 0 tak, aby v (x— 7 - 5, x+ ¢ - 6) leZalo asponi 50 % hodn6ét, alebo — Co je to isté — aby mimo (x— ¢ - &,

b) Podla (B) v intervale (x— 2,5 - o, x+ 2,5 - o) lezi asponi 100 - (1 - ) = 84 % hodndt suboru. Preto mimo tohto

. . . - ; . y P A . 100

X+t - o) lezalo najviac 50 % hodnot. Podla formulacie (B) a textu za nou ma takito vlastnost kazdé ¢, pre ktoré 2 <50.

1 . . . e Aa .

o= V2 (pripomeiime, Ze hladdme iba kladné
v . 100 PR ” sxx . '

hodnoty 7). Preto rieSenim nerovnice —; - < 50 s vietky &isla £ > V2 (so zvii¢Sovanim menovatela * sa hodnota zlomku

100 100 100
2 zmenSuje; ak teda pre 1 = V2 platlla rovnost 2= 50, tak nerovnost 2 < 50 bude platit pre vicSie hodnoty 7).

. . . 100 L . , 1
Rie$me najprv rovnicu 2= 50. Postupnymi Gpravami dostdvame 2=

Preto za d moZno zvolit d > 2 c.

16. V tomto pripade:

* (x— 30, x+30) =(73,386 ..., 126,613 ...), tento interval obsahuje vetky prvky stiboru (teda 100 %), podla Cebysevove;j
nerovnosti ich musi obsahovat aspoi 88 %,

* (x—20,x+20)=(82,257 ..., 117,742 ...), aj tento interval obsahuje 100 % prvkov stiboru, podla CebySevovej nerovnosti
to musi byt aspon 75 %,

* (Xx— 20, x+V20) = (87,454 ..., 112,545 ...), tento interval obsahuje 16 z 20 hodnot, teda 80 % prvkov stiboru, podla
Cebysevovej nerovnosti to musi byt minimélne 50 %.

17. V tomto stbore plati: x=39,831 ...,6>=4,201...,5=2,049 ... . V intervale:

_ _ 3835
*(x—o,x+0)=(37,78 ..., 41,88 ...) leZi 3 835 hodndt (749 + 1 073 + 1 079 + 934), €o je =55 = 0,668 ... celého stiboru,
L 5738
t. j. priblizne 67 % Vsetkych hodnét,
*(x—20,x+20)=(35,73 ...,43,93 ...) leZi 5 468 hodndt (sucet absolitnych pocetnosti pre obvody 36 az 43 palcov), ¢o

je g ;‘22 0,952 ..., t.j. priblizne 95 % vSetkych hodnét,
* (x—30,x+30) =(33,68 ...,45,98 ...) lezi 5 709 hodnot (sticet absolitnych pocetnosti pre obvody 34 az 45 palcov), o
je 2 ;(3)2 =0,994 ..., t. j. priblizne 99 % vSsetkych hodn6t
18. a) PodlIa textu za tvrdenlm (B)nas. 72 jeto nanajvys —= % vSetkych prvkow, t. j. priblizne 11 % vsetkych pripadov
(v uvedenom prlpade — - 865=96,111 ..., teda nanajvys 96 mamiciek). b) 3 tyZdne = 21 dni je 2-ndsobok Standardne;
odchylky, podla tvrdema (B) sa vo vzdialenosti menSej ako 2 Standardné odchylky nachidza aspoii 222_2 L %, t. j.

aspoii 75 % vsetkych pripadov (t. j. — kedZe % - 865 = 648,75 — aspoii 649 mamiciek). ¢) 2 tyZdne = 14 dni je 11)45 =

k]

=13 = % -nasobok Standardnej odchylky. Podla tvrdenia (B) sa vo vzdialenosti mensej ako % Standardnej od-

9 7
chylky nachadza aspon 1 — i s=1- 11_6 =1- Te- E t. j. asponi 43,75 % vSetkych pripadov (t. j. — kedze l - 865 =
G

=378,4375 ..., — asponl 379 mamiciek).
19. Vzdialenost ¢isla 8 od priemernej hodnoty 24 je 16, to je dvojnasobok Standardnej odchylky. Podla textu za tvrdenim

% = %, t. j. nanajvys 25 % hodnot stboru.

V naSom pripade to znamend, Ze mimo intervalu (24 — 16, 24 + 16) = (8,40) lezi — kedZe % -23 =5,75 — hodnotenie

(B) vzdialenost aspon 2 Standardné odchylky od priemeru ma nanajvys

nanajvy$§ 5 ucastnikov. Vieme, Ze hodnotenie 40 bodov dosiahol iba 1 tcastnik, preto 8 a menej bodov mohli ziskat
nanajvys 4 ucastnici.

20. a) Najviac 2. b) Najviac 3. ¢) Najviac 3 (120 : 35=13,428 ..., preto 3 - 35 je eSte menej ako 120, ale 4 - 35 je uz viac).
d) Najviac 2 (120 : 49 =2,448...).

21. Najviac 39 (12 465,7 : 314 = 39,699..., preto 39 - 314 je menej ako 12 465,7, ale 40 - 314 je uZ viac).

23. Ano, pouzitim podobnych tivah — v ktorych namiesto (**) na s. 76 vyuZijeme rovnost n - MAD = |x1 —x| + |)c2 —x| +
et |xn — x| (oznagenie MAD pozri v tlohe 10) mdZeme dokazat nasledujuice tvrdenie, ktoré je obdobou tvrdenia (B):
Ak stibor md n prvkov, tak vo vzdialenosti mensej ako t - MAD od aritmetického priemeru — teda v intervale

(X —t-MAD, x +t- MAD) - lezi aspori -

L. n jeho prvkov. (BY



OD PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA KU GONIOMETRICKYM FUNKCIAM

4.1 SiNUs, KOSINUS A TANGENS
V PRAVOUHLOM TROJUHOLNIKU

4.2 SiNUS, KOSINUS A POLOHA
BODU V ROVINE

4.3 SINUS A KOSINUS PRE UHLY
oo 0° po 360°

4.4 So SINUSOM A KOSINUSOM
ZVLADNEME A] INE AKO
PRAVOUHLE TROJUHOLNIKY

4.5 GRAFY FUNKCII SINUS
A KOSINUS PRE UHLY
op 0° po 360°

4.6 Unwy VAGSIE Ako 360°
A UHLY SO ZAPORNOU
VELKOSTOU

4.7 DALSIE ULOHY

4 OD PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA
KU GONIOMETRICKYM FUNKCIAM

Bez goniometrickych funkcii by sa nezaobisli astrondmovia, elektrotechnici ¢i zememe-
raci. Okrem sinusu, kosinusu a tangensu, o ktorych sa v tejto kapitole zmienime, k nim
patria eSte kotangens, sekans a kosekans, o ktorych sa naopak nezmienime. Pripomenieme
definiciu tychto funkcii v pravouhlom trojuholniku a ukdzeme, Ze sinus, kosinus a tan-
gens mozno vyuZit aj v inych trojuholnikoch ako pravouhlych. Uvahy o vztahu medzi
dvoma spdsobmi urc¢ovania polohy bodu v rovine — pomocou pravouhlych alebo po-
larnych stradnic — nas privedd k definicii sinusu a kosinusu pre uhly vicsie ako 90°.
PresvedCime sa, Ze vdaka tejto vSeobecnejSej definicii sa zjednodusi zapis niektorych
vzorcov. Ku koncu kapitoly sa pozrieme na grafy funkcii sinus a kosinus a vyuzijeme ich
na jednoduché tivahy o stimernostiach.

Sinus, kosinus a tangens su doblezité nastroje v trigonometrii, ktord sa zaobera ulohou
vypocitat zvy$né prvky trojuholnika (strany, uhly, vysky), ak st dané velkosti niektorych
jeho prvkov. Hlavnym podnetom pre vznik trigonometrie boli astronomické vypocty.

P

APIXTAPREID IVETHMA

EANAZ . HELLAS

GRECKA ZNAMKA S OBRAZKOM Z ARISTARCHOVHO SPISU
O VELKOSTIACH A VZDIALENOSTIACH SLNkA A MEsiaca

TRIGONOMETRICKE VYPOGTY V ASTRONOMII

NAJSTARSIE NAZNAKY TRIGONOMETRICKYCH VYPOCTOV V ASTRONOMII NAJDEME

v DIELE ARISTARCHA zO SAMU (0KoLO 270 PRED N. L.), KTORY SA POKUSIL
2ISTIT VELKOST SLNKA A MESIACA A ICH VZDIALENOST OD ZEME.

AUTOROM PRVYCH ZNAMYCH TRIGONOMETRICKYCH TABULIEK JE DALSI GRECKY
ASTRONOM HipParcHOS (Asi 190 — 120 PRED N. L.).

V JEHO TABULKACH SA UVADZALA DLZKA TETIVY KRUHU V ZAVISLOSTI OD VELKOSTI
PRISLUSNEHO STREDOVEHO UHLA, TATO DLZKA SA NAZYVALA CHORDA.

ZA PRECHOD OD CHORDY K DNESNEMU SINUSU (KTORY JE VLASTNE POLOVICA
CHORDY) VDACIME INDICKYM MATEMATIKOM OKOLO R. 510.

JoHANN MULLER —
REeGiomoNTANUS

(1436 — 1476)

Astronémovia zndzorfiuji pohyb nebeskych telies na guli. Preto v ,,astronomickej faze*
rozvoja trigonometrie mala doleZitejSiu ulohu sféricka trigonometria — trigonometria na
povrchu gule — neZ rovinnd, na ktord sa obmedzime v tejto ucebnici.

ZAKLADOM ROZVOJA TRIGONOMETRIE AKO SAMOSTATNEJ
DISCIPLINY (NEZAVISLEJ OD ASTRONOMIE) SA V EUROPSKEJ
MATEMATIKE STALO DIELO JOHANNA MULLERA ZVANEHO
REGIOMONTANUS (PODLA POLATINGENEHO NAZVU JEHO
RODNEHO MESTA KONIGSBERG). V sPIsE DE TRIANGULIS
OMNIMODIS LIBRI QUINQUE (PAT KNiH O TROJUHOLNIKOCH
KAZDEHO DRUHU) SYSTEMATICKY (PODLA vZzORU EUKLIDOVYCH
ZAKLADOV) VYSVETLIL ZAKLADY TRIGONOMETRIE.
ReclomonTaNus v R. 1467 — 1471 pososiL v UHORSKU,
OKREM INEHO AKO PROFESOR MATEMATIKY A ASTRONOMIE

NA ACADEMII STROPOLITANE, UNIVERZITE ZALOZENEJ

v BRraTisLAavE krALOM MATEJOM KORVINOM.




OD PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA KU GONIOMETRICKYM FUNKCIAM

4.1 Sinus, kosinus a tangens
v pravouhlom trojuholniku

So symbolmi sin, cos, tan (sinus, kosinus a tangens) sme sa uZz stretli. Pripomenime defi-
niciu ¢isel sin a, cos a, tan o, kde a je ostry uhol v pravouhlom trojuholniku.

Vsetky pravouhlé trojuholniky, v ktorych jeden z ostrych uhlov mé velkost o, st navza-
jom podobné (lebo sa zhoduji v dvoch uhloch, pozri obr. 1).

/]
A B, B, B, B

Obr. 1
Trojuholniky AB,C, aZ ABC; sii vSetky navzdjom podobné.

Podobnost zachoviva pomer diZok, preto vo

vSetkych tychto trojuholnikoch je rovnaky dizka protilahlej odvesny
o pomer diZky protilahlej odvesny a prepony sin o = -
Tento pomer sa nazyva sinus uhla o s dlZka prepony
a oznacuje sa sin o. §
= iy s
o pomer diZky prilahlej odvesny a prepony :; COS Ol = dizka ?rllahle'] odvesny
Tento pomer sa nazyva kosinus uhla o < dlZzka prepony
a oznaluje sa cos 0. %
P .
o pomer dlzky protilahlej a prilahlej odvesny = dlzka protilahlej odvesny
Tento pomer sa nazyva tangens uhla o tan o =

- dizka prilahlej odvesny
a oznacuje sa tan o alebo tg oo (my ho

budeme oznacovat tan).

ULOHY

1. Vypocitajte sinus, kosinus a tangens naj-
mensieho vnutorného uhla v pravouhlom
trojuholniku so stranami 3, 4, 5.

prilahla odvesna

Hoci sME GisLa Sin oL, COS oL A tan oL DEFINOVALI AKO POMERY, MOZEME SI ICH
PREDSTAVIT AJ AKO DLZKY. AK BUDE MAT PREPONA PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA
DLzku 1, BUDU DLZKY JEJ ODVESIEN SiN 0L A COS oL (0BR. 2 @). PoDOBNE sl
AKO DLZKU MOZNO PREDSTAVIT AJ TANGENS (OBR. 2 b).

. . . sin o
vodnite platnost rovnosti tan o =

cos o
(m6Zu vam pomdct trojuholniky na
obr. 2).

a) 1 3 b) 3
2. Pre hodnoty sin o, cos o plati vzdy = =
(sin a)? + (cos a)? = 1. Vysvetlite, ako a @ G g
mozno Pouiit’ obr. 2 pri zdovodneni tejto COS O Obr 2 1
rovnosti. :
(V matematike sa druha mocnina &is- Sinus, kosinus a tangens si moéZeme predstavit aj ako dizky.
la sin o zapisuje symbolom sin’ o, z4- 2) 3 b) 3
pis uvedenej rovnosti mi potom tvar b o =
sin® o 4 cos® o = 1. @ //‘S
. ; R o Y o Q
3. N4jdite modus stboru z obr. 1. Zdo- b - cos o c

Obr. 3
Ak md prepona dlZku b, budii vietky rozmery trojuholnika b-ndsobkom
rozmerov trojuholnika z obr. 2 a). Rovnakd vivaha sa vztahuje na obr. b).
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ULOHA

4. Vypoditajte dizky stran pravouhlych trojuholnikov.
Vysledky zaokrihlite na 2 platné Cislice.

a) b) d
51 ¢
b
/62
a 215

C) 79° d)

32 41°

,
y s
X 12,5
RIESENIE ULOHY 4 b)

Dizku ¢ najdeme z rovnosti

tan 62 =ﬁ,

¢ =215 - tan 62° =404,3... = 400

z ktorej dostavame

(hodnotu tan 62° sme vypocitali na kalkulacke).
Dizku d vypo&itame z rovnosti

21
cos 62° = _dS s
z nej vyplyva e
d=———=4579... 2 460.
cos 62°

KALKULAGKA SPRAVIDLA UMOZNUJE NIELEN VYPOGET HODNOT SIN o, COS oL A tan o, PRE DANY UHOL C, ALE AJ
OPACNY POSTUP: NAJST VELKOST OSTREHO UHLA, AK POZNAME NAPR. JEHO SINUS. V MATEMATIKE SA OSTRY UHOL,
KTOREHO SINUS JE GISLO X, OZNAGUJE arcsin x (TEDA NAPR. arcsin 0,5 JE UHOL, KTOREHO SINUS JE 0,5).
PoboBsNY vyznAM MAJU OZNAGENIA arccos X, arctan x.

ULOHA

OKREM GONIOMETRICKYCH
FUNKCIi SI V TEJTO ULOHE
PRIPOMINAME AJ NIEKTORE
MALE GRECKE PISMENA!:

o (ALFA), B (BETA),

Y (cAmA), O (DELTA),

€ (EPSILON), ) (ETA),

A (LamBDA), 1 (Mmi),
KTORYMI OZNACUJEME UHLY.

5. Vypocitajte velkosti vniitornych uhlov pravouhlych trojuholnikov.
Vysledky zaokruhlite na celé stupne.
b) A

24

/N (]

)
17
. a
10
5
M 73 64
€ M A o
431
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RIESENIE ULOHY 5 a)

Z udajov v zadani vyplyva
cos o = 10 sin 3 = 1o
17 17

. . . 10 10 10
Uhol o je ostry a jeho kosinus je Cislo 7° teda oo = arccos 7 Hodnotu arccos 7

vypocitame na kalkulacke

oL = arccos % =53,968...° ~ 54°.

Velkost B by sme mohli nijst podobne (3 = arcsin % =36,031...° # 36°), jednoduchsie

vSak bude vyuZit poznatok, Ze sucet uhlov v trojuholniku je 180°. Na§ trojuholnik je
pravouhly, preto o + 3 = 90°, a teda

B =90° — o = 90° — 54°= 36°.

V sUVISLOSTI S TYMTO VYPOCTOM PRIPOMENME NASE POZNATKY O POCITANI SO ZAOKRUHLENYMI GisLAMI. HoDNOTA 90° BOLA PRESNA,
HODNOTA 54° ZAOKRUHLENA NA CELE STUPNE, TEDA MALA ABSOLUTNU CHYBU NANAJVYS 0,5°. ABSOLUTNA CHYBA ROZDIELU NIE JE VAGSIA
AKO SUCET ABSOLUTNYCH CHYB, V TOMTO PRIPADE TEDA NIE JE VACSIA AkO 0,5°. To ZNAMENA, ZE TAKTO VYPOCGITANE CisLo 36°

JE PRESNA HODNOTA ZAOKRUHLENA NA CELE STUPNE.

Po pripomenuti sinusu a kosinusu v pravouhlom trojuholniku bude nasim cielom rozsirit
definiciu sinusu a kosinusu na uhly vicsie ako 90°. Nasledujici ¢lanok je motivatnym
uvodom k tomuto rozsireniu — naznacuje jednu z moznych odpovedi na otizku, aky
Citatel, ktorého takéto otazky netrdpia, mdze skoro cely ¢lanok 4.2 presko€if: sta¢i mu
chvilu porozmyslat o obrazku 11 na s. 87, ktory ozrejmuje vztah medzi sinusom,
kosinusom a jednotkovou kruZnicou, a potom hned prejst na obr. 15 na s. 90 a pokraco-
vat tlohou 13. Aky-taky argument na zavedenie sinusu a kosinusu pre uhly vicsie ako
90° néjde v texte aj takyto ,,preskakujiici® Citatel: vdaka roz§ireniu sinusu a kosinusu na
uhly vicsie ako 90° sa zjednodusia zapisy niektorych ddlezitych vzorcov, napr. kosinu-
sovej vety, o ktorej budeme hovorit v ¢lanku 4.4.

4.2 Sinus, kosinus a poloha bodu v rovine

Su dva zékladné sposoby, ako sa da urcit poloha bodu v rovine: pomocou pravouhlych

P . . . . = PRAVOUHLE (KARTEZIANSKE)
suradnic a pomocou poldrnych stiradnic.

SURADNICE
. . . = POLARNE SURADNICE
PRAVOUHLE (KARTEZIANSKE) SURADNICE = Ao 2 POLARNYGH SURADNIC
BODU VYPOCITAT JEHO
SURADNICE V PRAVOUHLE]
SURADNICOVE] SUSTAVE?

V rovine zvolime dve navzdjom kolmé Ciselné osi s rovnakymi jednotkami dizky. Ich
priese¢nik uréuje na kazdej z nich bod O. Tieto osi sa nazyvaju stiradnicové osi a spolu
tvoria siradnicovi ststavu. Ich prieseénik je zaciatok (alebo pociatok) siradnicovej = STAC SA OBMEDZIT NA
sustavy. JEDNOTKOVU KRUZNICU
Polohu kazdého bodu roviny potom urcuje dvojica ¢isel, ktord sa nazyva jeho (pravo-
uhlymi alebo kartezidnskymi) stiradnicami (pozri obr. 4 na dalSej strane). Ak ma byt
tento opis polohy jednoznacny, treba sa dohodnit, ktort siradnicovi os chapeme ako
prvu a ktord ako druhu. Sdradnice bodu potom zapisujeme v tomto dohodnutom po-
radi. Spravidla sa v poradi ako prvé stradnicové os vyznacuje vodorovna (Standardné
umiestnenie siradnicovych osi je na obr. 4). Suradnicové osi rozdelia rovinu na $tyri

Casti, ktoré sa nazyvaji kvadranty. _
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pravouhlé (kartezianske) suradnice v rovine

A
2. kvadrant B 1. kvadrant
stiradnicové osi
[-2,5; 2]
4
L L L i L L L L
1 1 1 1 1 I 1 1
4 3 2] -l
P — zaciatok
[-1,5;2] 1 siiradnicovej
5 ° siistavy
v 4 [5,2] =—u stiradnice
3. kvadrant 13 4. kvadrant bodu
Obr. 4
Polohu bodu so suradnicami [1,5; 3] na obr. 4 mdZeme volne opisat takto:

acia '
tku O najpry 1 > doprava, potom 3 nahor

Pred dal$im moznym opisom polohy bodu pomocou pravouhlych stiradnic sa dohod-
nime, Ze prvu suradnicovu os oznacime x a druhu y.
Suradnicovu sdstavu so zaciatkom O a sdradnicovymi osami x, y ozna¢ime Oxy.

ULOHY

6. V sdradnicovej sustave Oxy opiSte vSetky body, ktorych prva stradnica (x)
je cislo 1,5.

7. V suradnicovej sustave Oxy opiSte vSetky body, ktorych druha sdradnica (y)
je Cislo 3.

Pozrime sa teraz, ako ,,funguji* pravouhlé stradnice. Bod so siradnicami [1,5; 3] néjde-
me ako priese¢nik dvoch priamok (pozri obr. 5):

e Na prvej priamke leZia vSetky body, ktorych prvé suradnica je 1,5. Tato priamka je
rovnobezZna s osou y a mozno ju opisat podmienkou (rovnicou) x = 1,5.

e Na druhej priamke leZia vSetky body, ktorych druha stradnica je 3. Tato priamka je
rovnobezna s osou x a opisuje ju podmienka (rovnica) y = 3.
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\
y ] -
+ I
4 4 .
3 vz2
1 [1.5;3]
T 2
+ 1
l l l l l l l l l l l l l l l l l l .
1 1 1 1 1 1 1 IO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -
-4 -3 2 -1 + 1 2 3 4 5 6 x
41
T2
T2
obr. 5
Bod s pravouhlymi siiradnicami [1,5; 3 | ndjdeme ako priesecnik priamokx = 1,5ay = 3.

POLARNE SURADNICE

V rovine zvolime polpriamku, ktord sa nazyva polarna os, jej zaciatocny bod O sa nie-
kedy nazyva pol. Polohu kazdého bodu mozno urcit vzdialenostou od pélu a smerom
(teda velkostou odklonu od polarnej osi). Napriklad polohu bodu A na obr. 6 na nasledu-
jucej strane by sme mohli opisat takto:

,.Z bodu O vidno bod A 35° nalavo od osi vo vzdialenosti 5 od bodu O )

Vzdialenost bodu A od pdlu O sa nazyva polarny polomer bodu A. Velkost odklonu
od polarnej osi sa nazyva polarny uhol bodu A. Je to uhol, o ktory treba otocit polarnu
os proti smeru hodinovych ruci¢iek okolo pociatku O, aby na nej lezal bod A. Dvojicu
poldrny polomer bodu A — poldrny uhol bodu A nazyvame polarne siradnice bodu A.
Matematicky zéapis vety (*) je: bod A ma polarne stradnice [5, 35°].

°| = tento bod vid o
5, 357 N0 z pociatku O 35° nafayo og polérmej osi vo vzdialenosti 5 09 0

NA ROVNAKEJ MYSLIENKE JE ZALOZENE URCOVANIE POLOHY
POMOCOU AZIMUTU A VZDIALENOSTI, S KTORYM SA STRETNEME
V TURISTIKE ALEBO V DNES POPULARNOM GEOCACHINGU.
POLARNY UHOL SA OD AZIMUTU ODLISUJE SMEROM MERANIA
UHLA: AZIMUT MERIAME V SMERE POHYBU HODINOVYCH
RUCICIEK, POLARNY UHOL MERIAME V OPACNOM SMERE.
RozDIEL JE AJ V POLOHE POLARNEJ OSI: SMER

NA SEVER JE NA MAPACH SPRAVIDLA ZVISLY,

KYM POLARNA OS V MATEMATIKE

SA ZVACSA VOLI VODOROVNA.

’

P sever

vzdialenost
350 m
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poldrne suradnice
[5,35°] <——— (poldrne)
suradnice bodu

poldrny polomer —— >

\

35°
0 D poldrna os
pol

Obr. 6

poldrny uhol

Y

POLARNY POLOMER ULOHY

ZVYCGAINE OZNACUJEME
PISMENOM 7',

FOILARY WO IR ENRLY 67 9. Opiste vietky body, ktorych polarny uhol je 35°.
(MALE GRECKE Fi).

8. Opiste vSetky body, ktorych polarny polomer je 5.

Polohu bodu pomocou pravouhlych siradnic sme opisali ako priese¢nik dvoch priamok
(obr. 5). Podobne moZeme opisat polohu bodu pomocou polarnych suradnic. Ukdzme si
to na priklade bodu A z obr. 6.

e Vsetky body, ktorych polarny polomer je 5, leZia na kruZnici so stredom O a po-
lomerom 5. Tdto kruznicu opisuje v polarnych sdradniciach podmienka (rovnica)
r =5, pozri obr. 7.

e Vsetky body, ktorych polarny uhol je 35°, leZia na polpriamke so za¢iato¢nym bodom
O (dostaneme ju otocenim polarnej osi okolo bodu O o 35° proti smeru hodinovych
rucic¢iek). Tuto polpriamku opisuje v polarnych suradniciach podmienka (rovnica)
¢ =35°.

Bod s polarnymi stiradnicami [5, 35°] ndjdeme ako priesecnik kruznice r = 5 a polpriam-

ky ¢ = 35° (obr. 7).

r=>5 ¢ =35°

[5, 35°] [1,5; 110°]

1,5 °
350 . 110 R

0
[3,320°]
[4, 234°]
Obr. 7 Obr. 8
Bod s poldrnymi siiradnicami [5, 35°] ndjdeme ako Na tomto obrdzku sme zndzornili poldrne siradnice
priesecnik kruZnice r =5 a polpriamky ¢ = 35°¢. dalsich troch bodov.
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AKO Z POLARNYCH SURADNIC BODU VYPOCITAT JEHO
SURADNICE V PRAVOUHLEJ SURADNICOVEJ SUSTAVE?

Ako uvidime, vztah medzi polarnymi a pravouhlymi suradnicami stvisi so sinusom
a kosinusom.

PozrimE sa NA ULOHU 10 vSEOBECNEJSIE. CHCEME NAPISAT VZOREGC NA VYPOGET SURADNIC X, y BODU D, KTORY LEZi V PRVOM KVAD-
RANTE (PRVY KVADRANT SME OPISALI NA OBR. 4 NA S. 84) A POZNAME JEHO POLARNE SURADNICE [b, a], Pozri oBR. 10.
Z oBR. 9 A 10 VIDNO, ZE ZA POLARNU OS VOLIME KLADNU CAST OSI X.)

A A

» Obr. 9 Obr. 10
ULOHY

10. S presnostou na dve desatinné miesta vypocitajte pravouhlé suradnice x, y bodu D
na obr. 9.

11. NapiSte vzorec na vypocet pravouhlych siradnic [x, y] bodu D na obr. 10.

RIESENIE

Odpoved dava trojuholnik na obr. 3 a) na s. 81. Plati teda: ak bod D lezi v prvom kvad-
rante a ma polarne suradnice [b, a] (pozri obr. 10), tak jeho pravouhlé siradnice st

x=hcosa, y=hsina. *)

Specidlne, ak polarny polomer je b = 1 (teda D le#i na kruZnici s polomerom 1), tak
pravouhlé suradnice bodu D su

X=Cosa, y=sina (*%)

pozri obr. 11 a). Na obr. 11 b) sme vyznacili dizky stran sivého trojuholnika.

2) Y b)

1 [cos a., sin o]

sin o

\J

1 X O cosa

3
1%}
=}
9]

Obr. 11

-
s\

, . ’ . ) i . 005 (o9
god S polarnymi suradnicami [1, o ] legiacj v prvom kvadrante ma pravouhlé suradnice \
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RIESME TERAZ ROVNAKU ULOHU PRE BOD LEZIACI V NIEKTOROM Z DALSICH TROCH KVADRANTOV (ODPORUCAME ROZDELIT SA V TRIEDE NA TRI
SKUPINY, Z KTORYCH KAZDA BUDE RIESIT ULOHU V INOM KVADRANTE). HOCI RIESENIE UVADZAME V NASLEDUJUCOM TEXTE, SNAZTE SA
VYRIESIT ULOHU NAJPRV SAMI. AK SA VAM TAZKO POCITA VSEOBECNE, SKUSTE SI ZA b A OL NAJPRV ZVOLIT NEJAKE KONKRETNE

HODNOTY (AKO SME TO UROBILI v ULOHE 10), A AZ POTOM RIESTE SO VSEOBECNYMI HODNOTAMI b, QL.

ULOHA

12. NapiSte vzorec na vypocet pravouhlych A
suradnic [x, y] bodu D na obr. 12. y
D
y=7
b
O\
x=2 o x
Obr. 12

RIESENIE

pre konkrétne hodnoty b = 6, o = 130°.
V sivom trojuholniku na obr. 13 pozname dizku prepony b a velkost uhla :

B=180°-a.

.....

B =180°-130°=50°.

Preto vieme vypo¢itat dizky odvesien:
e vodorovnd odvesna ma dizku

b cos B =bcos (180° — o) 6 - cos 50° =3,8567...

e zvisla odvesna ma dlzku

b sin f = b sin (180° — o)

6 - sin 50° = 4,596 2...

Vodorovné odvesna sivého trojuholnika urcuje vzdialenost x-ovej siradnice bodu D
od zaciatku stradnicovej sustavy Oxy. Podobne zvisla odvesna urcuje vzdialenost
y-ovej suradnice bodu D od zaciatku O. Bod D lezi v druhom kvadrante, preto:

e jeho prva sdradnica x je zaporné Cislo, teda

x=-b cos (180° — a), x=-3,8567...

e jeho druhd stradnica y je kladné Cislo, teda

y=>bsin (180° — o) y=45962...

Bod D ma teda suradnice

x=-b cos (180° —a), y=b sin (180° — o). (A)

Specialne, ak polarny polomer bodu D je b= 1 (teda bod D leZi na kruZnici s polome-
rom 1, obr. 14), tak bod D ma suradnice

x=—cos (180° — a), y=sin (180° — av). (B)




OD PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA KU GONIOMETRICKYM FUNKCIAM

A A
y y
= =bsinp= L !
y=o = y =sin (180° — )
= b sin (180° — o) r=1
b 1
N\ N :
= (0] X -1 = ‘ (0] X
| |
@B 2 180°-a
g2 b
< 8 3
[ |
| I}
= obr 13 = Obr 14

STACI SA OBMEDZIT NA JEDNOTKOVU KRUZNICU

Z rieSenia dloh 11 a 12 vidno, Ze vzorce na vypocet pravouhlych sturadnic staci najst pre
tie body, ktorych polarny polomer je 1 (polarne suradnice tychto bodov maju teda tvar
[1, a]). Ak pravouhlé suradnice takéhoto bodu vynasobime ¢islom b, dostaneme strad-
nice bodu, ktory ma rovnaky polarny uhol a a jeho polarny polomer je b.

SKONTROLUJTE TOTO TVRDENIE. V RIESENI ULOHY 11 POROVNAJTE ZAPISY (*) A (**) NA s. 87, Vv RIESENI ULOHY 12 POROVNAJTE
zAPisY (A) A (B) Nna s. 88.

Matematicky vyjadrené: ak bod s polarnymi suradnicami [1, o] ma pravouhlé stiradnice
[x, ¥], tak bod s polarnymi stradnicami [b, o] méa pravouhlé sdradnice [ - x, b - y].
Preto sa v dalSich tivahach obmedzime na body, ktorych polarny polomer je 1. Tieto
body lezia na kruznici, ktord sa nazyva jednotkova kruznica (teda je to kruZnica so
stredom O a polomerom 1).

4.3 Sinus a kosinus pre uhly od 0° do 360°

V tlohéch 11 a 12 sme zistili, Ze vypocet pravohlych sturadnic bodu D v prvom aj v dru-
hom kvadrante stvisi s hodnotami sinusu a kosinusu. Podobna situdcia nastane aj v tre-
tom a Stvrtom kvadrante. Vzorce na vypocet suradnic bodu D, ktory leZi na jednotkovej
kruZnici, st v nasledujucej tabulke.

Porovnajte vaSe vysledky pre treti a Stvrty kvadrant s tabulkou 1.

bod D s polarnymi suradnicami [1, o]
ma pravouhlé stradnice

prvy kvadrant, o € (0°, 90°) X =Ccos o y=sina

druhy kvadrant, o € (90°, 180°)

x=-cos (180° — )

y = sin (180° — o)

treti kvadrant, o € (180°, 270°)

x =—cos (a— 180°)

y=—sin (o - 180°)

Stvrty kvadrant, o € (270°, 360°)

x=cos (360° — o)

y = —sin (360° — o)

Tabulka 1
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RozSiReNA DEFINICIA
SINUSU A KOSINUSU

NASLEDUJUCIMI ULOHAMI
S| PRECVICIME POUZITIE
ROZSIRENEJ DEFINICIE
SINUSU A KOSINUSU.

Prevod polarnych stradnic na pravouhlé pomocou tabulky 1 mé nevyhodu: treba vzdy
kontrolovat, v ktorom kvadrante leZi bod D. Je to sposobené tym, Ze hodnoty sinus a ko-
sinus su definované iba pre ostré uhly. Preto musime v kazdom kvadrante vzorec zapisat
tak, aby uhol, ktorého sinus a kosinus pocitame, bol ostry (skontrolujte, Ze v tabulke
skuto¢ne pouzivame iba sinusy a kosinusy uhlov od 0° do 90°).

Tento problém moZno odstranit, ak rozumne zavedieme hodnoty sinusu a kosinusu aj pre
iné ako ostré uhly. Videli sme (obr. 11 na s. 87), Ze sinus a kosinus ostrého uhla mozno
opisat ako pravouhlé siradnice bodu leZiaceho na jednotkovej kruznici v prvom kvad-
rante. Nasledujtca definicia sinusu a kosinusu (obr. 15) je sformulovana tak, aby tito
vlastnost platila aj v zvys$nych troch kvadrantoch.

Najprv sa uistite, Ze rozumiete obrazku 11, aZ potom si precitajte definiciu pod obr. 15.

A
y

N

0] X

h

Lo sin o
[cos a., sin o]

Obr. 15
Definicia hodnét sin o a cos o pomocou jednotkovej kruznice.

ULOHY

13. Zistite, aki hodnotu maju podla uvedenej definicie:
a) sin 90° b) cos 90° ¢) sin 180°  d) cos 180°
e) sin 270° f) cos 270° g) sin 0° h) cos 0°

14. Na vypocet nasledujicich hodndt pouzite rovnaké postupy ako v rieseni tloh 10
a7 12 (teda vypocet dizky odvesien vhodného pravouhlého trojuholnika):
a) sinus a kosinus 172°
b) sinus a kosinus 237°
¢) sinus a kosinus 314°
Potom ziskané vysledky

e porovnajte s vysledkom, ktory by ste dostali pouzitim vzorca z tabulky 1,

e skontrolujte na vasej kalkulacke vypocitanim hodnot sinusu a kosinusu uhlov
172°,237° a 314°.
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4.4 So sinusom a kosinusom zvladneme aj iné
ako pravouhlé trojuholniky

Hoci sme sinus aj kosinus povodne definovali pomocou pravouhlych trojuholnikov, = SINUS A VZOREC NA VYPOCET
pomdzu nam pri vypoctoch v Tubovolnom trojuholniku. UkdZeme si to na dvoch do- OBSAHU TROJUHOLNIKA
lezitych prikladoch: vzorci na vypocet obsahu trojuholnika a kosinusovej vete. V obi- = KosiNUS A KOSINUSOVA VETA
dvoch pripadoch budeme predpokladat, Ze v trojuholniku pozname dizky dvoch stran
a velkost uhla, ktory tieto strany zvieraju. Tieto vzorce budu tieZ prileZitostou ukézat,
ako sa vdaka rozsireniu definicie funkcii sinus a kosinus (pozri obr. 15) zjednodusia
niektoré zapisy.

SINUS A VZOREC NA VYPOCET OBSAHU TROJUHOLNIKA

ULOHA

15. Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, v ktorom b =3, c=4, o =75°.

RIESENIE

a) b) C

75°

Obr. 16

Zname udaje sme vyznacili ¢ervenou farbou na obr. 16 a). Aby sme na vypocet obsahu

P mohli pouZit vzorec |

P= 5 € Ve (*)
potrebujeme vypocitat dizku vysky v, (dlZku ¢ pozname zo zadania). Vieme ju néjst
zo sivého pravouhlého trojuholnika ACD na obr. 16 b) (pozniame v fiom uhol o = 75°
a dizku prepony b = 3).

V trojuholniku ACD plati ;
sin 75° = ?C ,
preto

v, =3-8in75°=3-0,9659..=2.8977...

(hodnotu sin 75° sme vypocitali na kalkulacke).
Ked poznime c a v_, mdZeme pouZit vzorec (*):

P= 5 € V= % 4.2,8977...=5,7955... = 5,80.
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ULOHY

16. Napiste vzorec na vypo&et obsahu P trojuholnika, v ktorom pozname dizky dvoch
stran b, ¢ a velkost ostrého uhla o, ktory tieto dve strany zvieraji (zndme velkosti
st na obr. 17 zvyraznené cervenou farbou).

C

A c B
Obr. 17

17. V predchéadzajtcej ulohe sme predpokladali, Ze uhol a je ostry. Pozrime sa teraz,
aky vzorec dostaneme pouzitim podobného postupu v pripade, Ze uhol o bude
tupy (pozri obr. 18).

Napiste vzorec na vypocet obsahu P trojuholnika, v ktorom pozname dizky dvoch
stran b, ¢ a velkost tupého uhla a, ktory tieto dve strany zvieraju (pozri obr. 18).

Ak ste pri rieSeni tloh 16 a 17 postupovali spravne, dostali ste vzorce
1 1
P=?b~ c-sin o, P=?b- c-sin(180° - ) ,

prvy pre pripad ostrého uhla o, druhy pre pripad tupého uhla. UkdZeme teraz, Ze vdaka
rozsirenej definicii sinusu z obr. 15 moZeme obidva tieto zapisy zlucit do jedného.

Z obr. 19 vidime, Ze pre tupy uhol o plati
Rovnost sin o = sin oo = sin(180° — o)
= sin(180°- o) vyPLYVA
Z RIESENIA ULOHY 12 (POZRI
0BR. 14 NA s. 89), TAM A
SME VSAK ESTE UVAZOVALI Yy y
,»V RECI“ PRAVOUHLYCH
TROJUHOLNiKoV. PRETO r=1 \= 1
JU ZDOVODNUJEME ESTE in 28°
. sin 28
A ¢ sin 152° B

RAZ, TERAZ UZ NA ZAKLADE | | 2 g

(na obr. 19 a) sme tato rovnost znazornili pre konkrétny uhol o = 152°).

A

—

ROZSIRENEJ DEFINICIE Hge~ 1j52° _ Hgd 580 _

SiNUSU z OBR. 15. X X

DokAz ZNAZORNENY NA

0BR. 19 JE SUCASNE

UKAZKOU STANDARDNYCH

UVAH O SINUSE A KOSINUSE

VYUZVIVAJUCICH JEDNOTKOVU Obr: 19 a)

KRUZNICU (ZNOVU ICH

VYUZIJEME NAPR. PRI RIESENI Podla rozSirenej definicie sinusu je sin 152° Hodnota sin 28° (¢islo 28° sme dostali ako

ULOHY 21 ALEBO 25). y-ovd suradnica bodu A. Tiito hodnotu sme  rozdiel 180° — 152°) je y-ovd siiradnica bodu B,
na osi y vyznacili cervenou farbou. na osi 'y sme ju vyznacili modrou farbou.

m Body A a B majii rovnakii y-ovii siiradnicu, preto sin 152° = sin 28°.
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——
>

><
=y

180°\—a 180° —a

Obr. 19 b)

Rovnost sin a = sin(180°— o) plati pre kaZdy tupy uhol o.
(Tdto rovnost plati aj pre iné ako tupé uhly, zatial ju vSak potrebujeme len pre tie tupé.)

(pozri obr. 19 b))

napr. pre a = 152° (pozri obr. 19 a))

Preto vzorec

Pz%b- ¢ - sin (180°- o)

Vzorec

p- % b c- sin (180°= 152°) =

na vypocet obsahu trojuholnika, v ktorom = 1 b-c-sin 28°
strany b, ¢ zvieraju tupy uhol o, 2

mdZeme napisat aj takto

mdZeme napisat aj takto

WiILLEBRORD SNELLIUS

(1580 — 1626)
HOLANDSKY MATEMATIK

V/ZOREC PRE OBSAH
TROJUHOLNIKA, V KTOROM
POZNAME DVE STRANY A UHOL
NIMI ZOVRETY, SFORMULOVAL
v R. 1627 W. SNELLIUS.
JEHO NAZNAKY VSAK NAJDEME
UZ V PRACACH PERZSKEHO
MATEMATIKA DZamsipa
GHIJATHA AD-DiNA AL-KASiHO
A REGIOMONTANA.

p=%b,c-sinot P=%b-c« sin 152°

OBIDvA ZAPISY sin 28° aJ sin 152° oznacudu TO ISTE &isLo 0,469 471 562 785... . JE TEDA JEDNO, KTORY Z DVOCH ZAPISOV
1 . 1 .
P = > b.c-sin 152° ateo P = > b - ¢ - sin 28° PoUZIJEME PRI VWPOGTE. VYSLEDOK BUDE STALE ROVNAKY. PRIRODZENEJSIE VSAK

JE POUZIVAT zAPIS P = > b ¢ sin 152°, PRETOZE SA V NOM VYSKYTUJE TA VELKOST UHLA, KTORY STRANY b, ¢ SKUTOGNE ZVIERAJU.

1
Vzorec P = > b - ¢ - sin o ma rovnakd podobu ako vzorec pre ostry uhol o z tlohy 16.

Je teda pravda, ¢o sme slubovali: obidva vzorce na vypocet obsahu trojuholnika pomo-
cou dizok dvoch stran b, ¢ a velkosti uhla o nimi zovretého mdZzeme zlacit do jedného
zapisu

1 )
P=Eb-c-smoc.

V NASICH DOTERAJSICH UVAHACH SME HOVORILI O OSTRYCH A TUPYCH UHLOCH. AK SI CHCEME BYT IST,

1 .
7E vzORec P = E b - ¢ - sin oL MOZNO POUZIT NA VYPOCET OBSAHU TROJUHOLNIKA PRE LUBOVOLNY

uHoL MeDzI 0° A 180°, MALI BY SME ESTE SKONTROLOVAT JEHO SPRAVNOST PRE UHOL oL = 90°.

ULOHA

1
18. Skontrolujte, ¢i vzorec P = > b - c- sin a plati aj v pripade o = 90°.

Dzamsip GHIJATH Ap-Dina
AL-KASi

(okoLo 1380 — 1429)
PERZSKY MATEMATIK
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KOSINUS A KOSINUSOVA VETA

ULOHA

19. Vypocitajte dizku tretej strany a trojuholnika, v ktorom poznime dizky dvoch
stran b, ¢ a velkost ostrého uhla a, ktory tieto dve strany zvieraju.

RIESENIE

Postup vypoctu je na obr. 20 — 22, na obrazkoch vlavo pre vSeobecny pripad (teda s pre-
mennymi b, ¢, a), na obrazkoch vpravo pre konkrétne hodnoty b =5, ¢ =7, o = 30°.
Hodnoty, ktoré pozname, su na obr. 20 zvyraznené cervenou farbou.

C C
/A a 5 a
o 30°
A D ¢ B A D 7 B

Obr. 20

V sivom pravouhlom trojuholniku ACD pozname preponu b a uhol o, preto vieme
vypocitat dizky obidvoch odvesien (obr. 21).

C
b 3 @ a
-8
o S
A pcosa D ¢ B A 5c0830°= D 7 B

=4 12...
Obr. 21 330

Zo znamej dizky AB a z dizky AD, ktort sme prave vypoditali, vieme néjst dizku BD:
|BD| = ¢ — |AD|(obr. 22). V pravouhlom trojuholniku BCD (na obrazkoch je biely)
teraz pozname diZky obidvoch odvesien. DiZzku prepony nijdeme pouZitim Pytago-

rovej vety:
C C
a) b)
b 3 a 5 a
£
2] ey
AN 50
A bcosa D € c-bcosa B A 433012.. 0 7 7-433012..= B
=2,669 87...
a*=(b-sin )’ + (c—b- cos a)? a*=2,5*+2,66987..2=13,378 22...
odtial a = \/ 13,378 22... = 3,657...
Obr. 22

Vysledok a® = (b - sin a)* + (¢ — b - cos a)?, ktory sme dostali na obr. 22 a), sa da
upravit do jednoduchsej podoby. Pri iprave budeme potrebovat

e vzorec (A-B)>= A’-2AB + B?,
ktory pouZijeme pri rozndsobeni vyrazu (c — b - cos o)
(c=bcosa)= c>=2cbhcosa+b*cos®a

ml (pripomefime, Ze symbol cos” a. oznacuje ¢islo (cos a)?),
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e arovnost sin o + cos® a = 1 (zddvodiiovali sme ju v tlohe 2).
Takto postupne dostaneme

a*= (b sin a)* + (c — b cos a)? =+ ¢?—2cbh cos a +=

= [p? (sin” o + cos® a)| + ¢ — 2¢b cos a = [bY + > — 2¢b cos a

teda
a’>=b%+ ¢ - 2bc cos a

(Jednotlivé kroky predchadzajicej upravy si dobre premyslite.)
Rovnost, ktort sme dostali, sa nazyva kosinusova veta.

ULOHA

20. Podobne ako v ulohe 17, pozrime sa teraz na pripad, ak je uhol a tupy.
V trojuholniku, v ktorom pozndme dizky dvoch strén b, ¢ a velkost tupého uhla a,
ktory tieto dve strany zvieraju, vypoéitajte dizku tretej strany a.

Ak ste nikde nespravili chybu, dostali ste vzorec
a* = b* + ¢ + 2bc cos (180° — ) *)

(pozri obr. 23, pre uhol 3 plati § = 180°- o).

D bcosp A c B
¢+ bcosf

<
<

Y

Obr. 23

Podobne, ako pri vypocte obsahu trojuholnika v tlohach 16 a 17, dostali sme v tlohich
19 a 20 dva vzorce — dva tvary kosinusovej vety:

pre ostry uhol a pre tupy uhol o

a*> = b* + ¢ + 2bc cos (180° — o)

a> = b*+ ¢ = 2bc cos o

Aj v tomto pripade mdZeme, vdaka rozsireniu definicie kosinusu z ostrych uhlov na
vSetky uhly medzi 0° a 360°, obidva vzorce zIicit do jedného zapisu. Zdévodnenie tejto
spolo¢nej podoby kosinusovej vety uz prenechdme vam.

10]0)5)'

21. Podobnymi tivahami, aké sme pouzili pred tlohou 18 na s. 92 — 93 skontrolujte,
Ze obidva uvedené zapisy mozno zlicit do spolocnej podoby:
a* = b* + ¢* = 2bc cos o

22. Skontrolujte, Ze rovnost a> = b + ¢ — 2bc cos a. plati aj pre o = 90°.

RAMIKMI SME UPOZORNILI, ZE
SUCTOM GLENOV

b? sin® o + b? cos® a.

DOSTANEME WYSLEDOK B2

Francois VIETE

(1540 - 1603),
FRANCUZSKY MATEMATIK

V DRUHEJ KNIHE EUKLIDOVYCH
ZAKLADOV NAJDEME PODOBNE
TVRDENIE SFORMULOVANE VSAK
BEZ POUZITIA GONIOMETRICKYCH
FUNKCIi — TIE V DOBE VZNIKU
ZAkLaDov (okoLo 300 PRED
N. L.) ESTE NEEXISTOVALI.

ZA PRVEHO, KTO SFORMULOVAL
KOSINUSOVU VETU, SA SPRAVIDLA
POKLADA AL-KASi. DNESNU
PODOBU JEJ DAL A7 F. VIETE.
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obsah trojy , .
Juhoinikg; p_ 1 bc - sin &
2 sinUSOVA vety: 2
O a =/92+c2_2bc-00$
C C
a b a
b
o
o
A c B A c B
Obr. 24 a) Obr. 24 b)

KED SME UZ KOSINUSOVU VETU DOKAZALI, BOLA BY SKODA NEUKAZAT JEJ POUZITIE. PREDVEDIEME SI VYPOCTY, V KTORYCH SA VYSKYTNU AJ
KOSINUSY INYCH AKO OSTRYCH UHLOV A UKAZEME, CO VSETKO SA DA ZISKAT Z JEDNEHO VZORCA.

ULOHA

23. Pomocou kosinusovej vety vypocitajte chybajice dizky stran
a velkosti uhlov zobrazenych trojuholnikov.

d)

6
RIESENIE ULOHY 23 a)

Vypocet dizky strany

Na vypocet dizky strany a (oznaCenie pozri na obr. 25) sta¢i dosadit do kosinusovej
vety

@ =b"+c* —2bccosa=3*+4>-2.3-4cos 60°=25-24-0,5=13.
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Dostaneme @ = 13, odtial a = \13 = 3,605 551... ~ 3,61. Rovnica a” = 13

MA DVE RIESENIA
a = *+/13.
KEDZE HLADANA DLZKA a

e a s a=\13 JE ISTE KLADNE CiSLO,
NAS ZAUJIMA
o = 60° B B IBA KLADNY VYSLEDOK
c=4 c=4 a=\13.
Obr. 25 Obr. 26
Vypocet uhla

Kosinusovéa veta vyjadruje stranu trojuholnika pomocou zvysnych dvoch stran a uhla
nimi zovretého. DiZku strany b (obr. 26) moZno teda vyjadrit pomocou diZok stran a,
¢ a velkosti uhla f3:

b* = a* + ¢* — 2bc cos B (*)

(dobre si tito rovnost rozmyslite). Zo Styroch hodndt (a, b, ¢, B), ktoré si v tejto rovnos-
ti, pozname tri (a, b, ¢). Ak ich dosadime do (*), dostaneme rovnost

32=(V13) +42 2. V13 - 4cos B, t.j. 9=29—813 cos B,

z ktorej vieme vypocitat kosinus uhla 3

8V 13 cos p=20, odtial cosp=

= 0,693 375...
8\ 13

Uhol medzi 0° a 180°, ktorého kosinus je 0,693 375..., ndjdeme na kalkulacke (zistite,
ako sa tento uhol pocita na vasej kalkulacke a porovnajte vas vysledok s nasim)

B=46,102113..° = 46°.

Kalkulacka a hladanie uhla, ktorého kosinus pozname

Z obr. 27 vidno, Ze na jednotkovej kruznici st dva body, ktorych prva stiradnica je ¢islo x = 0,693 375... . Jednému
(na obrazku bod B) zodpovedd uhol B, ktory sme vypocitali v rieSeni iilohy 23 a). Druhy (na obrazku bod B') je s bo-
dom B simerny podla osi x. Uhol prislichajiici bodu B'je 360° — [3 (je vam jasny vypocet jeho velkosti?).

A Tento uhol vypocitame

Takéto situdcia nastdva pre kazda hodnotu a z intervalu Z na kalkuladke

(=1, 1): na jednotkovej kruznici existuji dva body, ktorych
x-ova suradnica — predstavujica kosinus — je dana hodnota
a. Jeden bod leZi nad osou x, druhy pod fiou (nakreslite si
obrazok, skontrolujte tiez, Ze pre kazdd z hodndt a = 1
a a = —1 existuje iba jeden taky bod). Kalkulacka k danej

cos B =0,693...
cos (360° - ) =0,693...

hodnote a — teda k hodnote kosinusu — vypocita uhol, ktory *
zodpoveda bodu leziacemu nad osou x. Tento uhol je medzi
0° a 180° — je ostry, ak ¢islo a bolo kladné, a tupy, ak bolo
zéporné (tvrdenie o ostrych a tupych uhloch si rozmyslite
a overte ho niekolkymi vypoctami na vasej kalkulacke). Obr: 27

. ) » i ) o R Pre kazdii hodnotu a z intervalu (-1, 1) existuji na
Uhly v trojuholniku maji velkosti medzi 0° a 180°, pre- Jjednotkovej kruznici dva body, ktorych x-ovd siiradnica
to nam v rieSeni dlohy 23 staci ten uhol, ktorého velkost — predstavujiica kosinus — je a

najdeme na kalkulacke (ako uvidime v dlohe 35, v pripade (na obrdzku a = 0,693...). Vypoctom na kalkulacke
sinusu je situdcia odli$nd). ndjdeme iba uhol .
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4.5 Grafy funkcii sinus a kosinus
pre uhly od 0° do 360°

Podla rozsirenej definicie sinusu (obr. 15 na s. 90) m6Zeme kazdej velkosti uhla o od 0°
do 360° priradit ¢islo sin a.. Pripomeiime, Ze predpis, ktory hodnotdm premennej (v na-
Som pripade je premennou velkost uhla o) priraduje ¢isla (v naSom pripade ¢islo sin o),
sa v matematike nazyva funkcia. Preto o predpise, ktory hodnote o priradi ¢islo sin o,
budeme hovorit ako o funkecii sinus. V tomto odseku nas bude zaujimat, ako vyzera graf
funkcie y = sin a.

Pripomenime najprv, ako sa grafom funkcie znazornuju jej hodnoty. Napriklad pre
o = 30° sa sin a = 0,5. Tato informéciu znazoriuje Cerveny bod na obr. 28. Cislo 0,5 sa
nazyva funkcnd hodnota v bode 30. Cerveny bod je jeden bod grafu funkcie sinus. Cely
graf dostaneme, ak tymto spodsobom znazornime hodnoty sinusu pre vSetky uhly medzi
0° a 360°.

A
y
1
0,5 T
0 A
S O O O O O O O O O O O o o o o o o
AN T O 0 O AN T O 0 O AN T O o O A T O
T a[°]
-1

Obr. 28

ULOHA

24. Znazornite takto hodnoty sin 10°, sin 50°, sin 70° a sin 90°.

Pri zobrazeni dal$ich bodov grafu si uZ pomézeme tabulkovym kalkulatorom alebo gra-
fickou kalkulackou.

RabiAny

VO VYSSEJ MATEMATIKE (ZA HRANICAMI STREDOSKOLSKEJ MATEMATIKY) SA NA VYJADRENIE VELKOSTI
UHLA NAMIESTO STUPNOV POUZIVAJU RADIANY. PRI MERANI vV RADIANOCH VYJADRUJEME VELKOST
UHLA DLZKOU PRISLUSNEHO OBLUKA JEDNOTKOVEJ KRUZNICE. TEDA NAPR. VELKOST

UHLA 360° Vv RADIANOCH VYJADRUJE GiSLO 27t (DLZKA KRUZNICE S POLOMEROM 1),

T
PRAVY UHOL MA V RADIANOCH VELKOST E

PRECO RADIANY? PRETOZE NIEKTORE VZTAHY MEDZI FUNKCIAMI SINUS A KOSINUS MAJU VTEDY
JEDNODUCHSIU PODOBU. PRETO AJ OZNACENIE SiN A COS SA VO VYSSEJ MATEMATIKE POUZIVA IBA
PRE FUNKCIE, V KTORYCH PRACUJEME S VELKOSTOU UHLOV V RADIANOCH. ABY SME ODLISILI TIETO
FUNKCIE OD FUNKCIi POUZIVAJUCICH VELKOSTI UHLOV V STUPNOCH, KTORE SU V TOMTO TEXTE,
BUDEME ZA ZNAK PREMENNEJ X PISAT OZNACENIE © (STUPEN).

Na obr. 29 je graf funkcie y = sin x° pre uhly od 0° do 360° nakresleny pomocou tabul-
kového kalkulatora (zostrojte ho aj vy, vytlaceny obrazok budete potrebovat v nasleduji-
cich tlohach). Tento graf sa nazyva sinusoida. Farebne sme odlisili asti zodpovedajice

m jednotlivym kvadrantom (oznacenie kvadrantov pripominame na obr. 30).
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2. kvadrant A 1. kvadrant
y
By ~sinf|sin N A
r=1
x[°]
0 i i i i i : : i : " " > o >
Y X
30 60 90 120 150 180\210 240 270 300 330 360
05 a [°]
[..5ny]
C D
-1 3. kvadrant
Obr. 29 Obr. 30

Na obr. 29 vidno, Ze Styri farebne odliSené Casti maju rovnaky tvar, len st rdzne oto¢ené
alebo preklopené. Nie je to ndhoda, vyplyva to zo simernosti, ktoré sivisia s definiciou
sinusu na jednotkovej kruznici. Jednu taki simernost sme znazornili uZ na obr. 19 b),
dalSie sd na obr. 30.

SO SUMERNOSTAMI ZNAZORNENYMI NA OBR. 30 SME SA UZ STRETLI PRI RIESENI ULOH Z CLANKU NA S. 87 AKO Z POLARNYCH SURADNIC

BODU VYPOCITAT JEHO SURADNICE V PRAVOUHLEJ SURADNICOVEJ SUSTAVE? VYSLEDKOM NASICH UVAH BOLI VZTAHY UVEDENE V TABULKE 1,

KTORE SME VTEDY — ESTE PRED ROZSIRENIM DEFINICIE SINUSU A KOSINUSU NA UHLY VACSIE AKO 90° — ODVODZOVALI POMOCOU PRAVOUHLYCH
TROJUHOLNIKOV. Z, OBRAZKA 3(0) VIDNO, AKO SA TAKETO VZORCE DAJU ODVODIT Z DEFINICIE SINUSU A KOSINUSU POMOCOU JEDNOTKOVEJ KRUZNICE.
NAPRIKLAD, PRE 0L € (0°, 90°) VYPLYVAJU ZO VZTAHOV MEDZI SURADNICAMI BODOV B A A, C A A, D A A V TOMTO PORADI ROVNOSTI

sin (180° — o) = sin a, sin (180° + ) = —sin a, sin (360° — o) = —sin o
PODOBNE NAPR. VZTAH MEDZI SURADNICAMI BODOV C A B MOZNO POUZIT PRI ZDOVODNENI ROVNOSTI
sin y = —sin (360° —y) prey € (180°, 270°).

V ULOHACH 26 A 27 UVIDIME, AKO TAKETO VZTAHY SUVISIA S GRAFOM FUNKCIE SINUS.

Na obr. 30 st znazornené sinusy Styroch uhlov (o, 3, v, ). Bod A je
simerny s bodom B podla osi y, takisto bod C s bodom D. Bod A je
okrem toho simerny s bodom D podlIa osi x. Na nasledujicom grafe

sme vyznacili bod zodpovedajici sinusu uhla a.
25.Vyznacte na grafe body zodpo- 1

vedajtice sinusom zvysnych troch 0.8

uhlov z obr. 30. 8’2

Ak vam uloha v tejto abstraktnej 0:2

podobe pdsobi tazkosti, rieSte ju 0 ; —
najprv pre konkrétnu velkost uhla =02 270 0

o = 55° (teda vypocitajte velkosti ‘8’2

B, v, © a vyznacte prislusné hodno-

Y -0,8
ty na grafe funkcie sinus).

-1
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ULOHY

26. Diskutujte o tom, aky je stivis medzi
a) ® polohou hodnét o a § na vodorovnej osi, © hodnotami sin 3 a sin o,
b) e polohou hodnoét y a 6 na vodorovnej osi, ® hodnotami sin d a sin v,
c¢) e polohou hodnoét y a 3 na vodorovnej osi,  ® hodnotami siny a sin p.
Svoje tvrdenia zddvodnite.

27. Na zaklade rieSenia ulohy 26 opiste vztah medzi
e modrou a ¢ervenou Castou sinusoidy na obr. 29,
e zelenou a zltou casfou tohto grafu,

e cCervenou a zelenou Castou grafu.
O svojich tvrdeniach diskutujte so spoluziakmi.

RIESENIE

Ak ste diskusii o rieSeni tloh 25 a 26 venovali dostatocny ¢as, mali by ste zistit, Ze

e modra a Cervena Cast sinusoidy st simerné podla priamky, ktord na osi x preché-
dza hodnotou 90 a je rovnobezZna s osou y (obr. 31),

Na osi stimernosti (na obr. 31 vyznacena ¢iarkovane) leZia vSetky body, ktorych
prva suradnica je 90. Preto mozno tato priamku opisat podmienkou (rovnicou)
x=90.

e podobne zelena a oranZova Cast sinusoidy su sumerné podla priamky, ktord na
vodorovnej osi prechddza hodnotou 270 a je rovnobeznd s osou y (obr. 33, os sd-
mernosti mozno opisat rovnicou x = 270),

e zelenu Cast sinusoidy dostaneme, ak cervenu cast oto¢ime o 180° okolo bodu,
ktory na osi x oznacuje hodnotu 180 (obr. 32).

A . A
1t : 1
051 051
0 : v " —> 0 " " >

90 180 270 360 90 \1_87 270 360
~05+ 051
-1 T -1 +

Obr. 31 Obr. 32

051

360
05+

Obr. 33

Na obr. 34 je graf funkcie y = cos x° (tito krivka sa nazyva kosinusoida) pre uhly medzi
0° a 360°. Rovnako ako na obr. 29 sme farebne vyznacili Casti grafu zodpovedajtice

100 [
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y
1 y = cos x°
0,5
0 f t >
9 180 70 360
x[°]
-0,5
-1
Obr. 34

ULOHY

28. Podobne, ako v ulohdch 25 az 27 opiSte a zddovodnite vztah medzi jednotlivymi
Castami grafu na obr. 34.

29. Modra cCast kosinusoidy na obr. 34 ma rovnaky tvar ako Cervend Cast sinusoidy na
obr. 29. Pokuste sa néjst zdovodnenie tohto tvrdenia.

4.6 Uhly vacSie ako 360°
a uhly so zapornou velkostou

Vratme sa k definicii polarnych stiradnic. Ozna¢me bod, ktory na polarnej osi oznacuje
hodnotu 2, pismenom A (obr. 35).

o A
°

Y

2
Obr. 35

Bod B s polarnymi suradnicami =2, ¢ = 311° dostaneme, ak bod A oto¢ime okolo pélu
O o 311° proti smeru hodinovych ruciciek (obr. 36).

Y
Y

[2,3117] [2,311°]

[2, -49°]

Obr. 36 Obr. 37

Ten isty bod by sme dostali, keby sme bod A otocili okolo polu O 0 49° v smere hodino-
vych ruciciek (obr. 37, ¢islo 49 je rozdiel 360 — 311).

Polohu bodu B by sme teda mohli opisat aj udajmi r = 2, ¢ = —49°, kde znamienko
minus vo velkosti uhla oznacuje otdcanie opacnym smerom, teda v smere hodinovych
ruciciek.
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stradnicami r = 2, ¢ = 311° oto¢ime okolo pdlu O o 80° v smere hodinovych ruciciek,
dostaneme bod C (obr. 38). Jeho polohu mdZeme opisat udajmi r = 2, ¢ = 391° (¢islo
391 je sucet 311 + 80). Tento bod je totozny s bodom, ktory ma polarne sturadnice r = 2,
¢ =31° (obr. 39, &islo 31 je rozdiel 391 — 360).

[2,391°]

JE ROZDIEL, GI PRI c
C 2,317

ZATAHOVANI SKRUTKY
UROBIME POL OTACKY
ALEBO 1,5 OTACKY. 311° 0
PRVEJ MOZNOSTI ZODPOVEDA
uHoL 180°, DRUHEJ 2 80)°
180° + 360° = 540°.

Y

\/

Obr. 38 Obr. 39

Definiciu sinusu a kosinusu pomocou jednotkovej kruZnice (obr. 15 na s. 90) m6Zeme
rozsirit aj na zaporné uhly a uhly vécsie ako 360°. Teda napr. sin (-210°) je y-ova strad-
nica bodu, ktory ma polarne suradnice r =1, ¢ =-210°.

Tak dosiahneme, Ze hodnoty sin x° a cos x° budu definované pre Tubovolné cislo x.
Defini¢ny obor funkecii sin a cos budi teda tvorit vSetky redlne ¢isla.

Obr. 40

.....

Ze Cisla urcujiice velkost otocenia sa sprdvajii ako c¢isla na ciselnej osi.

Obr. 40 ndm pomoze pri kresleni grafu sinusu pre uhly, ktorych velkosti neleZia medzi
0° a 360°.

ULOHA

30.V tabulke dopliite farbu 1y
prislusnej ¢asti sinusoidy

z obr. 41. 0.5
0 —— >
270 360
-0,5
x[°]
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Pre uhly, ktorych velkost je

od 360° do 450° od —90° do 0°

od —270° do —-180°

od 540° do 630°

bude mat graf sinusu rovnaky tvar ako

modrd

cast grafu na obr. 41.

Svoje odpovede zdovodnite.

Podla definicie sinus nie je ni¢ iné ako opis y-ovej suradnice bodu pohybujiceho sa po
jednotkovej kruznici. Uhly od 0° do 360° zodpovedaju jednej otaCke tohto bodu.

Teda graf na obr. 41 znizorfiuje y-ovu suradnicu bodu pocas tejto prvej otacky. Ked
velkost uhla dosiahne 360°, bod dokonci prvy okruh a je opit vo vychodiskovej polohe.
Ak bude v svojom obiehani po jednotkovej kruznici pokracovat, méZeme na opis jeho
polohy pri druhej otdcke pouzit uhly od 360° do 720°, pri tretej otacke uhly od 720° do

1 080° atd.

Z tejto uvahy vyplyva, Ze graf sinusu ma pre uhly od 360° do
720° rovnaky tvar ako od 0° do 360°. To isté plati od 720° do
1 080° atd. (pozri obr. 42). Rovnaka tvaha sa vztahuje aj na
zaporné uhly, aj na funkciu kosinus (obr. 43).

AWAWAWAW

Ruske koLo v MELBOURNE

S POHYBOM PO KRUZNICI
SUVISi AJ POPULARNA
INTERPRETACIA SINUSOIDY:
AK SEDIME NA RUSKOM
KOLESE, TAK FUNKCIA,
ZNAZORNUJUCA ZAVISLOST
NASEJ VYSKY (NAD STREDOM
KOLESA) OD UHLA OTOCENIA,
MA TVAR SINUSOIDY.
RozmysLiTe si T0, POMOCT
vAM MOZE AJ DUREROV
OBRAZOK NA TEJTO

STRANE DOLE.

[ -720 \/—360 \40 \/360 \/720

Obr. 42
Graf funkcie y = sin x° (sinusoida).

y = cos x°

—720

-1

Obr. 43
Graf funkcie y = cos x° (kosinusoida).

o R
T i 14
i
w1,
ey ;
i ¥
T=
: :\\‘\ 4|
£ 3
1 — 4
= 9
a—T .
TN
9 j'
.< "~k
1LF__/:/

KRIVKU TVARU SINUSOIDY DOSTANEME, AK NAKRESLIME POHLAD
ZBOKU NA TOCITE SCHODISKO. TAKTO VZNIKOL AJ OBRAZOK VLAVO,
KTORY POCHADZA Z KNIHY UNDERWEYSUNG DER MIESSUNG MIT
pem ZirkeL UND RicHtscHeYT (1525), ob ALBRECHTA DURERA
MLADSIEHO. (DURER SAMOZREJME NETUSIL, ZE RAZ SA TATO KRIVKA
BUDE NAZYVAT SiNUSOIDA). ODPORUCAME CHVILU DISKUTOVAT

O KONSTRUKCII KRIVKY, KTORU DURER SVOJiM OBRAZKOM
NAZNACUJE.
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PERIODICKE FUNKCIE Graf sinusu (a takisto graf kosinusu) teda vznikne pravidelnym opakovanim jedného
svojho useku. Funkcie, ktorych grafy maji takiito vlastnost, sa nazyvaju periodické.
Priklady dalSich periodickych funkcii st na obr. 44, 45 (funkcia na obr. 45 zndzornuje
pravidelné striedanie medzi hodnotami — 1 a 3).

S PERIODICKYMI FUNKCIAMI SA MOZEME STRETNUT NAPR. V AKUSTIKE. AK HRAME NA HUDOBNOM NASTROJI JEDEN TON, VZNIKAJU PRAVIDELNE
VIBRACIE, KTORE MOZNO ZNAZORNIT AKO PERIODICKU FUNKCIU. TA MA SPRAVIDLA POMERNE KOMPLIKOVANY TVAR. VDAKA JOsEPHOVI FOURIEROVI
VIEME, ZE KAZDE TAKETO PERIODICKE KMITANIE MOZNO S LUBOVOLNOU PRESNOSTOU NAHRADIT (APROXIMOVAT) SUCTOM JEDNODUCHYCH KMITANI,
KTORYCH PRIEBEH OPISUJE SINUSOIDA. TIETO JEDNODUCHSIE KMITANIA SU V AKUSTIKE ZNAME AKO ZAKLADNY TON A VYSSIE HARMONICKE TONY.

0.5
-3 -2 1 2 3
Jean BapTisT JosEPH
Fourier
(1768 —1830)
FRANCUZSKY MATAMATIK
YA
——0 36e—o0

JEDNYM z FOURIEROVYCH
uciTeLov BoL GasParp MoNGE, 71
ZAKLADATEL DESKRIPTIVNEJ
GEOMETRIE. SPOLU S NiM 14
SA FOURIER ZUGASTNIL
NAPOLEONOVEJ VOJENSKEJ , , , >
EXPEDICIE DO EGYPTA AKO CLEN ) _1 0 1 2 X
JEJ VEDECKEJ CASTI. OBLUBENA — o —0
ANEKDOTA TVRDI, ZE POCAS BITKY
PRI PYRAMIDACH NAPOLEON v Obr. 45
NECHAL PECHOTU SFORMOVAT
DO $TVORCOV A NARIADIL:
,UGENCI A osLY Do sTREDU!“ "o Ve ,

4.7 DalSsie ulohy

Ulohy venované pouZitiu goniometrie sme zaradili do kapitoly o merani v druhom diele

tejto ucebnice. Tu sa obmedzime na odvodenie tvrdenia, ktoré naim — spolu s kosinuso-

vou vetou — mdze pomdct pri ich rieSeni.

» 1 . L . . . Y
Vratme sak vzorcu P = > b- c- sin a (vypocet obsahu trojuholnika) a pripometime hlav-
nid myslienku jeho odvodenia: vySku trojuholnika vyjadrime pomocou strany a uhla.

PRI ODVODENI VZORCA NA VYPOGET OBSAHU TROJUHOLNIKA POMOCOU DLZOK STRAN D, ¢ A VELKOSTI UHLA O MAME NA VYBER Z DVOCH
MOZNOSTI (SKONTROLUJTE SPRAVNOST NASLEDUJUCICH VYPOCTOV VYSKY PRE PRIPAD OSTREHO, PRAVEHO AJ TUPEHO UHLA QL)

B . 1 1 .
* pOMOCOU b, oL VYPOCITAME V. = b - sin o, POTOM OBSAHJEP = —c-v. = —c-b-sin o
¢ 2 L T e
B ) 1 1 —.V(,
* POMOCOU C, 0. VYPOGITAME V, = C - Sin a., PoTom JE P = 5 b-vy=P=—b-c-sina

2 —_—

(
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Takéto vyjadrenie vysky pomoze aj pri odvodeni dalSieho ddlezitého vzorca: sinusovej vety. SiNUSOVA VETA

ULOHY

31. Vysku v trojuholniku moZno vyjadrit pomocou strany a uhla dvoma spdsobmi —

napr. vySku v, mozno vypocitat pomocou strany b a uhla y alebo pomocou strany ¢
a uhla B. . .

B 2 g . . , ,sinf3  siny
Skontrolujte, Ze z rovnosti tychto dvoch vyjadreni vyplyva rovnost 5 = :
¢

32. Podobné rovnosti dostaneme aj pri vyjadreni vySok v, a v_. ZapiSte ich.

Kazda z uvedenych rovnosti sa nazyva sinusovd veta. ZvycCajne sa vSetky tri rovnosti
sino. _sinf3 _ siny
b c

zlucia do jedného zépisu:

sinusovd veta: Sino  gup s
a b C

‘ PP . . . a b c
Iné pouzivané zapisy si sina :sinB:siny=a:b:calebo—=——F=——.
sino  sinf3  siny

ZDANLIVO NELOGICKE UMIESTNENIE SINUSOV DO MENOVATELA SUVISI S DALSIM POZNATKOM O TROJUHOLNIKU

a
ABC, KTORY V TEJTO UGEBNICI NEBUDEME DOKAZOVAT: GiSLO — JE PRIEMER KRUZNICE OPISANEJ
sin o

TOMUTO TROJUHOLNIKU. PRETO SA POSLEDNY ZAPIS ROZSIRUJE NA TVAR
a b c

sina. sinf3  siny

33. Vysvetlite, ako tieto zapisy vyplyvaji z rovnosti, ktoré ste nasli v tlohach 31 a 32.

Nasir Ap-Din AT-Tusi

V ULOHE 23 NA S. 96 SME VIDELI PRIKLADY POUZITIA KOSINUSOVEJ VETY: VWPOCET TRETEJ STRANY (1201 — 1274)
TROJUHOLNIKA (AK POZNAME ZVYSNE DVE STRANY A UHOL NIMI ZOVRETY) ALEBO VYPOCET UHLA

(AK POZNAME VSETKY TRI STRANY TROJUHOLNIKA). PODOBNE MOZNO POUZIT AJ SINUSOVU VETU. SINUSOVU VETU AKO PRVY

SFORMULOVAL NAsiR AD-DiN

34. Diskutujte o tom, pri akych vypoctoch v trojuholniku mozno vyuzit sinusovi vetu. AT-TUSI V TRAKTATE

Kazdy typ vypoctu, na ktory pridete v diskusii, vyskasajte s nejakymi konkrétnymi KitéB AS-SAKL AL-QITA

hodnotami. (KNIHA O UTVARE TVORENOM

SECNICAMI), KTORY ZOHRAL
V ISLAMSKEJ MATEMATIKE

Pri rieSeni dlohy 23 d) na s. 108 sme pripomenuli, Ze dve strany a uhol, ktory nimi nie je FOVNAKU ULOHU AKE O DvE
zovrety, nemusia ur¢ovat trojuholnik jednoznacne. Moze teda existovat niekolko réznych STOROCIA NESKOR V EUROPE

trojuholnikov, v ktorych maju tieto dve strany a uhol rovnaké velkosti (pozri obr. 46). ReciovonTanowey PA,T o
O TROJUHOLNIKOCH.

K
¢,
a=9
C
2 a=9
60° 60°
A c=10 B A c=10 B
Obr. 46
Dizkami strdn a, c a velkostou uhla o. nemusi byt trojuholnik ABC urceny jednoznacne: viavo
konstrukcia trojuholnika, v ktorom ¢ = 10, a = 9, oo = 60°, vpravo dva rozne trojuholniky
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S takouto trojicou tdajov — dve strany a uhol, ktory nimi nie je zovrety — stvisi aj jedno
z moznych pouziti sinusovej vety (verime, Ze ste nai v diskusii k ulohe 34 prisli aj vy):
vypocitat uhol v, ak pozname strany a, ¢ a uhol a. V tlohe 35 nas bude zaujimat, ako sa
v tomto vypocte prejavi spominana nejednoznacnost.

V ULoHE 35 @) SME HODNOTY d, ¢, OL ZVOLILI TAK, ABY NIMI TROJUHOLNIK A BC NEBOL URCENY JEDNOZNAGNE (POZRI OBR. 46).
PRIPOMENME, ZE TO NASTANE VTEDY, KED DANY UHOL LEZi OPROTI KRATSEJ Z DVOCH DANYCH STRAN.

NAoPAK, v ULOHE 35 b) HODNOTY @, ¢, Ol URGUJU JEDINY TROJUHOLNIK.

DISKUTUJTE O TOM, AKO TATO JEDNOZNAGNOST VYPLYVA Z KONSTRUKCIE, KTOREJ MYSLIENKU SME NAZNACILI NA OBR. 46
(A PODROBNEJSIE NA 0BR. 55 AZ 57 v RIESENI ULOHY 23 d) NnA s. 108.

ULOHY

35. Pomocou sinusovej vety vypocitajte velkost uhla y v trojuholniku ABC, ak
a)a=9,c=10,a=060°,
b)a=10,¢c =9, a =60°.
Diskutujte o tom, kde v rieSeni ulohy 35 b) sa prejavilo, Ze hodnotami a, ¢ a a. je
trojuholnik ABC urceny jednoznacne.

36. Nasledujuci text porovnajte s podobnym textom o hladani uhlov s danym kosinu-
som za rieSenim tlohy 23 na s. 97.

Kalkulacka a hladanie uhla, ktorého sinus pozname.

Pre kazdé Cislo b z intervalu (-1, 1) existuji na jednotkovej kruznici dva body, ktorych y-ova siradnica — predsta-
vujica sinus — je toto ¢islo (na obr. 47 st to body B a 5', skontrolujte, Ze pre kazdu z hodndt b =1 a b = —1 existuje
iba jeden taky bod). Tieto dva body st simerné podla osi y. Ak uhol prislichajici bodu B — leziacemu vpravo od osi
y —oznacime 3, tak bodu 5’ prislicha uhol 180° — [3 (je jasné, ako sme vypocitali jeho velkost?).

Na kalkulacke vypocitame k danej hodnote b — teda A
k hodnote sinusu — uhol, ktory zodpoveda bodu Y
leziacem vpravo od osi y. Ak je ¢islo b kladné, je B' b B
vypocitany uhol ostry, ak je zdporné, mé vysledok
na kalkulacke tvar ,,minus nejaky ostry uhol*, napr. 1304 .
—30° (skontrolujte to na svojej kalkulacke). BB \na Kalkulacke

Tento uhol vypocitame

Ak pouzivame sinus na vypocet uhlov v trojuhol- =1 sinp=h

niku, musime si uvedomit, Ze tieto uhly mozu byt cos (180°—[)=0b
ostré aj tupé. Velkost ostrého uhla s danym sinusom
vypocitame na kalkulacke. Velkost tupého uhla
s danym sinusom priamo kalkulackou nevypocita-
me, nijdeme ho ako 180° minus uhol, ktory sme Obr. 47

vypocitali na kalkulacke (vysvetlite tento postup na _ Pre kazdi hovdr'zo.tu b zintervalu (-1, 1) existujii na
zaklade obr. 47) Jjednotkovej kruznici dva body, ktorych y-ovd siradnica —

predstavujiica sinus — je b.
Vypoctom na kalkulacke ndjdeme iba uhol .
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. 3 4 3
1. smoc—§—0,6,cosa—?—O,S,tana—Z—OJS

4.V pravouhlom trojuholniku na obr. 2 a) pouZijeme Pytagorovu vetu.
a) a =51 - cos 27° = 4544... = 45 (alebo a = 51 - sin (90° — 27°) =
=151 -sin 63°),

b=51-sin27°=23,15... 23 (alebo b =51 - cos (90° — 27°) =

=51- cos 63°)

¢)x=32-5in79°=31,43... #31,y=32-cos 79°=6,10... . 6

12
d) s= —’5: 14,37... = 14 (alebo s = 12,51 - tan (90° — 41°) =
tan 41°
=12,5-tan 49°), r = .12—’5: 19,05... = 19.
sin 41°

Ked v pravouhlom trojuholniku pozname dve strany, mohli by sme na
vypocet dizky tretej strany pouZit Pytagorovu vetu. Vypocet pomocou
niektorej z hodndt sin, cos, tan je vSak v tomto pripade rychlejsi.

5. Vo vysledkoch uvadzame vypocet obidvoch uhlov pomocou niektore;j
z hodndt sin, cos, tan. Staci vSak vypocitat tymto sposobom iba jeden
z dvoch uhlov, druhy ndjdeme ako doplnok do 90°.

24 o e e 12,5
b) y= arctanm— 62,48...° = 62°, 5 = arctan 7

=27,51..°~ 28°

315 o o . 315 o 4o
c)s—arccosm—43,04... ~ 43°, 1 = arcsin 131 =46,95...° =~ 47

64 o —_— 73 o 100
d)?»—arctanW—41,24... ~41°, u = arctan a =48,75..° =~ 49

10.x=4-c0s 55°=2,2943...2229, y=4-sin 55°=3,276 6... = 3,28
(pozri obr. 48).
16. Zopakujeme postup z rieSenia dlohy 15. Z pravouhlého trojuholnika

ACD (obr. 49) dostaneme v, = b - sin a, potom

1 1 .
’ P—?c-vc—?c-b-sma.
17. Dlzku vysSky v, vieme vypocitat z pravouhlého trojuholnika ACD

(obr. 50), v ktorom pozname preponu b a velkost uhla pri vrchole A
(td je 180°— o). Plati sin (180° — o) = %, odtial v, = b - sin (180° — o).
Preto obsah P je

1 1 . 5
P—3c~vc —?c-b-sm(lSO - ).

18. Plati. Ak o = 90°, tak dany trojuholnik je pravouhly s odvesnami b,

. . 1 ;o .
c a jeho obsah je P = > bc. Musime skontrolovat, ¢i rovnaky vysledok
1
dostaneme dosadenim do vzorca P = > b c- sin a.. Pre uhol oo = 90° sa

sin o = 1 (dloha 13 a)), preto %b- ¢ - sin 90° :%b- c.

20). Pozri obr. 51. PouZitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku
BCD dostaneme a” = (b sin B)* + (¢ + b cos )%, po dprave

a* = b* + ¢ + 2bc cos B, pritom B = 180°— a.

21. Z obr. 52 vidno, Ze pre tupy uhol a plati cos (180°— a) = —cos a.
Preto vzorec a® = b* + ¢* + 2bc cos(180°— o) moZno zapisat aj v tvare
a® = b* + ¢* — 2bc cos a. (Pre tupy uhol a. je cos o zdporné ¢islo, preto
— 2bc cos a je kladné ¢islo).

22. Pre a = 90° je trojuholnik ABC pravouhly s odvesnami b, ¢ a pre-
ponou a.

B~
y=4-sin 55°

¢ B
‘bCOSB c+bcospP N
Obr. 51
A
y
r=1
A B

Obr. 52
Cislo cos o je x-ovd siiradnica bodu A, ¢islo
cos (180°— o) je x-ovd siiradnica bodu B.
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60°

Obr. 53

Obr. 54

Podla Pytagorovej vety sa a® = b* + ¢. PretoZe cos 90° = 0 (tiloha 13 b)),
dostaneme pouZitim vzorca a® = b* + ¢* — 2bc cos o rovnaky vysledok.
Z tohto hladiska je teda Pytagorova veta Specidlny pripad kosinusovej
vety.

23.b) b=V5+22-2.52cos 120° = V29 -20 - (-0,5) = 39 =

60
104/39

=6,244997... 6,24, cos y = =0,960 768..., v =16,102...°

€) oS oL = — > = 0,275, 0. = 105,962...°, cos B = 122 = 0,673 076...,
120 156
B = 47,695..°.

d) Kosinusovu vetu poZijeme na vyjadrenie a pomocou b, ¢, a.. Dostaneme

tak pre b kvadraticki rovnicu 5* — 106 + 19 = 0 s koretimi b = M
(toto vyjadrenie mozno upravit na tvar b = 5 * \/g ). Obidva k(%rene
sii Kladné (5 + V6 ~ 7,45, 5-+6 ~ 2,55). Existencia dvoch roznych
hodndt b vedie prirodzene k otazke, ¢i idaje zo zadania (a =9, ¢ = 10,
o = 60°) urcuju iba jeden alebo viac trojuholnikov. T4 moZno zodpo-

vedat, ak si predstavime, ako by sme konStruovali trojuholnik urceny
tymito tromi hodnotami. Kroky konstrukcie st na obr. 53 az 55. Vrchol
C trojuholnika ABC nédjdeme ako priesecnik kruZnice k (so stredom B
a polomerom 9) a polpriamky AX (ktord s AB zviera uhol 60°). Ako
vidno, existuju dva rdzne prieseCniky k s AX, a teda aj dva r6zne troju-
holniky ur¢ené hodnotami zo zadania (z nich jeden je ostrouhly a druhy

tupouhly, obr. 56 a 57). Z naich vypoctov vyplyva |AC,| =5 + 6,

|AC,| =5~ \6 . Co uvedieme ako vysledok riesenia tejto lohy, z4visi

od toho, ako chdpeme zadanie:

e ak zadanie interpretujeme tak, Ze st dané iba hodnoty a, ¢ a o, ma
uloha dve rieSenia: b=5+V6 ab=5- \/g,

e ak zadanie chapeme tak, Ze okrem hodnét ¢, ¢ a o je obrazkom v za-
dani dany aj tvar trojuholnika (na obrazku je ostrouhly trojuholnik),
tak uloha ma iba jedno rieSenie: b =5 + \/g .

25. Pozri obr. 58. Vzdialenosti vyznacené vodorovnymi Sipkami su vSet-
ky rovnaké. Takisto st rovnaké obidve vzdialenosti vyznacené zvislymi
Sipkami.

0.8 |
06 +
04 1
02 1

Obr. 55
Cl
9
60°
A 10
Obr. 56
C
2 9
60°
A 10
Obr. 57

~02 T 360
-04 7
-0,6 T

-0.8 T

-1

Obr. 58
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26. a) Cislo 90 je v strede medzi a, B, sin o = sin B. Z toho vyplyva, Ze
modry a erveny bod su simerné podla priamky, ktora je rovhobezna s osou
y a prechdadza na osi x hodnotou 90.

b) Cislo 270 je v strede medzi y a 8, sin y = sin 8. Z toho vyplyva, Ze zeleny
a oranzovy bod su simerné podla priamky, ktord je rovnobeZnd s osou y
a prechadza na osi x hodnotou 270.

¢) Cislo 180 je v strede medzi B a v, sin y = —sin B. Z toho vyplyva, Ze
usecka spdjajtica na obr. 58 zeleny a Cerveny bod vZdy prechddza na osi x
cez hodnotu 180. To znamend, Ze zeleny bod dostaneme, ak Cerveny bod
oto¢ime o 180° okolo bodu oznacujiceho na osi x hodnotu 180.

29. Treba zd6vodnit rovnost cos a = sin (a0 + 90°), t4 vyplyva zo zhodnosti
modrého a Cerveného trojuholnika na obr. 59.

Ind moZnost: Z definicie sinusu a kosinusu v pravouhlom trojuholniku vy- Obr. 59
plyva pre ostré uhly a rovnost cos a = sin (90°— o). Z nej vyplyva, Ze mod-

ré Cast kosinusoidy je simerna s modrou Castou sinusoidy podla priamky,

ktora ma rovnicu x = 45. Modréa Cast sinusoidy je simernd s jej Cervenou

¢astou podla priamky, ktord ma rovnicu x = 90 (pozri rieSenie tlohy 27).

Pomocou tychto dvoch simernosti sa dd zd6vodnit nase tvrdenie.

30. Zlava doprava oranZovd, Cervend, zelend.

31.V trojuholniku ABC plati v, = b - siny aj v, = c - sin . Upravou rovnosti
b - sin y = ¢ - sin § dostaneme rovnost uvedenud v zadani.

—_—

=Va =V,

sino.  siny sino  sin
32. =7 _sinp

a c a b

sinot _ sin B
T b
zname tri zo Styroch hodnot a, b, sin a, sin 3, vieme vypocitat Stvrtd z nich

(rovnaku uvahu sme pouzili pri rieSeni dlohy 23). Preto:

e ak pozname jednu stranu a dva uhly — napr. g, o, B, mdZeme sinusovu
vetu pouZit na vypocet strany b,

e ak pozname dve strany a uhol — napr. @, b, o, mdZeme pomocou sinu-
sovej vety vypocitat hodnotu sin  a pomocou nej ur€it uhol 3 (v tomto
pripade m6zu byt rieSenim dve r6zne hodnoty f3, a B,, pretoZe uhly 3 a
180° — B maju rovnaky sinus, pozri obr. 19 b) na s. 93).

35. a) S“C‘Y = S“;“ . 311n0y = 51“960 , odtial sin y = 19—0 sin 60° =

= 0,962 250... . Hladdme tie uhly medzi 0° a 180°, ktorych sinus je

0,962 250 ... (jeden z nich je ostry a druhy tupy, pozri obr. 47 na s. 106).

Ostry uhol s tymto sinusom ndjdeme na kalkulacke: y, = 74,206...°.

Tupy uhol s rovnakym sinusom najdeme na zdklade obr. 47:

Y, =180° -y, = 180° ——74,206...° = 105,793...°. To, Ze sme nasli dva r6zne

uhly, zodpoveda naSim ocakavaniam, kedZe hodnoty zo zadania urcuji dva

rozne trojuholniky ABC.

b) S“; L. 31“1(6)0 , odtial siny = % sin 60° = 0,779 422... . Z uhlov me-

dzi 0° a 180° maju tito hodnotu sinusu dva: y, = 51,207...° (tento uhol sme

nasli pomocou kalkulacky) a y, = 180° — 51,207... = 128,792...° (tento uhol
sme nasli na zéklade obr. 47). Uhol y, vSak nemdZe byt hladanym rieSenim,
pretoZe a. + v, = 60° + 128,792...° > 180°.

K diskusii o jednoznacnosti: v tlohe 35 a) 35 b) existovali vZzdy dva uhly,

ktoré mali dani hodnotu sinusu, v tlohe 35 b) vSak jeden z tychto uhlov (y,)

.....

34. Uvazujme o rovnosti (t.j.a-sin B=>b- sin a). Ak po-




LITERATURA

LITERATURA

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]
[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Bakker, A.: The Early History of Average Values and Implications for Education.
Journal of Statistics Education Volume 11, Number 1 (2003), dostupné na
www.amstat.org/publications/jse/v1Inl/bakker.html

Bernoulli, J.: Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi). Dritter und vierter
Teil mit dem Anhange: Brief an einen Freund iiber das Ballspiel. W. Engelmann :
Leipzig, 1899.

von Braunmiihl, A.: Vorlesungen iiber Geschichte der Trigonometrie. Teubner :
Leipzig, 1900.

O‘Connor, J. J. — Robertson, E. F.: Irenée-Jules Bienaymé. MacTutor History of
Mathematics archive, University of St. Andrews, dostupné na
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bienayme. html

O‘Connor, J. J. — Robertson, E. F.: Pafnuty Lvovich Chebyshev. MacTutor
History of Mathematics archive, University of St. Andrews, dostupné na
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Chebyshev.html

O‘Connor, J. J. — Robertson, E. F.: Jean Baptiste Joseph Fourier. MacTutor
History of Mathematics archive, University of St. Andrews, dostupné na
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fourier. html

Gorard, S.: Revisiting a 90-year-old debate: the advantages of the mean
deviation. Paper presented at the British Educational Research Association
Annual Conference, University of Manchester, 16 — 18 September 2004.

Grattan-Guinness, I.: Convolutions in French mathematics, 1800 — 1840: from
the calculus and mechanics to mathematical analysis and mathematical physics.
Birkhiuser, 1990. ISBN 3764322373, 9783764322373.

Chatterjee, S. K.: Statistical thought: a perspective and history. Oxford University
Press, 2003. ISBN 0198525311.

Janko, J.: Jak vytvafi statistika obrazy svéta a Zivota, 1. dil. Jednota
Ceskoslovenskych matematik a fysika : Praha, 1947.

Juskevic, A. P.: Déjiny matematiky ve stfedovéku, Academia : Praha, 1977.

Kieler, H. — Axelsson, O. — Nilsson S. — Waldenstrom: The length of human
pregnancy as calculated by ultrasonographic measurement of the fetal biparietal
diameter. Ultrasound Obstet. Gynecol. 6 (1995), 353 — 357.

Kourkoulos, M. — Tzanakis, C.: History, and students‘ understanding of variance
in statistics, BSHM Bulletin: Journal of the British Society for the History of
Mathematics, Volume 25 (2010), 168 — 178.

Merriman, M.: On the History of the Method of Least Squares. The Analyst,
Vol. 4, No. 2 (Mar., 1877), 33 — 36.

Nievergelt, Y.: A tutorial history of least squares with applications to astronomy
and geodesy. Journal of Computational and Applied Mathematics 121 (2000),
37-172.

Plackett, R. L.: Studies in the History of Probability and Statistics: VII. The
Principle of the Arithmetic Mean. Biometrika, Vol. 45, No. 1/2 (Jun., 1958),
130 - 135.



LITERATURA

[17] Seneta, E. W.: ,Francis Galton* (version 5). StatProb: The Encyclopedia
Sponsored by Statistics and Probability Societies, dostupné na
http://statprob.com/encyclopedia/FrancisGALTON. html

[18] Stigler, S. M.: Gauss and the invention of least squares. The annals of Statistics,
1981, Vol. 9, No. 3, 465 — 474.

[19] Stigler, S. M.: The history of statistics: the measurement of uncertainty before
1900. Harvard University Press, 1986. ISBN 067440341X.

[20] Stigler, S. M.: Statistics on the table: the history of statistical concepts and
methods. Harvard University Press, 2002. ISBN 0674009797.

[21] Zakharov, S. V. — Ivanova, E. L.: Fertility Decline and Recent Changes in Russia:
On the Threshold of the Second Demographic Transition, dostupné na
http://www.rand.org/pubs/conf_proceedings/CF124/CF 124.chap2.html




Zbynék KUBACEK

a i ro mnézia
s osemrocnym stidie

1. ¢ast

Zodpovedna redaktorka RNDr. Jana Belasova
Vytvarna redaktorka Mgr. Lubica Suchalova
Technicka redaktorka Ivana BroniSova

Vyslo vo vydavatelstve
Slovenské pedagogické nakladatelstvo — Mladé letd, s. r. o.,
Sasinkova 5, 811 08 Bratislava

Vytlacila Slovenska Grafia, a. s., Bratislava

ISBN 978-80-10-02288-5



