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NIEKOLKO ZAKLADNYCH KONSTRUKCII

5 NIEKOLKO ZAKLADNYCH
KONSTRUKCII

V tejto a nasledujucich troch kapitoldch sa budeme zaoberat najmé konS$trukciami a ry-
sovanim. UkaZeme, Ze rysovanie moZe byt uZitocné pre architekta, zememeraca aj na-
mornika. Pripomenieme si niekolko zdkladnych konStrukcii a ich sivis s jednoduchymi
vlastnostami trojuholnikov, rovnobeznikov a kruznic. Hoci mnohé z tychto vlastnosti sa
nam budu zdat intuitivne tplne jasné, budeme sa snazit overit ich spravnost. Precvi¢ime
si tak schopnost argumentovat a zistime, ¢i dokdZeme presvedcit aj niekoho, kto o sprav-
nosti nasich ,,zrejmych* tvrdeni pochybuje.

Mnoho z toho, ¢im sa budeme zaoberat, vedeli uz starogrécki matematici. Netreba sa
preto cudovat, Ze sa viackrat stretneme s Euklidovymi Zakladmi, ktoré sa ako ucebnica
geometrie pouzivali dve tisicrocia (niektori matematici vSak celkom opravnene nepova-
Zuji pouzitie Euklidovych Zakladov ako ucebnice za prili§ dobry ndpad).

Hoci dnes sa uz namiesto ru¢ného rysovania pouZziva rozny graficky softvér, stile plati:
kto chce pochopit zdklady, mal by najprv rysovat sim. Skdsenosti a porozumenie zis-
kané vlastnou manipulaciou s kruzidlom, pravitkom a uhlomerom nemoéze v tejto prvej
etape nahradit Ziadny pocitacovy program. A navyse zistime, o vSetko sa dd pomocou
tychto troch jednoduchych pomdcok narysovat.

5.1 Mnoziny bodov s danymi vlastnostami ...

NA UVOD KONSTRUKCNA ULOHA

Zacneme typickou konstrukénou dlohou. Vyrieste ju sami, aZ potom ¢itajte na§ komen-
tar. (Ak sa vam nedari objavit rieSenie, skuste tento navod: poloha bodu C je urcena
dvomi informaciami — poznadme jeho vzdialenost od usecky AB a jeho vzdialenost od
bodu B). Rysovat zatial nemusite, tym sa budeme podrobnejSie zaoberat v nasledujice;j
Casti tejto kapitoly.

ULOHA

1. Zostrojte trojuholnik ABC, v ktorom ¢ =5, v, =2, a = 3.

RIESENIE

Ndcrt, rozbor a zdovodnenie konstrukcie

Velkosti, ktoré v trojuholniku ABC pozname, sme
vyznacili na obr. 1. NaSa konStrukcia vychadza

z nasledujucich uvah. Vzdialenost bodov A, B po-
zname, preto tieto dva body mozeme pokladat za A
dané. Potrebujeme ndjst bod C. Ten podla zadania

musi spiiiat dve poziadavky:

5.1 MNOZINY BODOV
S DANYMI
VLASTNOSTAMI ...
5.2 ... A AKO ICH
SKONSTRUOVAT
5.3 RYSUJEME SUMERNE,
POSUNUTE
A OTOCENE UTVARY
5.4 DALSIE ULOHY

Detail vyzdoby okna
mildnskeho domu.
Gotické ornamenty (odborne
nazyvané kruZba) si krdsnym
prikladom konStrukcii
pomocou pravitka a kruZzidla.

= NA UVOD KONSTRUKCNA
ULOHA

= HrADAME JEDNODUCHE
MNOZINY BODOV S DANYMI
VLASTNOSTAMI

= SPAT KU KONSTRUKCNYM
ULOHAM
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1. Z podmienky v, = 2 vyplyva, Ze vzdialenost bodu C od priamky AB je 2 (viete to
vysvetlit spoluziakom?).

Il

Vzdialenost bodu C od priamky AB je di7ka tsecky CP, ktora je kolmé na AB, pricom bod P leZi na priamke AB
(pozri obr. 1).

Il

Il

Vzdialenost priamok #, AB je di7ka tisecky, ktor4 je kolm4 na AB, pricom jeden jej krajny bod leZi na AB a druhy
na t (na obr. 2 sme taktto dsecku vyznacili bodkovane).

Il

Il

Tato vzdialenost od priamky AB maju vsetky body, ktoré leZia na niektorej z dvoch
priamok ¢,, 1,, ktoré sme na obr. 2 vyznacili modro. Tieto priamky st rovnobezné
s AB, vzdialenost kazdej z nich od AB je 2.

Ziadny iny bod v rovine uZ tiito vlastnost neméa — maju ju teda iba body leZiace na
t, alebo ¢, (preco?). Preto hladany bod C musi lezat na niektorej z priamok #,, £,.
(Toto si dobre rozmyslite, azZ potom Citajte dalej.)

2. Z podmienky a = 3 vyplyva, Ze vzdialenost bodu C od bodu B je 3.
Tato vzdialenost od bodu B maju vsetky body, ktoré lezia na kruZnici & so stredom
B a polomerom 3, na obr. 2 vyznadenej ¢erveno. Ziadny iny bod roviny uZ tito
vlastnost nema (maju ju teda iba body kruznice k). Preto hladany bod C musi lezat
na kruZznici k.

Obr. 2

Ak zvolime za C ktorykolvek bod leZiaci na niektorej z priamok #,, #,, vZdy dostane-
me trojuholnik ABC, v ktorom v, = 2 (rozmyslite si to). Ak za C zvolime ktorykolvek
bod kruznice k — s vynimkou jej priesecnikov s priamkou AB — vzdy dostaneme
trojuholnik ABC, v ktorom a = 3 (preco sme vylucili priesecniky s priamkou AB?).
Ak chceme, aby v naSom trojuholniku ABC platili obidve podmienky — teda a = 3
aj v, = 2 — musime za C zvolit bod, ktory leZi na kruZnici k a sicasne na niektorej
z priamok ¢,, t,. Ako vidno na obr. 3, také body existuju Styri — oznacili sme ich C,
az C,. Tymto Styrom bodom C zodpovedaju Styri trojuholniky, ktoré sme na obr. 3
farebne odliSili.

C; G, 4l
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Tieto trojuholniky st hladanymi rieSeniami naSej tlohy. VSimnite si, Ze trojuholniky
ABC, a ABC; su (nepriamo) zhodné, to isté plati pre trojuholniky ABC, a ABC,.

I

Pripominame: Dva trojuholniky sa nazyvaji zhodné, ak po vystrihnuti z papiera mdéZeme jeden priloZit na dru-
hy tak, Ze sa presne kryju. Ak je potrebné pred tymto priloZenim jeden z trojuholnikov prevratit na opacnu stra-
nu (teda otocit rubom nahor), hovorime o nepriamej zhodnosti. Ak to nie je potrebné (teda na to, aby sa jeden
trojuholnik presne kryl s druhym, ho staci iba vhodne posuniit a pootocit), hovorime o priamej zhodnosti.

I

I

I

I

Opis konStrukcie KTORY ZAPIS — OPISNY ALEBO SYMBOLICKY — SA ROZHODNETE POUZIVAT,
NECHAVAME NA VASE ROZHODNUTIE. PODSTATNE JE, ABY ZAPIS KONSTRUKCIE BOL
JASNY A JEDNOZNAGNY. MATEMATICKA SYMBOLIKA JE JEDNA Z MOZNOSTI, AKO TO
DOSIAHNUT (ALE NIE JEDINA), VYZADUJE VSAK ZNALOST ZAKLADNYCH MNOZINOVYCH
POJMOV A SYMBOLOV — INAK TAZKO POCHOPITE, PRECO SME NAPR. V ZAPISE BODU 4
NAPiSALI BOD C DO ZLOZENYCH ZATVORIEK {}.

Z predchadzajucich dvah vyplyva
tento postup konStrukcie trojuhol-
nika ABC (v lavom stipci je slov-
ny opis, v pravom zapis pomocou
matematickej symboliky):

Postupne narysujeme
1. tdseCku AB dlzZky 5, 1. useCka AB, |AB| =5

2. priamku 7 rovnobeznu s priamkou AB, | 2. priamka ¢
ktora od nej ma vzdialenost 2, t||AB, d(t,AB) =2

(z nasich vivah vieme, Ze takéto priamky existuji dve, oznacili sme ich t,, t,)

3. kruznicu k so stredom B a polomerom 3. | 3. kruZnica k(B, r = 3)

Potom

4. ngjdeme priesecnik kruznice 4.b0od C, {C} =knt
k s priamkou #; tento priesecnik je
vrchol C trojuholnika.

(tuto formuldciu chdpeme tak, Ze hladdme priesecnik kruZnice k s priamkami, ktoré
sme zostrojili v bode 2, teda s obidvoma priamkami t,, t,)

Ked uzZ pozname vsetky tri vrcholy, tak
5. narysujeme trojuholnik ABC. 5. trojuholnik ABC

Pozndmka. Pri rieSeni konStrukénej dlohy je zvykom uviest, kolko rieSeni ma dana
uloha. V tlohe 1 mame na vyber z dvoch odpovedi:

Standardny postup rieSenia konstrukénej dlohy ma Styri Casti:

NACRT A ROZBOR (hladanie vlastnosti a vztahov, ktoré umoznia skonstruovat pozadovany objekt)

LAl

OPIS POSTUPU KONSTRUKCIE

OVERENIE SPRAVNOSTI KONSTRUKCIE (kontrola, ¢i skonStruovany objekt ma vSetky vlastnosti
pozadované v zadani)

DISKUSIA (pocet rieSeni a podmienky, za ktorych je tloha rieSitelnd).
Diskusia o podmienkach, za ktorych je tloha rieSiteln4, sa tyka konstrukénych tloh, v ktorych je uréené iba
to, ktoré veli¢iny st dané, nie si vSak urcené ich konkrétne velkosti (takto formulovana dloha 1 by znela

,,zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané a, c, v, ).

1 I I | A | A
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e Ak nds — pri danej polohe vrcholov A, B — zaujima pocet roznych bodov C v rovi-
ne, ktoré vyhovuji podmienkam zadania, bude odpoved: Uloha md 4 rieSenia.

e Ak nas zaujima, kolko ,,tvarom roznych* trojuholnikov spiiia podmienky zadania,
budeme zhodné trojuholniky ABC, a ABC; pokladat za jedno rieSenie a zhodné
trojuholniky ABC, a ABC, za ,,tvarom odliSné* druhé rieSenie.

Odpoved bude: Uloha md dve riesenia.

INE RIESENIE ULOHY 1

Existuju aj iné postupy konstrukcie trojuholnika ABC z ulohy 1. S jednym sa stretne-
me na s. 64, dalsi ukazeme teraz.

Zostrojime najprv pravouhly trojuholnik BCP (P je pita vysKky z vrcholu C na stranu
AB, pozri obr. 1), v ktorom pozname velkost prepony (a) a jednej odvesny (v,).

(Obr: 1)

Pri jeho konStrukcii vyuZijeme Talesovu vetu: Ak BC je priemer kruZnice / a X je bod
leziaci na [ rozny od B, C, tak uhol BXC je pravy (Ziadny iny bod X v rovine uZ tito
vlastnost nem4, ukédzeme to v tlohach 2 az 4 v kapitole 6).

PRIPOMENTE SI NAJPRV TALESOVU VETU (PODROBNEJSIE SA JEJ BUDEME VENOVAT V NASLEDUJUCEJ KAPITOLE), AZ POTOM CITAJTE DALEJ.

Konstrukcia trojuholnika BCP

Body B a C, ktorych vzdialenost pozndme, mdZeme pokladat za dané.

Hladame bod P. Ten musi spifiat dve poZiadavky:

1. Z podmienky v, = 2 vyplyva, Ze vzdialenost P od bodu C je 2, preto bod P musi
lezat na modrej kruZnici m so stredom C a polomerom 2 (pozri obr. 4),

2. |<< BPC| =90°, preto bod P musi lezat na cervenej kruznici / s priemerom BC
(tu vyuzivame Talesovu vetu aj informéciu, ktorti sme uviedli v zitvorke za jej
znenim).

Preto bod P je priesecnik kruznic / a m. Ako vidime na obr. 4, existuju dva také body:
P,aP,.

KonStrukcia vrcholu A
Ked uZ pozname polohu bodu P, mdzeme najst vrchol A.

SKUSTE (PRINAJMENSOM) OD TOHTO MIESTA POKRACOVAT V RIESENI SAMI, POTOM SVOJ VYSLEDOK POROVNAJTE S NASIM.

Ten musi spitiat dve poZiadavky:

1. Musi lezat na priamke BP (a byt r6zny od bodu B, pre¢o?). Na obr. 5 sme dve
mozné polohy priamky BP vyznacili ako hnedé priamky p, r .

2. Z podmienky ¢ = 5 vyplyva, Ze vzdialenost bodu A od bodu B je 5, teda A lezi na
zelenej kruZnici n so stredom B a polomerom 5 (pozri obr. 6).
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Preto A najdeme ako priesecnik kruZnice n a jednej z priamok p, r. Na obr. 6 vidno, Ze
existuju Styri také body, ktorym zodpovedaju Styri trojuholniky A,BC az A,BC. Kon-
trolu, Ze kazdy z tychto trojuholnikov spiia vietky podmienky zadania, prenechivame
vam.

Obr. 4 Obr. 5

Porovnanim obrazkov 3 a 6 zistime, Ze sme dospeli k rovnakému vysledku ako v pred-
chadzajicom rieseni ulohy 1 (pre véacsiu nazornost sme zodpovedajice si trojuholniky
na obidvoch obrazkoch vyznacili rovnakou farbou).

PRI TEJTO KONSTRUKCII TROJUHOLNIKA ABC SA MOZNO STRETNUT S POMERNE CASTOU CHYBOU (PRETO SME VAS VYZVALI,
ABY STE RIESENIE DOKONCILI SAMI — CHCELI SME zZISTIT, €I SA JEJ VYHNETE). NACRT NA OBR. 1 (KTORY JE IBA ILUSTRACNY)
MOZE TOTIZ VZBUDIT NESPRAVNY DOJEM, ZE BOD P MUSIi LEZAT MEDZI BODMI A A B — TEDA ZE VYSKA NA STRANU AB Musi
LEZAT VNUTRI HLADANEHO TROJUHOLNIKA ABC. AK SA TYM NECHAME OVPLYVNIT, BUDEME BOD A HLADAT NIE NA CELEJ
PRIAMKE BP, ALE IBA NA POLPRIAMKE BP s KRAJNYM BODOM B. TAKYMTO POSTUPOM NAJDEME BODY A; A A; Z OBR. 6,
NEOBJAVIME VSAK RIESENIA A, A A,
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Zipis K n L GiTAME Bod, ktory hladame, NnL tak obidve
»K PRIENIK L“ spitia obidve podmienky, podmienky spliia
A OZNACUJEME NiM VSETKY preto musi leZat stiCasne kaZdy prvok

PRVKY, KTORE PATRIA

SUCASNE DO MNOZINY K

AJ DO MNOZINY L.

HLADAME JEDNODUCHE MNOZINY BODOV S DANYMI VLASTNOSTAMI

Postup, ktory sme pouZili v rieSeni ulohy 1 na s. 8, mozZno stru¢ne opisat takto: Hladdme
bod C, ktory mé spiiiat dve podmienky.

Preto nijdeme Symbolicky

e vSetky body, ktoré ak mnoZinu
splfiaji prvi podmienku K| (siibor) vietkych
(v naSom pripade to boli bodov spliiajiicich
vsetky body leZiace na prvi podmienku
priamkach 7, 1,), oznacime K

N ]

e vietky body, ktoré a mnoZinu
splfiajii druhi vietkych bodov
podmienku (v nagom spliiajiicich
rieSeni vSetky body druhii podmienku
kruZnice k). oznacime L,

AN T
N1

v obidvoch tychto stiboroch
(matematicky v mnoZindch)
bodov.

mnoZiny K N L.

(1

ULOHA

2. Diskutujte o tom, ¢i moZno takto opisat aj druhé rieSenie tlohy 1 zo s. 10.

Uvedenym spdsobom mozno vyriesit mnohé konstrukéné tlohy. Ak chceme tento postup
pouZivat, potrebujeme vediet, ako vyzeraji mnoZiny bodov, spiiiajtice niektoré jednoduché
podmienky. Pre takéto mnoZiny bodov v rovine sa vZilo pomenovanie mnozina bodov s da-
nymi vlastnostami (s danou vlastnostou), starsi ndzov bol geometrické miesto bodov.

Pozrime sa najprv na podmienky, s ktorymi sme sa stretli v naSich dvoch rieSeniach tlo-
hy 1. Napriklad ¢ervend kruznica k bola mnoZinou vSetkych bodov (v rovine), ktorych
vzdialenost od bodu B je 3.

FormuLACIA

ZNAMENA:

VSETKY BODY MNOZINY L MAJU UVEDENU VLASTNOST (VZDIALENOST KAZDEHO Z NICH OD B JE 3), ZIADNE DALSIE BODY ROVINY UZ TUTO

MNOZINA L JE MNOZINA VSETKYCH BODOV (V ROVINE), KTORYCH VZDIALENOST OD BODU B JE 3

VLASTNOST NEMAJU, TEDA DANU VLASTNOST MAJU IBA BODY LEZIACE V MNOZINE L.

ULOHA

3. Opiste tymto spdsobom (ako mnoZinu vSetkych bodov roviny s nejakou vhodnou
vlastnostou)
a) dvojicu priamok ¢,, ¢, z prvého rieSenia tlohy 1,
b) kruznicu m z druhého rieSenia,

m c) vSetky body kruznice / z druhého riesenia okrem bodov B a C.
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Teraz budeme riesit obratend tlohu: k danej vlastnosti budeme hladat mnoZinu vsetkych
bodov, ktoré majua tuto vlastnost.

ULOHY

4. Chceme narysovat kruznicu s polo-
merom 6 tak, aby sa dotykala danej
priamky p. Ktoré body v rovine mézu
byt stredom takej kruznice?

MATEMATICKA FORMULACIA:

NAJDITE (V ROVINE) MNOZINU
STREDOV VSETKYCH KRUZNIC,
KTORE MAJU POLOMER 6
A DOTYKAJU SA DANEJ PRIAMKY D.
V DALSOM TEXTE UPREDNOSTNIME
SLOVNE FORMULACIE, KTORE SU
PRE CITATELA ZROZUMITELNEJSIE.

5. Narysovali sme priamku p a na nej p
sme zvolili bod A (matematické vy-
jadrenie: dana je priamka p a na nej
bod A). Chceme narysovat kruZnicu,
ktoré sa dotyka priamky p v bode A.
Ktoré body v rovine mdzu byt stredmi
takej kruznice?

6. Chceme narysovat kruZnicu, ktora
prechadza danymi dvoma bodmi A, B.
Ktoré body v rovine mézu byt stredmi
takej kruznice?

(

7. Dany je ostry uhol s vrcholom V. Vnutri tohto uhla chceme narysovat kruznicu
tak, aby sa dotykala obidvoch jeho ramien.
Ktoré body mozu byt stredmi takej kruznice?

8. Chceme narysovat kruznicu, ktora sa dotyka dvoch danych rovnobeZziek p, r.
Ktoré body mdzu byt stredmi takej kruznice?

9. Dané su dva body A, B. Chceme narysovat rovnoramenny trojuholnik ABC so
zékladiiou AB. Ktoré body roviny mézu byt hladanymi vrcholmi C?

Riesenim dloh 6, 7 a 9 st mnozZiny, s ktorymi sa stretneme castejsie:

e Os usecky AB je priamka, ktora je kolma na AB a prechadza stredom tejto isecky.
Os usecky AB moZno opisat ako mnozinu vSetkych bodov, ktoré maji rovna-
ku vzdialenost od bodov A, B (teda tvoria ju vSetky body C, pre ktoré plati
|AB| = |BC].

e Os uhla, ktorého velkost je z intervalu (0°, 180°), je polpriamka, ktorej krajnym bo-
dom je vrchol uhla a ktora tento uhol rozdeluje na dva uhly rovnakej velkosti.
Os uhla moZno opisat ako mnoZinu vSetkych bodov leZiacich vnutri tohto uhla, ktoré

maju rovnaku vzdialenost od obidvoch jeho ramien. _
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useCky AB je pri 0
Z(é prechédzja strlamka’ C
W : redom Usecky AB a je na fu kolmé-
,‘\lor'\a ju vsetky body ¢ S
5 maju o ’ .
ore may d bodoy 4, B rovnaky vy dialenost A S B

¢ konvexného uhla je
; . Polprig
va ho rozdel mka,
we PRTTRY: Hena dva Uhly s rovnakou velkostou-
Y
\]or’\al . ,Setky bOdy CIeZviace S
\aore maju od jehg nutri uhla,

ramije . i
NP, 1 rovnaky vzdialenost.

ULOHY

10. Narysovali sme kruznicu k so stredom
S a polomerom 5. Chceme narysovat
kruZnicu m s polomerom 2, ktora sa bude
kruZnice k
a) dotykat zvonka
b) dotykat zvniitra
c¢) dotykat.

Ktoré body mozu byt stredmi kruznice m?

11. Dana je kruznica k so stredom S a polomerom 5. Chceme narysovat kruznicu
s polomerom 7, ktora sa dotyka kruZnice k.
Ktoré body roviny mozu byt stredmi tejto kruznice?

12. Narysovali sme kruZznicovy obliik (Cast kruZnice k) s krajnymi bodmi A, B a stre-
dom S. Chceme narysovat dalsi kruznicovy obluk (Cast kruznice m), ktory nat
hladko nadviaze v bode B.

Ktoré body v rovine mozu byt stredmi kruznice m?

Co myslime formulaciou obliik kruznice m hladko nadvézuje v bode B na obliik kruznice k
KruZnice &, m sa dotykaju v bode B (teda maju v tomto bode spolo¢nt dotyc¢nicu), pricom nadvézujici oblik lezi
na opacnej strane priamky BS neZ oblik AB. (Vyznam poslednej podmienky by mal byt zrejmy z obr. 8 b.)

Pre lepSie pochopenie pojmu ,,hladko nadviazat* odporicame chvilu diskutovat o obrazkoch 7 a 8. VSimnite si, Ze
na obr. 8 b) sice obidva obliky maju spolo¢nui doty¢nicu v bode B, ale nepokladame ich za hladko nadvizujice.

a) b) A b) A
B .
m
A k k k
Obr. 7 Obr. 8
Priklady hladko na seba nadvizujiicich Priklady kruZnicovych obliikov, ktoré na seba
kruzZnicovych obliikov. nadvdzujii v bode B, ale nie hladko.

10 1 1 | | | | 1 | | | | | |
3

|
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ULOHA

13. Danai je tisecka AB. Chceme narysovat kruznicovy obluk, ktory na fiu hladko nadvia-
Ze v bode B.
a) Sformulujte vysvetlenie pojmu kruZnicovy oblitk hladko nadviizujiici na tisecku
v bode B.
b) V ktorych bodoch roviny méze lezat stred tohto kruznicového oblika?

SPAT KU KONSTRUKCNYM ULOHAM

Ked uz vieme néjst mnoziny bodov zodpovedajuice jednoduchym podmienkam, méZeme
skusit vyriesit niekolko konstrukénych tloh. V kazdej opiste postup konstrukcie tak, ako
sme to urobili v zavere rieSenia ilohy 1 a zddvodnite jeho spravnost. V tlohe 15 rieSenie
aj narysujte.

ULOHY

14. Do daného ostrého uhla vpiste kruZnicu s polomerom 2. (Ulohu moZno sformulovat | S ULoHami 14 Az 17
aj odliSne: dané dve rdoznobezné priamky hladko spojit kruznicovym oblukom | SA MOZEME STRETNUT
s polomerom 2.) V UCEBNICIACH

TECHNICKEHO

15. Spojte hladko dve dané kruznice &, [ kruZnicovym oblikom (Castou kruznice m) CAESLENA

s danym polomerom.

Polomery kruznic k, [ zvolte r, = 1,5 cm, r, = 2,5 cm, vzdialenost ich stredov
|S,S;| = 5,5 cm, polomer spajajiceho oblika zvolte r,, = 6 cm. KruZnice , [ spojte
najprv oblikom znidzornenym na obr. 9, potom oblikom zndzornenym na obr. 10.

Obr. 9

Dotykajtice sa kruznice: vztah medzi polomermi a vzdialenostou stredov, poloha dotykového bodu

RieSenie ulohy 15 je zaloZené na dvoch jednoduchych poznatkoch o dotykajtcich sa kruzniciach (potrebovali

ste ich uz pri rieseni tloh 10 a 11):

e Ak sa dve kruznice dotykaju zvonka, tak vzdialenost ich stredov sa rovna suctu ich polomerov (obr. 11). Plati
aj obratené tvrdenie: ak sa vzdialenost stredov dvoch kruznic rovna suctu ich polomerov, tak sa tieto dve
kruZnice dotykaju zvonka (toto si rozmyslite).

e Ak sa dve kruznice dotykajui zvnutra, tak vzdialenost ich stredov je rozdiel polomeru viacsej a polomeru
mensej kruZnice (obr. 12). Aj v tomto pripade plati i obratené tvrdenie (sformulujte ho).

V obidvoch pripadoch bod dotyku lezi na priamke prechadzajuicej stredmi obidvoch kruZnic (skontrolujte to

naobr. 11 a 12).

Obr. 11 Obr. 12

111 A A | e A A 1 e
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RIESENIE ULOHY 15

V dalSom sa sustredime iba na konStrukciu oblika zndzorneného na obr. 10.
Zacneme rozborom, teda hladanim vztahov a vlastnosti, ktoré umoznia skonstruovat
pozadovany oblik.

1. Obidve kruZznice k, [ sa dotykaju tohto oblika zvnitra. Oblik teda musi spiiiat dve
podmienky: musi sa ho zvnitra dotykat kruznica k a musi sa ho zvnitra dotykat aj
kruZnica [. Preto stred S tohto obluka budeme hladat tak, Ze ndjdeme
e stredy vSetkych kruznic s polomerom 6 cm, ktorych sa zvnutra dotyka kruZnica &,

e stredy vSetkych kruznic s polomerom 6 cm, ktorych sa zvnutra dotyka kruZnica /.

Hladany stred S musi patrit do prvej aj druhej skupiny (mnoZiny) bodov, musi teda
lezat v ich prieniku.

ODPORUCGAME PRIPOMENUT SI TERAZ RIESENIE ULOHY 10, V KTOREJ SME HLADALI PODOBNU MNOZINU BODOV.

2. Pri hladani tychto mnozin vyuZijeme druhy poznatok z poznamky pred tymto
rieSenim (pozri obr. 12). Z neho vyplyva: Ak sa kruZnica k (stred S, polomer
r, = 1,5 cm) dotyka zvnitra kruznice m (stred S, polomer r,, = 6 cm), tak vzdia-
lenost stredov S a S, je r,, — r, = 6 — 1,5 = 4,5 cm. To znamena, Ze stred S leZi vo
vzdialenosti 4,5 cm od bodu S,. Musi teda leZat na kruZnici k' so stredom S, a po-
lomerom 4,5 cm.

KazZdy bod kruZnice k' je stredom kruZnice, ktord ma polomer 6 cm a ktorej sa zvnut-
ra dotyka kruZnica k. Ziadny iny bod roviny uZ tito vlastnost nema (ako to vyplyva
z poznatkov, ktoré sme uviedli v poznamke pred tymto rieSenim?).

bl
o

Vyjadrené ,,v reci mnozin bodov s danou viasmostou*“:
kruznica k' (so stredom S, a polomerom 4,5 cm) je mnoZina stredov vSetkych
kruZnic m, ktoré maju polomer 6 cm a ktorych sa kruznica k dotyka zvniitra.

3. Z podobnych tvah vyplyva: mnozina stredov vsetkych kruznic m, ktoré
maji polomer 6 cm a ktorych sa zvnitra dotyka kruznica /, je kruznica /'
so stredom S, a polomerom 3,5 cm (dobre si rozmyslite, ¢i tejto formula-
cii skuto¢ne rozumiete).

4. Stred S hladaného oblika musi leZat na kruznici k' aj na kruznici /', ndjde-
me ho teda ako priesecnik tychto kruznic (na obr. 13 sme hladany obluk
znazornili iba pre jeden z dvoch priese¢nikov kruZnic &', [').
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Zdovodnenie, Ze kruznica m s tymto stredom S a polomerom 6 cm sa skuto¢ne dotyka
obidvoch kruznic k, [ (teda overenie sprdavnosti konstrukcie, ktoré je obdobou skusky
spravnosti pri rieSeni rovnic) prenechavame na vas a diskusiu v triede. Poznamenéva-
me, ze velmi dobrou pomdckou na kontrolu spravnosti je narysovat kruznice k, [ a sku-
tocne skonstruovat spéjajuci obluik.

V ULoHE 10 NA . 70 UVIDIME, PRECO RYSOVANIE NEMOZE UPLNE NAHRADIT DOKAZ SPRAVNOSTI KONSTRUKCIE.

Takisto vam prenechame aj zapis jednotlivych krokov konstrukcie, teda postup kon-
Strukcie. V iom okrem opisu, ako ndjdeme stred hladaného oblika, treba vyriesit este
jeden technicky problém. Ak chceme spéajajiici oblik narysovat presne, potrebujeme
najst body A, B, v ktorych sa kruZnica m dotyka kruznic k a [. Z Gvodu tohto rieSenia
vieme, Ze dotykovy bod leZi na priamke spdjajucej stredy danych kruznic (na obr. 13
su tieto spojnice vyznacené bodkovanou ciarou). Preto dotykovy bod A na kruznici
k najdeme ako jej priesecnik s priamkou SS, (je to ten z dvoch priese¢nikov, ktory lezi
mimo uUsecky SS,), postup pre kruZnicu / je rovnaky.

Pozndmka. V iilohe 15 konstruujeme spdjajiici obliik s danym polomerom.

Tdto podmienka — dany polomer — pésobi trochu umelo. Mohlo by sa zdat, B
Ze prirodzenejsie je urcit body, v ktorych sa md hladany obliik napojit na A
kruZnice k, l. Tento dojem je vSak nesprdvny: takto formulovand tiloha nemd @

k [

vo vSeobecnosti rieSenie (presny vyznam slov vo vSeobecnosti vysvetlime na
konci pozndmky).

Pozrime sa na tilohu o konstrukcii obliika s krajnymi bodmi A, B, ktory hladko Obr. 14
spdja kruznice k, l. Budeme ju riesit pre polohu kruznic k, [ a bodov A, B znd-
zornenu na obr. 14. |

AJ TU PLATI TO, 6O VSADE INDE V TEJTO UCEBNICI: POKUSTE SA ULOHU NAJPRV RIESIT SAMI, AZ POTOM CGITAJTE DALEJ.

VyuZijeme poznatok z tivodu riesSenia vilohy 15: bod dotyku dvoch dotykajiicich
sa kruznic leZi na priamke spdjajiicej ich stredy. Hladany oblitk sa md dotykat
e kruZnice k v bode A, preto bod A leZi na priamke spdjajiicej stred
S a stred S,. Inak povedané: body A, S, S, leZia na jednej priamke, teda @
bod S must lezat na priamke AS,; k
e kruznice l v bode B, preto jeho stred S musi leZat na priamke BS,.

Stred S hladaného obliika teda musi byt priesecnik priamok AS, a BS, (pre- S
¢o?). Ak tento priesecnik ndjdeme (obr. 15) a pokiisime sa narysovat obliik Obr 15
so stredom S, narazime na problém. Neexistuje totiZ obliik so stredom S,
ktory by sticasne prechddzal obidvoma bodmi A, B (skontrolujte to).

Z TOHTO PRIKLADU VIDNO, PRECO SUCGASTOU RIESENIA KONSTRUKGNEJ ULOHY MUSI BYT AJ OVERENIE SPRAVNOSTI KONSTRUKCIE
(TEDA KONTROLA, I SKONSTRUOVANY OBJEKT MA VLASTNOSTI POZADOVANE V ZADANI).

Nase tivahy pri hladani stredu S mali podobu: Ak S je stred hladaného obliika, tak
S musi byt priesecnik priamok AS, a BS, Preto ndjdeny priesecnik je jediny moZny
kandiddt na stred S. KedZe tento priesecnik ndm nevyhovuje, tak obliik s poZadovanymi
vlastnostami neexistuje (diskutujte o tejto vivahe, napr. so susedom/susedkou v lavici).

VSIMNITE SI PODOBNOST TYCHTO UVAH S POSTUPOM PRI RIESEN ROVNiC. UPRAVAMI ROVNICE NAJPRV NAJDEME MOZNE KORENE.

SKUSKOU SPRAVNOSTI POTOM ZISTIME, KTORY Z TYCHTO MOZNYCH KORENOV SPLNA POVODNU ROVNICU.
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V ¢om bol problém? Stred S obliika, ktory hladdme, musi okrem uvedenych
dvoch podmienok (S lezi na priamkach AS, a BS)) spliiat este dal§iu: md
mat rovnaki vzdialenost od bodov A a B (preco?). MnoZina vSetkych bodov
s touto vlastnostou je os iisecky AB (priamka o na obr. 16). Bod, ktory spliia
vSetky tri uvedené podmienky, musi byt priesecnikom priamok AS,, BS, a osi
isecky AB. Ako vidime na obr. 16, v nasom pripade tdto situdcia nenastala
(naopak na obr. 13 je zndzornend takd poloha bodov A, B, pri ktorej tdto
situdcia nastala).

Nie je tazké skontrolovat, Ze plati aj obrdtené tvrdenie: Ak nejaky bod S spliia vietky
tri uvedené podmienky, potom spdjajiici obliik so stredom S existuje (diskutujte o tom
so spoluziakmi).

Z tychto uvah vyplyva: Spdjajiici obliik existuje iba vtedy, ked sa priamky AS,,
BS, a os tisecky AB pretnii v jednom bode. Zrejme je to pomerne zriedkavd situ-
dcia, ktord vSak niekedy moZe nastat (z rieSenia vilohy 15 vieme, Ze pre niektoré
dvojice bodov A a B taky obliik existuje). To vyjadrujeme formuldciou, Ze dand
tiloha nemd vo vSeobecnosti rieSenie (teda md ho iba v niektorych Specidlnych
pripadoch).

ULOHY

16. Kruznicu kchceme hladko spojit s priamkou

p kruznicovym oblikom (Castou kruZnice k
m), aby vznikla cervend krivka na obr. 17.
Polomer r kruZnice m je dany (na obr. 17 sd m

- udaje, ktoré si dané — kruznica k, priamka p

ULOHU MOZNO OPISAT AJ DYNAMICKY: a polomer r — vyznac¢ené modrou farbou).

PO PRIAMKE p SA KOTULA KRUZNICA . . .

71 'S POLOMEROM . MAME a) Opiste a zddvodnite konStrukciu spéja-

NARYSOVAT POLOHU KRUZNICE 11 Juceho oblika. p

. ) 20 a Obr. 17
V OKAMIHU, KED SA ZARAZI b) Ako treba zvolit polomer r, aby uloha
0 KRUZNICU k. mala rieSenie ? (Predpokladdme, Ze &, p

maju polohu znazornend na obr. 17.)

17. Dana je priamka p, na nej bod A a mimo k
nej bod B. Chceme skonstruovat kruznicu
k, ktora prechadza bodom B a dotyka sa
priamky p v bode A. V nasledujicom opise
tejto konStrukcie dopliitte chybajice casti B
textu. Potom konstrukciu zdovodnite.

. 1. Narysujeme kolmicu na priamku p, kto- '
ZADANIE BY SME MOHLI SFORMULOVAT . Y i]l dza bod P o P> ; A p
) ENES ABSTRAKTNE: rd prechadza bo o,m — oznammeg}l :
NA PRIAMKU p» POTREBUJEME 2. Narysujeme ..... usecky ....., oznacime
HLADKO NADVIAZAT V BODE A Ju..... .
KRUZNICOVYM OBLUKOM TAK, 3. Priesecnik priamok 7 a ..... oznacime S,
ABY SME SA DOSTALI DO BODU B. tento bod je ..... .

4. Narysujeme kruznicu so stredom .....
a polomerom ..... .
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5.2 ... a ako ich skonstruovat

V predchadzajuicej Casti sme konStrukcie opisovali, ale — s vynimkou tlohy 15 — sme
nerysovali. Ak chceme narysovat mnoziny bodov, s ktorymi sme sa doteraz stretli, musi-
me ovladat niekolko zakladnych konstrukcii: rovnobezku s danou priamkou, kolmicu na
dant priamku, os tsecky a os uhla.

EUKLIDOVSKE A NEEUKLIDOVSKE KONSTRUKCIE

Postup rysovania zavisi od toho, aké prostriedky mame k dispozicii. Od Cias staroveke;j
gréckej matematiky sa za idedl pokladé zostrojit dany dtvar len pomocou kruzidla a pra-
vitka (pravitko pritom moZno pouZit iba na rysovanie rovnych Ciar, nie na meranie).

Il

Poziadavka zalozit konStrukcie iba na priamkach a kruzniciach sa pripisuje za-
kladatelovi aténskej Akadémie Platonovi a jeho filozofii: kruh je pre Platona
dokonalym utvarom. Euklides, ktory matematické vzdelanie ziskal pravdepo-
dobne v Aténach od Platénovych Ziakov, sa touto poZiadavkou riadil v svojich
Zékladoch. Preto sa konstrukcie, ktoré mozno uskutocnit len pomocou pravitka
a kruzidla (bez merania), nazyvaja euklidovske.

Il

Il

Il

Il

Il

Il

Il

S euklidovskymi konStrukciami sdvisia prvé tri z piatich postulatov v Euklido-
vych Zakladoch:

1. Lubovolné dva body moZno spojit tiseckou.

2. LLubovolni tse¢ku moZno nekoneéne prediZit.

3. Mozno nakreslit kruznicu s lubovolnym stredom a [ubovolnym polomerom.

Il

Il

Il

Euklidovské konstrukcie mozno prirovnat k spolocenskej hre (tak ich napokon vnima
mnoho matematikov). Hladany ttvar je uréeny nejakymi bodmi (napr. trojuholnik tromi
svojimi vrcholmi), cielom konstrukcie je tieto body skonS$truovat. PouZit méZeme iba
pravitko a kruZzidlo a pravitkom nesmieme merat vzdialenosti. Nové body smieme ziskat
iba ako priese¢nik dvoch priamok, dvoch kruznic alebo priamky a kruZnice. Pritom

e narysovat kruznicu méZeme iba vtedy, ked poznadme bod, ktory je jej stredom, a jej

polomer (uréeny diZkou dsecky, ktorej obidva krajné body poznime),
e narysovat priamku mdzeme len vtedy, ked poznadme dva body na nej leZiace.

Il

V historii sa vyskytlo niekolko matematikov, zaujimajicich sa o to, ktoré
objekty dokdzeme skonStruovat, ak zmenime alebo sprisnime euklidovské
pravidla. Holandan Frans van Schooten sa zaoberal konstrukciami, pri kto-
rych mozno pouZzivat iba pravitko (ktorym moZno rysovat priamky a prenasat
velkosti dseciek, nie vSak merat ich diZky). Podobnym problémom sa neskor
venoval Charles Julies Brianchon (1783 — 1864). Talian Lorenzo Mascheroni
(1750 — 1800) naopak skiimal konstrukcie, pri ktorych sa pouZziva iba kruZzidlo.
V1. 1797 dokézal, Ze kazda euklidovska konStrukcia pomocou pravitka a kru-
Zidla sa d4 uskutocCnit aj bez pravitka — len pomocou kruZzidla (priamku pritom
pokladame za skonStruovanu, ak zostrojime dva jej body). AZ v r. 1928 sa zis-
tilo, Ze k rovnakému vysledku dospel uz v r. 1672 matematik danskeho poévodu
Georg Mohr (1640 — 1697).

10 | I | | B /| R

Il

Il

= EuKLIDOVSKE
A NEEKLIDOVSKE
KONSTRUKCIE

= AKO SUVISIA 0S USECKY,
KOLMICA A OS UHLA
S ROVNORAMENNYM
TROJUHOLNIKOM

= STRIEDAVE UHLY
A ROVNOBEZNOST

Euklides, ako si ho
predstavoval ilustrdtor
v 15. storoci.

FRANS VAN SCHOOTEN
1615 - 1660
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Otazka, ktoré konStrukcie st mozné iba pomocou pravitka alebo iba pomocou
kruzidla, je pre Cistého matematika zaujimava sama osebe — ako pekny matema-
ticky problém. Van Schooten, Brianchon aj Mascheroni mali vSak aj inti motiva-
ciu: prvych dvoch inSpirovalo zememeracstvo, v ktorom sa nezvykne pouZivat
kruzidlo, Mascheroniho zasa pouzitie kruzidla pri konStrukcii presnych mera-
cich pristrojov.

/R 1 1 1 | | |

Situacia sa zmeni, ak prestaneme klast doraz na dodrziavanie euklidovskych pravidiel
a bude nés zaujimat hlavne to, ako narysovat pozadovany obrazok s dostatocnou pres-
nostou.

Lorenzo MASCHERONI
(1750 — 1800)

JE TO PODOBNY ROZDIEL AKO MEDZI ZAVODOM V $PORTOVEJ CHODZI Z MIESTA A DO MIESTA B (DORAZ SA KLADIE NA TO, ZE NESMIETE
BEZAT) A ULOHOU DOSTAT SA RYCHLO PESO Z A DO B (KEDY JE DOLEZITE NAJMA DORAZIT DO B, HOCI AJ POKLUSOM).

Vtedy zistime, Ze
e v niektorych pripadoch existuje jednoduchsi postup ako euklidovsk4 konStrukcia.

Typickym prikladom je rysovanie rovnobeZiek a kolmic. Euklidovské konstrukcie,
ktoré dalej opiSeme, su zdlhavejSie a Casto menej presné (kedZe nikto nedokaZe ryso-
vat plne presne) ako pouZitie pravitka s ryskou, resp. dvojice pravitok.

Narysovat kolmicu, ak mdme pravitko s ryskou, nie je problém. To isté plati pre rysovanie
rovnobeZiek pomocou dvoch pravitok.

e Vinych pripadoch sa ako najvhodnejSia ukaze prave euklidovska konstrukcia.
To plati napriklad pre zostrojenie pravidelného Sestuholnika (pozri obr. 18).

ﬁh\
/\

Obr. 18
Euklidovskd konstrukcia pravidelného Sestuholnika je zaloZend na poznatku, Ze dlzka strany Sestuholnika
Je rovnakd ako polomer opisanej kruznice. Na kruznici zvolime vychodiskovy bod, od ktorého

nanesieme po obvode kruZnice Sestkrdt jej polomer.
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e Niekedy dokdzeme narysovat aj ttvary, ktoré pomo-
cou euklidovskych konstrukcii nemoZzno zostrojit.

Jednym z prikladov je konStrukcia pravidelného
7-uholnika vpisaného do danej kruZnice. MoZno
postupovat metédou pokus-omyl. Zvolime roztvo-
renie kruZidla (ktoré by mohlo byt stranou hladané-
ho sedemuholnika) a od zvoleného vychodiskového
bodu na kruZnici nanesieme tuto velkost sedemkrat
po jej obvode (podobne, ako sme pri konStrukcii
pravidelného 6-uholnika nanasali Sestkrat polomer
kruZnice). NaSim cielom je po siedmich nanese-
niach skoncit vo vychodiskovom bode. Podla toho,
¢i skoncime pred alebo za tymto bodom, menime
roztvorenie kruzidla tak dlho, az sa s dostatoc-
nou presnostou trafime do vychodiskového bodu.

ODPORUCAME VYSKUSAT SI TENTO NAVOD NA KONSTRUKCIU
PRAVIDELNEHO 7-UHOLNIKA A TIEZ DISKUTOVAT O TOM, PRECO
TUTO KONSTRUKCIU — HOCI V NEJ NEMERIAME A POUZIVAME IBA
KRUZIDLO — NEMOZNO OZNACIT ZA EUKLIDOVSKU.

Tvar pravidelného sedemuholnika majii
niektoré britské mince.

Neskor sa stretneme aj s prikladmi inych neekli-
dovskych konStrukcii.

Ak sa nebudeme obmedzovat iba na euklidovské konStrukcie, méze ndm pri rysovani
pomdct aj meranie diZok alebo velkosti uhlov (poznamenajme, Ze meranie sa nepoklada
za Cisto geometricky prostriedok). Ak vSak chceme vysledny obrazok narysovat dosta-
tocne presne, musi byt dosto¢ne presné aj meranie. Ttto poZiadavku sa ndm nie vzdy
podari splnit klasickym S$kolskym pravitkom a uhlomerom. Vyskusajte si to v nasledu-
jucej ulohe.

ULOHA

18. Narysujte tise¢ku AB tak, aby ste prirysovani nepoznali jej dizku (napriklad vyznacte
na papieri dva body a spojte ich Gsec¢kou). Potom tisecku zmerajte, zmerant dizku
vydelte dvoma a na zdklade toho ndjdite stred S usecky AB.

Potom skontrolujte presnost svojho postupu: KruZidlom narysujte kruZnicu so
stredom S, ktora prechadza bodom A. Ak tito kruznica prechiddza aj bodom B, bol
vas postup dostatocne presny (presnost je tu vyjadrena vasou schopnostou rozlisit, ¢i
bod B lezi alebo nelezi na kruznici).

Niektoré z euklidovskych konstrukcii, ktoré dalej opiSeme, skutone vyuZijeme pri
rysovani, niektoré budu iba teoretické a pri rysovani ich nahradime inymi postupmi.
V nasledujicom texte vSak ddleZitejSie ako pouZitelnost konStrukcii bude ich zd6vodne-
nie. Vdaka nemu si v pamiti ozZivime niektoré jednoduché vlastnosti rovinnych ttvarov
a precvicime si logické uvazovanie.

AKO SUVISIA 0OS USECKY, KOLMICA A OS UHLA
S ROVNORAMENNYM TROJUHOLNIKOM

Euklidovské konstrukcie kolmice, osi uhla aj osi usecky vychadzaju z vlastnosti rovno-
ramenného trojuholnika. Tie si pripomenieme v nasledujice;j tlohe.

|'|'|'|T|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|TIIII|II

Ocm 1 2 3

Ak meranim zistime, Ze
dlZka iisecky je niekde
medzi 25 a 26 mm, bliZSie
k 25, nemusi sa ndm
podarit pomocou Skolského
pravitka ndjst jej stred
s dostatocnou presnostou.
Ak md byt ,,vypoctovd“
konstrukcia (zmeraj diZku
tisecky — vydel dvoma —
nanes na tsecku vypocitanii
polovicnii dlZku) tispesnd,
potrebujeme dostatocne
presné meradlo.
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ULOHA

19. Dopliite chybajtice Casti textu.

Ak P je stred zakladne AB rovnoramenného trojuholnika
ABC, tak trojuholniky APC a ..... su zhodné podla vety .....
(pretoZe strana PC je spolocna, ..... ). V zhodnych trojuhol-
nikoch maja uhly pri zodpovedajicich si vrcholoch rovna-
kua velkost. Preto su uhly BPC a ..... rovnako velké. Sucet
tychto dvoch uhlov mé velkost 180°, preto kazdy z nich ma
velkost ..... . To znamen4, Ze spojnica vrcholu C a stredu P
zakladne je ..... na priamku AB. Preto CP je os usecky ..... .

Rovnaku velkost musia mat aj uhly ACP a ..... Z toho vy-
plyva, Ze polpriamka CP je os uhla ..... . A P B

V tlohe 19 sme overili, ze

} amennom troj ' ,
N wazdom rovnor rojuhoiniku ABC o Zakladfiou AB le3f vrchol C na osi Usecky AB- ()

PLATI TO AJ NAOPAK: le3i Sy
ak bod Clezina osutuseck.y AB (@ je rézny od stredu tejto usecky), )
ak trojuhoinik ABC je rovnoramenny.

SKUSTE VYSVETLIT, AKO MOZNO (2) ZDOVODNIT POMOCOU VETY SIS O ZHODNOSTI TROJUHOLNIKOV. ZDOVODNENIM (1) A (2) sME
SKONTROLOVALI PRAVDIVOST TVRDENIA MNOZINA VSETKYCH BODOV C' V ROVINE, KTORE MAJU ROVNAKU VZDIALENOST oD BoDoV A A B, JE
0S USECKY AB (ROZMYSLITE SI, CI JE VAM TO JASNE). TENTO POZNATOK JE VAGSINE Z NAS INTUITIVNE ZREJMY, PRETO NECITIME POTREBU
JEHO DOKAZU. MATEMATICI VSAK MAJU S ROZNYMI ZDANLIVO ZREJMYMI TVRDENIAMI ZLE SKUSENOSTI (OBCAS SA TOTIZ ZISTi, ZE NIEKTORE
NEPLAT{), PRETO KONTROLUJU SPRAVNOST AJ TAKYCHTO INTUITIVNE JASNYCH POZNATKOV.

e wrownolnik ABC r Ovnoramenny 4 p

c je stred zakladne AB, tak

* Priamka CP je kolmé na AB,

* Priamka CP je os ise¢ky AB,

® Polpriamka CP je os uhla ACB.
Preto, ak narysujeme dva r6zne rovnoramenné trojuholniky ABC, a ABC, s tou istou
zakladiiou AB, tak body C, aj C, leZia na osi tGseCky AB. Os usecky je priamka, na jej
A P B ur¢enie stacia dva rdzne body. Z toho vyplyva: priamka C,C, musi byt os tsecky AB.
Z uvedenej uvahy (dobre si ju rozmyslite) vyplyva Standardna euklidovska konstrukcia
osi usecky, pozri obr. 19. Rovnaky postup mdzeme pouZit aj pri hladani stredu danej
useCky AB (preco?).

Obr. 19
ml Konstrukcia osi isecky AB pomocou pravitka a kruZidla.
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ULOHA

20). Opiste postup konStrukcie osi usecky a diskutujte o zdovodneni jej spravnosti.

Os tsecky AB je na tuto usecku kolma. Preto euklidovska konStrukcia kolmice danym
bodom na danti usecku vychadza z rovnakej myslienky ako konstrukcia osi tsecky. Dva
mozné pripady sme zndzornili na obr. 20 (dany bod P leZi na priamke a) a 21 (dany bod
T lezi mimo priamky a).

N
A

Obr. 20
Konstrukcia kolmice na priamku a v bode P, ktory leZi na a.

T 1T

Obr. 21
Konstrukcia kolmice na priamku a prechddzajiicej bodom T, ktory leZi mimo a.

ULOHA

21. Opiste postup obidvoch konstrukcii a vysvetlite, ako stivisia s konStrukciou osi tsecky.

V tlohe 19 sme si pripomenuli, Ze v rov-
noramennom trojuholniku ABC so zdklad-
flou AB je os tsecky AB sucasne aj osou
uhla pri vrchole C.

TOTO VYJADRENIE NIE JE UPLNE PRESNE (ALE VERIME, ZE KAZDY CITATEL HO
POCHOPIL SPRAVNE). V COM JE (FORMALNY) PROBLEM: OS USECKY JE PRIAMKA,
KYM OS UHLA JE POLPRIAMKA.

Preto aj euklidovskd konStrukcia osi daného uhla bude suvisiet s konStrukciou osi tsec-
ky. Postup sme zndzornili na obr. 22.

R Obr. 22
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ULOHA

22. Opiste postup konstrukcie osi uhla a zdévodnite ho.

STRIEDAVE UHLY A ROVNOBEZNOST

Pri tvahach o rovnobezkach pouZzijeme toto kritérium rovnobeZnosti (pozri obr. 23): Ak
priamka c pretina priamky a, b v bodoch A, B a uhly JAK a LBP maji rovnaku velkost,
tak priamky a, b st rovnobeZné.

V Euklidovych Zakladoch najdeme aj dokaz obrateného tvrdenia: Ak su priamky a, b rovnobezné, tak uhly
JAK a LBP maju rovnaku velkost (toto je dalSie z tvrdeni, ktoré vécSina z nds poklada za zrejmé). V dokaze
sa vyuZiva piaty Euklidov postulat — posledné z piatich tvodnych tvrdeni, z ktorych vychddza euklidovska
geometria. MozZno ho sformulovat takto: KaZdym bodom, ktory leZi mimo danej priamky, moZno viest jedinii
rovnobeZku s touto priamkou. Otazka, ako tento postulat suvisi s predchadzajicimi Styrmi, zohrala v historii
matematiky vyznamnu ulohu. Snaha o jej zodpovedanie priviedla matematikov v 19. storo¢i k poznatku, Ze
mozu existovat geometrické Struktdry, v ktorych prvé Styri euklidovské postuldty platia, ale piaty neplati.
Takéto Struktiry sa nazyvajui neeuklidovské geometrie.

1 VS I S

KedZe uhly LBP a MBK majui rovnaku velkost (je to dvojica vrcholovych uhlov), mozno
predchddzajicu podmienku vyslovit aj v podobe

eda yé uhly JAK a MBK rovnaku velkost, tak priamky a, b su rovnobezné.

oy
P\V‘ «© P c P c
M B L M B L

Obr. 23
Priamky a, b sii rovnobezné prdve vtedy, ked' cerveno vyznacené uhly majii rovnakii velkost.

Dvojica uhlov zndzornenych na obr. 23 vpravo sa nazyva dvojica striedavych uhlov pri
priamkach a, b (toto oznacenie sa pouZiva aj v pripade, Ze a, b nie sii rovnobeZné).

ULOHA

23. Dana je priamka p a mimo nej bod A. Chceme narysovat priamku, ktor4 je rov-
nobezna s p a prechadza bodom A. Asi sa zhodneme, Ze najjednoduchsi postup
je skonstruovat rovnobezku pomocou dvoch pravitok (z ktorych jedno musi byt
trojuholnikové, pozri obrazok na s. 20). Navrhnite, ako postupovat, ked mate
iba jedno pravitko s ryskou.

m Kazdy z nasledujicich poznatkov mozno vyuZit na euklidovsku konStrukciu rovnobezky
s danou priamkou:
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1. Ak st trojuholniky ABD a CDB zhodné, tak st priamky AB a DC rovnobeZné (obr. 24).
2. Ak bod S lezi v strede tuseciek AC a DB, tak priamky AB a DC st rovnobezné (obr. 25).
3. Ak maju tGse¢ky AD a BC rovnaku dizku a uhly BAD a EBC rovnaki velkost, tak st priamky AB a DC rovnobeZné
(obr. 26).
D C D C D C
A B A B A B E
Obr. 24 Obr. 25 Obr. 26
PODOBNE AKO V ULOHE 19, AJ TVRDENIA 1 AZ 3 VACSINA Z NAS POKLADA

ZA OCIVIDNE. ULOHU 24 PRETO CHAPTE AKO PRILEZITOST NA PRECVICENIE

24. a) Overte spravnost uvedenych troch tvr- VASEJ SCHOPNOSTI ARGUMENTOVAT. TREBA UKAZAT, ZE V NIEKTOREJ VHODNE

deni. ZVOLENEJ DVOJICI STRIEDAVYCH UHLOV PRI PRIAMKACH AB A DC MAJU

b) Dand je priamka p a mimo nej bod OBIDVA UHLY ROVNAKU VELKOST (TYM JE ZARUGENA ROVNOBEZNOST, POZRI
D. Na ziklade kazdého z troch uve- 0BR. 23). MATE VYSVETLIT, AKO MOZNO EXISTENCIU TAKEJTO DVOJICE
denych tvrdeni navrhnite euklidovski UHLOV ODVODIT Z DANYCH INFORMACII (NAPR. V PRIPADE TVRDENIA K OBR. 24
konStrukciu priamky, ktord je rovno- Z TOHO, ZE TROJUHOLNiKY ABD A CDB sU ZHODNE).

bezna s p a prechadza bodom D.

RIESENIE

Uvedieme rieSenie pre tvrdenie zndzornené na obr. 26.
a) Najprv pouZijeme informdciu o rovnakej velkosti uhlov EBC a BAD.
Stucet vnutornych uhlov v trojuholniku ABD (obr. 27) je 180°:

o+38+p=180° ey

Aj sucet oznaCenych uhlov pri vrchole B — teda uhlov EBC, CBD a DBA — je 180°,
pritom podla zadania uhol EBC ma rovnaku velkost ako BAD (teda velkost a):

o+ | << CBD| + B = 180°. ()
Z porovnania (1) a (2) vidime, Ze uhol CBD musi mat velkost d:

|< CBD| =8

Obr. 27
Uhly CBD a ADB musia mat rovnakii velkost.
Potom vyZijeme informdciu o rovnakej dizke iiseciek AD a CB.

Trojuholniky ABD a CDB (obr. 28) st zhodné podla vety sus (strana-uhol-strana): stra-
ny AD a CB majii rovnaki diZku podla zadania nasej tilohy, strana DB je spolo¢na, uhly

ADB a CBD maji rovnaku velkost 8. _
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V zhodnych trojuholnikoch maji uhly pri zodpovedajuicich si vrcholoch rovnaki

velkost, preto
| < ABD| = | < CDB].

D C D C
b B
N N

A B 15 A B 15

Obr. 28
Trojuholniky ABD a CDB si zhodné (obr. vlavo), preto uhly ABD a CDB
maju rovnaki velkost (obr. vpravo).

Teraz uz mézeme pouzit nase kritérium rovnobeznosti: nasli sme dvojicu strieda-
vych uhlov pri priamkach AB a DC (st to uhly ABD a CDB), pre ktora vieme doké-
zat, Ze obidva uhly maju rovnaku velkost. Preto st priamky AB a DC rovnobeZné.

b) Zvolme na priamke p dva body A, B (obr. 29). Ak chceme vyuZit poznatok, ktory
sme overili v Casti a), potrebujeme skonstruovat isecku BC, ktora ma rovnaki
diZku ako AD a zviera s priamkou p rovnaky uhol ako tisecka AD (pri¢om bod C
lezi na rovnakej strane od p, ako bod D, korektne matematicky ,,body C, D lezia
v tej istej z dvoch polrovin, na ktoré rozdeluje rovinu priamka p*).

D

X

A B p
Obr. 29

AK MAME BYT UPLNE PRESNi: NEPOTREBUJEME CELU USECKU BC, POTREBUJEME 1BA BOD C.

To mdzeme dosiahnut tak, Ze skonStruujeme trojuholnik BFC, ktory vznikne po-
sunutim trojuholnika ABD po priamke p tak, Ze vrchol A sa posunie do bodu B.
Zo zhodnosti A ABD = A BFC vyplyva, 7e tise¢ky AD a BC maji rovnaku dizku
a uhly BAD a FBC maju rovnaku velkost (nakreslite si obrazok a skontrolujte
spravnost tejto uvahy).

V trojuholniku ABD poznime diZku vietkych strdn (pretoZe pozname polohu
vrcholov A, B a D). Méme teda zostrojit trojuholnik BFC, v ktorom pozname dizku
vSetkych stran.

KONSTRUKCIU TROJUHOLNIKA BEF'C, v KTOROM POZNAME DLZKU VSETKYCH TROCH STRAN, MOZNO OPISAT POMOCOU MNOZIN BODOV
S DANOU VLASTNOSTOU. PoLOHA Bopbov B, F' JE vV NASOM PRIPADE DANA. Bob C NAJDEME AKO PRIESEGNIK DVOCH KRUZNIC:
e KRUZNICA k JE MNOZINA VSETKYCH BODOV, KTORYCH VZDIALENOST OD BODU B SA ROVNA DANEJ DLZKE STRANY BC
(v NASOM PRIPADE JE TO DLZKA USECKY AD),
e KRUZNICA [ JE MNOZINA VSETKYCH BODOV V ROVINE, KTORYCH VZDIALENOST OD BODU F' SA ROVNA
DANEJ DLZKE STRANY F'C (V NASOM PRIPADE JE TO DLZKA USECKY BD).

Postup konStrukcie je znazorneny na obr. 30:
1. Kruzidlom (obr. 30 a) nanesieme na priamku p od bodu B dizku tisecky AB (teda narysu-

jeme kruznicu — presnejsie kruznicovy obliik so stredom B a polomerom |AB|, aby sme

m nasli ten jeho priesecnik s priamkou p, ktory je rozny od bodu A). Dostaneme tak bod F.



NIEKOLKO ZAKLADNYCH KONSTRUKCII

2. Narysujeme (obr. 30 b) kruZnicu k so stredom B a polomerom |AD| (opit — ako
vidno z obrazka — sta¢i narysovat len vhodny kruznicovy oblik).
3. Narysujeme (obr. 30 ¢) kruZnicu / so stredom F a polomerom |BD|. Priese¢nik ob-

lukov £, [ je bod C.
4. Priamka DC (obr. 30 d) je hladand rovnobezka prechadzajica bodom D.

a) D b) D

1

S 1
\\‘ I'
0 i p II | p
T rad | > T T T
A B F A B F
II
/7
c) D . fk’ Lk C ! d) D C
XN 7< 2 =
// \\ AN AN
/ \ 1 N 1 N
7 \ N \\ II \\
! \ 1 N 7 \
X \\‘ p .II \\\AII \\J p
A B F A B F

Obr. 30
Euklidovskd konStrukcia rovnobeZzky.

Pozrime sa na konstrukciu znazornenu na obr. 30 z hladiska jej pracnosti. Pri konStrukcii
bodu C musime rysovat kruZnicové obliiky s tromi r6znymi polomermi — teda musime
dvakrat menit rozovretie kruzidla. Navrhnuty postup konstrukcie mozno upravit tak, aby
sme potrebovali pracovat iba s dvoma réznymi polomermi. Dosiahneme to vhodnou vol-
bou bodov A, B (skontrolujte, Ze konstrukcia na obr. 30 je spravna pri akejkolvek polohe
dvojice bodov A, B na priamke p). ZjednodusSena verzia konstrukcie je na obr. 31, na vés
prenechavame jej opis a diskusiu, v ¢om je zjednoduSenie a ako sme ho dosiahli.

ULOHU SME UZ SPLNILI, ALE
NAVRHNUTA KONSTRUKCIA JE
ZBYTOCNE PRACNA.

a) D b) ......... D
X X
. p ) 2 p
A A B
cm==el. D e 5 c
c) A % d) X -
ll ‘. // k\
./,/ ." 14 ) . ) p
A B 'F A B F
e) D C
Obr. 31
: : : p Euklidovskd konStrukcia rovnobeZky
A B F (zjednodusSend verzia).
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= 7RKADLOVY OBRAZ A OSOVA
SUMERNOST

= POSUNUTIE

= ROTACNA SYMETRIA
A OTOCENIE

= STREDOVA SUMERNOST

Obr. 32
Viete dokreslit druhii
polovicu obrdzka, a potom
ukdzat os sumernosti a dve
zrkadlovo zhodné polovice?

S osovou stimernostou sa
stretdvame v prirode aj
v ludskych vytvoroch.

5.3 Rysujeme stiimerné, posunuté a otocené utvary

Niekedy potrebujeme narysovat kopiu nejakého ttvaru, ktora je voci origindlu posunuta,
otocena alebo je jeho zrkadlovym obrazom. Uk4Zeme, ako ndm pri tom pomdzu kolmi-
ce, rovnobezky a kruZnice.

ZRKADLOVY OBRAZ A OSOVA SUMERNOST

Spomeiite si na ulohy dokresli druhii polovicu obrdzka (pozri obr. 32), ktoré ste rieSili
eSte ako malé deti. Vysledkom v nich bol simerny obrazok: priamka — os simernosti ho
rozdelovala na dve polovice, z ktorych jedna bola zrkadlovym obrazom druhe;j.

KRESLIME SUMERNE OBRAZKY

V tlohe 25 nakreslime niekolko dalSich simernych obrdzkov. Od obr. 32 sa budu liSit
dvoma detailmi: os simernosti nebude vzdy zvisla a kresba v zadani cez fiu bude precha-
dzat z jednej strany na druhd.

ULOHY

25. Prekreslite obrazky na papier a dopliite ich (staci rukou) tak, aby boli simerné
podla Cerveno vyznacenej osi suimernosti. Dokreslite iba to, ¢o je nevyhnutné na
to, aby vznikol simerny obrazok.

a) b) c) ]

d) e) ‘ f) :

RIESENIE

Asi ste prisli na to, Ze chybajuicu Cast obrazka (teda to, ¢o treba dokreslit) najdeme
tak, Ze kresbu zo zadania preklopime okolo danej osi simernosti. Dostaneme tak zr-
kadlovy obraz povodnej kresby. Na nasledujicej dvojici obrazkov sme tento postup

znazornili pre trojuholnik z tlohy 25 f).

Pbvodnii kresbu ... ... preklopime okolo osi stimernosti,
dostaneme tak jej zrkadlovy obraz.

Riesenie dlohy 25 f) — obidva trojuholniky v jednom obrazku — je na obr. 33 (doplne-
na Cast je vyznacena zeleno).
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V rieSeni dlohy 25 sme sa stretli s dvo-
jicou rovinnych utvarov, z ktorych
jeden vznikne preklopenim druhého
okolo priamky p. V takom pripade
hovorime, Ze jeden tutvar je s druhym
simerny podla priamky p, alebo Ze
jeden je obraz druhého v siimernosti
podla priamky p.

god A’ je stimerny g bodom 4
Qod\’a priamky p.

AKO NARYSOVAT ZRKADLOVY OBRAZ

ULOHY

26. a) Na obr. 33 je bod A' simerny s bodom A podla priamky p. OpiSte ¢o najpresnej-
Sie vzajomnu polohu priamky p a dsecky A'A.
Odpoved na otdzku a) vyuZite pri rieSeni tloh b) a c).
b) Dana je os sumernosti p a bod A, ktory nelezi na p. Opiste konstrukciu bodu A',
ktory je s A simerny podla p.
¢) Vieme, Ze bod A je sumerny s bodom B podla priamky p. Polohu bodov A, B
poznéme, nepozname vSak polohu priamky p. Ako skonStruujeme priamku p?

27. Bod A lezi na priamke p. Ktory bod je s nim simerny podla p? PRI RYSOVANI ZRKADLOVYCH
OBRAZOV NAM MOZU POMOCT

L. . . . 9 oo £ ) ot c
28. Dané je kruZnica k a priamka p. Potrebujeme narysovat kruZnicu k' simernu s k ODPOVEDE NA NASLEDUJUGE

podla priamky p (pozri napr. obr. 34). Chceme pouzit iba euklidovské prostriedky

(nemdZeme teda napr. merat). OpiSte postup v pripade, Ze ot
a) poznate stred kruznice k,
b) nepoznéte stred kruZnice k.

29. Narysujte do zosita obrazky priblizne zodpovedajice p TERAZ SI SKONTROLUJTE,
obrazkom 34 a 35 (alebo si vymeiite zoSity so suse- Cl STE OSOVEJ SUMERNOSTI
dom, on narysuje predlohy pre vés a vy prefiho — tym POROZUMELI.
tiez dosiahneme, Ze nebudete poznat polomer kruzni-
ce v zadani podla obr. 34). . , N )
a) Do predlohy podla obr. 34 dorysujte kruznicu, Obr. 34 ULOHU MOZETE SKOMPLIKOVAT

ktora je s kruznicou z predlohy simernd podla TYM, ZE NA PREDLOHE Z OBR.
. 34 NEVYZNACITE STRED
Ly 7, KRUZNICE.
b) Do predlohy podla obr. 35 dorysujte trojuholnik, A
ktory je s trojuholnikom z predlohy osovo simer- x
ny, a to tak, aby obrazom bodu A v tejto simernosti B
bol bod B. Obr. 35

AK CHCETE VYUZIT 0SOVU SUMERNOST A ZAKLADNE GEOMETRICKE UTVARY PRI RYSOVANI MENEJ ABSTRAKTNYCH OBRAZKOV, SKUSTE
NAVRHNUT A NARYSOVAT FASADU V RENESANGNOM STYLE. AKO INSPIRACIU PONUKAME DVE FASADY, KTORE NAVRHOL LEON BATTISTA
ALBERTI (1404 — 1472), JEDEN Z VYZNAMNYCH PREDSTAVITELOV TALIANSKEJ RENESANCIE. VLAVO JE KOSTOL TEMPIO MALATESTIANO
v RIMINI (NAZNACENA JE ALBERTIHO POVODNA PREDSTAVA), VPRAVO BAZILIKA SANT "ANDREA v MANTOVE. NA INTERNETE SKUSTE
VYHLADAT DALSIE ALBERTIHO FASADY, NAPR. KOSTOLY SAN SEBASTIANO V MANTOVE ALEBO SANTA MARIA NOVELLA VO FLORENCII.
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POSUNUTIE

E Po rysovani simernych obrazkov sa nasa pozornost obrati na posunuté obrazky.
Uloha: k danému titvaru treba narysovat zhodny fttvar, len o nieo posunuty.
D' Na obr. 36 je origindlny obrazok Cierny, posunuty obrazok zeleny. Modré tisecky
spajaju bod pdvodného obrazka so zodpovedajicim bodom v posunutom ob-
razku. Pri posunuti nemenime sklon obrazka, teda napr. zvisly smer na pdvod-
nom obrazku zostane zvislym aj na posunutom obrazku. Z toho vyplyva, Ze na

obr. 36 plati ED||E'D', GA||G'A' atd. (toto si rozmyslite).

e)

Obr. 39
Priklady rotacnej
symetrie

a) zvieraci motiv
z keramiky Indidnov
z udolia rieky Mimbres,
b) tri obrnené nohy zo
znaku ostrova Man,
c¢) heraldickd pditlistd
ruZa (takd je napr.
v erbe Presova),
d) goticky ornament,
e) pédorys pevnosti
z erbu Novych Zdmkov.

ULOHA

30. a) Opiste Co najpresnejSie vztah
medzi useCkami EE', DD’
GG'a AA' na obr. 36.
Odpoved na otdzku a) vyuzite pri =~ ----X=-f--¥------/------
rieSeni ulohy b).
b) Narysujte kvapku zndzorne-
nu na obr. 37 (vysledny tvar
zavisi od toho, ako zvolite
velkosti v, r). Potom obrazok Obr: 37
dopliite dvoma dal§imi rovna-
kymi kvapkami tak, aby ste
dostali tri kvapky usporiadané
do rovnostranného trojuholni-
ka (pozri obr. 38). Obr: 38

ROTACNA SYMETRIA A OTOCENIE

V prirode aj v Tudskych vytvoroch sa okrem osovej simernosti stretivame s dal§im ty-
pom symetrie — s rotatnou symetriou. Jej opis by mal byt zrejmy z prikladov na obr. 39.
Ak rotacne symetricku kresbu oto¢ime o vhodny uhol s velkostou a € (0°, 360°), dosta-
neme kresbu zhodnu s pdvodnou.

ULOHY

31. Preco v opise rotacnej symetrie hovorime o otoceni o uhol s velkostou
a € (0°,360°), t. j. preco vylucujeme uhly o = 0°, oo = 360°?
(Najprv si v diskusii ujasnite, ¢o je otocenie o 0°, o 360°).

32. a) O aky uhol treba otocit jednotlivé kresby na obr. 39, aby vznikla kresba zhod-
na s povodnou? (Pozor, pre kazdu kresbu existuje takych uhlov viac.) Pri
urceni velkosti uhla vyuZite Standardni dohodu: pri otdcani proti smeru ho-
dinovych rucic¢iek ma uhol otocenia kladnu velkost, pri otd¢ani v opa¢nom
smere mé zapornud velkost.

b) Niektoré z kresieb na obr. 39 si navyse aj osovo simerné. Zistite, ktoré to su
a néjdite ich osi simernosti.

Ako sa osovo sumerné obrazky skladaji z dvoch polovic, ktoré st jedna zrkadlovym
obrazom druhej, tak sa rota¢ne symetrické obrazky skladaji z niekolkych zhodnych
Casti, ktoré vzniknud jedna z druhej otoCenim (napr. kresba na obr. 39 e) sa skladd zo
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Siestich takychto casti (skontrolujte to). Ak teda chceme rysovat rotacne symetrické
obrazky, potrebujeme vediet k ttvaru (Casti obrazka) narysovat jeho kdépiu otocent
o dany uhol. V tlohe 33 budeme riesit tito dlohu pre trojuholnik, vdm prenechavame

uvahy o oticani kruZnic.

ULOHY

33. Trojuholnik A'B'C' na obr. 40 vznikol otoce-
nim trojuholnika ABC okolo bodu S. Pri ota-
cani sa kazdy z vrcholov trojuholnika ABC
pohybuje po kruZnici so stredom S. Kde na
obr. 40 je znazorneny uhol, o ktory sme troju-
holnik ABC otocili?

34. Narysujte Tubovolny trojuholnik ABC. Mimo
neho zvolte bod S. Potom narysujte trojuholnik
A'B'C', ktory vznikne otocenim trojuholnika
ABC okolo bodu S o uhol 40°.

RIESENIE

Postup vyplyva z obr. 40. Narysujeme polpriamky
SA, SB a SC s krajnym bodom § a tri kruZnice so
stredom S: kruZnicu k, prechiddzajucu bodom A, kg
prechddzajicu cez B a k. prechadzajicu cez C. Bod
C' nijdeme ako priese¢nik kruznice k. s polpriam-
kou p., ktorej krajny bod je S a ktord zviera s SC
uhol 40° (merany proti smeru hodinovych ruciciek).
Rovnakym postupom ndjdeme aj body A' a B'— prvy
ako priese¢nik kruZnice k, s polpriamkou p,, druhy ako
priesecnik kg a pj (pozri obr. 41).

Pozndmka. Pri konstrukcii bodu C' sme pouZili uh-
lomer, body B' a A' mozZno skonstruovat aj bez neho.
UkdzZeme, ako. Uhly CSC', XSX' a YSY' na obr. 41
maju rovnakii velkost 40°, preto si usecky CC', XX'
a YY’ — kvéli prehladnosti sme vyznacili iba ich kraj-
né body — rovnako dlhé (toto si dobre rozmyslite).
Po tom, ako sme zostrojili bod C', uZ dlzku |cc|
pozndme. Preto pri konstrukcii bodu A' staci naniest
tiito dIzku kruZidlom na kruznicu k. od bodu X (prie-
secnik polpriamky SA s kruZnicou k.) proti smeru
hodinovych ruciciek. Dostaneme tak bod X'. Hlada-
ny bod A' je potom prienik kruznice k, s polpriamkou
SX'. Konstrukcia bodu B' je rovnakd.

(Tento postup ndm v tomto pripade — ked' zostroju-
jeme iba tri body A', B' a C' — vela prdce neusetri,
ocenime ho vsak pri konstrukcii vicsieho poctu
bodov.)

/\‘o‘\uholm'k,q BC

vzni -
<ouhoinika 4z¢ 2nikol otogenim

Obr. 40

Obr. 41
Po zostrojeni bodu C' méZeme diZku tisecky CC' pouZit
ako meradlo velkosti otocenia: ak body X a X' leZiace na
kruZnici k. majii rovnakii vzdialenost ako body C a C',
tak uhol XSX' je 40° (pozri pozndmku).
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ULOHA

35. Utvar na obr. 42 je rotane symetricky — ak ho oto&ime
0 72°, bude sa otoceny tutvar presne kryt s povodnym
(uistite sa v diskusii, ¢i je vam toto tvrdenie jasné).
Opiste, ako nijdeme stred otidCania, teda bod, okolo
ktorého musime tutvar otocit.

Obr. 42

AK HLADATE PRAKTICKEJSIE VYUZITIE PRE KONSTRUKCIE OTOGENYCH UTVAROV, SKUSTE NARYSOVAT NAVRH OZDOBNYCH PUKLIC ALEBO
KRUHOVEHO GEOMETRICKEHO VZORU. NIEKOLKO INSPIRACIi JE NA OBRAZKOCH.

Obrdzky na dvojhlavych
hracich kartdch si typickym
prikladom stredovo
suimernych kresieb.

STREDOVA SUMERNOST

Speciélny pripad otocenia je oto¢enie o 180°, ktoré ma vlastny nazov — je to tzv. stredova
sumernost. O dvoch utvaroch, z ktorych jeden vznikol otocenim druhého okolo bodu
S 0 180° hovorime, Ze jeden je s druhym simerny podla stredu S. Utvar, ktory je stre-
dovo simerny sam so sebou (teda otocenim o 180° dostaneme ten isty dtvar), sa nazyva
stredovo sumerny.

ULOHA

36. Ktoré kresby z obr. 39 na s. 30 st stredovo simerné?

Hoci stredova simernost je oto¢enim, pri rysovani stredovo simernych obrazkov sa za-
obideme bez uhlomeru a kruznicovych oblikov, ktoré pri zostrojovani otocenych obraz-
kov spravidla potrebujeme (pozri rieSenie tlohy 34).

ULOHY

37. a) Narysujte alebo nacrtnite obrazok, na ktorom bod A' vznikol oto¢enim bodu
A okolo bodu S o 180° (bod A zvolte r6zny od S). OpiSte vzajomnud polohu
bodov A, A'a S.

Odpoved na otazku a) vyuZzite pri rieSeni tloh b) a c).

b) Dany je trojuholnik ABC a mimo neho bod S. OpiSte, ako pomocou pravitka
a kruzidla (ale bez uhlomeru) skonStruujeme trojuholnik A'B'C", ktory je stre-
dovo siumerny s ABC podla stredu S.

c) Vieme, Ze bod A je simerny s bodom B podla stredu S. Polohu bodov A, B
pozname, nepozname vSak polohu bodu S. Ako ndjdeme bod S?

38. Narysujte trojuholnik ABC, mimo neho zvolte bod X. Potom skonStruujte troju-
holnik, ktory je stredovo simerny s trojuholnikom ABC tak, aby obrazom bodu
A bol bod X.



NIEKOLKO ZAKLADNYCH KONSTRUKCII

5.4 DalSie dlohy

Nie vZdy je naSou tlohou objavit postup nejakej konStrukcie. Niekedy je postup zndmy
a nasou ulohou je postupovat podla neho. Tiato dblezitd zrucnost — pracovat podla da-
ného navodu — si vyskiSame v tlohach 39 a 40. Prva stvisi s architektirou — budeme
rysovat jednoduchu gotickii kruZbu, druhd je z ucebnice technického kreslenia.

HiAvA MNISKY

Goticky ornament na obr. 43 sa nazyva hlava mnisky. Uvadzame

jeden z moznych postupov jeho konstrukcie.

Najprv narysujeme rovnostranny lomeny obliik ACB (v fiom stredmi

kruZnic tvoriacich obliik si krajné body jeho zdkladne AB).

1. Narysujeme tsecku AB.

2. Narysujeme kruZnicu k so stredom B a polomerom AB a kruZnicu / so
stredom A a polomerom AB, jeden z ich priese¢nikov oznacime C.

3. Lomeny obluk tvoria obluky AC a CB.

Dalej opiseme len konstrukciu lavej polovice hlavy mnisky (v krivo-

ciarom trojuholniku ACD), pravd polovica je s fiou stimernd.

4. Stred useCky AB oznacime D, stred tsecky AD oznalime E, stred
useCky ED oznalime F.

5. Narysujeme kruZnicu m so stredom B a polomerom EB, jej priesec-

nik s useckou CD oznacime H.

Priesecnik polpriamky BH s kruZnicou k oznac¢ime J.

Narysujeme kruZnicu p so stredom F a polomerom AF.

8. Narysujeme oblik kruZnice n so stredom H a polomerom HJ od
bodu J po jeho priesecnik L s kruZnicou p.

N

9. Lavu polovicu hlavy mniSky tvoria obluky CJ, JL a LA.

ULOHA

PRI VELMI PRESNOM RYSOVANI ZISTIME, ZE BOD L
39. Narysujte podla tohto navodu hlavu mnisky. LEZI NA PRIAMKE AH, ALE NELEZI NA KRUZNICI 711.

Obr. 43

ZDOVODNUJEME CUDZIU KONSTRUKCIU

V ucebniciach technického kreslenia sa nie vzdy uvddza zdovodnenie konstrukcii. To
— ak chceme opisany postup pochopit — musime objavit sami. Vyskusajte to na nasledu-
jucej ulohe.

Dana je priamka p, kruznica k so stredom S a bod E leziaci na k. Mame skonStruovat kruz-
nicu /, ktora sa dotyka priamky p a sucasne sa v bode E dotyka kruznice k. Na obr. 44 sme
znézornili dve rieSenia tejto dlohy (zelené pismend oznacuju prvky, ktoré st dané).

P P
Obr. 44

Cervenou Ciarou sme vyznadili moZnii interpretdciu tejto iilohy: hladdme kruZnicu I, ktorej
obliik hladko spoji priamku p a obliik kruznice k (s krajnym bodom E).
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V ucebnici je uvedeny tento postup:

Narysujeme doty¢nicu ¢ ku kruznici k£ v bode E.

Priesecnik priamok #, p oznacime G.

Najdeme os o uhla s vrcholom G, ktorého ramena vytvéraja priamky ¢, p.
Priese¢nik priamok o, SE oznacime L.

HIadan4 kruznica / ma stred L, jej polomer je tsecka LE.

ULOHY

40. Zvolte k, E a p priblizne tak, ako je to zndzornené na obr. 44 a skonstruujte podla
uvedeného postupu kruZnicu L
41. Narysovany obrazok vyuzite pri zdévodneni konstrukcie.

NS

OsLi CHRBAT (SPANIELSKY ALEBO TIEZ KYLOVY OBLUK)

Prava aj lava Cast oblika nazyvaného osli chrbdt je zloZzena z dvoch hladko na seba nad-
véazujucich kruznicovych oblikov. Jeho konstrukciu sme znizornili na obr. 45 (vlavo pre
jednu volbu polohy stredov S, az S,, vpravo pre ini moznu volbu). Stredy S, S; leZia na
priamke AB, stredy S,, S, na priamke p, ktora je rovnobezna s AB a prechddza bodom D.

S, D Sy S, Sy
p p
T
o A S S, B S5 S
Osli chrbdt je jeden z typickych gotickych Obr 45
oblitkov. Na obrdzku je osli chrbdt na '
Zigmundovej brdne Bratislavského hradu.

Pre konStrukciu oslieho chrbta su dbleZité tieto informécie:

e bod 7, v ktorom sa na dolny kruZnicovy oblik AT napdja horny oblik 7D, leZi na
spojnici stredov S, a S, a sicasne leZi aj na spojnici bodov A a D (pozri obr. 46),

e trojuholniky ATS, a DTS, (na obr. 46 ZIty a modry) st podobné, obidva st rovnora-
menné.

ky

K

3 Obr 46



NIEKOLKO ZAKLADNYCH KONSTRUKCII

ULOHA

42. Narysujte aspoil jeden osli chrbat — idedlne by bolo, keby si kazdy v triede zvolil
vlastnu polohu stredov S, az S,. Skontrolujete tak, ¢i ste konStrukcii znazornenej na
obr. 45 a 46 porozumeli.

Osli chrbit nie je svojou vyskou (vzdialenost priamok p a m na obr. 46) a rozpitim (dizka
useCky AB) uréeny jednoznacne. Vidno to aj na obr. 45, kde st dva rozne oslie chrbty
s rovnakym rozpitim a rovnakou vySkou. Ak vSak okrem rozpitia a vysky budeme po-
znat polomer jednej z kruznic alebo polohu bodu 7 na tsecke DA, budud uz tieto tidaje
urCovat tvar oslieho chrbta jednoznacne.

ULOHY

43. Opiste konstrukciu oslieho chrbta na obr. 45, ak po-
znate jeho rozpitie, vysku a
a) polomer $;A dolnej kruZnice,
b) bod 7, v ktorom sa obluk dolnej kruZnice napdja na
obluk hornej kruznice.

44. a) Najjednoduchsi pripad oslieho chrbta je oblik,
v ktorom maja vSetky Styri kruZnice rovnaky po-
lomer. Opiste postup konstrukcie takéhoto oslieho
chrbta, ak je dané jeho rozpitie a vyska.

b) Narysujte osli chrbat zloZzeny z oblikov Styroch
kruZnic s rovnakym polomerom tak, aby jeho vys-
ka bola polovica rozpitia. (Toto je pomerne ¢asto sa
vyskytujica podoba oslieho chrbta.)

45. Osli chrbat na obr. 47 ma Specidlny tvar: najvyssi bod A B
V dolného oblika leZi v rovnakej vyske ako bod D. Obr. 47
Opiste postup konstrukcie takéhoto obluka, ak je dana
jeho vyska a rozpitie.

NIEKOLKO ZAKLADNYCH KONSTRUKCII — VYSLEDKY

2. Ano. Najprv sme takymto postupom skonstruovali bod P (ako priese¢nik kruznic /, m), potom sme opiit tymto postu-
pom skonstruovali bod A (ako priese¢nik kruZnice n s niektorou z priamok p, r).

3. a) MnoZina vSetkych bodov roviny, ktorych vzdialenost od priamky AB je 2.

b) Mnozina vSetkych bodov roviny, ktorych vzdialenost od bodu C je 2.

¢) Z rieSenia na s. 10 vyplyva, Ze je to mnoZina vSetkych bodov X v rovine, pre ktoré je uhol CXD pravy (tdito mnoZina
sa nazyva Tdlesova kruZnica).

4. Kazdy bod, ktory leZi na niektorej z dvoch priamok s, #, ktoré st rovnobeZné s p a majui od nej vzdialenost 6.

5. Kazdy bod, ktory leZi na priamke s, ktora je kolma na p a prechddza bodom A, okrem bodu A. Hladan4d mnoZina bodov
je teda priamka s bez bodu A. (Priamka s sa nazyva normdla k priamke p v bode A.)

6. Kazdy bod priamky, ktora je kolma na usecku AB a prechadza jej stredom. (Tato priamka sa nazyva os tisecky AB.)
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Obr. 48

Obr. 49

Obr. 51

7. Kazdy bod leziaci vnutri daného uhla, ktory mé rovnaku vzdialenost od
obidvoch jeho ramien. VSetky takéto body vytvaraju polpriamku, ktord dany
uhol rozdeluje na dva uhly polovicnej velkosti. Tato polpriamka vychadza
z bodu V (vrcholu uhla), ten vSak uz do nej nepatri. (Polpriamka rozdelujica
dany uhol na dva uhly polovi¢nej velkosti sa nazyva os uhla.)

8. Priamka s, ktora je rovnobeznd s priamkami p, r a lezi v strede medzi nimi,
teda ma rovnaku vzdialenost od priamok p, r (Takato priamka sa niekedy nazy-
va os rovnobeZiek p, r, pouziva sa aj nazov os pdsu ohraniceného rovnobeZkami
pr)

9. Kazdy bod leziaci na osi usecky AB (pozri rieSenie tlohy 6) okrem stredu
useCky AB. Hladand mnoZina bodov je teda os usecky bez jej priesecnika s usec-
kou AB.

10. a) Kazdy bod leziaci na kruznici so stredom S a polomerom 7 (mnoZina
A vyznacena na obr. 48 Cervenou).

b) Kazdy bod leZiaci na kruZnici so stredom S a polomerom 3 (mnoZina B vy-
znacend na obr. 48 modrou).

¢) Kazdy bod, ktory je rieSenim ulohy 10 a) alebo 10 b). (RieSenim dlohy 10 c)
je teda zjednotenie mnozin A a B, t. j. mnoZina A U B, pozri obr. 48).

11. Kazdy bod, ktory leZi na kruznici so stredom S a polomerom 12 (vtedy sa
kruZnice dotykaju zvonka) alebo na kruZznici so stredom S a polomerom 2 (vtedy
sa dotykajd zvnutra).

12. Kazdy bod priamky SB okrem bodu B (prec¢o sme vylacili bod B?). Keby
sme navySe pozadovali, aby nadvizujici oblik nebol ¢astou pévodnej kruznice
k, museli by sme este vylucit bod S.

13. a) Kruznicovy obluk (Cast kruznice k so stredom §) nadvizuje hladko na
usecku AB v bode B, ak B je krajny bod oblika a uhol SBA je pravy (teda priam-
ka AB sa v bode B dotyka kruznice k), pricom zaciatok nadvidzujiceho obliika
leZi na opacnej strane od priamky SB ako tsecka AB (skuste nakreslit obrazok,
na ktorom nebude splnené iba tato druhd podmienka).

b) V Tubovolnom bode priamky SB okrem bodu B.

14. Uvadzame obrazovy opis dvoch moznych konStrukcii. Prva vychadza
z rieSenia ulohy 4 (pozri obr. 49). Stred S hladanej kruZnice najdeme ako prie-
secnik priamok p', r'. Priamka p' je rovnobezna s ramenom p daného uhla, ma
od neho vzdialenost 2, priamka ' je rovnobeZzna s ramenom r a ma od neho
vzdialenost 2. Poznamenajme, Ze z dvoch priamok, ktoré su rovnobezné s p
a maju od neho vzdialenost 2, sme zvolili td, ktord sa pretina s danym uhlom
(pretoZe stred S hladanej kruznice leZi vnutri daného uhla), t4 istd poznidmka
plati aj pre r.

Druhé konstrukcia vychddza z rieSenia uloh 4 a 7 (pozri obr. 50). Stred S néjde-
me ako priesecnik osi o daného uhla a priamky p', ktora je rovnobeZna s rame-
nom p a ma od neho vzdialenost 2 (opét sme z dvoch takych priamok zvolili td,
ktora sa pretina s danym uhlom).

15. (obluk znazorneny na obr. 9) Tento obluk sa dotyka kruznic &, / zvonka. Jeho
stred S ndjdeme ako priese¢nik kruznic k' (stred S, polomer r,, — r, = 7,5 cm)
a [' (stred S, polomer r,, — r, = 8,5 cm). Bod, v ktorom hladany obluk hladko
nadvézauje na kruZnicu k, leZi na spojnici stredov kruznic k, m (na obr. 51 vy-
znacené bodkovanou cCiarou), to isté plati aj pre kruZnicu /.

16. a) Hladany obltik sa dotyka

e kruZnice k zvonka, preto jeho stred S musi leZat na kruZnici / (stred S, polo-
mer r, + r, pozri obr. 52),

e priamky p, preto S lezi na priamke ¢, ktora je rovnobeznd s p a ma od nej
vzdialenost r, pricom ¢ leZi ,,na rovnaku stranu od p* ako kruznica k (mate-
maticky vyjadrené: priamka ¢ a kruZnica k leZia v tej istej z dvoch polrovin,
na ktoré priamka p rozdeluje rovinu). Druha z dvoch priamok, ktord ma od p
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danu vzdialenost r, nds nezaujima (jednak vieme, Ze stred S musi lezZat v rovnakej polrovine ohranicenej priamkou p
ako stred S, jednak sa tito druha priamka s kruZnicou / nemoze pretat — preco?).

S nijdeme ako priesecnik priamky ¢ a kruZnice /. Nezabudnite, Ze v opise konStrukcie treba opisat aj sposob, ako skon-
Struujeme body, v ktorych sa hladany oblik napéja na priamku p a na kruznicu /.

vzdialenost stredu S, od priamky p minus polomer r;). Vyplyva to napr. z dynamického opisu dlohy 16.

17. 1. A, 2. 0s AB, u (volba pismena je na vas, rovnaké pismeno potom treba pouZit v bode 3), 3. u, stred kruZnice k,
4.8, |SA| (alebo |SB)).

V konstrukcii vyuzivame mnoZiny bodov, ktoré sme nasli v rieSeni dloh 5 a 6.

19. (APC) a BPC, (podla vety) sss, t. j. strana-strana-strana, (je spolo¢na,) strany AC a BC maju rovnaku dizku — s to
ramend rovnoramenného trojuholnika. Strany AP a BP majud rovnakd dizku — polovicu dizky zakladne AB, (uhly BPC
a) APC, (ma velkost) 90°, kolmé (na priamku AB), (os usecky) AB, (uhly ACP a) BCP, (os uhla) ACB.

20). Z textu pred zadanim vyplyva, Ze staci skonStruovat dva rovnoramenné trojuholniky so spolo¢nou zakladiiou AB.
e k, preto |AC1 | =r,

e [ preto |AC2| =r,

teda ABC, je rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB. To isté plati pre trojuholnik ABC,.

21. Obr. 20: Najprv vyznacime body A, B tak, aby P bol stred use¢ky AB. Potom postupom z obr. 19 zostrojime os dsecky
AB. T4 je kolma na AB a prechadza jej stredom, teda bodom P.

Obr. 21: Na priamke p vyznacime body A, B tak, aby ABT bol rovnoramenny trojuholnik so zdkladiiou AB (body A, B
lezia na kruznici so stredom 7, preto maji od bodu 7 rovnaku vzdialenost). Z textu pred tlohou 20 vyplyva, Ze staci zo-
strojit este jeden rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladiiou AB. Preto narysujeme kruZnice k, [ so stredmi A, B a rov-
nakym polomerom a za bod C zvolime ten ich priese¢nik, ktory leZi na opac¢nej strane od priamky p ako bod 7. Potom
CT je os usecky AB, preto je kolmé na p. (Tuto konStrukciu mozZno upravit, aby sme pri nej nemuseli menit rozovretie
kruzidla, vtedy druhym priese¢nikom kruznic k, / bude bod 7.

22. Na ramenach uhla zostrojime body A, B tak, aby ABC bol rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB. Rovnako ako
v rieSeni dlohy 21 potrebujeme zostrojit eSte jeden rovnoramenny trojuholnik ABD so zakladiiou AB. Bod D nijdeme
ako priesecnik kruZnic k, / so stredmi A, B a rovnakym polomerom.

23. Danym bodom A narysujeme kolmicu na priamku p, to bude priamka 7. Potom narysujeme v bode A kolmicu u na
priamku 7. Priamka u je hladané rovnobezka. (Podmienka rovnobeZnosti zndzornend na obr. 23 je splnend, pretoze obi-
dve priamky p, u zvieraju s priamkou ¢ rovnaky uhol 90°.)

24. Tvrdenie 1. a) V zhodnych trojuholnikoch maji vnitorné uhly pri zodpovedajucich si vrcholoch rovnaku velkost.
Preto, ak A ABD = A CDB, tak plati | << ABD| = | < CDB|. Uhly ABD a CDB st striedavé uhly pri priamkach AB a DC,
preto (podla nasho kritéria rovnobeZnosti z obr. 23) su tieto priamky rovnobeZné.

Pozndmka: Na zdovodnenie rovnosti | < ABD| = |<C CDB| by sta¢ilo predpokladat, Ze trojuholniky ABD a CDB st
podobné, teda pozadovat ,,menej* neZ zhodnost. Toto ,,menej* je v§ak iba zdanlivé. Trojuholniky ABD a CDB maju spo-
lo¢nu stranu BD, preto plati: ak su tieto trojuholniky podobné, tak uz musia byt aj zhodné. Teda poZiadavka podobnosti

(ktora staci na zdovodnenie rovnosti | << ABD| = |« CDB|) je v tomto pripade rovnocenna s poziadavkou zhodnosti
uvedenych trojuholnikov.

b) Na p zvolime dva body A, B, tym budi uréené diZky stran trojuholnika ABD. Potom skonstruujeme s nim zhodny
trojuholnik CDB: vrcholy B, D si dané, vrchol C najdeme ako priese¢nik kruznic k (stred B, polomer je dizka tsecky
AD) a  (stred D, polomer je dizka isecky AB). Hladanou rovnobeZkou je priamka DC.

Mozna tprava konstrukcie: Body A, B zvolime tak, aby ABD bol rovnoramenny trojuholnik so zakladiiou AB (teda
nastavime na kruzidle vhodné roztvorenie a narysujeme kruZnicu so stredom v D, jej prieseCniky s p budi body A, B).
KruZnica k bude mat rovnaky polomer, aky mame uZz na kruZzidle nastaveny. Roztvorenie kruzidla v§ak budeme musiet
zmenit pri rysovani kruZnice /.

Tvrdenie 2. a) Trojuholniky ABS a CSD sii zhodné podla vety sus (strana-uhol-strana): podla zadania plati |AS| = | CS|,
|BS| = | DS|, uhly ASB a CSD majii rovnaki velkost (je to dvojica vrcholovych uhlov). Zo zhodnosti vyplyva, Ze uhly
ABS a CDS majui rovnaku velkost. Tieto dva uhly su striedavé uhly pri priamkach AB a DC, preto (podlIa kritéria rovno-
beznosti z obr. 23) si AB a DC rovnobezky.

b) Na priamke p zvolime body A, B. Najdeme stred usecky BD (konstrukcia na obr. 19), to bude bod S. Narysujeme
tise¢ku AC prechddzajiicu cez S tak, aby AC mala dvojnasobnii dizku ako AS (teda narysujeme polpriamku AS, bod C
nijdeme ako jej priesecnik s kruznicou, ktora ma stred S a polomer SA). Hladanou rovnobeZkou je priamka DC.
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b)

c)

d)

e)

Obr. 54

25. Doplnena cast obrazka je vyznacena zelenou.

a) obr. 53 a) b) obr. 53 b) ¢) obr. 53 ¢) d) obr. 53 d) e) obr. 53 e)

26. a) Priamka p je kolma na tsecku A'A a prechadza jej stredom, t. j. p je os
useCky A'A.

b) Bodom A vedieme kolmicu & na priamku p, ta ju pretne v bode S. Na k ndjde-
me bod A' tak, aby S bol stred iseCky A'A (teda na k nanesieme od bodu S vzdia-
lenost|AS| na ,,opacnu stranu od bodu S, nez lezal bod A*, napr. tak, Ze narysu-
jeme kruZnicu m (stred S, polomer |AS|) a najdeme jej prieseénik s k rozny od
bodu A).

¢) Skonstruujeme os tuseCky AB (pozri napr. obr. 19 na s. 22), to je hladana
priamka p.

27. On sam (takéto body, ktorych obrazom v simernosti si ony samy, sa nazy-
vaja samodruZné).

28. Kruznica k' ma rovnaky polomer ako kruznica k, jej stred S' je simerny
podla p so stredom S kruznice k.

a) Skonstruujeme obraz S' bodu S v simernosti podla p (pozri rieSenie ulohy
26 a). Aby sme nasli polomer kruZnice k', zvolime na k [ubovolny bod B a zo-
strojime jeho obraz B' v siimernosti podla p — hladany polomer je potom |S'B'|.
Narysujeme kruznicu k' so stredom S' prechadzajicu bodom B'.

b) Jednou z mozZnosti je najst konStruk¢ne stred kruznice k (pozri obr. 1 na
s. 56) a potom zopakovat postup z rieSenia tlohy 28 a) — takyto postup sa
v matematike opisuje formuldciou riesenie iilohy 28 b) prevedieme na riesenie
tilohy 28 a). Ina moZnost: na k zvolime body A, B, C, najdeme ich obrazy
A', B', C' v simernosti podla p, a potom skonstruujeme kruZnicu k' prechidza-
jucu bodmi A', B', C".

29. a) Pozri obr. 54, pouzijeme postup z riesenia ulohy 28 a). Pri hladani polo-
meru modrej kruznice moZeme vyuZit, Ze priesecnik priamky p s ¢iernou kruz-
nicou musi lezat aj na modrej kruZnici (pre¢o?). Kontrola presnosti rysovania:
aj druhy priesecnik Ciernej a modrej kruZnice lezi na p.

b) Pozri obr. 55. Najprv ndjdeme os stiimernosti p ako os usecky AB (Cerve-
né Ciary na obr. 55). Potom narysujeme obrazy vrcholov ¢ierneho trojuholnika
v simernosti podla p. Kontrola presnosti rysovania: ak su dve priamky navza-
jom sumerné, tak ich priese¢nik musi lezat na osi stimernosti p.

30. a) Vsetky uvedené usecky si navzajom rovnobezné a rovnako dlhé. Navyse
maju eSte jednu vlastnost, ktorti predchddzajuci opis nevystihuje, je vSak z naSej
predstavy o posunuti zrejma: vSetky spojnice pévodny bod — posunuty bod si
,,v rovnakom smere®. Na opis tejto vlastnosti sa v matematike pouZiva pojem
vektor, my sa uspokojime s pracovnym opisom ,,vSetky spojnice povodny bod —
posunuty bod maji rovnaky azimut®.

b) Pozri obr. 56. Narysovali sme prvi kvapku (horna kvapka na obr. 56), potom
rovnostranny trojuholnik VV'V" tak, aby strana V'V" bola vodorovna (postupne
sme narysovali zvisld priamku z prechadzajicu ,,Spicou kvapky* — bodom V,
dve polpriamky s, ¢ vychadzajice z V, ktoré zvieraju s priamkou z uhol 30°,
a napokon kolmicu k na z, jej priese¢niky s polpriamkami s a # s body V'a V",
vzdialenost k od bodu V zavisi od toho, ako velky chceme trojuholnik VV'V").
Bodmi S, A, B sme viedli rovnobeZzky s VV', na ne sme naniesli od bodov A, S,
B vzdialenost | VV'|, dostali sme tak body S', A', B', pomocou ktorych uz vieme
zostrojit posunutd kvapku. Postup pre tretiu kvapku je obdobny, tlohu tsecky
VV' (urcujuicej smer a velkost posunutia) ma teraz dsecka VV" (ind moznost je
vyuzit zvisld priamku z a zostrojit body S", A", B" ako obrazy bodov S', A', B'
v stimernosti podla z). Poznamenajme eSte, Ze namiesto trojuholnika VV'V" by
nam rovnako dobre posliZil aj niektory z rovnostrannych trojuholnikov AA'A",
BB'B" alebo SS'S".

31. Otocit obrazok o 0° znamena vdbec s nim nepohnut (teda kazdy bod kresby
zostane na svojom mieste). Keby sme v opise rotacnej symetrie pripustili aj
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otocenie o 0°, vyhovoval by takejto podmienke kazdy obrazok — pretoZe kazda
kresba otocend o 0° sa iste zhoduje sama so sebou. Podobna dvaha plati pre
otoCenie 0 360°.
360°
32. a) O uhol 5
bok (teda napr. o — 144°, 0 432°, ...). Otazke zo zadania vyhovuji aj odpovede

= 72° uhol — 72° alebo o ich Tubovolny celo¢iselny néso-

,0 0°, tie vSak pre nas nie su zaujimavé (pozri tlohu 31).
b) O uhol 3630
zaporny) nasobok. VSetky tieto velkosti vyjadruje zépis ,,k - 120°, kde k je celé
Cislo* (tedak=0,+ 1, £2, ...).

¢) k- 72°, kde k je celé cislo,

d) k- 90°, kde k je celé Cislo,

e) k- 60°, kde k je celé cislo.

33. Velkost uhla oto¢enia ma kazdy z uhlov BSB' a ASA' a vo vSeobecnosti kaz-
dy uhol XSX', kde X je nejaky bod povodného titvaru a X' zodpovedajuci bod
oto¢eného utvaru. Tato velkost ma teda aj uhol CSC', ktory na obr. 40 nie je
vyznaceny (zmenSilo by to prehladnost obrazka).

35. Vsetkych pit ,,Spicov‘ utvaru z obr. 42 leZi na kruZnici, ktorej stredom je
hladany stred otacania. Ak pozname aspoii tri body danej kruZnice (my ich po-
zname az pit), vieme jej stred ndjst postupom znazornenym na obr. 1 na s. 56.
36. Kresby d) a e), pre ktoré jeden z uhlov v rieseni tlohy 32 bol 180°.

37. a) S je stred useCky AA'.

b) Usecky AS, BS, CS predizime na dvojndsobne dlhé tsecky AA', BB', CC' tak,
aby stredom kazdej z nich bol bod S.

c) Ak A a B st dva rozne body, tak S je stred tsecky AB. Ak A aj B oznacuje ten
isty bod, tak S =A = B.

38. Najprv najdeme stred simernosti S ako stred Gse¢ky AX. Dalej postupujeme
ako v rieSeni tlohy 37 b).

40. Pozri obr. 57.

41. Hladan4 kruznica [ sa dotyka kruZnice k v bode E, preto

e jej stred L musi lezat na priamke SE (pretoZe bod, v ktorom sa dotykaja dve
kruZnice, lezi na spojnici ich stredov),

e priamka f — ktora je dotyCnicou kruZnice k v bode E — je sucasne aj dotyCni-
cou kruznice [. DalSou doty&nicou kruZnice [ je priamka p. Preto stred L hlada-
nej kruznice [ musi mat rovnakd vzdialenost od priamok 7 a p, musi teda lezat
na osi uhla, ktorého ramend vytvaraju priamky ¢, p.

Preto L musi byt priese¢nik priamok SE a osi o.

43. Cervené body na obr. 58, 59 st dané (body A, B, D st uréené rozpitim obld-
ka a jeho vySkou), ¢isla oznacuju poradie krokov konStrukcie.

a) Pozri obr. 58. 1, 2 Narysujeme oblik kruZnice so stredom S, a polomerom S,A
od bodu A po priesecnik s iseckou AD (to je bod T z obr. 46); 3, 4 Narysujeme
priamku S,7 a ndjdeme jej priesenik s priamkou, ktord je rovnobeZna s AB
a prechddza bodom D (tento priesecnik je stred S,); 5 Narysujeme oblik kruZzni-
ce so stredom S, od bodu 7 po bod D. Tak narysujeme lavu Cast oslieho chrbta.
Pravu ¢ast moZeme rysovat sibezne (teda po narysovani dolného lavého obli-
ka, kym méame eSte kruZidlo nastavené na velkost jeho polomeru, narysujeme
hned aj pravy dolny obluk, a po lavom hornom obliku narysujeme pravy horny
obluk).

b) Pozri obr. 59. Stred S, ndjdeme ako priesec¢nik osi tsecky AT s priamkou
AB (pretoze trojuholnik ATS, je rovnoramenny so zakladiiou AT a bod S, lezi
na priamke AB). Ked pozname stred S,, mdZeme dalej postupovat rovnako ako
v tlohe 42 a.

44. a) Ak maja kruZnice so stredom S, a S, rovnaky polomer, musi bod 7 le-

= 120° alebo jeho Tubovolny celodiselny (nulovy, kladny alebo

Obr. 56
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S, D &,
T
A S, C 5
Obr. 60

Zat v strede tsecky AD. Toto tvrdenie je intuitivne zrejmé, uvedieme vSak aj
forméalne zdovodnenie. Trojuholniky AS, 7T a DS,T st zhodné (vieme, Ze su po-
dobné, teraz navyse predpokladame, 7e|S,A| = |S,D|, teda dve navzijom si
zodpovedajiice strany tychto podobnych trojuholnikov maji rovnakd dizku),
preto |AT| = |DT|. Ked pozniame polohu bodu 7, mdzeme osli chrbat rysovat
postupom zndzornenym na obr. 59.

b) Pozri obr. 60. Polomer vsetkych Styroch kruznic je Stvrtina rozpitia AB (teda
polovica vySky CD), S, je stred tsecky AC, tsecky 5,5, a CD st rovnobezné
(teda S, je presne nad ).

45. Polomer dolného obliika (so stredom §,) musi byt rovnaky ako vyska oblu-
ka. Preto stred S, bude lezat na tiseCke AB, jeho vzdialenost od A sa bude rovnat
vyske oslieho chrbta (ktora je dand). Ak pozname rozpitie oslieho chrbta, jeho
vysku a stred jednej z kruznic, vieme ho zostrojit (dloha 43 a)). Z konStrukcie
tieZ vidno, Ze takyto oblik mozno skonstruovat len vtedy, ked dany pomer jeho
vysky k rozpitiu je mensi ako 1 : 2.
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6 TALESOVA KRUZNICA

V predchadzajicej kapitole sme ukéazali, ako moZzno pri rieSeni konstrukénych dloh vyu-
zit mnoZiny bodov s danymi vlastnostami. Jednou z takych mnoZin je aj Talesova kruzni-
ca. Na odvodenie jej vlastnosti a typické priklady pouZitia sa pozrieme v prvej Casti tejto
kapitoly. V dalSej — nepovinnej — Casti sa budeme zaoberat vSeobecnej$im tvrdenim —
vztahom medzi stredovym a obvodovym uhlom v kruZnici. To stivisi s dalSou uZito¢nou
mnozinou bodov — s bodmi, z ktorych vidno tisecku pod danym uhlom. V zavere kapito-
ly sa zaujemca dozvie, ako mozno takito mnoZinu vyuZit v nAmornej navigacii.

6.1 Talesova kruznica

Pripometime Talesovu vetu (ktorti sme pouZili v rieSeni ulohy 1 nas. 10— 11):

Ak AB je priemer kruznice k a X je bod leZiaci na k rozny od A, B,
tak uhol AXB je pravy.

Mozno ju sformulovat aj takto:

7 kazdého bodu kruznice ks Priemerom AB

V suvislosti s touto vlastnosfou sa kruznica k oznacuje ako Talesova kruznica. V nasle-
dujicom texte budeme Tdlesovou kruznicou nad tiseckou AB nazyvat kruznicu k s prie-
merom AB, z ktorej su vynechané body A, B. (Pod akym uhlom vidno tsecku AB z bodov
AaB?)

Niektoré uvahy o Talesovej kruznici sme robili uz v ucebnici pre prvy ro¢nik. Teraz ich
zopakujeme a pozrieme sa na vlastnosti Talesovej kruZnice trocha ddkladnejsie.

DokAz TALESOVE]J VETY

ULOHA

1. a) Zdbévodnite tvrdenie: Trojuholniky ASC C
a BSC (S je stred kruznice k, pozri obr. 1)
su rovnoramenné.
b) Oznacme a a  velkosti uhlov ASC a BSC.
Vypocitajte velkosti uhlov ACS a BCS. A
c) Vysvetlite, ako z tohto vypoctu vyplyva, Ze
uhol ACB je pravy.

Obr. 1

. d
okrem bodov A a B, vidno tsetku AB P°

6.1 TALESOVA KRUZNICA

6.2 OBvopovy
A STREDOVY UHOL

6.3 DALSIE ULOHY

Q-
gno® 9

f

TALESOVA KRUZNICA
NAD USEC¢Kou AB
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Obr. 2

=
=
=
=
=

NA PRVY POHLAD BY SA MOHLO ZDAT, ZE
ZDOVODNENIE Z OBR. 2 NEMA S UVAHAMI

Z ULOHY 1 VELA SPOLOCNEHO. NIE JE TO
VSAK PRAVDA: UVAHY Z ULOHY 1 SU SKRYTE
AJ V OBR. 2. POTREBUJEME ICH TOTIZ

NA DOKAZ TVRDENIA, KTORE V ZDOVODNENI
NA OBR. 2 VYUZIVAME: AK SU UHLOPRIECKY
STVORUHOLNIKA ADBC ROVNAKO DLHE

A NAVZAJOM SA ROZPOLUJU, TAK

ADBC JE OBDLZNKK.

Existuje aj nazornejSie zdévodnenie Talesovej vety: ak polomer CS pre-
diZzime na priemer CD, dostaneme Stvoruholnik ADBC, ktorého uhlo-
priecky AB a CD sui rovnako dlhé a navzajom sa rozpoluji. Z tejto vlast-
nosti vyplyva, ze ADBC je obdiznik. V fiom st vietky uhly, teda aj uhol
ACB, pravé.

Ulohou 1 sme overili, Ze z kazdého bodu Télesovej kruznice nad Gseckou
AB vidno tsecku AB pod uhlom 90°. Otazka je, Ci tito vlastnost maju len
body Talesovej kruznice, alebo ¢i v rovine existuju eSte nejaké dalSie body,
z ktorych AB vidno pod pravym uhlom. Pripomefime, Ze tto informéaciu
sme potrebovali napr. v druhom rieseni tlohy 1 na s. 10 (na o sme tuito
informéciu potrebovali?).

RieSenim tloh 2 aZ 4 sa presved¢ime, Ze body leZiace mimo Télesovej kruZz-
nice uZ tuto vlastnost nemaju. Inak povedané: ak nejaky bod tuto vlastnost
ma4, tak musi leZat na Talesovej kruznici nad useCkou AB.

INE BODY V ROVINE UZ TUTO VLASTNOST NEMAJU

Pri zd6vodiiovani tejto odpovede ndim pomdze obr. 3. Narysujeme polpriamku s krajnym
bodom B pretinajucu kruZnicu k v bode 7. Ak sa bod C bude pohybovat po polpriamke
BT smerom od bodu B, bude sa uhol BAC zvic¢Sovat (toto si rozmyslite).

Obr. 3

ULOHY

2. Ako sa pri tomto pohybe bodu C (pozri obr. 3) bude menit velkost uhla ACB ?
Svoju odpoved zddvodnite.

Z TALESOVEJ VETY VIEME, ZE AK SA PRI SVOJOM POHYBE BOD C DOSTANE DO BoDU T (POzRI OBR. 3), BUDE UHOL ACB PRAVY.

3. Aku velkost bude mat uhol ACB, ak bod C bude
a) vnutri usecky BT?
b) na polpriamke BT, ale mimo usecky BT'?
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ULOHA Z RIESENIA ULOHY 3 vypLYvA: USECKU

4. 7d6vodni dend denie. Diskutuite ties 4 aky hl AB vIDNO POD UHLOM 90° IBA Z BODOV
. ovodnite uvedené tvrdenie. Diskutujte tiez o tom, pod akym uhlom TALESOVEJ KRUZNICE. Z BODOV, KTORE

vidno usecku AB_ ‘ LEZIA VNUTRI KRUZNICE k, VIDNO AB POD
a) z bodov leziacich vnutri usecky AB TUPYM UHLOM, Z BODOV LEZIACICH MIMO
b) z bodov leZiacich na priamke AB, ale mimo tsecky AB. KRUHU OHRANIGENEHO KRUZNICOU k,

VIDNO AB POD OSTRYM UHLOM.

113

Nase doterajSie zistenia mdzeme vyslovit ,,v rei‘ mnoZiny bodov s danou vlastnostou:

Talesova kruznica naq Useckou AR je mnozina 5

\IéGthCh bodov Z ktorv .. mg() :

» < Klorych dse&ku AB vidno pod uhlo
S TALESOVOU VETOU SUVISi AJ ZOBRAZENY POSTUP HLADANIA STREDU KRUHU. NA KRUH PRILOZIME
OBDLZNIKOVY PAPIER ALEBO OBALKU TAK, ABY JEDEN ROH LEZAL NA KRUZNICI (POZRI OBRAZOK). NAJDEME
PRIESEGNIKY OKRAJOV PAPIERA S KRUZNICOU. ICH SPOJUNICA JE PRIEMER KRUHU, TEN ROZPOLIME. INA MOZNOST
JE UROBIT TENTO POSTUP DVAKRAT ZA SEBOU. PRIESEGNIK NAJDENYCH PRIEMEROV JE HLADANY STRED KRUHU.

TYPICKE POUZITIE TALESOVEJ VETY — KONSTRUKCIA DOTYCNICE KU KRUZNICI

Z BODU LEZIACEHO MIMO KRUZNICE

Dana je kruznica k so stredom § a bod D, ktory leZi mimo kruhu ohrani¢eného
touto kruznicou (obr. 4). Ulohou je skonstruovat doty¢nicu ku kruZnici k pre- x
chéadzajicu bodom D.

Euklidovska konstrukcia je zaloZena na znamom poznatku: ak 7 leZi na kruz-
nici k, tak priamka DT je dotyCnica kruZnice k prave vtedy, ked je uhol STD
pravy (nacrtnite si obrazok a rozmyslite si to). Ak teda chceme n4jst dotyCni-
cu kruZnice k prechadzajicu bodom D, potrebujeme na kruZznici k néjst bod

T, pre ktory sa | < STD| = 90°. Obr. 4

ULOHA

5. Na zéaklade tohto poznatku navrhnite euklidovsku konstrukciu dotyc¢nice ku kruznici
k prechadzajicej bodom D.

Tato euklidovski konStrukciu pouZiva vicSina ludi nanajvys v Skole. Len ¢o sa dostant
z dohladu ucitelov matematiky, postupuji inak: skusmo prikladaji pravitko tak dlho, kym
nendjdu podla nich td spravnu polohu, v ktorej pravitko prechadza cez D a dotyka sa k. V na-
sledujticej tlohe nds bude zaujimat, akd presnost dokazete tymto postupom dosiahnut.

ULOHA

6. Narysujte polkruznicu — Cast kruZnice k s ¢o najva¢sim polomerom tak, aby jej stred S
este lezal na papieri, na ktory rysujete. Bod S vyznacte (budete ho potrebovat). Na papieri
zvolte niekolko rdznych bodov D leZiacich mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou k.

a) Opisanym skusmym postupom narysujte kazdym z tychto bodov dotyc¢nicu ku
k a vyznacte bod T, ktory pokladate za bod jej dotyku s k.

b) Potom narysujte ¢o najpresnejSie Talesovu kruZnicu kg, nad useckou SD.

Teraz mozete porovnavat vysledky skusmej a euklidovskej konstrukcie: ¢im blizsie

k vami vyznacenému bodu 7 bude leZat priesecnik kruZnic k a kg, tym viac sa zho-

duje vysledok tychto dvoch rdéznych postupov. Diskutujte o vysledkoch, ku ktorym

ste porovnanim dospeli.




TALESOVA KRUZNICA

S IS AT TALESOVA KRUZNICA A KONSTRUKCIE TROJUHOLNIKOV

SME SA STRETLI NAPR Talesovu kruznicu mozno vyuzit pri konstrukciach trojuholnikov, v ktorych poznime
V RIESENi ULOHY 1 stranu (napr. a), vySku na niektort dalSiu stranu (napr. v,) a eSte nejaky dalsi prvok (napr.
NA s. 10. ODPORUCAME stranu c).

JU AKO INSPIRACIU PRI

RIESEN{ ULOHY 7. ULOHA

7. Zostrojte trojuholnik ABC, v ktorom
a) a=10,v,=3,v.=4,
b) ¢=13,v, =11, v, =12.

Skontrolujte, ¢i ste sa pri konStrukcii nedopustili chyby, o ktorej sme hovorili v poznam-
ke za druhym rieSenim dlohy 1 nas. 11.

6.2 Obvodovy a stredovy uhol

Télesova veta je Specidlny pripad vSeobecnejsieho vztahu medzi stredovym a obvodo-
vym uhlom v kruznici. Tomu sa budeme venovat v tejto nepovinnej Casti.

Pojmy obvodovy a stredovy uhol st vysvetlené na obr. 5. Vztah medzi ich velkostami
je sformulovany uz v Euklidovych Zakladoch: Ak stredovy uhol oblika kruZnice KL
ma velkost a, tak vSetky obvodové uhly prislichajice k tomuto obliku maji velkost

% (pozri obr. 6).

setky obvodove uhly oblika x7, Majti rovnaky velkost uhla.

polovicu velkosti stredoven©

obvodové uhly
obluka KL

stredovy uhol
obluka KL

!

Stredovy uhol oblika KL kruznice k je uhol KSL (S je stred kruZnice k, obluk KL lezi vnitri tohto stredového
uhla).

!

!

!

Obvodovy uhol prislichajici k obliku KL kruznice k je kazdy uhol KML, kde M je bod kruznice k leZiaci
mimo oblika KL.

!

!



TALESOVA KRUZNICA

V tlohach 8 az 13 skontrolujeme platnost tohto tvrdenia.

Zacneme najjednoduchSim pripadom: stred S kruZnice k leZi vnutri obvodového uhla
KML (pozri obr. 7, bod N je priesec¢nik priamky MS s kruznicou k). VyuZijeme, Ze troju-
holniky KSM a LSM st rovnoramenné (preco st rovnoramenné?).

ULOHA

8. a) Skontrolujte, Ze pre uhly o, o, B;, B, na obr. 7 plati: a, = 23, a, = 23,.
b) Vysvetlite, ako z toho vyplyva uvedené tvrdenie o obvodovom a stredovom uhle.
c) Skontrolujte, Ze takto mozno tvrdenie o obvodovom a stredovom uhle dokazat aj
v Specidlnom pripade, ked tsecka KM prechidza stredom S kruznice (obr. 8).

Zostava eSte dokazat tvrdenie o obvodovom a stredovom uhle pre pripad, Ze bod S leZi
mimo uhla KML (pozri obr. 9). Na tomto dokaze mo6Zeme predviest dva typické spdsoby
uvaZovania v matematike.

Prvy spdsob: ak sa nieo osvedcilo predtym, preco to nevyskusat aj teraz? V tlohe 8 a)
sme vyuZzivali vlastnosti rovnoramennych trojuholnikov. Pozrime sa, ¢i sa tak da postu-
povat aj v pripade zndzornenom na obr. 9.

ULOHA

9. Pokuste sa dokédzat vztah medzi stredovym a obvodovym uhlom na obr. 9 pomocou
vhodnej dvojice rovnoramennych trojuholnikov.

Inou moznostou je vyuZit uz predtym dokédzané tvrdenia. Tak postupoval pri dokaze
vztahu medzi obvodovym a stredovym uhlom na obr. 9 Euklides. Myslienka jeho po-
stupu je znazornena na obr. 10. Euklides vyuZil, Ze uZ pozna vztah medzi stredovym
a obvodovym uhlom k obliku NK (Cerveny) aj k obliku NL (zeleny), pretoZe bod S lezi
na ramene prislu§nych obvodovych uhlov (touto polohou sme sa zaoberali v tlohe 8 c).
Zo vztahov platnych pre obliky NL a NK odvodil vztah medzi stredovym a obvodovym
uhlom k obliku KL (modry).

ULOHA

10. Vysvetlite tento Euklidov dokaz.

PRvY PRiPAD —
OBVODOVY UHOL JE OSTRY

>
=
<
h

Obr. 7

<

Obr. 8

>
h
=<

Obr. 9

e

Obr. 10
Dokaz z Euklidovych Zdkladov.

modré pre oblitk KL, zelené pre obliik NL, cervené pre obliik NK.

Obliiciky rovnakej farby zndzornuju zodpovedajiice si dvojice stredovy uhol — obvodovy uhol:

3
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DRUHY PRiPAD —
OBVODOVY UHOL JE TUPY

Obr. 12

o +7 = 360°
B +90°+ 8+ 90° = 360°
(stcet uhlov v §tvoruholniku KMLN)
=20

V naSich doterajSich tvahach sme oblik na obr. 7 az 10 kreslili kratsi ako polkruz-
nica — teda jeho stredovy uhol bol mensi ako 180°. Mali by sme preto skontrolovat,
¢i tvrdenie o vztahu medzi stredovym a obvodovym uhlom plati aj pre obliky so
mozZnosti. Jednou z nich je skontrolovat, ¢i tvahy, ktoré sme pouZili pre oblik kratsi
ako polkruZnica, platia aj pre dlhSie obluky. Predvedieme si to na dvahe z rieSenia
ulohy 8 a).

ULOHA

11. Skontrolujte, Ze pouzitim rovnakych tvah ako v rieseni tlohy 8 a) mozno aj
pre uhly a,, o, B;, B, zndzornené na obrazku 11 dokazat rovnosti a, = 2,

o, = 2B,.

Podobne mdZeme skontrolovat, Ze aj uvahy, ktoré sme pouzili pri rieSeni dloh
8 ¢) a 9, platia rovnako pre stredové uhly vicSie ako 180°. Tak bude dokéazané, Ze
vztah medzi velkostou stredového a obvodového uhla plati pre Tubovolny oblik
kruZnice.

Ind moznost, ako overit platnost tohto vztahu pre stredové uhly vicsie ako 180° (ked uz
ju mame overenu pre stredové uhly do 180°), ukdZzeme v tlohe 13. Pomdze nam pritom
Talesova veta.

ULOHA

12. Skontrolujte, zZe Talesova veta je Specidlny pripad vztahu medzi stredovym
a obvodovym uhlom (aku velkost ma v tomto pripade stredovy uhol?).

Odvodenie vztahu medzi stredovym uhlom o oblika KNL a obvodovym uhlom KML je

naznacené na obr. 12. Bod N je zvoleny tak, aby MN bol priemer kruZnice. Pri odvodeni

vyuzijeme tieto poznatky:

(1) sacet uhlov a ay je 360°,

(2) sacet uhlov v Stvoruholniku KMLN je 360°, pritom uhly pri vrcholoch K a L (vyzna-
¢ené zelenou farbou) su pravé,

(3) uhol y je dvojnasobok uhla .

ULOHA

13. a) Skontrolujte spravnost uvedenych tvrdeni.
b) Vysvetlite, ako z nich moZno odvodit, Ze uhol a je dvojndsobok uhla 3.

Poznatok o vztahu medzi stredovym a obvodovym uhlom, ktory sme odvodzovali v tlo-
hach 8 az 13, moZno sformulovat aj takto (pozri obr. 13):
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Obr. 13

Zo vsetkych bodov ¢erveného obliika kruZnice vidime tisecku KL pod uhlom .
Prvy obrdzok je pre ostry uhol B, druhy pre uhol B = 90° (Tdlesova veta), treti pre tupy uhol p.

KoONSTRUKCIA OBLUKA, Z KTOREHO VIDNO USECKU POD DANYM UHLOM

ULOHY

14. Dana je usecka KL. Opiste konStrukciu obluka kruZnice, z ktorého vidno tuto tsec-
ku pod uhlom a) 50°, b) 90°, c) 140°.

15. a) Skontrolujte spravnost nasledujiceho postupu konstrukcie oblika, z ktorého vid-
no usecku KL pod uhlom 50°.
1. Narysujeme polpriamku p s krajnym bodom K, ktord zviera s tseckou KL
uhol 50°.
2.V bode K narysujeme kolmicu & na p.
3. Narysujeme priamku r, ktord je osou usecky KL.
4. Priese¢nik priamok k a r je stred S hladaného kruZnicového oblika.
5. Narysujeme kruznicovy oblik so stredom S a krajnymi bodmi K a L, ktory lezi
na opacnej strane od KL ako polpriamka p.
b) Zistite, ¢i opisany postup zostane spravny, ak uhol 50° nahradime tupym uhlom,
napr. 140°. Svoju odpoved zdovodnite.

Na zéaklade naSich doterajsich poznatkov vieme zostrojit dva obliky kruZnice, z ktorych
vidno usecku KL pod uhlom 50° (pozri obr. 14): jeden z nich — so stredom S, — leZi nad
touto dseckou, druhy — so stredom S, — pod fiou. Usecku KL vidno pod uhlom 50° z kaz-
dého bodu tychto dvoch oblikov okrem bodov K a L. (Pod akym uhlom vidno dsecku
KL zbodov KalL?)

TENTO POSTUP POCHADZA
Z 3. KNIHY EuKLIDOVYCH
ZAKLADOV.

40°_40° ‘

K L K L K e L 40° 402

Obr. 14

aby stredovy uhol KS,L mal velkost 2 - 50° = 100°).

Dva obliiky, 7 ktorych vidno tisecku KL pod uhlom 50° (velkost uhlov pri vicholoch K a L treba zvolit tak,
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ExisTuJu ESTE DALSIE
BODY, Z KTORYCH VIDNO
USECKU KL POD

UHLOM 50°?

N,

=i

V tlohach 2 az 4 na s. 42 — 43 sme ukazali, Ze vSetky body, z ktorych vidno usecku AB
pod uhlom 90°, leZia na Talesovej kruZnici tejto usecky. Teda iba z Talesovej kruznice nad
useCkou AB vidno tito tsecku bod uhlom 90°. Rovnakym spdsobom mozno zddvodnit, Ze
usecku KL vidno pod uhlom 50° iba z ¢erveno vyznacenych bodov na obr. 14 vpravo.

ULOHA

16. Na obr. 15 su dva kruZznicové obliky z obr. 14. Zopakujte tvahy z uloh 2 az 4
a zdovodnite tak, Ze okrem bodov tychto oblikov v rovine uz neexistuju dalsSie
body, z ktorych vidno tsecku KL pod uhlom 50°.

Nase doterajsie zistenia z tloh 8 azZ 16 mozno zhrnit ,,v re¢i* mnoZiny bodov s danymi
vlastnostami, pozri obr. 16. Tento obrazok dostaneme, ak ku kazdému kruZnicovému
obluku na obr. 13 doplnime oblik s nim sumerny podla priamky KL.

Pouzitie tychto mnoZin bodov s danymi vlastnostami predvedieme v tlohach 17 a 20.

ostrym uhlom

pravym uhlom
(Talesova kruznica)

tupym uhlom §

Obr. 16

C
/b%
A B

Obr. 17

OBVODOVY UHOL A KONSTRUKCIA TROJUHOLNIKA
Chceme skonstruovat trojuholnik ABC, v ktorom pozname dizky strany b, vysky v,
a velkost uhla B. Z nac¢rtu na obr. 17 vyplyva, Ze tise¢ku AC (ktorej dizku pozname)
vidime z bodu B pod uhlom B (aj jeho velkost pozname). O bode B mame teda dve
informaécie:
e vieme, pod akym uhlom z neho vidno usecku AC
Preto B musi lezat v mnoZine tych bodov, z ktorych tsecku AC vidno pod uhlom 3
(tato mnoZina sa sklada z dvoch kruZnicovych oblukov k,, k,, pozri obr. 16).
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e poznime jeho vzdialenost od priamky AC (tou je dizka vysky v,).
Preto B musi patrit do mnoZiny tych bodov, ktorych vzdialenost od priamky AB je v,
(z rieSenia ulohy 1 na s. 8 vieme, Ze touto mnoZinou je dvojica priamok p,, p, rovno-
beznych s AB, z ktorych kaZzda mé od AB vzdialenost v, ).

ULOHA

17. Dokoncite toto rieSenie. Potom opiSte postup konstrukcie trojuholnika ABC, v kto-
romb=4cm,v,=3cm, 3 =42°

6.3 Dalsie tlohy

KONSTRUKCIA DOTYCNICE BEZ POUZITIA TALESOVEJ KRUZNICE

V 3. knihe Euklidovych Zakladov najdeme postup konsStrukcie dotyc¢nice, ktory nevy-
uZiva Talesovu kruZnicu. Dana je kruZnica k so stredom S a bod D, ktory leZi zvonka
kruznice k. Postup konStrukcie doty¢nice ku kruZnici k prechadzajicej bodom D:

1. Narysujeme tsecku SD, jej priesecnik s k oznacime E.

2. Narysujeme kruznicu [/ so stredom § prechidzajicu bodom D.

3.V bode E narysujeme kolmicu na SD, jej priesecnik s / oznac¢ime G.

4. Narysujeme usecku SG, jej priese¢nik s k ozna¢ime H.

5. Priamka DH je hladan4 doty¢nica ku kruZnici k prechddzajica bodom D.

ULOHA

18. a) SkonStruujte podla tohto postupu dotycnicu ku kruznici k prechadzajicu bo-
dom D leZiacim zvonka tejto kruZnice (ziskate tak obrazok, ktory moZete vyuzit
v Casti b) tejto dlohy).
b) Zddvodnite spravnost tejto konstrukcie.

NAVIGACIA A SNELLIOVA ULOHA

Jedna z tdloh pobreznej navigécie je urcit svoju polohu na mori, ak vieme zistit azimut
k niekolkym bodom, ktorych polohu na mape pozndme (majak, nejaky vyrazny bod na
pobreZi, napr. veza kostola).

Jednou z moZnosti je zmerat azimut na dva zndme body. Na zdklade toho vieme rysova-
nim na mape urcit svoju polohu.

KruZidlo a pravitko na
obraze Rembrandta van
Rijn Stavitel lodi a jeho

Zena (1633).

ULOHA

19. Zistili ste, Ze zemepisny azimut na majak C je 52°,
zemepisny azimut na vezu A je 320° (pozri obr. 18,
smer na sever je zvislo nahor).

a) Opiste, ako z tychto udajov urcite vaSu polohu na
mape.

b) Zvolte v zoSite body A, C tak, aby ich poloha pri-
blizne zodpovedala polohe bodov A, C na obrazku
a rysovanim urcite vasu polohu.

Obr. 18

Prakticka realizacia tohto postupu je o Cosi komplikovanejsia. Strelka kompasu, ktorym
zistujeme azimut, totiZ neukazuje smer k zemepisnému severu, ale k severnému magne-




TALESOVA KRUZNICA

tickému pélu. Aby sme z uhla zmeraného kompasom — magnetické-

zemepisny ho azimutu — zistili zemepisny azimut, potrebujeme poznat velkost
sever magneticky magnetickej deklindcie — uhla medzi zemepisnym a magnetickym se-
, sever verom. Magnetickd deklindcia nadobida na r6znych miestach zeme
: ' r6zne hodnoty, tie sa navySe ¢asom menia.
| /
|
: Z’mgl?mckd ‘,"; Postup, ktory pouZijeme v nasledujicej ulohe sa tejto komplikacii
:+ klindcig 4 vyhyba, pretoZe nevyZaduje tidaj o magnetickej deklinécii. Staci po-
i ™ znat uhly, pod ktorymi vidime usecky AB a BC.

e~
|
|
/ 2
" % b,/ ULOHA
v »

20. Kompasom zmerany (teda magneticky) azimut na vezu A je
317°, na kostolnu vezu B je 359°, na majak C je 49°.
a) Pod akymi uhlami vidime tsecky AB a BC?

SZ .
&

Vasu polohu na mape moZete teraz urcit ako priesecnik dvoch

kruznicovych oblikov — jedného, z ktorého vidno pod kon-

£ Stantnym uhlom tsecku AB, a druhého, z ktorého vidno pod

: konStantnym uhlom tdsecku BC.

b) Zvolte v zosite body A, B, C tak, aby ich poloha pribliZzne
zodpovedala polohe bodov A, B, C na obrdzku a rysova-
nim urcite vasu polohu.

J ¢) Rieste rovnaku tlohu pre trojicu azimutov 195° (veza A)

— 150° (kostolna veza B) — 130° (majak C).

Postup opisany v tlohe 20 ako prvy v novoveku pouzil Ho-
landan Willebrord Snellius (Willebrord Snel van Royen).
Urcil tak vzdialenost svojho leidenského domu od troch
vyznacnych budov v Leidene: radnice a dvoch kostolov.
Vypocet bol stucastou velkého Snelliovho projektu — me-
rania Zeme pomocou triangulacie — ktory opisal v knihe
Eratosthenes Batavus (Holandsky Eratostenes) z r. 1617.
Willebrord Snellius je dnes znamy najméd vdaka zdkonu
o lome svetla pri prechode z jedného prostredia do druhého
WILLEBRORD SNELLIUS (napr. zo vzduchu do vody), ktory mé jeho meno.

1580 — 1626

I I

ULOHA 20 VYJADRENA MATEMATICKY:

DANE su Boby A, B, C. NAJDITE BoD D TAK, ABY UHLY ADB A BDC MALI V TOMTO PORADI VELKOSTI oL A 3.

Z TAKTO SFORMULOVANEHO ZADANIA NIJAKO NEVIDNO, ZE SA ZA NiM SKRYVA PROBLEM Z REALNEHO SVETA. CISTA MATEMATIKA SA
ZAOBERA RIESENIM TAKTO ABSTRAKTNE FORMULOVANYCH ULOH — POUZITE PROSTRIEDKY SU PRITOM ROVNAKE PRE ULOHU, KTORA MA SVOJ
POVOD V NEJAKOM REALNOM PROBLEME, AJ PRE VYMYSLENU HADANKU. KEBY SME SA VSAK PRI VYUCOVANI SUSTREDILI LEN NA RIESENIE
PROBLEMOV V TAKEJTO MATEMATICKEJ PODOBE, PRIPRAVILI BY SME SA O DOLEZITY ROZMER MATEMATIKY (A JEDEN ZO ZDROJOV JEJ
ROZVOJA). TYM JE APLIKACIA MATEMATIKY — JEJ ROZNE POUZITIA OD RIESENIA JEDNODUCHYCH OTAZOK Z BEZNEHO ZIVOTA

AZ PO PROBLEMY VZNIKAJUCE V ROZNYCH OBLASTIACH VEDY A TECHNIKY.
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1.a) Useéky AS, BS a CS maju rovnaku dizku, pretoZe st kg
to polomery kruZnice k.

b) Sucet uhlov v trojuholniku ACS je 180° a uhly ACS
a ASC maji rovnaku velkost. Preto o + 2 - | CACS| =180°,

180° —
odtial |< ACS| = ———%

2
180° —
Podobne plati | < BCS| = —B.

2
¢) Uhol ACB je stucet uhlov ACS a BCS, preto
=180°
180° — 180° — 360° — (o +
< acp] < BT =a 180 -p_360-Gp)
_180° 90°
===

(pri vypocte sme vyuZili, Ze sucet a + 3 je 180°).

2. So zvic¢Sovanim vzdialenosti bodov C a B sa uhol ACB
zmenSuje. Zdovodnenie:

V trojuholniku ABC je sicet uhlov 180°, preto | <C ACB| =
=180° - | <L ABC| - | < BAC|. Pritom velkost uhla ABC
(pri vrchole B) sa pri pohybe bodu C nemeni, velkost
uhla BAC (pri vrchole A) sa zvicSuje. Preto sa velkost
uhla ACB musi zmenSovat.

ostry. Vyplyva to z odpovede na tlohu 2.

4. Ak zvolime Tubovolny bod C leziaci mimo priamky
AB, tak m6Zeme narysovat polpriamku BC s krajnym bo-
dom B. Z rieSenia uloh 2 a 3 vieme, Ze uhol, pod ktorym

z bodu C vidno tsecku AB, je d
e tupy, ak C lezi vnutri kruhu ohrani¢eného kruznicou %, k
) .. . RN o P,
e pravy, ak C lezi na Talesovej kruZnici nad useckou A A
AB 32 : L 8
e ostry, ak C lezi mimo kruhu ohrani¢eného kruznicou k. M 4 \
Ak Clezi vnutri tisecky AB, vidno z neho tiito usecku pod E
uhlom 180°. Ak C leZi na priamke AB, ale mimo tsecky B : 10 c
AB, tak z neho tuto dsecku vidno pod uhlom 0°. 3 4
5. SkonStruujeme stred dsecky SD a narysujeme kruZnicu '
e s D < Co T v ‘o A A h
sp S priemerom SD. Jej priesecnik s kruznicou k oznaci 4 P,
me 7. Hladana dotyc¢nica je priamka DT.
Pri rysovani zistime, Ze existuji dva body, ktoré sme Obr: 21 ¢

v postupe oznacili 7. Na obr. 19 sme ich oznacili T, T,.
Kazdému z nich zodpoved4 jedna z dvoch doty¢nic — Cer-
venych priamok ¢,, #,.)

7. a) Zname velkosti st farebne vyznacené na obr. 20.

Pomocou Talesovej kruznice (kruznica k na obr. 21)

zostrojime najprv pravouhly trojuholnik PBC. Vrchol

A musi leZat

e na priamke BP (priamKy d, e na obr. 21),

e vo vzdialenosti v, = 3 od priamky BC, teda na jednej
z dvoch priamok g, & na obr. 21 (farby pouZité na obr.
21 zodpovedaju farbam znamych velkosti z obr. 20)

Ako priese¢niky dostaneme Styri body A, az A,, ktorym

zodpovedaji $tyri trojuholniky (obr. 22). Vietky spiiiaji

podmienky zadania (skontrolujte to). Trojuholniky A,BC

a A;BC atakisto A,BC a A,BC su nepriamo stimerné.
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b) Zname dizky st vyznacené na obr. 23 Cervenou. Trojuholniky
ABX a ABY su pravouhlé, preto body X a Y lezia na Talesovej kruz-
nici k£ nad tseckou AB. Bod X nijdeme ako priesecnik kruznice
k s kruZnicou m (stred A, polomer v,), bod Y ako priese¢nik kruzni-
ce k s kruZnicou n (stred B, polomer v,). Ked pozndme body X a ¥,
najdeme vrchol C ako priesecnik AY a BX.

8.a) SK, SM a SL su polomery kruZnice, preto st trojuholniky KSM
a LSM rovnoramenné. Stucet uhlov v trojuholniku je 180° a v troj-
uholniku KSM maja uhly pri vrcholoch K a M rovnaku velkost,
preto | << KSM| = 180° — 2p,.

Sucasne | << KSM| + | < KSN| =180°.Z tychto dvoch rovnosti vy-
plyva a, = | << KSN| = 2B,. Rovnost a, = 2, sa dokaZe rovnako.
b) | << KSL| = o, + a, = 2B, + 2B, = 2(B, + B,) = 2| << KML|.

9. Vyuzijeme rovnoramenné trojuholniky KSM a LSM (obr. 24)
a rovnosti a; = 180° — 23, (trojuholnik LSM), a, = 180° — 2B,
(trojuholnik KSM). Potom

| <CKSL| = o, — a; = (180° — 2B,) — (180° — 2B,) = 2(B, — B,) =

= 2| << KML)|.

10. Vieme, Ze plati | < NSK| =2 - | << NMK| (Eervené obluciky),

| << NSL| =2 - | <X NML)| (zelené oblu¢iky). Potom

|<<KSL| = |<C NSL| — | << NSK| =2 - | < NML| -2 - | < NMK| =
modry zeleny cerveny

=2(|< NML| - |< NMK|)=2- | << KML|

12. Pomocou obvodového a stredového uhla mozno Télesovu vetu
sformulovat takto: Ak ma stredovy uhol velkost 180°, tak obvodo-
vy uhol ma velkost 90° (pozri tiez obr. 13).

M 3) (@5

13.b) o =360° —y =360°-26 =

=360°-2-(360°-90°-90°-B) =2

(¢islo nad znakom = oznacuje, ktory z poznatkov uvedenych pred

ulohou 13 sme pouZili).

14. b) Dva obluky (ak KL bude vodorovn4, tak jeden z nich leZi nad

KL a druhy pod KL) vytvoria kruznicu, ktorej priemerom je KL.

Usecku KL vidno pod uhlom 90° zo vietkych bodov tejto kruZnice

okrem bodov K a L.

¢) Narysujeme

1. rovnoramenny trojuholnik KLS, v ktorom uhly pri vrcholoch
K a L majua velkost 50° (potom | <C KSL| = 180° — 2 - 50° = 80°,
jeho doplnok do 360° je 280° = 2 - 140°), S bude stred oblika,
ktory hladame,

2. kruznicu k so stredom S prechadzajicu bodmi KL, kratsi z jej
dvoch oblikov s krajnymi bodmi K a L je obluk, z ktorého vidno
KL pod uhlom 140°.

Opisanou konstrukciou ziskame dva obliky s pozadovanou vlast-

nostou, v kazdej z dvoch polrovin, na ktoré rozdeli rovinu priamka

KL, bude lezat jeden z tychto oblikov.

Iny moZny postup je opisany v tlohe 15 b).

Obr. 25 15. a) Pozri obr. 25. Treba skontrolovat, Ze stredovy uhol KSL

mé velkost 2 - 50°= 100°. Ak p zviera s KL uhol o = 50° a k je

kolméa na p, tak KL a k zvieraji uhol 90° — a (pozri obr. 25).

Potom uhol pri vrchole S v pravouhlom trojuholniku KRS (R je
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stred KL) ma velkost a, a teda stredovy uhol KSL mé velkost
2.

b) Opisany postup vedie k spravnemu vysledku aj pre tupé uhly
a. Ak p a KL zvieraju tupy uhol a (pozri obr. 26), tak k a KL zvie-
raji uhol a — 90°. Potom | < KSR| = 180° — a, ateda | << KSL| =
=2 | < KSR| = 360° — .. Preto zeleny obliik so stredom S a kraj-
nymi bodmi K, L, ktory leZi na opac¢nu stranu od KL ako polpriam-
ka p (obr. 27), tvoria vrcholy obvodovych uhlov zodpovedajice
stredovému uhlu 2a.

17. Bod B nijdeme ako priesecnik niektorej z priamok p,, p,
s niektorym z kruZnicovych oblikov &, k,.

Postup konstrukcie (v krokoch 2 a 3 konstruujeme kruZnicové ob-
luky k, a k,, teda mnoZinu vSetkych bodov, z ktorych vidno tusecku
pod uhlom 42°, pozri dlohu 14):

pozndmky
1. Narysujeme tsecku AC,
|AC| = 4 cm.
2. Narysujeme rovnoramenny troj- Bod S teda ndjdeme

uholnik ACS, v ktorom maji
vnutorné uhly pri vrcholoch A a C
velkost 48° (potom bude mat stre-
dovy uhol ASC velkost 84°, ¢o je
dvojnasobok velkosti B = 42°).

ako priesecnik priamok
AX a BY takych, 7e
uhly XAC a YCA maju
velkost 48°, také body
S existuju dva, oznaci-
me ich §,, S,.

3. Narysujeme kruznicovy obluk & so
stredom S, polomerom SA a kraj-
nymi bodmi A, C tak, aby lezal na
tej istej strane od AC ako stred S —
matematickd formulécia: obluk
s krajnymi bodmi A, C a bod S le-
Zia v tej istej z dvoch polrovin, na
ktoré rovinu rozdeluje
priamka AC.

Kedze body S st dva,
budu aj dva kruznicové
obliky, oznac¢ime ich
ky, k,.

4. Narysujeme priamku p, ktora
je rovnobeznd s AC a ma od nej
vzdialenost v, = 3 cm,

Existuju dve také
priamky, ozna¢ime ich
P> D2

5. Bod B je priese¢nik kruZnicového
obluka k a priamky p.

V naSom pripade teda
hladdme prieseCniky
kysppkyspykyspy,
k, s p,.

18. a) Pozri obr. 28 (rysovanim dostaneme dva r6zne body ozna-
¢ené v postupe pismenom G — na obrazku sme ich oznacili G,, G,,
podobne dostaneme dva body H).

b) Bod H lezi na kruZnici k, preto DH je dotyCnica ku k prave vtedy,
ked uhol SHD je pravy. Trojuholniky SHD a SEG su zhodné (podla
vety sus — strany SE a SH maji rovnaki diZku, takisto strany SD a SG
a uhol pri vrchole S je spolo¢ny), pritom trojuholnik SEG ma pravy
uhol pri vrchole E. Preto je pravy aj uhol SHD, teda SH L DH.

Obr. 28
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19. Pozri obr. 29

20. a) Pozri obr. 30.

b) Pozri obr. 31. Usecku AB vidno pod uhlom 42° zo vietkych bodov zeleného oblika k, so stredom S, (stredovy uhol
AS,B ma velkost 2 - 42° = 84°), tiseCku BC vidno pod uhlom 50° z bodov ¢erveného obluika k, so stredom S,.

Druhy obluk leziaci nad tseckou BC, z ktorého vidno tito tsecku tieZ pod uhlom 50° (porovnaj s obr. 14), nas nezauji-
ma, pretoZe z nameranych azimutov vidno, Ze hladana poloha je pod iseckami AB, BC (preco?), podobne nés nezaujima
ani druhy obluk, z ktorého vidno AB pod uhlom 42°.

¢) V tomto pripade leZi hladana poloha nad iseckami AB a BC.

Obr. 29 Obr. 30

Obr. 31
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7 STYRI VYZNACNE PRIESECNIKY
V TROJUHOLNIKU

Za Styri vyznacné priesecniky v trojuholniku sa pokladaju stred kruZnice trojuholniku
opisanej, stred kruznice do trojuholnika vpisanej, priesecnik vysok a tazisko. VSetky su-
visia s mnoZinami bodov s danymi vlastnostami alebo konstrukénymi dlohami: pri dva-
hach o existencii prvych troch vyuZzijeme zdkladné mnoziny bodov, ktoré sme spominali
v kapitole 5 — os tsecky a os uhla. Vlastnosti taZiska vyuzijeme pri rieSeni niektorych
konStrukénych dloh.

7.1 Osl STRAN A 0SI
UHLOV
V TROJUHOLNIKU
7.2 PRIESECNIK VYSOK
TROJUHOLNIKA
(ORTOCENTRUM)
7.3 TAZNICE A TAZISKO
7.4 DALSIE ULOHY

7.1 Osi stran a osi uhlov v trojuholniku

Jednou z konstrukcii, v ktorych sa vyuziva os usecky, je hladanie stredu kruZnicového
oblika. Obcas sa totiZ mdZeme ocitnit v situdcii, Ze v uZ narysovanej kruznici nie je
vyznaceny stred, ktorého polohu vSak z nejakého dévodu potrebujeme poznat.

NA HLADANIE STREDU
KRUHU MAJU REMESELNICI
SPECIALNY NASTROJ

(JE ZALOZENY NA PODOBNEJ
MYSLIENKE AKO NASA
KONSTRUKCIA).

UZ z TOHO VIDNO, ZE JE
TO PROBLEM, S KTORYM

SA MOZNO STRETNUT
NIELEN V ZBIERKACH ULOH

Z MATEMATIKY.

HrADAME STRED KRUZNICOVEHO OBLUKA

So zakladnou myslienkou tejto konstrukcie sme sa stretli uz v tlohe 6 na s. 13: ak body

A, B lezia na kruZnici k, tak stred S tejto kruZnice leZina .......... AB.

ULOHA
1. Dopliite chybajuci text v predchddzajicej vete. Zdovodnite platnost tvrdenia, ktoré
tak dostanete.
Toto tvrdenie plati pre [ubovolnud dvojicu bodov leZiacich na kruZnici. Vyjadrené pomo-
cou pojmu tetiva kruznice (= spojnica dvoch bodov leZiacich na kruZnici):
\

o ©°

)
Dobre si rozmyslite, ¢i je vam tato formulécia jasna. _
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|

IR IR e | e |

ULOHA

2. Na zdklade tohto poznatku navrhnite euklidovskd konStrukciu stredu kruznice
(alebo kruZnicového oblika) k. Svoj navrh potom porovnajte s konstrukciou zna-
zornenou na obr. 1.

Euklidovska konstrukcia stredu oblika kruznice k (s pev-
ne nastavenym rozovretim kruZzidla, teda obluky a, b, ¢, d
maju rovnaky polomer). Body A, D volime ¢o najdalej od
seba (zvysi sa tym presnost vysledku). Bod B (stred ob-
luka b) je priesecnik oblikov k, a, podobne bod C (stred
obluka c) je prieseénik oblikov k, d. Konstrukcia vSak
zostane spravna aj v pripade, Ze za B a C zvolime iné
body nez priesecniky k s oblikmi a, d (preco?).

Obr. 1

KAZDOU TROJICOU BODOV NELEZIACICH NA JEDNEJ PRIAMKE JE URCENA NEJAKA KRUZNICA
Z.vah, ktoré sme pouzili pri hladani stredu kruZnicového oblika, vyplyva toto — pomer-
ne zrejmé — tvrdenie: Pre kazdé tri body A, B, C, ktoré neleZia na priamke, vieme najst
kruZnicu, ktord nimi prechadza. Inak vyjadrené: kazdou trojicou bodov, ktoré neleZia na
jednej priamke, je urc¢ena nejaka kruznica.

ULOHA

3. Doplite chybajuce Casti v nasledujucom texte zdovodnenia uvedeného tvrdenia:
Os usecky AB (oznacme ju t) a os usecky BC (oznaéme ju u) nie st rovnobez-

né, pretoze .......... . Preto sa priamky u, ¢ pretinaji v jednom bode (oznacme

ho §). Bod S

e lezi na osi usecky AB, preto od neho maji body .......... rovnakd vzdialenost
(oznac¢me tato vzdialenost r),

e lezi na osi usecky BC, preto .......... Pritom vzdialenost |BS| = .......... , preto aj
|CS| = .......... :

Z toho vyplyva, Ze vSetky tri body A, B, C maji rovnakd vzdialenost r od bodu

.......... , preto musia lezat na kruznici so stredom .......... a polomerom .......... .

KRUZNICA TROJUHOLNIKU OPISANA
Pripomeiite si najprv dve tvrdenia, ktoré ste dokézali v tlohach 1 a 3:
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ULOHA i ¥ v
| OLous priesenik os sirén a kruzric?

4. Vysvetlite, ako sdvisia tvrdenia (A) a (B) s nasledujucimi tvrde- trojuholniky opisana

niami o kruZnici trojuholniku opisane;j:
KaZzdému trojuholniku mozno opisat kruZnicu. ©)
V kaZdom trojuholniku sa osi strdn
pretinaju v jednom bode. (D)
Stred kruZnice trojuholniku opisanej
Jje priesecnik osi jeho strdn. (E)

KRUZNICA DO TROJUHOLNIKA VPISANA

Z rieSenia uloh 3 a 4 vyplyva, Ze v kazdom trojuholniku ABC existuje bod, ktory ma rov-
naku vzdialenost od vSetkych troch vrcholov A, B, C — tento bod je stred kruZnice opisa-
nej trojuholniku ABC. Podobnymi tivahami mozno dokazat aj nasledujice tvrdenia.

ULOHY

pr leSecmk 0si uhlov a kruznic®
5. Ukézte, ze v kazdom trojuholniku ABC existuje bod, ktory ma do tro]Uholmk a vpisana
rovnaku vzdialenost od vSetkych troch stran trojuholnika. P

6. Sformulujte tvrdenia podobné tvrdeniam (C), (D) a (E) pre kruz-
nicu vpisanu trojuholniku ABC. Svoje tvrdenia zdovodnite. G

7.2 Priesecnik vysok trojuholnika (ortocentrum)

Na niektoré ddkazy prideme sami, pri niektorych dalSich obdivujeme napad niekoho
iného. Skor do tej druhej skupiny patri dokaz tvrdenia, Ze v kazdom trojuholniku ABC sa
jeho tri vySky musia pretinat v jedinom bode. Na obr. 2 je zndzorneny ddkaz pre pripad
ostrouhlého trojuholnika ABC.

V TOMTO PRIPADE POJEM VYSKA CHAPEME V ZMYSLE PRIAMKA, anik V\'I§0k trojuholn P
BV

PRECHADZAJUCA VRCHOLOM TROJUHOLNIKA A KOLMA NA PRIAMKU, pneseC
NA KTOREJ LEZI PROTILAHLA STRANA TROJUHOLNIKA (UISTITE SA, CI TEJTO
FORMULACII ROZUMIETE). KEBY SME TU VYSKU NECHAPALI AKO PRIAMKU
(ALE IBA AKO USECKU), NEMOHLI BY SME TVRDIT, ZE VYSKY V TUPOUHLOM
TROJUHOLNIKU SA PRETINAJU V JEDINOM BODE (POZRI RIESENIE ULOHY 8).
VSIMNITE SI, ZE VYSKA AKO PRIAMKA JE UZ TRETI VYZNAM POJMU VYSKA
V TROJUHOLNiKU. DALSIE DVA SU
® VYSKA AKO CISLO

(TEDA VZDIALENOST VRCHOLU TROJUHOLNIKA OD PRIAMKY,

NA KTOREJ LEZ/ PROTILAHLA STRANA TROJUHOLNIKA), A

. . Obr. 2
¢ VYSKA AK,OV USECKA ) Ak kaZdym vrcholom trojuholnika ABC vedieme rovnobeZku
(NAPR. VYSKA NA STRANU AB v TROJUHOLNIKU ABC JE

e ) ; ! s protilahlou stranou tohto trojuholnika, vznikne novy
USECKA, KTORA JE KOLMA NA PRIAMKU AB, PRICOM JEDEN

) - ) ; trojuholnik A'B'C". Vysky povodného trojuholnika ABC sa
JEJ KRAJNY BOD LEZi NA PRIAMKE A B, DRUHYM KRAJNYM zhodujii s osami strdn nového trojuholnika A'B'C'.
BODOM JE VRCHOL ()
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10]0)5)'¢

7. a) Ukézte, Ze bod C je stred strany A'B' (pozri obr. 2). Plati podobné tvrdenie aj
pre body A, B ?
b) Vysvetlite, ako z Casti a) vyplyva, Ze vySka na stranu AB v trojuholniku ABC je
totozna s osou strany A'B' v trojuholniku A'B'C".
c) Vysvetlite, ako z Casti b) vyplyva tvrdenie: vSetky tri vysky trojuholnika ABC
sa pretinaju v jednom bode.

8. Na obr. 2 sme zndzornili situdciu pre ostrouhly trojuholnik.
SKONTROLUJTE SI PRESNOST SVOJHO RYSOVANIA! Narysujte podobny obrazok pre tupouhly trojuholnik.

PRETLI SA NA VASOM OBRAZKU VSETKY TRI VYSKY Potom diskutujte o tom, ¢i aj v pripade tupouhlého trojuholnika
V JEDINOM BODE? zostanu v platnosti Uvahy z tlohy 7.

Uvahy, ktoré sme pouzili v predchadzajicich dlohéach, platia pre kazdy trojuholnik. St
vSak zbyto¢ne zloZité, ak chceme existenciu priesecnika vySok dokazat len pre nejaky
Specidlny pripad — napriklad v pravouhlom alebo rovnoramennom trojuholniku.

ULOHA

9. Diskutujte o tom, ako ¢o najjednoduchsie dokézat, ze
a) v pravouhlom trojuholniku
b) v rovnhoramennom trojuholniku
sa vSetky tri vySky pretinaji v jednom bode.

7.3 TazZnice a taZisko

Poslednym zo spominanych Styroch vyznacnych priese¢nikov v trojuholniku je taZisko —
bod, v ktorom sa pretinaju vSetky tri taZnice (pripomeiime, Ze taZnica je spojnica vrcholu
trojuholnika so stredom protilahlej strany).

C

Vsetky tri tg3n;
ich d'vaZdu Z nich deli na dve ¢ast,
IZky su \ pomere 1 o

Body X, Y, Z sii stredy strdn BC, AC a AB.
Usecky AX, BY a CZ sii taznice trojuholnika
ABC, ich priesecnik T je taZisko.

Obrazkami 3 az 5 a dlohou 10 si pripomenieme tvrdenie, Ze tazisko rozdeluje kazdu
z taznic v pomere 1 : 2, aj dokaz, Ze taZnice sa skutocne pretni v jednom bode. Doplnenie
chybajucich Casti textu v tlohe 10 prenechidvame na vas — preverite si tak, ¢i zdovodne-
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C C
X %
Y Y
A A A
Obr. 3 Obr. 4 Obr. 5 Ixv| 1
X, Y su stredy stran BC, AC, T, AYXC ~AABC, AXYT, ~ AABT,, pricom =—,
Je priesecnik taznic AX a BY lyx| 1 |AB] 2
pretoYXllABa—=— |XT | 1 |yT,| 1
|AB| 2 preto plati aj ~——~ = —a-—~ = —
laT,| 2 BTl 2

ULOHA

10. Dopliite chybajice Casti textu v nasledujicom zddvodneni a uistite sa v diskusii, ¢i
st vam jednotlivé tvrdenia jasné.
Trojuholnik YXC (na obr. 4 modry) je podobny trojuholniku ABC, koeficient podob-

nosti je % (uhol pri vrchole C je v obidvoch trojuholnikoch rovnaky a dizky stran

YC a CX su polovicou diZok stréan .......... Ao ). Preto
e uhly CYXa.......... st rovnaké, teda priamky AB a YX st rovnobeZné,
e dizky stran trojuholnika YXC st polovi¢né v porovnani s dizkami strén trojuhol-
nika .......... , teda 7| 1 “
lAB] 2

Trojuholniky ABT, a XYT, (na obr. 5 zeleny a Cerveny) su podobné — zhoduju sa
vo vSetkych troch uhloch: < BAT, a < YXT je dvojica striedavych uhlov pri rovno-
bezkach AB a YX, preto | < BAT, | = |« YXT, |, rovnako moZno zddvodnit rovnost
.......... = .......... . Rozmery trojuholnika XY7 st teda vSetky rovnakym nasobkom

zodpovedajucich rozmerov trojuholnika .......... . Z (*) uz vieme, Ze dizka strany
XY je o dizky zodpovedajicej strany AB. Preto aj dizky stréan YT, a XT,
musia byt .......... dizok zodpovedajucich stran BT, a AT,. To znamend, Ze bod

T, deli kazdu z taznic AX a BY v pomere 1 : 2 (pricom dlh$i je vzdy usek medzi
vrcholom a bodom T)).

Ak teraz oznac¢ime T, napr. prieseCnik taznic 7, a , tak zopakovanim predchadzajicich
uvah zistime, Ze bod T, rozdeluje obidve tieto taZznice v pomere .......... . Teda taZnicu
t,rozdeluje v pomere 1 : 2 bod 7, aj bod T5,. Preto plati 7', = T,. To znamena, Ze vSetky
tri taZnice sa pretinaju v jedinom bode.

7.4 DalSie dlohy

V nasledujucej ulohe si vyskuSate konStrukcie, o ktorych sme hovorili v tejto ka-
pitole: budete rysovat taznice, vysky, osi stran a hladat stred kruznice danej tromi
bodmi. Aby toto rysovanie prinieslo aj iny GzZitok, neZ len puhe precvicenie jedno-
duchych konstrukcii, narysovany obrazok vyuzZijeme na overenie dvoch zaujima-

vych tvrdeni o trojuholnikoch. Tie stuvisia s pojmami Eulerova priamka a kruZnica
deviatich bodov. E
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ULOHA

11. a) Na cisty papier formatu A4 narysujte trojuholnik ABC, ktory nie je pravouhly
ani rovnoramenny (trojuholnik zvolte dostatocne velky, aby ste mohli rysovat
¢o najpresnejsie).

V tomto trojuholniku skonstruujte
e priesecnik vySok V,
o tazisko T,
e stred K opisanej kruZnice.
Na rysovanie pravych uhlov pouzite pravitko s ryskou, osi uhlov a stran kon-
Struujte pomocou kruzidla.
b) Pri dostatocne presnom rysovani zistite, Ze body V, T a K lezia na jednej
priamke.

TATO PRIAMKA SA NAZYVA EULEROVA PRIAMKA TROJUHOLNIKA ABC. TVvRDENIE, ZE BoDY V, T A K LEZIA NA JEDNEJ PRIAMKE, DOKAZAL
LEONHARD EULER v GLANKU Z R. 1765. PRISIEL NAN MIMOCHODOM, PRI RIESEN{ INEJ ULOHY: SKONSTRUOVAT TROJUHOLNIK,
Z KTOREHO JE ZNAMA IBA POLOHA TAZISKA, PRIESECNIKA VYSOK, STREDU OPISANEJ A STREDU VPISANEJ KRUZNICE.

c¢) SkonStruujte kruznicu k, ktord prechadza stredmi stran trojuholnika ABC.
d) Pri dostato¢ne presnom rysovani zistite, Ze
e na tejto kruZnici leZia aj pity vySok trojuholnika ABC (pita vySky v, na
stranu a je priesecnik priamky, na ktorej leZi strana a, s priamkou, na ktorej
lezi vyskav,),
e stredom kruZnice k je stred usecky VK.

KruZnica k je v literatire znama ako
kruznica deviatich bodov — okrem
Siestich bodov, o ktorych sme ho-
vorili v zadani (stredy strdn a pity
vysok) na nej leZia eSte stredy use-
¢iek AV, BV a CV. Zaciatkom 19.
storoia ju nezavisle od seba ob-
javilo viacero matematikov. Podla
jedného z nich — Karla Feuerbacha
(1800 — 1834) — sa niekedy nazyva
aj Feuerbachova kruznica (Feuer-
bach tiez dokazal, Ze kruZnica k sa
zvnutra dotyka kruZnice opisanej
trojuholniku ABC — overte to na
svojom obrazku).

LA
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Kruznica deviatich bodov

Tazisko, stredy kruZnic trojuholniku vpisanej a opisanej alebo priese¢nik vy%ok st zaujimavé tym, Ze sa v nich
pretinaju tri priamky stvisiace s trojuholnikom. Takych bodov existuje viac. V literatire alebo na internete
mozete ndjst napr. Gergonnov, Nagelov, Lemoinov ¢i Napoleonov bod. O tom, kedy sa v jednom bode pretnu
tri priamky, z ktorych kazda prechiadza jednym vrcholom trojuholnika, hovori veta, ktorti v r. 1678 publikoval
taliansky matematik Giovanni Ceva (1647 — 1743).
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STYRI VYZNACNE PRIESECNIKY V TROJUHOLNIKU

GOTICKA ROZETA

Jednou z konstrukcii, s ktorymi sa mo-
Zeme stretnif napr. v gotickej archi-
tektdre, je niekolko mensSich dotyka-
jucich sa kruZnic s rovnakym polome-
rom vpisanych do velkej kruZnice (na
obr. 6 je na obvode kruhového okna
12 menSich dotykajicich sa kruznic).
Goticki architekti boli majstri v pouzi-
vani pravitka a kruZidla, preto — aby
sme boli Stylovi — sa v nasledujicej
ulohe obmedzime iba na tieto dva né-
stroje.

Rozeta (kruhové okno) na zdpadnom prieceli katedrdly v Chartres

. (Franciizsko) z 12. storocia. (Foto: Guillaume Piolle).
ULOHA

12. Do danej kruZnice mame vpisat PRI HLADANI POLOMERU JEDNEJ Z 12 KRUZNIC MOZE POMOCT JEDNODUCHE
12 rovnakych kruznic tak, ako je POZOROVANIE: TATO KRUZNICA JE VPISANA DO ZELENEHO TROJUHOLNIKA NA OBR. 6.
to zndzornené na obr. 6 vpravo SKOR AKO TENTO FAKT VYUZIJETE, DISKUTUJTE O JEHO ZDOVODNENI.

Opiste euklidovski konStrukciu
takejto rozety.

(Ak sa vam pocet 12 kruznic zda
prili$ velky, rozmyslite si najprv
konStrukciu pre mensi pocet,
napr. pre 4 alebo 6 kruZnic.)

_ Goticky vyrezdvany dreveny panel zo 16. st. Na obrdzku vpravo sme
g e zndzornili, ako méZeme spojenim cCasti kruZnic vytvdrat nové tvary.

Trojuholniky a konstrukcné dlohy

Vydatnym zdrojom konstrukénych tloh st konstrukcie trojuholnikov. Ich najcastejsia podoba je skonstru-
ovat trojuholnik, v ktorom pozndme velkosti troch jeho prvkov. Tymito prvkami st niektoré spomedzi stran
a, b, ¢, uhlov a, B, y, vySok v,, v,, v, a taznic ¢, t,, .. S takymito tilohami sme sa uzZ stretli. Trojuholniky,
v ktorych pozname trojice (a, b, ¢), (a, b, V), (a, B, y) ¢i (a, b, o) sme konstruovali v predchadzajiicich roc-
nikoch. Pripady (a, ¢, v,), (a, v,, v,), (¢, v,, V), (b, v;,, B) sme rieSili v tejto ucebnici (tloha 1 na s. 7, tloha
7nas. 44 adloha 17 nas. 49). V tlohach 13 a 14 priddame trojice (a, c, t,) a (t,, t,, t,).

Okrem tychto tzv. nepolohovych tloh, v ktorych urujeme iba velkosti prvkov, teda dizky tse&iek alebo
velkosti uhlov, existuju aj polohové tlohy. V nich st dané niektoré body hladaného trojuholnika, pripadne aj
velkosti niektorych jeho prvkov. Napriklad skonstruovat trojuholnik, ak sii dané jeho vrcholy A, B a taZisko
T, alebo vrcholy A, B, pdita Y vysky na stranu b a velkost uhla .

Niektoré konstrukcie trojuholnikov maju prirodzené pouzitie napr. v zememeracstve (uvidime to v kapitole
9). Ostatné mdéZeme pokladat za hlavolamy na preverenie nasich matematickych schopnosti (skor k tym
druhym moZno zaradit napr. konstrukciu z tlohy 14). Mo6zZe sa vsak stat, Ze dloha, ktora pdsobi dojmom
vymyslenej matematickej hadanky, sa neCakane osved¢i pri rieseni nejakého praktického problému.

1 S VI 1 | A V1 | A A 1
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STYRI VYZNACNE PRIESECNIKY V TROJUHOLNIKU

TAZNICE, TAZISKO A KONSTRUKCIE TROJUHOLNIKOV

V nasledujtcich dvoch konstrukénych tlohach neziadame, aby ste urobili rozbor — teda
objavili myslienku konstrukcie. Td vam prezradime. VaSou ulohou je z tejto myslienky
odvodit postup konstrukcie.

PRVA ULOHA Skonstruujme trojuholnik ABC, v ktorom pozndme d[Zky a, ¢, t, (naobr. 7 a) st vyznacené
cerveno).

Konstrukciu mozno zaloZit na tejto dvahe:

Ak tisecku BS (S je stred strany AC) prediZime na dvojnasobne dlhid tse¢ku BD, budi sa tsecky AC a BD navzidjom
rozpolovat. Preto ABCD bude rovnobeZnik — pozri obr. 7 b). Ten vieme skonStruovat: najprv skonsStruujeme troju-
holnik ABD, pretoZe v iom pozndme vsetky tri strany — pozri obr. 7 c).

D D
C L C
S
a
A A A
Cc
“ B X Obr. 7 B 7 B

ULOHA

13. Opiste konstrukciu trojuholnika ABC, v ktorom pozndte diZky stran a, c a dizku
taZznice t,,.

DRUHA ULOHA Skonstruujme trojuholnik KLM, v ktorom pozndme dlzky vSetkych troch taZnic (zndme
dlZky st na obr. 8 vyznacené Cerveno).

Pri konstrukceii ndm pomoze tato tvaha:
V trojuholniku KTM (na obr. 8 modry, T je taZisko trojuholnika KLM) pozname dizky

stran KT a MT (tie su 2 ra % t,) a dizku taznice na stranu KM (t4 je % t;). Preto tento

trojuholnik vieme skonstruovat postupom z rieSenia tlohy 13. Na najdenie vrcholu L
potom vyuzijeme fakt, Ze bod T lezi v jednej tretine taznice YL, pricom polohu bodov
Y a Tuz pozname (Y je stred strany KM).

ULOHA

14. a) Skontrolujte v diskusii, ¢i vim je uvedena Gvaha jasna.
b) Opiste konstrukciu trojuholnika KLM, v ktorom poznéte dizky taznic #,, 1, t,,.

K Obr: 8

STYRI VYZNACNE PRIESECNIKY V TROJUHOLNIKU — VYSLEDKY

1. (na) osi usecky AB. Zddvodnenie: trojuholnik ASB je rovnoramenny so zdkladiiou AB, preto (dloha 19 na s. 22) vrchol S leZi
na osi usecky AB.

2. Zvolime dve rozne tetivy oblika k a ndjdeme ich osi. Priesecnik tychto osi je hladany stred S obluka k. Kons$trukcia
znazornena na obr. 1 je $pecidlny pripad tohto vieobecného postupu. Specialnost je v tom, Ze dizky obidvoch tetiv AB,



STYRI VYZNACNE PRIESECNIKY V TROJUHOLNIKU — VYSLEDKY

CD volime rovnaké ako polomery kruznicovych oblikov a, b, ¢, d, pomocou ktorych konstruujeme osi tychto tetiv (teda
narysovanim napr. oblika a splnime sicasne dva ciele: narysujeme obluk, ktory potrebujeme pri zostrojeni osi usecky
a sucasne zvolime druhy krajny bod tejto usecky).

3. (pretoze) body A, B, C neleZia na jednej priamke, (maju body) A, B (rovnaku vzdialenost), (preto) od neho maja body
B, C rovnaki vzdialenost, |BS| = r, (preto aj) |CS| = r, (od bodu) S, (so stredom) S (a polomerom) r.

5. Takym bodom (oznaéme ho S) je priese¢nik osi vnutorného uhla pri vrchole A a osi vntitorného uhla pri vrchole B.
Bod S ma rovnaki vzdialenost od stran AB a AC (lebo leZi na osi uhla CAB) a rovnaku vzdialenost od stran BA a BC
(lebo lezi aj na osi uhla ABC). Strana AB sa vyskytuje v prvej (AB, AC) aj v druhej (BA, BC) dvojici, preto S ma rovnaku
vzdialenost od vSetkych troch stran. Z toho, Ze S ma rovnaku vzdialenost od stran AC a BC, vyplyva, Ze S musi lezat aj
na osi uhla BCA. Osi uhlov trojuholnika ABC sa teda pretinaji v jednom bode.

6. V kazdom trojuholniku sa osi uhlov pretinaji v jednom bode S (pozri rieSenie ulohy 5). Ak narysujeme kruZnicu so
stredom S, ktorej polomer sa rovna vzdialenosti S napr. od strany AB, bude priamka AB doty¢nicou tejto kruZnice. To
plati aj pre zvy$né strany trojuholnika ABC. Preto do kazdého trojuholnika moZno vpisat kruZnicu (teda kruZnicu, ktora
sa dotyka vSetkych troch stran trojuholnika). Jej stred S je priese¢nik osi uhlov trojuholnika, jej polomer je vzdialenost
bodu § od ktorejkolvek strany trojuholnika.

7. a) Trojuholniky BA'C, ACB' sti zhodné (toto tvrdenie — ktoré asi Cast z vas bude pokladat za zrejmé — mozno zdovodnit
vetou o zhodnosti usu: uhly BA'C a ACB' majt rovnaku velkost — su to stihlasné uhly pri rovnobeZzkach C'A' a AC, uhly
A'BC, CAB' maju rovnaku velkost — st to suhlasné uhly pri rovnobezkdch BC a B'C", strany BA' a AC maju rovnaku
diZku — to moZno zdovodnit viacerymi spdsobmi, napr. tym, Ze BA'CA je rovnobeZnik). Preto maji strany A'C a CB'
rovnaki dizku, teda C je stred tisetky A'B'.

b) Priamky AB a B'A' st rovnobeZné, preto vySka v, na stranu AB (ktora je na AB kolma) je kolma aj na priamku A'B".
Teda v, je kolma na tseCku A'B' a prechddza jej stredom C (to vieme z tlohy 7 a). Preto v, je os tejto usecky.

¢) Vysky v trojuholniku ABC si osami stran v trojuholniku A'B'C'. O osiach stran uZ vieme (z tloh 3 a 4), Ze sa v kaz-
dom trojuholniku — teda aj v trojuholniku A'B'C" — pretinaji v jednom bode.
8. Pozri obr. 9. Uvahy z tlohy 7 zostand v platnosti, jediny rozdiel bude
v tom, Ze priesecnik vySok trojuholnika ABC (totoZny s priese¢nikom osi
stran trojuholnika A'B'C") nebude lezat vnutri trojuholnika ABC. Prave kvo-
li tejto situédcii sme sa v poznamke na s. 57 dohodli, Ze pojem vyska troj-
uholnika budeme v tejto suvislosti chipat nie ako usecku, ale ako priamku.
Na obr. 9 su vySky ako priamky znazornené bodkovane, ¢ast znadzornena
plnou ¢iarou je vyska ako usecka.

9. b) V rovnoramennom trojuholniku mozno vyuzit, Ze vyska na zakladiu
je sucasne os sumernosti trojuholnika (teda jedna z vySok na rameno troj- B
uholnika je simerna podla tejto osi s vyskou na druhé rameno). obr.9 -

10. ... polovica dizok strin AC a CB ... uhly CYX a CAB ... s dizkami strdn trojuholnika ABC ... rovnost
| << ABT,| = | < XYT,|... trojuholnika ABT, ... polovica ... polovice ... 1 : 2.

12. 1. etapa — konstrukcia polomeru malej kruZnice. SkonStruujeme dva vrcholy (ozna¢me ich A, B) pravidelného Sestuhol-
nika vpisaného do danej kruznice k (konStrukcia je opisana na obr. 18 na s. 20). SkonStruujeme os usecky AB, jej prieseCnik
s k oznac¢ime K (AK je potom strana pravidelného 12-uholnika vpisaného do k). Najdeme os tsecky AK, jej priesecnik s k ozna-
¢ime X,. V bode X, narysujeme doty&nicu ¢ ku kruZnici k. PrediZenim dseciek SA, SK (S je stred kruZnice k) po ich priese¢niky
s doty¢nicou ¢ (oznacme ich A', K') dostaneme zeleny trojuholnik SA'K" z obr. 6. SkonStruujeme os uhla SA'K". Jej priese¢nik
s SX, (SX, je os uhla A'SK") je stred Z malej kruZnice. Jej polomer urcuje usecka ZX,.

2. etapa — rysovanie 12 kruZnic. Dizku AK (strana pravidelného 12-uholnika vpisaného do k) nanesieme od bodu X,
12-krét na obvod kruZnice k. Dostaneme tak body X, aZ X,, — v nich sa budi malé kruZnice dotykat kruZnice k. Kazdy
z tychto bodov spojime so stredom S. Narysujeme kruZnicu [ so stredom § a polomerom SZ (bod Z sme skonStruovali v 1.
etape). Priesecniky / s useckami SX, az SX,, st stredy malych kruznic. Tie teraz uz vieme narysovat, pretoZe pozname
ich stredy aj ich polomer (ten urcuje usecka ZX, ktort sme skonStruovali v 1. etape).

13. Uvéadzame iba jednu z viacerych moznosti: 1. Zostrojime trojuholnik ABD, |AB| = ¢, |AD| = a, |BD| = 21,
2. Bodom D vedieme rovnobeZku p s priamkou AB. 3. Bodom B vedieme rovnobezku ¢ s priamkou AD. 4. Priese¢nik p
a g je vrchol C.

14. b) 1. etapa — skonitruujeme trojuholnik KTM: 1. Narysujeme trojuholnik KTZ, v ktorom |KZ| = %tm, |KT| = %tk,

B'

|77| = %t,. 2. Bodom Z vedieme rovnobezku p s priamkou K7. 3. Bodom 7 vedieme rovnobeZzku g s priamkou ZK.
4. priese¢nik p a g je bod M. 2. etapa — konstrukcia bodu L: 5. Usecku ZT prediZime na dvojnisobne dlhi tise¢ku ZL

(ieda |7L] = |72] = Z0). 63



POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME

8.1 Ako MOZU poMOCT
VYPOCTY
8.2 DALSIE ULoHY

8 POCITAME, KONSTRUUJEME
A RYSUJEME

V predchadzajucich kapitoldch sme sa pri rieSeni kon$trukénych tloh zaobisli prakticky
bez vypoctov. Teraz sa situdcia zmeni a my uvidime, ako mdzu vypocty pomdct v roz-
nych fazach rieSenia konStrukcnej tlohy: pri hladani postupu konstrukcie, pri kontrole
jej spravnosti a pri urCovani poctu rieSeni.

8.1 Ako mo6zu pomaoct vypocty

Na tivod ukdZeme dalSie rieSenie tlohy 1 nas. 7.

ULOHA

1. Narysujte trojuholnik ABC, v ktorom ¢ =5,
v.=2,a =3 (pozri nacrt na obr. 1).

UMYSELNE UVADZAME UZ TRETIE RIESENIE TEJ ISTEJ ULOHY (DVE RIESENIA SME UVIEDLI
V KAPITOLE 5). CHCEME TAK PRIPOMENUT, ZE VO VSEOBECNOSTI NEEXISTUJE IBA JEDINE
SPRAVNE RIESENIE NEJAKEHO PROBLEMU. K CIELU MOZE CASTO VIEST AJ INY POSTUP NEZ A
TEN, KTORY NAPADOL VAM. NEZAVRHUJTE PRETO INE POKUSY O RIESENIE LEN PRETO,
ZE SA NEZHODUJU S TYM, KTORY POZNATE VY.

INE RIESENIE ULOHY 1 Z KAPITOLY 5

Od postupu, ktory sme uviedli v druhom rieSeni dlohy 1 nas. 10 (pripomerite si ho, az
potom Citajte dalej), sa bude toto rieSenie liSit iba spdsobom konstrukcie trojuholnika
BCP.

Trojuholnik BCP je pravouhly, pri¢om pozndme dizky prepony BC a odvesny CP.
Vieme preto pomocou Pytagorovej vety vypocitaft dizku strany PB:

|PB| =\Ja? —vZ=9-4=1/5.

V pravouhlom trojuholniku BCP teraz pozniame dizky
vSetkych troch stran (obr. 2). M6Zeme ho preto zostrojit

a

e bud ako trojuholnik, v ktorom pozndme vSetky tri stra- 7 3
ny (v tomto pripade nevyuzijeme informaciu o pravom
uhle pri vrchole P),

e alebo ako trojuholnik, v ktorom pozndme dve strany P Vs B
(PB a PC) a uhol nimi zovrety (teda nevyuZijeme in- Obr 2

formaciu o dizke prepony BC).

PRIPOMENTE SI STRUCNE POSTUP JEDNEJ AJ DRUHEJ KONSTRUKCIE.

Ked uz mame zostrojeny trojuholnik BCP, je zvysSok rieSenia rovnaky ako v rieSeni
ulohy 1 nas. 10.



POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME

V obidvoch konstrukciach trojhuholnika BCP, ktoré sme uviedli v predchadzajicom
rieSeni, sa stretneme s poZiadavkou narysovat tisecku s dizkou \/g (to je dizka strany
PB). Postup rysovania tejto usecky zavisi od toho, ¢i pozadujeme alebo nepozadujeme
euklidovsku konstrukciu. V pripade, Ze nasa konsStrukcia nemusi byt euklidovskd, po-
trebujeme dostatoéne presné meradlo, aby sme tsecku s dizkou \/gy = 2,236... zostrojili
s potrebnou presnostou (pozri tiez text pred ulohou 18 na s. 21). Euklidovskej konS§truk-
cii sa budeme venovat v tlohach 2 a 3.

AKO ZOSTROJIT USECKU DLZKY \/g EUKLIDOVSKYMI PROSTRIEDKAMI?

Na zostrojenie tisecky s dizkou \/g mdZeme pouZit Pytagorovu vetu.

Kedze 5=12+4+22%

sta¢i zostrojit pravouhly trojuholnik s odvesnami dizky 1 a 2. Prepona tohto trojuholnika
bude mat pozadovant dizku /5.

ULOHA

2. Vysvetlite tito mySlienku podrobne. Navrhnite, ako tymto sposobom skonstruovat

tsecky dizok \/10, /34.

Dalou moznostou je pouZitie Euklidovej vety o vySke (pozri obr. 3).

PRIPOMENTE SI EUKLIDOVU VETU O VYSKE A JEJ ODVODENIE ZALOZENE NA PODOBNOSTI PRAVOUHLYCH
TROJUHOLNiIKOV XPZ A ZPY NA 0BR. 3 (PRECO SU PODOBNE?)
V4
Vb
P
X Y
1 b
Obr. 3 Obr. 4
Podla Euklidovej vety o vyske md v pravouhlom Z obr. 3 vyplyva tdto casto
trojuholniku XYZ vyska ZP dlzku pouzivand euklidovskd
|zp| =[|xP| - |¥Pl. konstrukcia isecky s dlzkou \b .

(OpKIAL VIEVE, ZE
TROJUHOLNIK XYZ JE
PRAVOUHLY? USEGKA XY
JE PRIEMER POLKRUZNICE
NA OBRAZKU, PRETO —
PODLA TALESOVEJ VETY —
JE UHOL XZY PRAWY.)

Ak na obr. 3 zvolime a = 1, b = 5, bude mat vyska PZ poZadovani dizku \/g .

ULOHY

3. Opiste a zdovodnite jednotlivé kroky tejto konstrukcie tsecky s dizkou \/g .

4. Potom zhriite cely postup rieSenia dlohy 1 zaloZeny na zostrojeni tsecky dizky \/g
(napr. tak, Ze zapisete postup konstrukcie).

Podobne ako v tdlohe 1, aj v nasledujiicich tlohdch nim pomoze vypocet dizky tsed-
ky. Vdaka nemu dokaZeme v tlohe 5 skontrolovat spravnost konStrukcie, ktord na-
vrhol niekto iny (a ktorej zddvodnenie nepozname) a navrhnit postup konstrukcie
v ulohe 7.




POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME

Z1LATY REZ

Dojem, akym na nés pdsobi umelecké dielo — obraz, socha alebo budova, je ovplyvneny
aj jeho proporciami — pomermi medzi velkostou jednotlivych casti. Jednym z pomerov,
s ktorym sa Casto stretneme v teoretickych pracach o umeni, je zlaty rez.

Il

Niektori historici predpokladaju, Ze zlaty rez poznali uZ matematici z Pytagorovej Skoly (6. st. pred n. 1.). Tento
pomer totiz stivisi s vlastnostami pentagramu — pravidelnej patcipej hviezdy, ktorymi sa pytagorejci zaoberali.
Zlaty rez si nasiel obdivovatelov uvadzajicich mnoZstvo prikladov jeho vyskytu v prirode a pouzitia v ume-
leckych dielach. K viacerym z tychto tvrdeni (vratane dvoch najpopularnejSich: zlaty rez v architektire atén-
skeho chramu bohyne Atény — Partenonu a tvar ulity lodenky Nautilus pompilius) treba vSak pristupovat
s velkou opatrnostou — Casto je v nich prianie otcom myslienky.

oLl

I, )

Konstrukcia na obr. 5 pochadza od gréckeho matematika Heréna
z Alexandrie (asi 10 — asi 75 n. L.). Herén je v $kolskej matemati-
ke zndmy najméd vdaka Her6novmu vzorcu na vypocet obsahu
trojuholnika (pozri ulohu 37 na s. 109).

I, )

C

A 18 B

obr. 5
Bod E rozdeluje tisecku AB na dve casti EB a AE v pomere zlatého rezu.
Trojuholnik ABC je pravouhly, dika AC je polovica 7 AB.
Zeleny oblitk kruZnice md stred C a polomer CA,

/) M VA R 1 | 1 1 1 1 A 1 | B VR

Ulita lodenky Cerveny obliik md stred B a polomer BD.
ZLATYM REZOM Bod E rozdeluje usecku AB na dve Casti EB a AE v pomere zlatého rezu, ak pomer kratSej
ROZDELUJEME USECKU casti k dlhSej je rovnaky ako pomer dlhSej Casti k celej dsecke, t. j.
NA DVE CASTI
|AE| : |EB| = |EB| : |AB]. (%)

KonStrukcia takéhoto bodu E je znidzornend na obr. 5.

Spréavnost tejto konstrukcie skontrolujeme v tlohe 5. Jej ¢ast a) ma dva ciele: skontrolo-
vat, ¢i je vam jasna konStrukcia zndzornend na obr. 5, a preverit, ¢i sa dokdZete vyjadro-
vat dostatocne presne.

ULOHA

5. a) Predstavte si, Ze mate postup tejto konstrukcie opisat telefonicky priatelovi.
Navrhnite vhodni formulaciu na tento ucel.

b) Pomocou rovnosti (*) vypocitajte pomer diZzok :iﬁ: b
¢) Potom vypo¢itajte pomer diZok :iﬁ: na obr. 5. Na zaklade toho skontrolujte

spravnost konStrukcie zlatého rezu znazornenej na obr. 5.
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V predchidzajicom postupe bola dana dizka celej usecky, ktord chceme rozdelit.
Teraz nas bude zaujimat situacia, ked pozname dizku jednej z dvoch jej Casti, ktoré
st v pomere zlatého rezu. V tlohe 6 budeme za znamu pokladat dlhsiu z tychto dvoch
Casti, v ulohe 7 kratSiu z nich.

ULOHY

6. Navrhnite konStrukciu, ktorou k danej isecke EB nijdeme od nej kratSiu tiseCku GB
tak, aby diZzky EB a GB boli v pomere zlatého rezu.
|EBl _ 1++5

1 5 |AE| 2 )
Teda: velkost usecky EB je ———-ndsobok (t. j. priblizne 1,618-nasobok) dlzky
usecky AE. 2
b) Navrhnite konStrukciu, ktorou k danej usecke EB néjdeme usecku AE tak, aby
|EB| _
|AE|

7. a) Skontrolujte, Ze pre dizky dse¢iek AE a EB z obr. 5 plati

platilo

Doteraz sme pocitali dizky tseciek, teraz nas ¢aka vypocet velkosti uhlov.

K JEDNEJ Z DVOCH CGASTI
HLADAME DRUHU

‘\/_CI'SLO
1+V5 618,

SA SPRAVIDLA OZNACUJE @
ALEBO @
(VELKE ALEBO MALE
GRECKE PISMENO Fi)
<« A NAZYVA SA ZLATY REZ

(BOZSKY REZ,

ZLATY PODIEL ALEBO
ZLATY POMER).

PRIPOMENME POJEM, S KTORYM SA STRETNEME V NASLEDUJUCICH ULOHACH: PRAVIDELNY 72-UHOLNIK JE 72-UHOLNIK, V KTOROM MAJU
VSETKY STRANY ROVNAKU DLZKU A MOZNO MU OPISAT KRUZNICU (NA NEJ LEZIA VSETKY JEHO VRCHOLY). PRAVIDELNY
1N-UHOLNIK SA TEDA SKLADA Z 17 ROVNAKYCH ROVNORAMENNYCH TROJUHOLNIKOV, V KTORYCH UHOL OPROTI ZAKLADNI MA VELKOST

o

n

PRAVIDELNY DVANASTUHOLNIK

Na obrazku 6 je zndzornena konStrukcia strany
pravidelného 12-uholnika vpisaného do kruz-
nice. Odportcame, aby ste si konStrukciu pra-
videlného 12-uholnika vychadzajicu z tohto
navodu vyskusali (preverite si tak presnost svoj-
ho rysovania, ale najmai to, ¢i ste ndvod spravne
pochopili).

ULOHA

8. Zddvodnite spravnost konStrukcie strany v H

Obr. 6

strana pravidelného
12-uholnika

pravidelného 12-uholnika na obr. 6.

PRAVIDELNY OSEMUHOLNIK

ULOHA B

9. Skontrolujte spravnost konstrukcie pra-
videlného osemuholnika znazornenej na
obr. 7. (Tato konstrukciu najdeme v spi-
se De mensuris pripisovanom Herénovi
z Alexandrie (asi 10 — asi 75 n. 1.). Dielo
vSak v skuto¢nosti napisal neznamy autor
z neskorSieho obdobia.)

X C

Obr. 7
Z kaZdého zo Styroch vrcholov Stvorca XYZV narysujeme kruZnicu,
ktorej polomer je polovica dizky uhlopriecky stvorca.
Priesecniky kruznicovych obliikov so stranami Stvorca urcuju
vrcholy pravidelného osemuholnika ABCDEFGH.

D Y
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RIESENIE

Osemuholnik ABCDEFGH sa skladd z 6smich
rovnoramennych trojuholnikov ASB, BSC, ...,
GSH, HSA (na obr. 8 modré a ZIté). Ak chceme
dokazat, ze ABCDEFGH je pravidelny osemu-
holnik, treba skontrolovat, Ze tieto trojuholniky
si navzajom zhodné.

Zatial vieme, Ze navzajom zhodné su vsetky
modré trojuholniky na obr. 8 (vSetky maju totiz
rovnaky uhol pri vrchole S — jeho velkost sme
oznacili x) a rovnako tak si zhodné vSetky zIté
trojuholniky (velkost ich uhla pri vrchole S sme
oznacili y). Obr. 8

Staci preto dokazat, Ze modry trojuholnik je zhodny so Zltym. To mdéZeme urobit

dvoma sposobmi:

e prvé rieSenie: skontrolujeme, Ze modry a zIty trojuholnik maju rovnakua velkost
uhla pri vrchole S,
Tato rovnaka velkost musi byt x = y = 45°, pretoZe (pozri obr. 8) plati 4x + 4y = 360°,
t.j.x+y=90°.

e druhé rieSenie: skontrolujeme, Ze modry a ZIty trojuholnik maji rovnaki dizku
zékladne (ktord je stranou osemuholnika ABCDEFGH).

PRVE RIESENIE Skontrolujeme, Ze uhol GSH ma velkost 45°.

NECITAJTE HNED RIESENIE, SNAZTE SA HO OBJAVIT SAMI. AK SA VAM NEDARI, SKUSTE TENTO NAVOD: VELKOST UHLA GSH MOZNO
VYPOCITAT POMOCOU VELKOSTI at, 3 NA OBR. 9. UHOL o POZNATE, POMOCOU NEHO VIETE VYPOCITAT UHOL f.

Modry trojuholnik VSG je rovnoramenny so za- Vv H G Z
kladniou SG (preco?) a uhol pri vrchole V ma vel- o
kost o = 45° (preco?),
180°—a _ 135

2 2
Aj bodkovany trojuholnik HSG je rovnoramenny,
preto v iom uhol pri vrchole S ma velkost

180° —-2B =180° -2 - 67,5° = 45°.

preto B = =67,5°. 27

X Y
Obr. 9

DRUHE RIESENIE Skontrolujeme, Ze isecky HG a GF na obr. 9 maji rovnaku dizku.

AJ TERAZ SKUSTE OBJAVIT POSTUP VYPOCTU SAMI (BUDE TO MOZNO JEDNODUCHSIE, AKO CITAT NAS ZAPIS RIESENIA). V PRIPADE NUDZE
S| POMOZTE NAVODOM: VG JE POLOVICA UHLOPRIECKY STVORCA. PoMocou VG A STRANY STVORCA VYPOCGITAME NAJPRV GZ, POTOM
HG. Dizku GF NAJDEME Z PRAVOUHLEHO TROJUHOLNIKA GZF', v KTOROM POZNAME DLZKY ODVESIEN.

Vypocitame dizky useciek HG, GF
Ak Stvorec VXYZ ma stranu a, tak jeho uhlopriecka VY ma podla Pytagorovej vety

dizku Va? + a* = a\/a.
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\2 G
2

KruZnica na obr. 9 ma teda polomer |VS| =a =
2

a
\% G VA
Potom (pozri obr. 10) H
V2
117 F
S

|GZ|=a—a\/75:a(1_\/_§)’ Obr. 10

2

|HG| =|VZ|—2|GZ|=a—2(a—a\/75)=a\/5—a=a(\/3—l).

Dizku |GF| vypog&itame pomocou Pytagorovej vety z pravouhlého rovnoramenného
trojuholnika GZF:

2

|GF|? :2'|GZ|2:2[(1 (1_\/_25)] =2a2(1—\/5 +% :ZaZ(%—\/E):az(B ~242), PRI UMi(/:_NOVAN[VYRAZU
2

preto (1 - T)NA DRUHU

|GF| =a3- 2\/5 I SME POUZILI VZOREC

(A-B?=A2-2AB + B’

Skontrolujeme, ¢i sa |GF| = |HG| PREA=1,B = \/_E
Treba skontrolovat, ¢i plati 2

a3-2v2=a (N2 -1), tj V3-2y2 =V2 1.

|GF| |HG|

OTAZKA JE, €I BY NESTACILO VYPOCITAT OBIDVE CISLA NA KALKULACKE A TAK ICH POROVNAT. AK TO VYSKUSATE (UROBTE TO),
DOSTANETE DVE ROVNAKE HODNOTY. NAPRIEK TOMU VSAK NEMOZNO LEN NA ZAKLADE TOHO S ISTOTOU TVRDIT, ZE IDE O DVE ROVNAKE
GisLA. DOVOD: KALKULAGKA ZOBRAZI LEN NIEKOLKO PRVYCH CIFIER ZA DESATINNOU CIARKOU. Z TOHO, ZE SA DVE GISLA ZHODUJU

NA TYCHTO ZOBRAZENYCH MIESTACH, ESTE NEVYPLYVA, ZE SA ZHODUJU AJ NA VSETKYCH DALSICH, KTORE UZ KALKULACKA NEZOBRAZI.
NA ZAKLADE TAKEHOTO KALKULACKOVEHO EXPERIMENTU MOZEME TVRDIT LEN TO, ZE DANE GISLA SA LiSIA VELMI MALO.

NA ZDOVODNENIE ICH ROVNOSTI PRETO MUSIME NAJST NEJAKY INY POSTUP.

Cisla na obidvoch stranich rovnosti st kladné, preto sta¢i preverit, ¢i sa rovnaji ich
druhé mocniny (rozmyslite si tito Gvahu):

(\/3 _2\/3)2= 3-24/2, (\/E _ 1)2= 2-242 +1=3-242 OPAT SME POUZILI VZOREC

(A—B)*=A2_2AB + B~.

Z tychto vypoctov vyplyva, Ze diiky |GF| a |HG| su skutoéne rovnaké, a teda osem-
uholnik ABCDEFGH je pravidelny.

V niektorych pripadoch dokdzeme o pocte rieSeni konstrukénej tlohy rozhodnit len na
zaklade narysovaného obrazka. Nie vZdy je vSak len z obrazka zrejmé, ¢i sa dve naryso-
vané kruznice alebo priamka s kruznicou pretinaji, dotykaji alebo vdbec nemaju spo-
lo¢né body. V takom pripade ndm mdZe pomoct vypocet. UkaZzeme si to na nasledujiicej
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ULOHA

N ) 10. Skonstruujte trojuholnik ABC, v ktorom C
ODPORUGAME ROZDELIT SA V TRIEDE NA TRI a) a=8,B=61°b=7
SKUPINY, KAZDA NARYSUJE RIESENIE JEDNEJ b B 8’ B 300’ b B 4’ b o
ULOHY. POROVNAJTE NAVZAJOM SVOJE OBRAZKY ) a=8,B= s

— — o —_
A DISKUTUJTE, CI NA ICH ZAKLADE MOZNO C) a=17, B =59°b=6.
ROZHODNUT O POCTE RIESENI.

RIESENIE

Vo vsetkych troch pripadoch mozno zvolit rovnaky postup konstrukcie:

1. Narysujeme dve polpriamky p, ¢ so spolocnym krajnym bodom B, ktoré zvieraju
uhol f3.

2. Na polpriamke p vyzna&ime bod C tak, aby dse¢ka BC mala dizku a.

3. Narysujeme kruznicu k so stredom C a polomerom b. Jej priesecnik s polpriamkou
t je vrchol A.

Pocet rieseni tejto ulohy zavisi od poctu priesec¢nikov kruz-
nice k a polpriamky 7. Pri rysovani s najvia¢Sou pravdepo-
dobnosfou zistite, Ze len na zaklade obrazka nemozno s is-
totou rozhodnut, ¢i sa k a ¢ pretli v dvoch bodoch, v jednom
bode (teda # je dotyCnica k) alebo sa nepretli vobec.

Pocet priesecnikov kruznice k s polpriamkou ¢ zavisi od
toho, ¢i polomer b kruznice k je mensi, rovnaky alebo vic-
§i ako vzdialenost bodu C od .

RozMYSLITE sI NAJPRV, AKO SUVISI POCET PRIESECNIKOV k A 'S POLOMEROM KRUZNICE k A VZDIALENOSTOU JEJ STREDU OD ¢
(PRIPADNE SI NACRTNITE OBRAZOK), AZ POTOM CITAJTE DALEJ.

Tito vzdialenost — dizku tsecky CT (pozri obr. 11) vieme vypocitat z pravouhlé-
ho trojuholnika TBC, v ktorom pozname uhol B a dizku prepony a. Z rovnosti
ﬂ = sin B dostavame

a |CT| =a-sin B

Vypocitajme tato velkost pre kazdu z troch naSich konstruk¢énych tloh:

a) Prea=8, f=61°dostivame |CcT| =8 - sin 61° = 6,996 957... . Polomer kruZ-

Ak MA -
AR BT B nice k je v tomto pripade b = 7. Vzdialenost bodu C od polpriamky ¢ je mensia

PRESNI, TAK KRUZNICA k

A POLPRIAMKA 7 MAJU DVA ako tento polomer, preto sa k a ¢ pretnt v dvoch bodoch. Existuji teda dva troju-
PRIESECNIKY IBA VTEDY, holniky, ktoré su rieSenim nasej ulohy: jeden ostrouhly, druhy tupouhly, pricom
ked |CT| < b<a. v obidvoch pripadoch sa velkost uhla pri vrchole A bude iba malo liSit od 90°
PRe b > a TOTIZ JEDEN (ako sme na to pri§li?).

Z DVOCH PRIESECNIKOV b) Prea=8,B=230°sa |CT| =8 - sin 30° = 4. Polomer kruZnice k je rovnaky ako

KRUZNICE k A PRIAMKY BT

vzdialenost jej stredu C od polpriamky 7. Preto ¢ a kK maju jediny spolo¢ny bod
LEZI MIMO POLPRIAMKY 7.

(t je doty¢nica kruZnice k) a rieSenim danej dlohy je jediny trojuholnik (ten je
pravouhly, preco?).

¢) Prea=7,B=59° mime |CT| =7 - sin 59° = 6,000 171... . V tomto pripade
b < |CT]|, preto sa kruZnica k nepretina s polpriamkou 7. Uloha teda nema rieSenie.

EXISTUJE AJ INY POSTUP RIESENIA ULOHY 10 ZALOZENY NA VZTAHU MEDZI STREDOVYM A OBVODOVYM UHLOM V KRUZNICI — POZRI
RIESENIE ULOHY 17 NA s. 49. POUZITE TENTO POSTUP NA KONSTRUKCIU TROJUHOLNIKA Z ULOHY 10 a). DISKUTUJTE O TOM,
AKO SA NA VYSLEDKU PREJAVI NASE ZISTENIE, ZE RYSOVANIM JE PRAKTICKY NEMOZNE ZISTIT, KOLKO MA TATO ULOHA RIESENI.
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8.2 Dalsie dlohy

Tri klasické problémy antickej matematiky

1)

Uz v staroveku boli zname tlohy, ktoré odolavali pokusom o rieSenie pomocou euklidovskych konStrukeii.

Slavnu trojicu tvorili

e TRISEKCIA UHLA: k narysovanému uhlu skonstruovat uhol tretinovej velkosti,

e KVADRATURA KRUHU: k narysovanému kruhu skonstruovat $tvorec s rovnakym obsahom,

e ZDVOIJENIE KOCKY: k danej kocke (kocka je dana dizkou svojej hrany) skonStruovat hranu tej kocky,
ktora mé4 dvojnasobny objem.

Az v polovici 19. storocia sa matematikom podarilo dokazat, Ze ani jednu z tychto tiloh nemoZno vyrieSit iba

pomocou euklidovskych konstrukeii.

L

WL L L

Il

S =nr S=a-a

% 0 ? %
—) 3 - —)

V=2

Trisekcia uhla Kvadratira kruhu Zdvojenie kocky

AL
D
=
I

TRISEKCIA UHLA

Na rieSenie tlohy o trisekcii uhla dokazali staroveki grécki matematici navrhnut niekol-
ko konstrukcii (ktoré v§ak nevyhnutne museli vyuZivat aj iné ako euklidovské prostried-
ky — pozri ivodny text). V Ziadnej z nich vSak nepouZzivali meranie, teda postup, ktory by
sa vac¢Sine z nés zdal najprirodzenejsi: zmerat dany uhol, velkost vydelit tromi a naryso-
vat uhol s tretinovou velkostou. Ich snahou totiZ bolo njst rieSenie Cisto geometrickymi
prostriedkami — pomocou priese¢nikov rdznych kriviek alebo priamok.

Jednym z tychto postupov je nasledujica konstrukcia.

ULOHA

11. Rysujte na papier A4 poloZeny ,,nalezato*“.
1. Narysujte ostry uhol, jeho vrchol oznacte D. Narysujte kruznicu so stredom D
a polomerom r, napr. r = 8 cm. Jej priesecniky s ramenami uhla oznacte A a E.
Usecku ED predizte za bod D, jej priese¢nik s kruZnicou oznacte F.
2. (Podstatny krok, ktory siicasne predstavuje neeuklidovskii cast konstrukcie.)
Nastavte pravitko tak, aby prechadzalo bodom A, ryska oznacujuica na pravitku

V ORIGINALNEJ
KONSTRUKCII SA NA HLADKE
PRAVITKO — BEZ ZNACIEK
NA MERANIE VZDIALENOSTI(
— VYZNACILA VELKOST
POLOMERU KRUZNICE
(PRETO SA TENTO

vzdialenost 8 cm bola na kruZnici medzi A a F a ryska oznacujuca O (nulu) bola POSTUP NIEKEDY OPISUJE

na priamke DF zvonka kruZnice. Rétajte s tym, Ze budete musiet chvilku skusat, AKO KONSTRUKCIA

kym sa vam podari pravitko takto nastavit. S OZNAGENYM PRAVITKOM).
3. Ked sa vam to podari, narysujte priamku, jej priese¢nik s ED oznacte C, priesec- ToTO VYZNACENIE V NASOM

nik s kruZnicou oznacte B (druhy priesecnik je A), pozri obr. 12. OPISE ZASTUPUJU RYSKY
4. Zmerajte velkosti uhlov ACE a ADE. Ak ste rysovali presne, bude velkost uhla DI b P

ACE tretina velkosti uhla ADE. Cista 0 A 8.

A
,
C 7 D 18




POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME

Tento postup, ktory vymyslel pravdepodobne Archimedes (asi 287 — asi 212 pred n. L.),
sa zachoval v arabskom odpise:

Ak do kruhu narysujeme tisecku AB a pred[Zime ju tak, Ze BC sa rovnd polomeru kruhu,
a potom C spojime so stredom kruhu, teda s bodom D, a tiito spojnicu predlZime aZ do
bodu E, tak obliik AE je trojndsobok obliika BF.

ULOHA

12. Diskutujte o tom, ako uvedena formulacia stvisi s nasou konstrukciou (pri disku-
sii mdze pomoct obrazok, ktory ste narysovali v tlohe 11).

ARCHIMEDES

STVARNENY MALIAROM
JusepPE DE RIBERA
(1591 - 1652)

Skontrolujme teraz, ¢i je Archimedovo tvrdenie sku-
tocne pravdivé, teda ¢i — bez ohladu na to, ako zvolime
polohu bodov A a B, bude vZdy uhol ADE trojnasob-
kom uhla ACE.

Do obrazka, ktory ste narysovali v tlohe 11, dorysuj-
te usecku BD a tsec¢ku DH rovnobeznu s CA. Velkost
uhla BCF oznacte pismenom d.

ULOHA

13. a) Vypocitajte postupne velkost tychto uhlov
Obr. 13 na obr. 13 (nezabudnite, ze usecky CB, BD
a DA maju rovnaki dizku a CA a DH st rov-
nobezky):
1.BDF, 2.DBA, 3.DAB.
4. ADH, 5.HDE, 6.ADE.
b) Diskutujte, ako z tychto vypoctov vyplyva
pravdivost uvedeného Archimedovho tvrde-

a) < > b) nia a opisanej trisekcie uhla.
rozpitie obluka

<>

vzdialenost stredov kruznic ) )
Obr 14 GOTICKY OBLUK

Typickym znakom gotickej architektiry je lomeny ob-
luk. Ten je tvoreny dvomi oblikmi kruznice. Priamka
spajajuca stredy kruznic tvori zdkladiu oblika.

,.Stihlost* oblika z4visi od toho, ¢ je vzdialenost stre-
dov kruznic mensia (obr. 14 a) alebo vicsia ako rozpi-
tie oblika (obr. 14 b).

Ku klasickym gotickym oblikom patri oblik recto,
v ktorom polomer kruZnice je pit Stvrtin rozpétia ob-
luka.

14. Charakteristické pre oblik recto je, Ze jeho vys-
ka je rovnaka ako jeho rozpitie, teda tento ob-
luk je vpisany do Stvorca. PouZitim Pytagorove;j
vety skontrolujte, Ze je to pravda. Vyuzite sivo

vyznaceny pravouhly trojuholnik na obr. 15.

Obr. 15
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Na obr. 16 st znazornené dve Casto sa vyskytujice
usporiadania prvkov v obliku gotického okna. Aby
nase tvahy neboli prili§ komplikované, si lomené ob-
Iiky na obrazku rovnostranné, t. j. rozpitie oblika je
rovnaké ako polomery kruZnic, ktoré obluk vytvaraju.
(Necitajte dalej, kym si nebudete isti, Ze predchadzaja-
cej vete rozumiete.)

Ak chceme takéto gotické okno narysovat, potrebuje-
me zistit, kde leZi stred kruZnice, ktora je do okna vpi-
sand. Pri vypocte ndm pomdze Pytagorova veta.

Zacneme oknom na obr. 16 a). Nech obidve kruznice
tvoriace jeho lomeny oblik maju polomer napriklad
R = 10. Ozna¢me hladany polomer vpisanej kruznice
r. Potom sivo vyznaceny pravouhly trojuholnik na obr.
17 ma strany dizky 5, r, 10 — r. Ak zapiSeme pre tento
trojuholnik Pytagorovu vetu, dostaneme jednoduchu
rovnicu, z ktorej vieme vypocitat hladany polomer .

ULOHA

15. Skontrolujte, Ze sivo vyznaceny trojuholnik
m4 skutoéne uvedené dizky stran. Vypoditajte
hodnotu r. Na zaklade toho navrhnite konStruk-
ciu kruznice vpisanej do tohto gotického okna.
(SnaZte sa byt Stylovi a navrhnite euklidovsku
konstrukciu.)

K vybave magistra operis — stredovekého stavitela
chrdmov, neodmyslitelne patrili kruZidlo a pravitko.
Pomocou nich rysoval ornamenty vytvdrané z kruzZnic
a ich casti pouzivané najmd pri vyzdobe oblitkov
gotickych okien.

Pozrime sa teraz na okno na obr. 16 b). Opit budeme
predpokladat, Ze kruznice tvoriace jeho oblik maji
polomer R = 10. Obidve menSie kruZnice maji potom
polomer R, = 2,5. Ozna¢me hladany polomer vpisanej
kruZnice r.

Modro vyznaceny trojuholnik ABC na obr. 18 nie je
pravouhly, mozno ho vSak rozdelit na pravouhlé troju-
holniky ADC a BDC (obr. 19). Ak dizku CD vyjadrime
pomocou Pytagorovej vety v obidvoch pravouhlych
trojuholnikoch a tieto dve vyjadrenia ddme do rovnos-
ti, dostaneme rovnicu, z ktorej mdéZeme vypocitat hla-
dany polomer r.

ULOHA

16. Skontrolujte dizky tseciek na obr. 19.
Potom vypocitajte neznamu dizku .

a) Priecelie katedrdly b) katedrdla vo franciizskom
v Spanielskom Burgose, Amiense.

Obr. 16

Stredoveki stavitelia

C
10-r r+2,5
y
A 5 D 25 B
Obr. 18 Obr. 19




POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME

GOTICKY STVORLISTOK

K typickym gotickym ornamentom patri Stvorlistok. Ten na obr. 20 a)
vytvaraju obluky Styroch dotykajicich sa mensich kruZnic vpisanych
do velkej kruznice.

Pri vypocte polomeru mensich vpisanych kruznic ndm pomdZze sivy
trojuholnik na obr. 20 b). DiZky jeho stran vieme vyjadrit pomocou
polomeru velkej kruznice (ktory pokladdme za znamy) a hladaného
polomeru mensej kruzZnice.

-
Obr. 20 a)

Okno so §tvorlistkom, Chiswick (Anglicko). 17. Vypocitajte polomer r vpisanych kruZnic na obr. 20 b). Kvoli
prehladnosti zvolte polomer velkej kruZznice za jednotku
dizky.

Jednu z moznych konstrukcii takéhoto Stvorlistka sme znazornili na

W ~ A

AN

AZN
AN

Obr: 20 b)

dah

NIPAN
GAYER

-
NS/
(N

Obr. 21
Ovdl sa skladd zo Styroch Obr. 22
kruznicovych obliikov. Obrdzkovy ndvod jednej z konstrukcii Stvorlistka.

ULOHA

18. Zdovodnite spravnost konstrukcie na obr. 22.

OVAL A BAROK

Oval patri k charakteristickym tvarom baroka. Nevymysleli ho
sice barokovi architekti, ¢asto ho vSak pouZzivali a dokazali nim
velmi domyselne narabat. Oval vznikne spojenim Styroch kruZni-
covych oblikov, ktoré na seba hladko nadvédzuja. Prvy a treti ob-
Idk (na obr. 21 zelené) maji rovnaky polomer, rovnako tak druhy
a Stvrty oblik (na obrazku cervené). Oval je simerny podla osi

Ovdlna kupola barokového Kostola trinitdrov
(Kostol Najsvdtejsej Trojice) v Bratislave.
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ULOHA
\/ NASLEDUJUCEJ ULOHE

19. a) Lavy zeleny a horny cerveny obluk na seba nadvédzuju v bode A (pozri obr. 21). S SKONTROLUJETE, G
Akd musi byt vzdjomna poloha bodu A a stredov S, a §,, aby obliky na seba | <¢ conSTRUKCIU OVALL
nadviazali hladko (teda aby v mieste prechodu z jedného oblika na druhy ne- | skutocnE POCHOPIL
vznikol Ziadny zlom, pozri tieZ obr. 7 a 8§ na s. 14)?

b) Zvolte stredy S, aZ S, a narysujte oval. Je Styrmi stredmi urceny jediny oval,
alebo mozno ovélov s danymi Styrmi stredmi narysovat viac?

Il

Oval a elipsa

Oval sa Casto zamiena s elipsou. Elipsa je krivka, ktord vznikne —
volne povedané — ak kruZnicu roztiahneme alebo stla¢ime v jednom
smere (pozri obr. 23). l

1 I A | B | R | R

Obr. 23

Na obrdzku 23 vlavo dole je kruZnica. Ak na tomto obrdzku zachovdme
obrdzok 1,5-krdt roztiahneme vo vodorovnom smere), dostaneme elipsu na
obrdzku vpravo dole. Tii isti elipsu dostaneme aj stlacenim kruZnice na
obrdzku hore: vodorovné rozmery zachovdme, kaZdy zvisly zmensime na
dve tretiny.

Z tohto opisu elipsy vidno, Ze do daného obdiznika je vpisana jedi-
nd elipsa: obdiZnik vznikne roztiahnutim tvorca, ktorého strana ma
dizku kratSej strany obdiznika, elipsa vpisana do obdiZnika vznikne
roztiahnutim kruZnice vpisanej do tohto §tvorca. Do obdiznika moz-
no vsak vpisat viacero — dokonca nekonec¢ne vela — r6znych ovalov
(konStrukciu naznacime v tlohe 24). Elipsa sa tplne nezhoduje ani
s jednym z nich, niektoré ovaly sa jej vSak velmi podobaju.

Velky vplyv na rozsirenie ovdlu v obdobi neskorej renesancie a baroka
malo dielo Sedem knih o architektiire (I Sette libri dell‘architettura),
ktoré napisal vyznamny taliansky architekt a teoretik Sebastiano Serlio
(1475 — 1554). V prvej knihe — venovanej geometrii — sii Styri ndvody
na konstrukciu ovdlu. Trojuholniky CAD, CBD, ktoré su zdkladom prvej
konStrukcie (obrdzok 24 a) sii rovnostranné. PouZitie zdkladnych geo-
metrickych ttvarov (trojuholnikov, Stvorcov, kruhov) ako podkladu pre
konstrukcie, ktoré vidno na Serliovych obrdzkoch, bol obliibeny ndstroj
umelcov nielen v renesancii, ale aj v predchddzajiicich a nasledujiicich
obdobiach.

I 1 | RV V| 1 ) VI | 0 e 1 1 1 A R
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OVAL A NAMESTIE sv. PETRA

Stvrta zo Serliovych konstrukcif (obr. 24d), ktort sam Serlio odport-
Ca ako zvlast peknt, sa v praxi pouZzivala pomerne Casto. Vychadzal
z nej aj popredny architekt obdobia baroka Gian Lorenzo Bernini
(1598 — 1680) pri projektovani ndmestia svdtého Petra vo Vatikéne.

ULOHY

20. Vypocitajte pomer Sirky a dizky ovalu skonstruovaného pod-
la Stvrtej zo Serliovych konstrukcii (pozri obr. 25). Potom
skontrolujte, nakolko su s tymto vysledkom v silade rozmery
namestia svitého Petra: 184 m x 240 m.

Pdpez Alexander VII. vraj esSte v deri
svojej volby poZiadal Gian Lorenza
Berniniho o ndvrh novej vipravy ndmestia.
Berniniho projekt sa realizoval v rokoch
1656 — 1667. Kolonddy na ndmesti tvoria
dnes cast Stdtnej hranice medzi Vatikdnom
a Talianskom.

ODPORUCGAME OVERIT SI UVEDENE ROZMERY (MOZETE NAPR.
VYUZIT MOZNOST MERAT VZDIALENOSTI NA SATELITNYCH MAPACH
NA INTERNETE).

OVALNY OBLUK

S ovalom — presnejSie s polovicou ovalu — sa stretneme v ovilnom
obluku. Na obr. 26 je zndzornena Standardnd konStrukcia pouZivana
uz stredovekymi kamenarmi: Rozpitie oblika rozdelime na niekolko
rovnako dlhych Casti (spravidla tri alebo Styri, na obr. 26 st to tri Cas-
ti), dizka jednej ¢asti bude polomer mensieho obliika ovalu. Potom
na zvislej osi simernosti (na obr. 26 ¢iarkovana) zvolime stred obld-

.....

ULOHY

Obr. 26 21. Pripomeiite si stru¢ne postup konstrukcie ovalneho oblika na
obr. 26 (AC je tretina rozpétia AB, bod L zavisi od naSej vol-

by).

STREDOVEKI KAMENARI VOLILI DLZKU KL ROVNAKU AKO ROZPATIE
AB ALEBO JEHO ZLOMOK (NAPR. POLOVICU AB).

22. Vypocitajte pomer vysky oblika k jeho rozpitiu (teda ||I§1;4 |.| )

ak v konStrukcii znadzornenej na obr. 26 za dizku KL zvolime
a) rozpitie AB,

b) polovicu rozpitia AB.

Aby vase vypoéty boli prehladnejsie, zvolte za jednotku diz-
ky dse¢ku CK : |CK| = 1.
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AKO ZAVISI VYSKA OVALNEHO OBLUKA OD POLOHY BODU L

Vyska KM oblika na obr. 26 zavisi od volby bodu L. V tlohe 22
sme vySku KM vypocitali pre dve polohy bodu L, teraz nas zau-
jima vSeobecn4 odpoved: ako tato vyika zdvisi od dizky tsecky
KL.

ULOHA

23. Ak vo vypoctoch z rieSenia ulohy 22 nahradime konkrétnu
dizku tsecky KL premennou x a pre tiito hodnotu x vypoci-
tame vySku KM, bude mat vysledok — vyjadrenie vysky KM
— podobu predpisu funkcie. T4 diZke x priradi vysku KM.
N4jdite predpis tejto funkcie.

Ovdlne obliiky na nddvori miizea
(byvalej nemocnice) Hospital de Santa Cruz,

Toledo (Spanielsko).
AKO SKONSTRUOVAT OVALNY OBLUK S DANYM ROZPATIM
A DANOU VYSKOU
Predpis funkcie, ktory sme nasli v rieSeni tlohy 23, umoziiuje k da-
M

nej vzdialenosti x = | LK | vypocitat vy§ku oblika y = |KM|. Z prak-
tického hladiska je vSak zaujimavejsi opacny problém: dand je vyska
obluka a tlohou je néjst polohu bodu L tak, aby oblik na obr. 26 mal <
tuto pozadovant vysku. V tlohach 24 a 25 budeme hladat ovalny ob-

luk zodpovedajtci konstrukcii na obr. 26, v ktorom je pomer vysky
a rozpitia |kM| : |AB| =2,5 : 6. Inak povedané, budeme konstruo-
vat ovalny obluk, ktory je vpisany do obdiznika s rozmermi 2,5 x 6, A C K D B
pri¢om mensSie kruZnice maji polomer 2 (pozri obr. 27).

Obr. 27
s : . ) Hladdme ovdlny obliik vpisany do modrého
Tato otdzku moZno rieSit viacerymi spdsobmi. Z nich vysku$ame obdlnika (teda najvyssi bod obliika je bod
dva: v dlohe 24 konStrukciu bez pomoci vypoctu, v ulohe 25 kon- M), pricom krajné casti obliika leZia na
Strukciu zaloZenu na vypocte. Cervenych polkruZniciach.

DALSOU MOZNOSTOU JE POSTUP POKUS-OMYL: ZVOLIME NA OSI USEGKY AB NIEKTORY BOD L ZA STRED VAGSEJ KRUZNICE
A SKONSTRUUJEME OVALNY OBLUK. PODLA TOHO, ¢I MA SKONSTRUOVANY OBLUK VYSKU VAGSIU ALEBO MENSIU AKO JE
POZADOVANA HODNOTA 2,5, ZMENIME V DALSOM POKUSE POLOHU BODU L.

M
V prvom rieSeni ndjdeme také vlastnosti hladaného oblika, ktoré
mozno vyuzit pri jeho konstrukcii. V naSom pripade plati (pozri obr.
28): ak bod T na obr. 28 zvolime tak, aby dizka MT bola rovnaka ako P R
polomer AC bo¢ného obluka, tak trojuholnik CLT bude rovnoramen-
ny so zakladiiou CT. Ak pozname polohu bodov C a T, vieme ndjst r
bod L. N C D B
ULOHA L
: T ’ Obr: 28
24. a) Vysvetlite, preco je trojuholnik CLT rovnoramenny. Cervené isecky majii rovnakii diku
b) Diskutujte o tom, ako moZzno informéaciu o trojuholniku modry trojuholnik CT]L je rovnoram en’ny
CTL vyuzit na najdenie bodu L. Na zéklade toho opiSte so zdkladiiou CT.
postup konStrukcie ovéalneho obliika vpisaného do obdiz-

nika 2,5 x 6 na obr. 27. Potom tento oblik skonStruujte. _
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V druhom rieSeni ur¢ime polohu bodu L vypoctom. VyuZijeme pritom vysledok tlohy
23, v ktorej sme nasli vztah medzi dizkami x = |KL| a y= |KM| (K je stred dsecky AB).
Potrebujeme vypocitat, ako treba zvolit x, aby sa | KM | = 2,5 (pripometime, Ze v tiloh4ch
22 a 23 sme zvolili za jednotku diiky tse¢ku CK : |CK| = 1).

ULOHA

25. a) Napiste rovnicu, ktorej rieSenim je hladan velkost x = |KL|.
b) Rovnicu z Casti a) vyrieSte. Na zdklade vysledku opiSte postup konStrukcie
ovalneho oblika vpisaného do obdiZnika 2,5 x 6 na obr. 27.

ORIGAMI

Origami (z japonskych slov oru + kami = skladat papier) je umenie vytvorit prehybanim
a skladanim papiera r6zne trojrozmerné predmety. Spravidla sa pouZiva papier tvaru
Stvorca a nepripusta sa lepenie ani strihanie.

Mnohé postupy origami vyZzaduju rozdelenie strany papierového Stvorca bud na niekol-
ko rovnako dlhych €asti, napr. na tretiny alebo sedminy, alebo v nejakom pomere (napr.
2 : 5). Za Stylové sa pritom poklada ndjst toto rozdelenie iba skladanim papiera, nie
meranim (touto poZziadavkou origami pripomina euklidovské konStrukcie). Néjst roz-
delenie na 2, 4, 8 alebo 16 rovnako Sirokych pruhov je jednoduché: prelozenim papiera
,-ha polovicu* dostaneme dva rovnako Siroké pruhy, dal$im takym preloZenim Styri atd.
Rozdelenie na 3, 5, 7 ¢i 9 rovnako Sirokych pruhov (alebo na dva pruhy, ktorych Sirky st
v danom pomere) je uZ o nieco zloZitejSie.

Na obr. 29 je znidzornené rozdelenie na tretiny.

@) N7 b) DO

—1/3 2/3
Asi najzndmejsi
model origami Obr. 29
Je Zeriav. Ako ndjst Sirku jednej tretiny strany papierového stvorca.

a) Papier preloZime po uhlopriecke ,,na polovicu* (priloZenim protilahlych strdn k sebe).
b) Vytvorime zdhyb na uhlopriecke jednéeho z dvoch ,,polovicnych pruhov .
¢) Priesecnik dvoch uhlopriecnych zdhybov urcuje tretinu strany Stvorca.

ULOHY

26. Zdovodnite spravnost tejto konstrukcie.

DalSie tri konStrukcie st zndzornené na obr. 30 az 32.
(V prvych dvoch sme papier rozdelili na $tyri rovnako Siroké pruhy, v tretej na osem).

78
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Obr. 30 Obr. 31 Obr. 32 Dalsi zndmy model
origami.

ULOHY

27. Aku Cast strany Stvorca (alebo rozdelenie v akom pomere) urcuju priesecniky dvoch
uhlopriecok na obr. 30 az 32? Svoje odpovede zdovodnite.

28. Navrhnite postup na rozdelenie strany Stvorca v pomere 4 : 5,3 :8,1:8,1: 10
(posledné dve rozdelenia mozete ziskat pomocou prvych dvoch opakovanym
delenim niektorej Casti Stvorca na polovice).

POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME — VYSLEDKY

2.10 = 1% + 32, 34 = 3% + 52, preto sta&i skonstruovat pravouhly trojuholnik s odvesnami dizok 1 a 3, resp. 3 a 5.

3. Narysujeme priamku p, na nej zvolime bod P. Na p zostrojime body X, Y tak, aby P lezal medzi bodmi X, Y a aby
platilo a = |XP| = 1, b = | PY| = 5. (Ak chceme byt euklidovsky ddsledni, musime mat jednotku dizky dani v podobe
usecky. T nanesieme kruzidlom od bodu P jedenkrat, aby sme dostali bod X a pétkrat, aby sme dostali bod Y.) Ndjdeme
stred usecky XY a narysujeme polkruznicu s priemerom XY. Zostrojime kolmicu na p v bode P. Priese¢nik kolmice
a polkruznice je bod Z. Usecka PZ je hladan4 dsecka s dizkou /5 .

5. a) Narysujeme tsec¢ku AB, ktord mame rozdelit. V bode A narysujeme kolmicu AC na tito tsecku, jej dizka je polovi-
ca dizky tsecky AB. Spojime body B a C. Narysujeme kruZnicu so stredom C a polomerom AC, jej priesecnik s tise¢kou
BC oznac¢ime D. Narysujeme kruznicu so stredom B a polomerom BD. Jej priesecnik s tseckou AB je hladany bod E.
b) Aby boli nase vypocty prehladnejsie, budeme za jednotku dizky pokladat tsecku AB (teda ostatné dizky vyjadrime
ako jej nasobky): |AB| = 1. Ozna¢me a dizku tse¢ky EB (teda a uréuje, kolkonasobok dizky tise¢ky AB je dlzka tsecky

EB: |EB| = a- |AB|). Potom podla definicie zlatého rezu sa = %, odtial 1 — a = ¢*. Tato kvadraticka rovnica ma

1£4/5 ! A5 -1
— .

. Hladané rie$enie musi byt kladné (je to dizka isecky), preto nim mdZe byt iba a = 5

l1-a

rieSenia a =

Preto

B _a-1aB| _ _ N5 -1
laB| ~ |AB| 2

¢) Opit budeme dizku usetky |AB| pokladat za jednotku dizky: |AB| = 1. Potom |AC| = % a podla Pytagorovej

\5-1
——

vety sa |BC| = V5 bre bod D plati |cD| =|AC] = % Potom 8] = |DB| = [8¢] — [8D] = Y5 %
2 2
Tato dizka sa zhoduje s dizkou, ktord sme vypocitali v rieSeni tlohy 5 b).
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ty
Q
o

Obr. 33

Obr. 35

/ 90°-60°=30°
S

Obr. 36

6. Pre zlaty rez plati: pomer diZok krat3ej a dlhsej Casti je rovnaky ako pomer
dizok dlhsej Casti a celej isecky. Preto postup, ktorym k dlhsej ¢asti najdeme
kratSiu Cast, musi byt rovnaky ako postup, ktorym k celej isecke nidjdeme dlh-
Siu Cast. Teda (pozri obr. 33): ak EB je dlhSia z dvoch Casti, ktoré si v pomere
zlatého rezu a EH je polovica z EB, tak GB je hladan kratSia Cast.

7. a) Uvedieme dve rieSenia:

Prvé riesenie: Zvolme dizku kratiej secky za jednotku dlzky: |AE| = 1,
ozna¢me b dizku tsecky EB (teda b urcuje, kolkondsobok dizky tsecky AE je
dizka dsecky EB, |EB| = b -|AE|). Potom tise¢ka AB ma dizku 1 + b. Podla

. . ! b . .
opisu zlatého rezu plati PRETYS Upravou tejto rovnosti dostaneme kvadra-

+ -
tickt rovnicu b* — b — 1 = 0. Jej korene st by,= ! _2\/3 . Cislo b, ktoré hlada-

1+\/§
T

me, je kladné (je to dizka tsecky EB), preto nim mdZe byt iba koreti

|EB| _b-1AE| _, _1++5
>

Potom = =
|AE| |AE|

|AE| _ |EB] _ <[5-1

Druhé riesenie: Z rieSenia tlohy 5 b) vieme, Ze

’

|[EB] ~ |AB] 2
— 1
t.j. |[AE| = %WEBLPOtom Ile;I: \/_|EB| _ '
5-1 5-1

|EB| _ \5+1

Podla zadania malo platit 1A , preto treba skontrolovat, ¢i sa

1 —_—
\/5_+ ! . Tato rovnost je ekvivalentna s rovnostou \jg ! ~\/_5—+1 =1

V§_1: 2 2 2
2 N5-1 541
2 o

o . . 1
(ak oznalime x = = , tak prva rovnost ma tvar — =y , dru-
2 X

ha ma tvar xy = 1), ktord mozno este upravit do podoby (\/3 - 1)(\/3 + 1) =4.

Na skontrolovanie poslednej rovnosti staci pouZit vzorec (a — b)(a + b) = a* — b,

prea=+V5,b=1.
( 35

b) Pozri obr. 34. Treba skonstruovat tisecku, ktorej dizka je L+N> -ndsobok

dizky tsecky EB. Pre prehladnost zapisov zvolme dizku EB za jednotku diZ-

\5

ky: |EB| = 1. Z rieSenia tlohy 5 vieme, ako skonstruovat tsecku dizky >

(Gsecka BK na obr. 34). K tejto usecke treba eSte pripocitat polovicu tsecky
EB (tGsecka LK).

Iny mozny postup je na obr. 35: S je stred dsecky EB, tsecka ER je kolma na EB
a ma rovnaki dizku, erveny obliik kruZnice ma stred v bode S.

8. Pravidelny 12-uholnik sa sklada z 12 rovnakych rovnoramennych trojuhol-
nikov (ich ramenami si polomery kruznice), v kazdom z nich mé uhol oproti
zakladni velkost ST;;) = 30°. Preto staci skontrolovat, ¢i uhol BSC (pozri
obr. 36) ma velkost 30°. Modry trojuholnik ASB je rovnostranny (obidve
kruZnice na obrazku maji rovnaké polomery, AS a BS st polomery jednej
z tychto kruznic, AB je polomer druhej kruZnice), preto vSetky jeho vntitorné
uhly — teda aj uhol ASB — majui velkost 60°. Polomery AS a CS sd navzijom
kolmé, preto uhol BSC ma velkost 90° — 60° = 30°.

12. V tvrdeni k zvolenému bodu B (bod A m6Zeme pokladat za dany) ryso-
vanim ndjdeme bod E. Konstrukcia z dlohy 11 je rieSenie obritenej dlohy:
pozname polohu bodu E (bod A pokladdme opit za dany) a hladame bod B, ku
ktorému tento bod E patri. Informacie o bode B pritom vyplyvaji z tvrdenia:
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priamka AB musi pretat priamku ED v bode C, ktorého vzdialenost od B sa
rovné polomeru kruznice.

13. a) Pozri obr. 37.

1. Trojuholnik CBD je rovnoramenny (CB aj BD sa rovnaji polomeru kruzni-

ce), preto |<C BDF| = a,

2. Uhol DBA ma velkost 2o
| << DBA| = 180°— | < DBC| = 180°—(180°— | < BCF| — | < BDF|) =
=180°-(180° - — o) =201

3. Trojuholnik ABD je rovnoramenny (DB aj DA su polomery kruZnice), preto
| < DAB| = | < DBA| = 20.. Obr 37

4. CA a DH st rovnobezky, uhly DAB a ADH s striedavé, preto | << ADH| =2a..

5. CA a DH s rovnobezky, uhly BCF a HDE su stuhlasné, preto | << HDE| = a..

6. | CADE| = |<ADH| + | < HDE| =20, + 0. =3a..

14. Vyska zvislej odvesny sivého trojuholnika na obr. 15 je \/5% — 32 = 4, pre-

to Sirka a vyska oblika st rovnaké.

15. RieSenim rovnice 25 + * = (10 — r)? je r = % =375, to si % z 10, teda

z rozpitia oblika. Tri osminy mdZeme skonStruovat napr. trikrat opakovanym

delenim na polovicu (postupne dostaneme polovicu, Stvrtinu a osminu rozpi-

tia, % su sucet Stvrtiny a osminy). D
16. Riesenim rovnice (10 — r)? = 5% = (r + 2,5)> - 2,5% je r = 3.

17. Strany pravouhlého sivého trojuholnika na obr. 20 b) maji dizky 1 —r, 1—r, A

2r. Podla Pytagorovej vety sa (1 — r)* + (1 — r)*> = (2r)?, odtial * +2r—1=0. S
Kladny koreii tejto rovnice je r = \/5 — 1 (druhy koreii je zaporny).
18. Treba skontrolovat, Ze dizka tisetky CD na obr. 38 je (\/5 - 1)—nésobok

polomeru SA (pozri rieSenie ulohy 17). Ak zvolime polomer SA za jednotku
dizky, bude |SA| = |SC| = |AB| = 1, |AC| =/ |SA|* + |SC|* = 2

|cD| = |cB| = |AC| - |AB| =2 -1

19. a) Bod A musi leZat na priamke prechadzajticej stredmi S, a .

Prvé zdovodnenie: KruZnice k (so stredom S, a polomerom S,A) a [ (so stre-
dom S, a polomerom S,A) sa dotykaju v bode A. Bod dotyku dvoch kruZnic
lezi na priamke prechadzajucej ich stredmi.

Druhé zdovodnenie: Obidva obluky musia mat v mieste prechodu — teda v bode
A — spolo¢nu doty¢nicu. Dotycnica k prvému obliku v bode A je kolma na po-
lomer §,A, doty¢nica k druhému obluku je kolma na polomer S,A. Ak sa maju
tieto doty¢nice v bode A zhodovat, musia sa zhodovat priamky S,A a S,A, teda
bod A musi leZat na priamke prechadzajticej stredmi S, a .

b) Postup konstrukcie je na obr. 39 a — f. DiZky oznadené modro (a, b na obr.
39 a, r na obr. 39 c) zavisia od nasej volby.

Obr. 38

S, S, S, S, S, S,

¢Q
)
=7
\J
]
=

S) S> S) S5 S5 S5
a) b) c) d) e) bil)

Obr. 39
Konsirukeia ovil 81




POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME — VYSLEDKY

Ovdlov s danymi Styrmi stredmi moZno narysovat nekonecne vela. Ak chceme
oval urcit jednoznacne, musime okrem stredov S, aZ S, zvolit eSte polomer
jednej z kruZnic tvoriacich oval (to sme urobili na obr. 39 c).

20. Modry trojuholnik OPQ je rovnostranny (P a Q su stredy kruznic, ktoré
maji rovnaky polomer a PQ, PO a OQ su polomery tychto kruznic). Ozna¢me
dizku jeho strany a. Potom obliiky so stredmi P a Q majii polomer a (ervené
usecCky na obr. 40), obliky so stredmi O a N maju polomer 2a (zelené tsecky).

NS

Vyska rovnostranného trojuholnika OPQ je —— a (modré isecky). Preto Sirka
2

3

ovalu je 3a (3 Cervené tsecky), polovica jeho diZky je 2a — ~—a (rozdiel zele-

nej a modrej tsecky), teda dizka je Z(Za - \/—f a) =4a-a \/E . Hladany pomer
. 3a

c =
" afa=E T 415

240 _ 1,304 34... = 1,30.
184

= 1,322 78... = 1,32. Rozmery ndmestia si v pomere

21. AB rozdelime na tretiny bodmi C, D. Na osi usecky AB zvolime bod L
leziaci pod AB. Narysujeme polpriamky LC, LD. Narysujeme obluk kruZzni-
ce so stredom C a polomerom CA od bodu A po priesecnik s LC (bod P).
Narysujeme oblik kruznice so stredom L a polomerom LP od bodu P po prie-
se¢nik s polpriamkou LD (bod R). Narysujeme oblik kruznice so stredom D
a polomerom DR od bodu R po bod B.

22 a) Ak |CK| =1, tak |LK| = |AB| = 6, |AC| =2,
|LC| = \/ |LK|? + |CK|* = \/37, |LM| = |LC| + |AC|= \/37 +2,

|KM| = |LM| - |LK|= \[37 — 4. Preto llilgll - \/3_76‘4 = 0,347... ~ 0,35,

teda vySka oblika je asi 35 % jeho rozpitia.

b) Zopakovanim postupu z &asti a) pre | LK| = 3 dostaneme | KM | = (\/ 10 + 2) -3.

Preto Iﬁ’}‘:l' - ‘/1_(;‘ L~ 0.360... ~ 0,36, teda vyika obldka je asi 36 % jeho

rozpitia.

23. Funkcia ma predpis y = \ x* + 1 + 2 —x (x je dizka usecky KL, y je vyska
KM ovalneho oblika).
24. a) Usec¢ky LP a LM st polomery stredného obliika, teda st rovnako dIhé.

Preto |LC| = |LT]|.

b) Bod L leZi na osi tsecky CT, sucasne lezi aj na osi usecky AB. Preto L je
priesecnik tychto dvoch osi. Polohu bodov A, B, C a T pozname, preto osi Use-
¢iek AB aj CT vieme narysovat. Ked pozname polohu bodov A, C, L, vieme
narysovat ovalny oblik (iloha 21).

25.a) VP +1+2-x=25

b) Postupnymi tipravami dostaneme \ x*+ 1 = x + 0,5 (—x a 2 sme previedli
na pravi stranu), x> + 1 =x* + x + 0,25 (obidve strany sme umocnili na druh,
na pravej strane sme pritom pouZili vzorec (a + b)> = a® + 2ab + b*), x = 0,75.
PretoZe sme pouzili neekvivalentni Upravu (umocnenie na druhd), mali by
sme urobit skusku spravnosti. M6Zeme sa jej vyhntit touto dvahou: Z obr. 41
vieme, 7e nasa rovnica ma jediné rieSenie. Upravami rovnice (pri ktorych sa
Ziadne rieSenie nestrati a rieSenia moZu iba pribidat) sme nasli iba jedno riese-
nie. Preto ndjdené rieSenie je rieSenim pdvodnej rovnice. (Touto Gvahou — na
rozdiel od skusky spravnosti — vSak neskontrolujeme, ¢i sme sa pri rieSeni
rovnice ndhodou nepomylili.)



POCITAME, KONSTRUUJEME A RYSUJEME — VYSLEDKY

Konstrukcia ovédlneho oblika: Ak pozname diiky useliek AB, AC a KL, vieme
ovalny oblik skonStruovat postupom z rieSenia ulohy 21.

26. Trojuholniky AXE a CXB st podobné, pretoZe sa zhoduju vo vSetkych
troch vnutornych uhloch (obr. 41, AXE a CXB je dvojica vrcholovych uh-
lov, XAE a XCB je dvojica striedavych uhlov pri rovnobezkach AD a BC,
podobne dvojica uhlov XEA a XBC). Pritom EA je polovica z BC, teda ~  |[--------*- R
rozmery trojuholnika AXE st polovi¢né v porovnani so zodpovedajicimi ~ |[---- :

rozmermi trojuholnika CXB. Preto vyska XR na stranu AE je polovica vys-
ky XS na stranu CB (ak si pravdivostou tohto tvrdenia nie ste isti, moZete

ho zdovodnit napr. podobnostou trojuholnikov AXR a CXS a informéciou A z B
|AX| = @ ktord sme zistili z podobnosti trojuholnikov AXE a CXB). Obr. 42

Bod X teda rozdeluje usecku RS v pomere 1 : 2, alebo — ¢o je to isté — RX
je tretina dizky RS.

27. Obr. 30: jedna pétina (t. j. rozdelenie v pomere 1 : 4). Obr. 31: tri sedminy
(rozdelenie v pomere 3 : 4). Z tohto rozdelenia by sme mohli dostat aj roz- [~
delenie na sedminy, ak ¢ast vodorovnej strany $tvorca s dizkou §tyri sedminy ~ |----
rozdelime na Styri rovnako dlhé Casti (zloZenim na polovicu a eSte raz na po- |-
lovicu). Obr. 32: jedna sedmina (rozdelenie v pomere 1 : 6). ~ |----
28.4 :5—obr. 42,3 : 8 —obr. 43. 1 : 8 — na obr. 42 rozdelime useCku AZ
na 4 rovnaké Casti (zloZenim na polovicu a eSte raz na polovicu), 1 : 10 — :
na obr. 43 rozdelime ZB na 8 rovnako dlhych casti. A Z B
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9.1 PRACUJEME
S PRIBLIZNYMI
HODNOTAMI

9.2 NA DLZKY SU NAJLEPSIE
TROJUHOLNIKY

9.3 POCGITAME OBSAHY
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= PRIBLIZNE CISLA — PRAVIDLA
PRE BEZNE VYPOCTY (SUCET,
ROZDIEL, SUCIN, PODIEL)

= PRESNOST SINUSU
A KOSINUSU

9 MERANIE

Asi naj¢astejSie sa s meranim diZok, uhlov a vypoctom obsahov stretivaji zememe-
raci. Nie je preto prekvapenim, Ze v histdrii zememeracéstva mozno ndjst v§etky mys-
lienky, ktoré pouzijeme v tlohéch tejto kapitoly. S niektorymi z nich sa stretneme aj
v stcasnosti — vychadza z nich napr. softvér, ktory sa dnes pouziva na vypocet vymery
pozemku.

9.1 Pracujeme s pribliznymi hodnotami

To teda neviem.

i

Samo, nevies ndhodou
Petovo teletomne Eislo?

Ani priblizue?

PRIBLIZNE CISLA - PRAVIDLA PRE BEZNE VYPOCTY
(SUCET, ROZDIEL, SUCIN, PODIEL)

Merat vieme vzdy len s urcitou presnostou. T4 zavisi od pouZitého meradla: napr. $kol-
skym pravitkom a uhlomerom odmeriame diZku s presnostou na milimetre a uhol s pres-
nostou na celé stupne (na porovnanie: pristroje, ktoré dnes pouzivajui zememeraci, dosa-
hujua pri merani uhlov beZne presnost 5 sekund).

Vysledkami merani su teda priblizné Cisla. Tie Casto pouZivame v dalSich vypoctoch
(napr. pri vypocte obsahu obdiznika pocitame stcin zmeranej §irky a dizky, teda sicin
dvoch pribliznych ¢isel). Preto je namieste pripomenut si pravidla pre bezné vypocty
s pribliznymi ¢islami.

e Presnost suctu alebo rozdielu urCuje najmenej presny clen.

Ak napr. s¢itame tri ¢isla, z ktorych jedno je zaokrihlené na stovky (3 200), druhé
na celé jednotky (524) a tretie na desatiny (167,8), tak vysledok zaokrihlime na
stovky:

3200+ 524 +167,8=3891,8 ~3 900

(platné islice sme zvyraznili modro).

Toto pravidlo mozno jednoducho znazornit, ak scitance zapiSeme pod seba. Za po-
slednou platnou cifrou najmenej presného scitanca — teda za stovkami v prvom sci-
tanci 3 200 — urobime zvisla Ciaru (v priklade na s. 85 zelena preruSovand). Platné
miesta v sucte si potom tie, ktoré lezia vlavo od Ciary.



Z TOHTO ZAPISU TIEZ VIDNO MYSLIENKU, Z KTOREJ PRAVIDLO O PRESNOSTI SUGTU VYCHADZA.

V KAZDOM ZO STLPCOV, KTORE LEZIA NAPRAVO OD CIARY, MA NIEKTORY ZO SCITANCOV NEPLATNE
MIESTA — SU NA NICH NEPLATNE NULY. V ZIADNOM Z TYCHTO STLPCOV NEVIEME URCIT SUCET VSETKYCH
CIFIER, PRETOZE NIEKTORE Z NICH — TIE NA NEPLATNYCH MIESTACH — NEPOZNAME. VSETKY CIFRY,
KTORE MAME SCITAT, POZNAME IBA V STLPCOCH LEZIACICH OD zVISLEJ GIARY NALAVO. VO VYSLEDKU
MA ZMYSEL ZA PLATNE POKLADAT IBA MIESTA ZODPOVEDAJUCE ,,PLATNYM® STLPCOM — TEDA TYM,

V KTORYCH POZNAME VSETKY CIFRY, KTORE TREBA SCITAT.

32500,0
5124,0
1167, 8

_'—

38191,8 ~3900

e Pocet platnych Cislic sucinu alebo podielu uréuje ¢len s najmensim poctom
platnych Cislic.

Ak napr. ndsobime dve ¢isla, z ktorych jedno mé 3 platné Cislice (23 400) a druhé 2
platné &islice (3 100), tak vo vysledku predpokladame 2 platné Cislice. Na tento pocet
platnych ¢islic potom vysledok zaokrihlime:

23400 - 3 100 =72 540 000 = 73 000 000

(platné Cislice sme zvyraznili modro).

MOHLI BYT UPLNE INE CISLICE).

Pri vwPOCTE sUCINU 23 415 - 3 124 NAsoBIME CisLo 23 415 POSTUPNE PLATNYMI
cisticami 3, 1 A NEPLATNYMI 2 A 4. PRI TOMTO NASOBENi MA ZMYSEL ZA PLATNE POKLADAT
IBA TIE CIFRY, KTORE VZNIKNU SUCINOM DVOCH PLATNYCH (TEDA MODRYCH) CisLIC. NAPR.

V SIVO PODFARBENOM SUCINE 23 415 - 3 =70 245 prve TRI cIFRY 702 vZNIKLI SUCINOM
PLATNEJ GISLICE 3 S PLATNYMI GisLicAMI 2, 3, 4. CISLICE STOJACE NA NEPLATNYCH
MIESTACH V SKUTOCNOSTI NEPOZNAME, TEDA NEPOZNAME ANI SKUTOCNY SUCIN DVOCH CiSLIC,
Z KTORYCH ASPON JEDNA JE NEPLATNA — PRETO SU V SIVO PODFARBENOM SUCINE CIFRY 4 A 5
OZNACENE AKO NEPLATNE.

V PRIPADE SUCINOV 23 415 - 3 124 aLeo 23 415 - 3 124.

234 .

ZAKLADNA MYSLIENKA TOHTO PRAVIDLA SUVIS| S PREDCHADZAJUCIMI UVAHAMI O ,,PLATNYCH® STLPCOCH PRI VYPOCTE SUCTU.

V NASLEDUJUCOM PRIKLADE SME — KVOLI VACSEJ NAZORNOSTI — DOPLNILI NA NEPLATNE MIESTA KONKRETNE CIFRY (SU CIERNE NA
ROZDIEL OD MODRYCH PLATNYCH), ABY SME MOHLI UKAZAT, NA KTORYCH MIESTACH SA PRI VYPOCTE BUDU VYSKYTOVAT NEPLATNE CISLICE.
PRIPOMENME, ZE V SKUTOCNOSTI CIFRY NA NEPLATNYCH MIESTACH NEPOZNAME (TEDA NAMIESTO NAMI ZVOLENYCH 1, 5 A 2, 4 BY TAM

3124

70 2

2

3
4

5
5
1
8
3

5
30
6 60

7

3

1

4
4
6
9
4

8

460

VYSLEDOK NASOBENIA 23 415 - 3 124 DOSTANEME, AK SCITAME GISLA V ZELENO ORAMOVANEJ CASTI. VO VYSLEDKU MA ZMYSEL —
PODLA UVAH O ,,PLATNYCH" STLPCOCH PRI VYPOGTE SUCTU — ZA PLATNE POKLADAT IBA MIESTA ZODPOVEDAJUCE ,,PLATNYM® STLPCOM.
To SU vV TOMTO PRIPADE PRVE DVA STLPCE; V TRETOM SA UZ OBJAVUJE NEPLATNA CIFRA 4. VSIMNITE SI, ZE POCET PLATNYCH STLPCOV
SUVISi S POGTOM PLATNYCH CIFIER V GINITELI 3 124 — TEDA V CINITELI S MENSIM POGTOM PLATNYCH CIFIER.

VYSVETLITE, AKO POCET PLATNYCH CIFIER V CINITELI 3 124 OVPLYVNUJE POGET PLATNYCH STLPCOV. DISKUTUJTE O TOM, AKO BY SA ZMENIL
POGET PLATNYCH STLPCOV VYSLEDKU, KEBY SA ZMENILI POGTY PLATNYCH GiSLIC V GINITELOCH 23 415 A 3 124, NAPR. AKO BY TO BOLO

PouZitie tychto pravidiel precvi¢ime v dlohdch 1 az 3. Sticasne v nich otestujeme, nakol-
ko mozno doverovat vysledkom takychto vypoctov s pribliznymi ¢islami.

KTORU BY SME DOSTALI ZAOKRUHLENIM SKUTOCNEHO — NAM VSAK NEZNAMEHO — VYSLEDKU.
O OPRAVNENOSTI TEJTO POZNAMKY BY STE SA MALI PRESVEDCIT PRI RIESENI ULOH 1 AZ 3.

TREBA PRIPOMENUT, ZE UVEDENE PRAVIDLA SU IBA ORIENTACNE: URCUJU, KTORE MIESTA VYSLEDKU MA ZMYSEL POKLADAT ZA PLATNE.
V ZIADNOM PRIPADE VSAK NEZARUGUJU, ZE VYSLEDKY, KTORE ICH POUZITIM DOSTANEME, MUSIA BYT NAPR. TOTOZNE S HODNOTOU,

Aby sme mohli testovat, pouZijeme nasledujuci postup (v ktorom sa zahrame na bytosti
s nadprirodzenymi schopnostami — budeme totiz prepokladat, Ze okrem nameranych —
pribliznych hodnot pozname aj skuto¢né — presné udaje).




MERANIE

priklad

(1) zvolime ¢isla, ktoré | 123 562,473 + 781,934 + 1 523,801 = 125 868,208
budeme pokladat za
presné hodnoty

(2) ich zaokrihlenim | 123 600 + 780 +2 000 =?

vytvorime pribliZzné

¢isla

(3) pri vypocte 123 600 + 780 + 2000 =126 380 ~ 126 000

pouzijeme pravidl4 na
pocitanie s pribliznymi
¢islami

(4) vysledok 125 868,208 = 126 000
porovname s hodnotou,
ktort dostaneme
zaokrthlenim presného
vysledku na rovnaky
pocet miest

Ak by teda presné hodnoty (ktoré v skuto¢nosti nepozname) boli 123 562,473 a 781,934
a1523,801 (bod 1) amy by sme prvé z tychto ¢isel poznali s presnostou na stovky, druhé
na desiatky a tretie na tisicky (bod 2), tak sictom tychto pribliznych Cisel by sme dospeli
k vysledku 126 000 (bod 3). Ten je v tomto pripade rovnaky ako skuto¢na hodnota sictu
zaokruhlena na tisicky (bod 4).

V tlohéach 1 az 3 pouzite opisany postup (pri vypocte s pribliznymi ¢islami pouZite pri-

slusné pravidla, potom vysledok porovnajte s rovnako zaokrihlenym vysledkom pres-
ného vypoctu).

ULOHY

ODPORUGAME TIEZ VYMYSLIET SI
NIEKOLKO DALSICH PODOBNYCH
ULOH S VLASTNYMI PRESNYMI AJ

Z NICH ODVODENYMI PRIBLIZNYMI
GisLAMI. CIELOM TYCHTO ULOH JE
NAJMA ZISKAT CIT PRE VYPOCTY

S PRIBLIZNYMI CiSLAMI.

1. Priblizné Cisla v tejto tlohe vznikli zo séitancov v sucte
123 562,473 + 781,934 + 1 523,801 = 125 868,208

(tento sucet sme pouzili aj v tvodnom priklade).
a) 124 000 + 780 + 2 000 b) 123 562,473 + 800 + 1 500
c) 123 560 + 782 + 1523,8 d) 123 562,5 + 782 + 1 520

2. Priblizné ¢isla v tejto tlohe sme vytvorili z Cinitelov v sicine
5329,3-3614,7=19 263 820,71

a) 5000 - 4 000 b) 5300 - 3 600
¢) 5330-3610 d) 53293615
e) 5300 - 4 000 f) 5000 -3 610
£)5300-3615 h) 5329 -3 610
3. Priblizné ¢isla v tejto tlohe vznikli z delenca a delitela v podiele
6051
53545 = :065 382 288 109 953753727 795...

6 000 6100 6050 6 100
Y0000 93000 ) 52500 D 50000

6 000 6050 6 000 6050
993000 93000 &) 52500 B 50000
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PRESNOST SINUSU A KOSINUSU

Pri vypoctoch diZok a obsahov z nameranych tidajov ¢asto potrebujeme sinus alebo ko-
sinus nameranych uhlov (sinus napr. pri vypocte obsahu trojuholnika, ak zmeriame dve
jeho strany a uhol nimi zovrety, kosinus napr. pri vypoéte dizky tretej strany tohto troj-
uholnika).

Vysledky merania uhlov nie st presné hodnoty, st to len hodnoty zmerané s istou pres-
nostou — na celé stupne, na pol stupiia, na mintty a pod.

Ak by sme merali napr. s presnostou na celé stupne a dostali vysledok 27°, je skuto¢na
velkost meraného uhla niekde medzi 26,5° a 27,5° (preco?). Presna hodnota sinusu je
teda medzi sin 26,5° = 0,446 197... a sin 27,5° = 0,461 748..., kym hodnota, ktord pou-
Zijeme v naSich vypoctoch, je sin 27° = 0,453 990... .

Ak vypocitame rozdiely

sin 27° — sin 26,5° = 0,007 792..., sin 27,5° —sin 27° = 0,007 758..., *)

vidime, Ze nezndma presnd hodnota sinusu sa od hodnoty sin 27° (ktord pouZijeme vo
vypocte) nebude lisit viac ako 0 0,007 792... (toto si rozmyslite). PretoZe tato odchylka je
skoro 1 stotina, nema v pouZitom Cisle sin 27° = 0,453 990... zmysel pokladat za platné
cifry leziace vpravo od miesta stotin.

STRETNEME SA S TYM
NAPR. V RIESENI ULOHY

11. oBR. X NA S. 94 — 95
ALEBO V ULOHACH 27 A 28
NA s. 105.

CIARKOU ZA PLATNU, AK ® JE TATO CIiSLICA ALEBO NIEKTORA CISLICA STOJACA PRED NOU NENULOVA,
e PRIBLIZNE GiSLO SA OD PRESNEJ HODNOTY Li§I MENEJ AkO 0 107".

PRICOM PRIBLIZNE CiSLO SA OD PRESNEJ HODNOTY LI§I MENEJ AKO O 1 STOTINU.

V TYCHTO UVAHACH BUDEME V PRIBLIZNOM GISLE (V NASOM PRIPADE V CISLE SIN 27°) POKLADAT CiSLICU NA 1-TOM MIESTE ZA DESATINNOU

TEDA NAPR. GiSLICU NA MIESTE STOTIN POKLADAME ZA PLATNU, AK ONA SAMA ALEBO NIEKTORA GISLICA PRED NOU JE NENULOVA,

S hodnotou sin 27° preto budeme pocitat tak, ako by v nej boli 2 platné cifry (na mieste
desatin a stotin). UkaZme si to na priklade.

ULOHA

4. Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, ak poznate dizky jeho stran a = 1 264 m,
b =729 m (s presnostou na celé metre) a velkost uhlay =27° (s presnostou na celé
stupne).

RIESENIE

L " 1 . . R
Na vypocet obsahu pouZijeme vzorec Py~ = Dk b - sin y. Dosadenim hodnoét zo za-
dania dostaneme

Pipe= % - 1264729 -sin 27° = % <1264 -729 - 0,453 990... = 209 166, 134 964...

Pri ur€ovani poctu cifier, ktoré budeme vo vysledku pokladat za platné, pouzijeme spo-

minané pravidl4 pre bezné vypocty:
cislo % je presné, preto pocet jeho platnych cifier je [lubovolne velky (o tomto tvrde-
ni chvilu porozmyslajte),

e (islo 1 264 ma Styri platné cifry, ¢islo 729 tri platné cifry, v ¢isle sin 27° pokladame
(podla tivodného textu) za platné dve cifry,

vo vysledku teda predpokladame dve platné cifry. Preto vypocitani hodnotu zaokruhli-

me na dve platné cifry:
P, e~ 210 000 m?.




MERANIE

Keby sme pre kazdy konkrétny uhol mali zistovat pocet platnych cifier jeho sinusu po-
dobne ako pred tilohou 4, bol by takyto postup vypoctu zdihavy. Na obrdzkoch 1 a 2 sme
znazornili jednoduchu tvahu, ako odhadnit, ktoré cifry v hodnote sinusu alebo kosinusu
su platné, ak pozname presnost, s akou sme zmerali uhol. KruzZnica na obidvoch obraz-
koch ma polomer 1 (to nim umoZiiuje znizornit sinus ako dizku tsecky).

A

rozdiel sinusov skuto¢ne;j
(presnej) a nameranej
(zaokruhlenej) velkosti uhla

N dizka oblika jednotkovej
""" kruZnice zodpovedajiica
rozdielu &

-0

skutocna (presnd)
velkost sinusu

.
sinus nameranej Je 180
(pribliznej) velkosti uhla S

skutoc¢na (presnd)
velkost uhla

Obr. 1

namerana (zaokrihlena)
velkost uhla

rozdiel 6 medzi skuto¢nou (presnou) a nameranou
(zaokruhlenou) velkostou uhla

Obr. 2

Co vyplyva z obrazkov: ak uhol o. zmeriame s presnostou & (teda skutoéna a namerana
velkost uhla o sa liSia nanajvys o 0, obr. 2), tak rozdiel medzi sinusmi skutocnej a name-

d.

.....

T
180

ULOHA

5. Diskutujte o tomto tvrdeni. Ako sme vypocitali dizku modrého oblika? Aky
vztah je medzi dizkou zelenej Gsecky (ktorej velkost chceme odhadniit) a dizkou
modrého oblika na obr. 2?

Napriklad, ak uhol o zmeriame s presnosfou na celé stupne, tak 3 < 0,5 (preco?),
T
180
v dalSich vypoctoch, mdéZeme za platné pokladat cifry po miesto stotin vratane (lebo
hodnota, ktord pouZijeme vo vypocte, sa od skutocnej hodnoty 1isi menej ako o 1 stotinu,
pozri poznamku pred dlohou 4 na s. 87).

ULOHY

6. Skontrolujte spravnost uvedenej tivahy o platnych cifrach v sinuse uhla, ktory sme
zmerali s presnostou na celé stupne.

- 0,5=0,008 726... < 0,01. Preto v sinuse nameranej velkosti uhla, ktory pouzivame

7. Pouzite podobné tivahy ako pred tlohou 6 a odhadnite, ktoré cifry moZete pokla-
dat za platné v hodnote sinusu, ak ste uhol zmerali s presnostou
a) na minuty,
b) na sekundy,
¢) na pol stupiia (pozri tieZ obr. 4 na s. 95),
d) na desatiny stupna.



ULOHA

8. Diskutujte o tom, ¢i vysledky, ku ktorym ste dospeli v rieSeni ulohy 7, platia aj pre
hodnoty kosinusov.

9.2 Na dizky st najlepsie trojuholniky

Zistit vzdialenost dvoch bodov — teda diZku tsecky, ktord ich spaja — nie je myslienkovo
naro¢né, ak vieme odmerat priamo tuto tsecku. Treba iba zvolit vhodné meradlo — v na-
Sich tivahach sa obmedzime na meranie diZok od tirovne milimetrov po trovei metrov,
vysta¢ime teda s meradlami ako pravitko, pdsmo a pod.

Meranie vzdialenosti zacne byt zaujimavé v okamihu, ked dseCka spijajica merané
body nie je pristupnd. Typickym prikladom je meranie vysky stromu. Opis niekolkych
moznych postupov sme si poZi€ali z blogu, v ktorom ich opisuje 13-ro¢na Skolacka.

MERANIE

AKO SME MERALI STROM

DNES SOM SA ROZHODLA ZMERAT STROM. V KNIZKE SOM NASLA NIEKOLKO POSTUPOV, AKO

TO UROBIT. VZALA SOM SI TEDA TYC VYSOKU ASI METER A POL, CERUZKU, 5-METROVE PASMO,
VLASTNORUCNE VYROBENY SKLONOMER (POVRAZOK S MATICOU PRILEPENY IZOLEPOU NA UHLOMER),
SESTRU A PSA.

DEN BOL KRASNY, BOLO VSAK ZAMRACGENE, PRETO SME NEMOHLI POUZIT METODU POMOCOU TIENOV.
V SADE SME SI VYBRALI NAJVYSSIU JABLON. ZACALI SME PRVOU A ASI NAJJEDNODUCHSOU METODOU
— ODHADOM. TIPLI SME SI, ZE JABLON MOZE MAT TAK 9 — 10 METROV. NECHAME SA PREKVAPIT.

PrvE meraNIE: Odkrokovala som 27 krokov a tam sestra zabodla ty¢, potom som
este preSla 3 kroky a lahla som si na zem. Lezala som na neddvno posekanom poli,
takze to nebolo nic¢ prijemné. Teraz sestra pohybovala rukou po ty¢i a ja som pove-
dala ,,Stop“, ked bola na mieste, kde som videla koniec stromu. Potom sme zmerali
vzdialenost od zeme k miestu, kde mala sestra prst a vynasobili sme to 10. To bola
priblizna vySka stromu. VySlo ndm 0,7 m a po vyndsobeni 7 metrov. Uvidime, ako
vyjdu dalSie pokusy.

DRUHE MERANIE je tzv. ceruzkovd metdda. Drzala som ceruzku zvislo v natiahnutej ruke.
Potom som iSla tak daleko, pokial spodok ceruzky nekryl zaciatok stromu a vrch koniec
koruny. Dalej som obritila ceruzku o 90° dolava, ale aby spodok bol stédle na zaciatku
kmena. Sestra postupovala dolava tak dlho, az bola na Spicke mojej ceruzky. Potom sme
zmerali vzdialenost od nej ku stromu a bola 7,1 metra. Dalii podobny vysledok.

TRETIE MERANIE bola tzv. dielcovd metdda. Sestra sa postavila ku stromu a ja som iSla do
vzdialenosti z druhého merania. V natiahnutej ruke som drzala ceruzku, ktord pokryvala
strom. Na nej som si vyznacila ,,sestru. Ona sa tam zmestila 4,5-krat. Vynasobila som
jej vysku, teda 1,6 metra, s 4,5. To je 7,2 m.

POSLEDNE MERANIE, tzv. uhlovd metdda, malo byt najzloZitejSie, ale najpresnejsie. Pouzila
som vyrobeny sklonomer. I§la som od stromu tak daleko, aZ som videla v prediZene;
strane vrch stromu a povrazok bol na uhle 45°. Vzdialenost od stromu bola 5,4 a ja som
mala pristroj asi v 1,5-metrovej vyske. To sme scitali a vyslo 6,9 metra.

Vsetky vysledky teda vysli okolo 7 metrov. Nas odhad sa teda lisil priblizne o 2 — 3 met-
re. Potom sme si zabalili vSetky veci a vratili sme sa domov.
(Volne podla blogu Sdrky JaroSovej z roku 2009.)

IDEALNE BY BOLO, KEBY STE
OKREM DISKUSIE TIETO METODY
VYSKUSALI AJ PRAKTICKY.




MERANIE

ULOH

TALES z MILETU

(AsI 640 — AsI 546 PRED N. L.)
PRVY HISTORICKY ZNAMY
MATEMATIK

NA OBRAZKOCH SU NIEKTORE
DOBOVE MERACIE NASTROJE:

K STANDARDNYM PATRILI

V SVOJEJ DOBE ASTROLAB
(HorE — JE NA 0BR. I, Il A VII)
A KVADRANT (DOLE — JE NA
0BR. XVII), KTORYMI SA DALI
MERAT ZVISLE UHLY. MYSLIENKU
MERANIA UHLOV KVADRANTOM
KOPIRUJE IMPROVIZOVANY
SKLONOMER, O KTOROM SA
HOVORI V OPISE POSLEDNEHO
MERANIA NA S. 89.

9. a) Pripomeiite si v diskusii postup, ktory je v texte oznaceny ako metoda pomo-
cou tieriov. Nakreslite vhodny obrazok a pomocou neho postup zdovodnite.
b) Pri opise merania vysky stromu pomocou jeho tieia spravidla predpokladame,
Ze strom stoji na vodorovnej rovine. Vtedy vypocet vysky stromu suvisi s tan-
gensami. Vysvetlite, ako.

TENTO POSTUP POUZIL UZ TALES NA ZISTENIE
VYSKY VELKEJ PYRAMIDY V EGYPTE. TALES
BOL GRECKY OBCHODNIK, KTORY SA POCAS
SVOJICH CIEST OBOZNAMIL S MATEMATICKYMI
POZNATKAMI SUSEDNYCH KRAJIN A PRINIESOL
IcCH DO GRECKA, KDE ICH ON A JEHO ZIACI
DALEJ ROZViJALI. VELKY DOJEM NA TALESA
UROBILO POUZIVANIE GEOMETRIE

PRI ZEMEMERACSTVE V EGYPTE.

10. Diskutujte v triede o jednotlivych postupoch uvedenych v texte. Najprv si vyjas-
nite pripadné nejasnosti v ich opise. Potom sa pokuste kazdy postup zddvodnit
(pomdze vam, ak si naCrtnete obrazky). Do diskusie zahriite aj tieto otazky:

e neprekdza vam, Ze v prvom merani sa pouZivaji dve rdzne dizkové miery —
kroky a metre?
e ako sa v Stvrtej metode zisti zo sklonomeru velkost uhla?

V predchadzajticej tlohe ste na zéaklade opisu kreslili obrazky. Teraz to bude naopak:
vaSou tilohou bude z obrazkov zistit, ktor4 dizka sa hlad4 a aky je postup jej merania.

HLAVNA MYSLIENKA: NAJST VHODNY TROJUHOLNIK
Vopred prezradime, Ze vSetky zobrazené postupy maju spolo¢nd hlavni myslienku:

merand usecku sa vzdy snaZime uréit pomocou jedného alebo viacerych trojuhol-
nikov... (Casto je merand usecka stranou alebo vySkou nejakého vhodne zvoleného
trojuholnika),

... 0 ktorych vieme meranim diZok, pripadne uhlov zistit dostato¢ne vela tidajov.
,,Dostatocne vela udajov o trojuholniku® v tomto pripade znamena ,,také adaje, kto-
rymi je trojuholnik jednoznacne uréeny*. Inak povedané, su to také udaje, ktoré by
stacili na jeho zostrojenie. V naSich ulohach sa stretneme s tymito moZnostami ,,do-
statocného poctu* tidajov:

najdeme trojuholnik, ktory je naSmu trojuholniku podobny a vieme aj, kolkonasobne
treba tento trojuholnik zvicsit, aby sme dostali nas trojuholnik (teda pozndme koefi-
cient podobnosti),

v naSom trojuholniku pozname stranu a dva uhly alebo dve strany a uhol nimi zo-
vrety.

MAME DVE MOZNOSTI: RYSOVAT ALEBO POCITAT

Ak trojuholnik dokdZeme na zaklade nejakych udajov skonstruovat, tak vieme vypocitat
aj dizky jeho stran, vy%ok a velkosti uhlov. Preto pri zistovani hladanej dizky m4me na
vyber z dvoch moZnosti:

konstrukcia: zostrojime hladant tsecku vo vhodnej mierke (teda skonStruujeme troj-
uholniky, ktorymi sme tsecku ur¢ili) a jej dizku zistime meranim z obrézka,
vypocet: hladand dizku vypocitame (pomocou podobnosti, goniometrickych funkcit,
sinusovej a kosinusovej vety).



MERANIE

ULOHA

11. Na obrazkoch I az XVIII st zndzornené r6zne postupy merania.
a) Pre kazdy obrazok zistite, ktora di7ka sa na fiom hlad4 a aky je postup jej merania
(teda ktoré dizky, pripadne uhly treba odmerat, aby ste pomocou nich hladani
dizku dokazali néjst).

PRI RIESENI BUDETE POTREBOVAT ESTE TIETO INFORMACIE:
® TROJUHOLNIK NA OBR. | JE PRAVOUHLY A ROVNORAMENNY,
e NA 0BR. IX LEZIA BoDY F' A G v PoLovicl USECIEK EA A EB.
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Obrdzok I je zo skicdra Villarda de Honnecourt 7 13. storocia, obrdzky II, 111, VII a XVII
st zo 16. storocia, 1V, VIII, IX, XIV, XV a XVIII zo 17. storocia, X a XIII 7 18. storocia,
XII a XVI 7 19. storocia, V, VI a XI z 20. storocia.
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b) Zvolte ¢&isla, ktoré by mohli byt odmeranymi hodnotami (teda dizkami a vel-
kostami uhlov) a hladand diZku zistite rysovanim a/alebo vypoctom.

NAVRHY MOZNYCH ,,PEKNYCH" HODNOT PRE OBRAZKY
IV, XII, XV A XVIl uvADZAME Vv TABULKE:

AK POUZIJETE VYPOGET, BUDETE VO VIACERYCH

PRIKLADOCH POTREBOVAT TANGENS ZVOLENEHO OBRAZOK

UHLA. AK JE ZVOLENY UHOL ,,PEKNY"
(NAPR. 20°), JE JEHO TANGENS SPRAVIDLA

ZAPISAT AKO PODIEL DVOCH CELYCH CISEL).
AK SA V ZAPISOCH VYSKYTNU TAKETO ,,NEPEKNE"

22 29
IDC1 =110 (stop), tan(<ADC) = 0 tan(<{BDC) = 0"

»SKAREDE" IRACIONALNE CISLO (TEDA NEDA SA v (teda trojuholnik ADC je podobny pravouhlému trojuholniku
so zvislou odvesnou 22 a vodorovnou odvesnou 40, podobne
mozno opisat hodnotu tan(<BDC) )

HODNOTY, MOZE TO ZAHMLIT MYSLIENKU VYPOCTU

(KTOR/-'\’BVYVA JEDNODUCHA). V TAKOM FiRI'P,:DE Xl IADI| = 20 (krokov), tan(< CAB) = % , tan(< CDE) = %
ODPORUCAME NAJPRV NAMIESTO ,,PEKNYCH

UHLOV VOLIT ,,PEKNE" TANGENSY 6 8
(NAPR. NAMIESTO UHLA o = 20° XV |HK| = 30 (krokov), tan(<EKG) = 3 tan(<EHF) = 3

s TANGENsoM 0,363 970 234 266 202...

zvoLit TAN oo = 0,3) A VYPOCITAT ULOHU S NIMI. 1QOI =75 (krokov), tan(<{ FOH) = i’ tan(<FOH) = 5
AZ POTOM, KED JE POSTUP VYPOGTU JASNY, XVII 13 8
POGITAJTE AJ S ,,NEPEKNYMI“ HODNOTAMI. IMK| = 30 (krokov), tan(< GMH) = 2_8’ tan(<{ GKH) = ;%

¢) K niektorym obrdzkom méame eSte doplitujice otazky:
e Z udajov, ktoré treba odmerat na obr. XIII, sa d4 zistit uhol, pod ktorym dopa-
daju slnecné luce. Ako?
e Postup naznaceny na obr. XVII sa da zjednodusit tak, aby namiesto dvoch
diZok sta¢ilo odmerat iba jednu. Opiste tento zjednoduseny postup.

RIESENIE ULOHY 11.X

Problém ...

Stojime na jednom brehu rieky, chceme zistit vzdialenost k nejakému bodu na nepri-
stupnom druhom brehu (na obrazku je to kostol B). M6Zeme pouZit meranie vzdiale-
nosti (napr. krokovanim alebo pAsmom) a uhlov (napr. buzolou alebo improvizovanym
meracskym stolom).

... a jeho rieSenie
Zvolime na naSom brehu dva body C, A — tak vznikne trojuholnik ABC.

Zmeriame vzdialenost b =| CA | a velkosti uhlov a, B

v. Tymito idajmi (na obrazku su zvyraznené cerve-

nou) je trojuholnik ABC jednoznacne urceny. Teraz

mame na vyber z dvoch moZnosti:

1. Rysovanie: trojuholnik narysujeme vo vhodnej
mierke a hladant vzdialenost odmeriame na a ¢
obrazku (ak sme pouzivali improvizovany me- v,
racsky stdl, mame uz trojuholnik narysovany,
stac¢i merat),

2. Vypocet: z nameranych idajov hladand vzdia-
lenost vypocitame (vypocet je opisany v lavom Y @
stipci nasledujticej tabulky). C P b A

NA oBR. XVIII JE ZNAZORNENA
MYSLIENKA MAPOVANIA
POMOCOU MERACSKEHO STOLA.
NA PAPIER POLOZENY NA
VODOROVNEJ DOSKE VYZNACIME
DVA BODY, KTORYCH POLOHU

A VZDIALENOST POZNAME

(NA 0BR. XVIII su To BODY A,
B). Potom z TYCHTO BODOV
NARYSUJEME PRIAMKY SMEROM
NA BODY, KTORYCH POLOHU
CHCEME zisTIT (Bopy C, D).
PRIESECNIKY TYCHTO PRIAMOK
SU HLADANE OBRAZY BODOV.




MERANIE

UpAJE CLARKOVHO
MERANIA SME PRISPOSOBILI
ZAPISOM A JEDNOTKAM
POUZIVANYM V DNESNEJ
DOBE.

Konkrétny priklad

Ukazme tento postup na priklade. Ide o meranie Sirky rieky Columbia, ktoré pocas
expedicie v rokoch 1804 — 1806 (t4 skimala nezmapované zdpadné Casti Severnej
Ameriky), uskutocnil jeden z jej vodcov William Clark.

Postup merania: Clark stal na jednom brehu rieky (bod C). Zvolil
nejaky dobre viditelny a rozoznatelny bod — osamely strom, skalu
a pod. — na naprotivhom brehu Columbie (bod B) a nejaky dobre
rozoznatelny bod na rovnakom brehu, kde stil (bod A). Odmeral
vzdialenost CA, z bodu C zmeral uhol medzi bodmi A a B (uhol ),
z bodu A uhol medzi C a B (uhol a). Dostal hodnoty

b =744 m, y=74° a =55,5°.

(pozri obr. 3 a). Za hladanu $irku rieky moZno povazovat vysku na
stranu b v trojuholniku ABC.

Rysovanie trojuholnika ABC na zaklade tychto udajov a meranie
Sirky z narysovaného obrazka prenechavame na vas (presnost svoj-
ho rysovania skontrolujte porovnanim s vysledkom, ktory dostane-
me vypoctom).

Ak pozname sinusovi vetu, mdzeme z nameranych udajov Sirku
rieky vypocitat. V Tavom stlpci uvadzame vSeobecny opis, v pra-
vom vypocty s hodnotami, ktoré nameral Clark.

me pocitat a)
Podla sinusovej vety
a-sin=>b-sina,

Vypocet mé dva kroky: pre hodnoty
b=744m,y=74° a = 555°
e najprv najdeme dizku jed- | velkost uhla jB:
nej zo stran a, ¢ (my bude- |B=180°-a—-vy=

=180° — 55,5° — 74° = 50,5°

a - sin 50,5° =744 - sin 55,5°,

74° =276° — 202° odtial sin o . odtial sin 55,5°
Obr: 3 b) a=bqp O | T mses
Ako nasiel Clark uholy = 74°: ’
z bodu C zmeral buzolou azimuty na bod A — =744 - 0.824... =7946....
ten bol 276° — a na bod B — ten bol 202°. 0,771 ...

SKONCIT NA

KEBY NAS ZAUJIMALA IBA VZDIALENOST BoDoOV C A B, TAK VYPOCET MOZEME

TOMTO MIESTE.

e ked uz pozname a, tak vys-
ku v, vypocitame z pravo-
uhlého trojuholnika BPC

dostaneme vzorec na vypo-
cet vySky v tvare

sin o - sin
vbzb.—y

sin 3

% =sin v, 79:?6... = sin 74°,
odtial v, = a - sin y odtial v, = 794.6... - sin 74° =
Ak za ¢ dosadime hodnotu, =794.6...-0,961... =
ktort sme vypocitali v (*), — 763.8... ~ 760.




Pocet platnych cislic vo vysledku

Y
A
Y

Vsimnime si eSte zaokrihlenie vysledku na konci vypoctu v pra-

19
o -
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vom stipci tabulky. Z toho, ako sme zapisali namerané hodnoty 55,0° N N

b, vy a o, mozno predpokladat, Ze E E

e vzdialenost je merana s presnostou na celé metre, teda hodno- - -
ta b = 744 m ma tri platné cifry, Obr- 4

e uhly si merané s presnostou na pol stuptia (mozno tak usudit Meranie s presnostou na pol stupfia si méZeme
podla hodnoty o = 55,5°), preto v ich sinusoch m6Zeme po- predstavit takto: Susedné hodnoty na stupnici
kladaf za platné cifry na mieste desatin a stotin, to si v tomto uhlomeru sa liia 0 0,5°.

pripade dve platné cifry (pozri rieSenie ulohy 7 c) na s. 88).

Ak namerand hodnota padne medzi dve
hodnoty stupnice, tak ju zaokriihlime na ti

Podla zjednoduSenych pravidiel na pocitanie s pribliZznymi z nich, ku ktorej je bliZsie. Chyba, ktorej sa
¢islami (,,pocet platnych Cislic sucinu alebo podielu urcuje takymto zaokriihlenim dopustime, nebude
¢len s najmensim po¢tom platnych &islic*) treba vysledok za- vicSia ako polovica vzdialenosti medzi dvoma

okruhlit na dve platné cifry.

susednymi hodnotami stupnice, t. j. 0,25°.

Sirka rieky je teda priblizne 760 m.

RIESENIE ULOHY 11.XII

HIada sa vyska BC veZe (pozri obr. 5), priCom ne-
mozno pouzit postup z riesenia tlohy 11.III. Nedo-
kazeme totiZz odmerat vzdialenost AB, pretoze bod
B je nepristupny. Zmeriame vzdialenost ¢ =|AD|
a velkosti uhlov o = <C CAB, 6 = < CDB. Hodnotami
¢, o, d je trojuholnik ADC jednoznacne urceny, preto
ho mdéZeme vo vhodnej mierke narysovat a meranim
zistit vySku CB na stranu c .

Obr. 5

Ak chceme vysku BC vypocitat, mdZeme postupovat rovnako ako v rieSeni tlohy 11.X:
vypo&itame velkost uhla ACD (ta je 8 — o, preco?), zo sinusovej vety ndjdeme dizku a,
z pravouhlého trojuholnika DBC potom vypocitame x

sin o - sin &

x=a-sind=a- G —0)

V tomto pripade existuje aj ind moZnost vypoctu (vlavo je vS§eobecny vypocet — Cervena
farba oznacuje zndme hodnoty, vpravo sme pre nazornost zvolili konkrétne — a jedno-
duché — hodnoty ¢ =51 m, tan & = 1,92, tan o = 0,83):

v pravouhlom trojuholniku BCD plati

tan & = %,
odtial xX=y-tand (1) x=192.y (1)
v pravohlom trojuholniku ABC sa
tan o = — }
odtial y+e x=0,83y +51 - 0,83,
x=(@+c)tana=y-tana + c-tana (2) | t. ]. x=0,83y + 42,33 )

Dostali sme dve rovnice (1), (2) s dvoma neznamymi x, y. Z nich vieme vypocitat
hodnotu x.




MERANIE

Aby sme sa ,,zbavili* y, tak od rovnice | Aby sme nasli x, tak od 1,92-nasobku
(2) vynasobenej ¢islom tan 6 od¢itame | rovnice (2) od¢itame 0,83-nasobok rov-
rovnicu (1) vynasobenu ¢islom tan a. | nice (1).

Dostaneme Dostaneme
x - (tan 8 —tan o) = ¢ - tan o - tan J, (1,92 -0,83)x=1,92 - 42,33,
t. j. 1,09x =81,273 6
odtial odtial
tan o - tan & 81,2736 N
=c- P S—— x= 1.09 =74,562...~ 75 m

(vysledok sme v stilade so zjednodu-
Senymi pravidlami na pocitanie s pri-
bliznymi hodnotami zaokruhlili na dve
platné Cislice — pretoze dve zo vstupnych
hodno6t maju 2 platné cifry a jedna ma

3 platné cifry).

Rovnaky postup by sme mohli pouZit aj pri vypocte vzdialenosti AB, vtedy by sme
e v prvom vypocte v pravouhlom trojuholniku DBC namiesto x vypocitali y,
e v druhom vypocte (opisanom v tabulke) z rovnic (1) a (2) nevyjadrovali x , ale y.

9.3 Pocitame obsahy

= MERIAME IBA STRANY Vsetky nasledujice postupy maju spolo¢nu zakladni mys-
A VYSKY lienku: dany utvar rozloZit na menSie dtvary, ktorych ob-
= POCITAME OBSAH sah vieme vypocitat. Tymito mens$imi Gtvarmi s spravi-
NEPRAVIDELNEHO UTVARU dla trojuholniky, lichobeZniky alebo obdiZniky (s kruhom
=V MERANIACH A VYPOCTOCH a jeho Castami sa v praxi nestretneme velmi Casto).
SA OBJAVUJU AJ INE UHLY
O PR MERIAME IBA STRANY A VYSKY

Najjednoduchsi pripad — tdtvar rozdeleny na obdizniky
a pravouhlé trojuholniky alebo lichobezniky — znazormuju
obr. 6 a obr. 7. Na obr. 8 vidime o nieco vSeobecnejsiu
situdciu — mierne krivé hranice ttvaru nahradime rovnymi
a vypocitame obsah ,,ndhradného* utvaru.

ULOHY

1 VIEDENSKA SIAHA = 12. Odhadnite, aku rozlohu v hektdroch ma lichobeznikova ¢ast pozemku v pravom
1,896 484 m hornom rohu na obr. 6.

13. Dizky na obr. 8 st vo viedenskych siahach. Vypocitajte vymeru zobrazeného
pozemku najprv v §tvorcovych siahach, potom v m?. Diskutujte o tom, na kolko
platnych cifier treba zaokruhlit vysledok vaSich vypoctov.
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Obrdzok zo 16. storocia zndzorniuje postup,
ktory pouzivali uZ agrimensori — zememeraci
v starovekom Rime.

Obr. 6
Pldn objaveny nedaleko trosiek babylonského
mesta Lagas pochddza asi z 21. st. pred n. L.
Pozemok nepravidelného tvaru je rozdeleny na
casti — trojuholniky, lichobezniky a rovnobeZniky,
ktoré su vietky priblizne pravouhlé. Na pldniku
sii zaznacené dlZky a vymera jednotlivych Casti.
Na druhej strane hlinenej dosticky bola celkovd
vymera pozemku a jej rozdelenie na ornii podu,
zastavanii plochu a vyssie poloZeny terén.
Doplnené Cisla sii prepis dlZok z klinového pisma
(dZkovou jednotkou je 1 gar zodpovedajiici
priblizne 6 metrom).

Obr. 8

V roku 1785 nariadil cisdr Jozef II. vymerat pre potreby pozemkovej dane vietky virodné pozemky
v monarchii (pritom sa okrem iného zistilo, Ze skutocny rozsah virodnej pody bol skoro o polovicu
poddanské pozemky jednoduchych tvarov samotni sedliaci pod dozorom vrchnosti.

Spdsob merania opisovala instrukcia, z ktorej je nds obrdzok. Vidno na riom myslienku vyrovnania
mierne zakrivenych hranic pozemku — teda nahradenie zakrivenej hranice iiseckou tak,
aby sa pocitand vymera pokial moZno nezmenila.

RIESENIE ULOHY 13

Vypocet obsahu v Stvorcovych siahach

Celkovu vymeru pozemku ndjdeme ako stucet obsahov Casti I, II a III.

Cast 1 daného pozemku ma tvar pravouhlého lichobeZnika so zékladiiami a = 147

(siah), ¢ = 92 (siah) a vySkou v = 73 (siah). Ak tieto hodnoty dosadime do vzorca
@ ar €

P= - v, dostaneme

=239
P= 147 +92 -73 = @ 73 =119,5 - 73 =8 723,5 (Stvorcovych siah). (*)
2 2/

=119,5

Zaujima nés, kolko platnych ¢islic ma ziskany vysledok — ¢islo 8 723,5. PomdZu ndm
zjednoduSené pravidla na pocitanie s pribliZznymi hodnotami — pouZijeme ich postupne

v rovnakom poradi, ako sme robili jednotlivé vypocty v (*).



MERANIE

PRETO HO NEZAOKRUHLUJEME.

147+92 = 239 Dizky a = 147, ¢ = 92 st zmerané s presnostou
s&itance preto aj sidet | 0@ celé siahy. Qbidva sCitance teda pozné}me
poznime AT s presnostou na jednotky, preto — podla pravidla
s presnostou s presnostou »presnost suctu urcuje najmenej presny clen‘
na jednotky na jednotky — moZeme predpokladat, 7e aj ich sucet 239
poznédme s presnostou na jednotky. Za platné
v Cisle 239 preto pokladdme Cislice na miestach
jednotiek a vlavo od nich. V pripade ¢isla 239
su to tri platné Cislice.
239 2,000 000 ... = 119,5 |Cislo 239 ma tri platné Cislice, delitel 2 je pres-
il . vysledok | nd hodnota, ma teda l’ubovol’n}’l pocet platnych
Sisloma  je presné ma3 | Cislic (to sme vo vedlajSom stlpci vyjadrili za-
3 platné  (Iubovolny platné | pisom ¢isla 2 v tvare 2,000 000...). Z Cisel 239
cifry ~ pocetcifierje  cifry |a 2 ma meni podet platnych &islic (tri) &islo
) 239, preto — podla pravidla ,,pocet platnych
¢islic podielu urcuje ¢len s najmensim poctom
platnych Cislic* — podiel ma 3 platné Cislice.
119,5 73 = 8723,5 |Vsucine 119,573 ma prvy Cinitel 3 platné cif-
tot0 &islo tc;;déislo siiin ma ry,, druhy 2 p}atné cifr},f (Wéka v= 73 je m}nera—
ma 3 ma 2 2 platné nd s presnostou na celé siahy, v ¢isle 73 su teda
platné platné cifry platné ¢islice na miestach jednotiek a vlavo od
cifry cifry nich). Podla pravidla ,,pocet platnych ¢islic su-
¢inu urcuje Clen s najmensim poctom platnych
Cislic* ma sucin 8 723,5 dve platné cifry.
KEBY SME CHCELI VYPOGITAT IBA OBSAH CASTI | POZEMKU, ZAOKRUHLILI BY SME ZISKANY VYSLEDOK NA ZISTENY POCGET PLATNYCH CIFIER —
V TOMTO PRIPADE NA 2 — A DOSTALI BY SME KONECNY VYSLEDOK 8 700 $TVORCOVYCH SIAH. V TOMTO PRIPADE VSAK GisLo 8 723,5
NIE JE KONECNY VYSLEDOK, ALE IBA MEDZIVYSLEDOK NASHO VYPOCTU (BUDEME HO ESTE POUZIVAT v DALSICH VYPOCTOCH),

Rovnakym postupom dostaneme
e pri vypocte obsahu casti II vysledok
107 + 74

2
v ktorom su 2 platné cifry,

-30 =2 715 (Stvorcovych siah),

e pri vypocte obsahu casti IIT vysledok
67 + 48

2
tiezZ s dvoma platnymi ciframi.

- 34 =1 955 (Stvorcovych siah)

Tieto tri ¢isla treba s¢itat. Aby sme vedeli urcit presnost suctu, potrebujeme poznat

presnost s¢itancov:

e Cislo 8 723,5 m4 dve platné cifry, tie zodpovedaji miestam tisicov a stoviek.
To znamena, Ze toto ¢islo pozndme s presnostou na stovky.

e Rovnako aj ¢isla 2 715 a 1 955 pozname s presnostou na stovky.

Podla pravidla ,,presnost suctu uréuje najmenej presny ¢len” moézeme potom predpo-
kladat, Ze aj sucet pozname s presnostou na stovky. Preto vysledok zaokrihlime na

stovky:
8723,5+2715+1955=13393,5 = 13 400 (Stvorcovych siah)

Pozemok na obr. 8 ma vymeru priblizne 13 400 Stvorcovych siah.
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Vypocet obsahu v m’
Ak chceme vysledok uviest v m?, staéi §tvorcové siahy previest na m?:
1 siaha = 1,896 484 m, preto

1 $tvorcova siaha = 1,896 484 m x 1,896 484 m = 3,596 651 562 256 m? *)

Vo WPOCTE (*) PRACUJEME s CisLoM 1,896 484 AkO S PRIBLIZNOU HODNOTU (SO 7 PLATNYMI CIFRAMI), PRETO V CISLE

3,596 651 562 256 POKLADAME — PODLA PRAVIDLA POCET PLATNYCH CISLIC SUCINU URCUJE CLEN S NAJMENSIM POCTOM

PLATNYCH GISLIC — ZA PLATNYCH PRVYCH 7 GisLic. KeBY BoLA 1,896 484 PRESNA HODNOTA, BOLI BY V CisLE 3,596 651 562 256
PLATNE VSETKY CIFRY. TENTO ROZDIEL — I JE V GISLE 3,596 651 562 256 PLATNYCH 7 ALEBO VSETKYCH 13 CIFIER —

JE V TOMTO PRIPADE NEPODSTATNY, PRETOZE V DALSOM VYPOGTE BUDEME TOTO CGiSLO NASOBIT ¢isLom 13 393.5,

V KTOROM JE POCET PLATNYCH CIFIER (TRI) MENSi AkO 13 AJ AkO 7.

Potom vymera pozemku v m? bude

13393,5 - 3,596 651 562 265 = 48 171, 752 699 075 736 ~ 48 200 (m?)  (**)

- =
vymera 1 Stvorcova siaha

v Stvorcovych vyjadrena v m?
siahach

(vysledok sme zaokruhlili na 3 platné cifry, pretoZe prvy €initel md 3 a druhy 7 platnych
cifier a menSie z tychto dvoch ¢isel je ¢islo 3).

Pozndamka:

Mozno vdam napadol odlisny spésob vypoctu obsahu v m*: najprv previest vietky diZky zo siah na metre a potom
pocitat obsah pomocou diZok v metroch. V porovnani s predchddzajiicim postupom tento vypocet vyZaduje viac
ndsobeni, vidno to z jeho zdpisu (v riadkoch pod sebou sii postupne vypocty obsahu casti I, Il a I11, nepokracujte
dalej, kym si nebudete isti, Ze zapisanému vypoctu rozumiete):

147 - 1,896 484 + 92 - 1,896 484

<73 - 1,896 484 +

2
N 107 - 1,896 4842+ 74-1,896 484 30 - 1,896 484 + (5)
N 67 - 1,896 484 ;— 48 -1,896 484 34 . 1,896 484

Tento zdpis moZno jednoducho upravit tak, aby bolo vidno, Ze vysledky vypoctov (**) a (***) sii rovnaké.
Stact pouZit opakované vynimanie cisla 1,896 484 pred zdtvorku:

(147 + 92) - 1,896 484 (107 + 74) - 1,896 484 (67 +48) - 1,896 484

-73-1,896 484 + -30-1,896 484 + -34-1,896 484 =

2 2 2
=822 731,806 4841896 484+ 101D 30, 1,896 841,896 484 + 154D 341,896 484.1,896 484 =
= @-73+%-30+M-34 1,896 484 - 1,896 484
—_———————— 1 Stvorcova siaha
vymera v Stvorcovych siahach vyjadrend v m?

JAUI AL 00000000000 000000080)0




Obr. 9

—t

Obr. 10 a)

a) Pozemok nepravidelného tvaru rozdelime na pldne
na tizke pruhy rovnakej sirky, vzniknii tak ,,krivociare
lichobezniky “(ich zdkladne sii visecky, ramenami s
krivky). Jeden takyto lichobeZnik je na obrdzku
vyfarbeny tmavomodro.

V nasom pripade v dvoch krajnych pruhoch vznikli
., krivociare trojuholniky“, jeden sme vyznacili fialovo.
V nasledujiicich tivahdch budeme trojuholnik pokladat za
Specidlny pripad lichobeZnika, v ktorom jedna zdkladiia md
dlzku 0 — namiesto isecky ju tvori iba jeden bod.

14. a) Postup znazorneny na obr. 7 na s. 97 pouZzite na
vypocet obsahu pétuholnika ABCDE na obr. 9
(vcm?).

b) Diskutujte o tom, akd presnost bude mat zis-
kany vysledok.

¢) Navrhnite (a realizujte) nejaky iny postup vy-
poctu obsahu tohto pétuholnika, pri ktorom
moZno vyuzit meranie niektorych dizok vy-
znacenych na obrazku.

d) Akt vymeru v m? ma pozemok, ak pifuholnik
z obr. 9 je jeho planom v mierke

°*1:1000 *1:2500 «1:5000°?

Aby ste mohli merat priamo na obrazku v ucebnici,
vyznacili sme bodkovane Styri uhlopriecky a kolmice
na ne. Ktoré dizky zmeriate a ako pomocou nich vy-
pocitate obsah patuholnika, je uz iba na vas.

POCITAME OBSAH NEPRAVIDELNEHO
UTVARU

V nasledujucich tlohach ukazeme, ako v 19. a 20. storo-
¢i zistovali zememeraci vymeru pozemkov nepravidel-
ného tvaru. Z dvoch velmi podobnych postupov zacne-
me tym menej pouzivanym.

ULOHA

15. Skontrolujte, ¢i je postup vypoctu opisany na
obr. 10 a), b) a c¢) jasny (napr. vasim spoluzia-
kom).

Vzorec na vypocet obsahu pomocou tejto metédy odvo-
dime v ulohe 17. Predtym sa vSak uistime, Ze vzorce na
vypocet obsahu trojuholnika a lichobeznika su v silade
s pozndmkou pod obr. 10 a) — Ze na trojuholnik moZno
pozerat ako na Specidlny pripad lichobezZnika.

., TROJUHOLNIK AKO SPECIALNY PRIPAD LICHOBEZNIKA“ JE

V SULADE S GEOMETRICKOU PREDSTAVOU: AK V LICHOBEZNIKU
BUDEME DLZKU JEDNEJ ZO ZAKLADNI SKRACOVAT K NULE
(PRICOM DRUHA ZAKLADNA SA NEBUDE MENIT), BUDE SA
LICHOBEZNIK, KTORY TAK DOSTANEME, STALE VIAC PODOBAT
TROJUHOLNIKU, KTOREHO JEDNA STRANA JE NESKRACOVANA
ZAKLADNA POVODNEHO LICHOBEZNIKA A VYSKA NA TUTO
STRANU JE ROVNAKA AKO VYSKA POVODNEHO LICHOBEZNIKA
(NAKRESLITE SI OBRAZOK A DISKUTUJTE O TOM).
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Obr: 10 b)

b) Zmeriame dlZky zdkladni tychto krivociarych
lichobeznikov (Cervené tisecky na obrdzku).

Dve z tychto zdkladni — oznacené bodkou — majii
v nasom pripade dlZku 0 — sii to zdkladne tych
Specidlnych lichobeznikov, ktoré sii
krivociarymi trojuholnikmi.

\\\\ Y //

Obr. 10 ¢)

c) Obsah kazdého krivociareho lichobeZnika odhadneme
tak, Ze vypocitame obsah skutocného lichobeZnika, ktory

sa s tym krivociarym zhoduje vo vyske aj v dlZke obidvoch
zdkladni. Tento skutocny lichobeznik dostaneme, ak krivky

tvoriace ramend krivociareho lichobeZnika nahradime
tiseckami (na obrdzku si tieto uisecky Cervené).
Rozdiel medzi obsahom krivociareho a skutocného
lichobeznika je v nasSom pripade prakticky zanedbatelny.

ULOHA

16. Skontrolujte, Ze ak — v sulade s predstavou, Ze trojuholnik je Specidlny pripad li-
chobeZnika, v ktorom jedna z4kladtia ma dizku O — na vypocet obsahu trojuholnika
pouzijeme vzorec na vypocet obsahu lichobeznika, dostaneme spravny vysledok.

Z tlohy 16 vyplyva, Ze pri vypocte obsahov v opisanom
postupe netreba rozliSovat, ¢i pracujeme s trojuholnikmi
alebo lichobeznikmi — v obidvoch pripadoch mdzeme
pouZit vzorec na vypocet obsahu lichobeZnika.

ULOHY

17.

18.

Ak merany utvar rozdelime na 20 pasov Sirky
h (tak, ako na obr. 10), dostaneme 21 diZok za-
kladni ,krivociarych lichobeznikov®, ozna¢me
ich zy, z;, 25, ..., 2y NapiSte vzorec na vypocet
obsahu nepravidelného utvaru, ktory vyplyva
z textu k obr. 10.

Vypocitajte uvedenym sposobom obsah utva-
ru na obr. 10 a). Sirka pdsu je v naSom pripade
h = 4 mm. Pri diskusii o presnosti ziskaného vy-
sledku pokladajte Sirku pasu za presnd hodnotu
(v praxi bola jej velkost nastavenid na meracom
zariadeni, pozri obr. 11).

Obr. 11

Na rozdelenie plochy pozemku na mape na tizke pruhy
shiZila Specidlna pomocka — nitkovy planimeter.
Je to ram, v ktorom boli v rovnakych rozostupoch
napdté tenké vldkna. Ram sa poloZil na mapu
a odpichovdtkom (kruZidlo s dvoma hrotmi) sa merali
potrebné dizky — bud’ zdkladne, alebo stredné priecky
Jjednotlivych lichobeZnikov.




obr. 12.

a trojuholnika.

Obr. 12

Zmeriame stredné priecky krivociarych
lichobeznikov (Cervené tisecky na obrdzku,
strednd priecka je rovnobeZnd so zdkladriami
a md od obidvoch rovnaki vzdialenost, teda
leZi ,,v strede* medzi nimi, jej krajné body leZia
na krivkdch, ktoré si ramenami krivociareho
lichobeznika). Tieto dIzky a zndmu Sirku pruhu
pouZijeme pri vypocte obsahu titvaru.

ULOHY

19. Skontrolujte, Ze vzorec na vypocet obsahu lichobeznika moZno zapisat v tvare

obsah = strednd priecka - vySka *)

PRIPOMENME, ZE STREDNU PRIECKU LICHOBEZNIKA MOZNO OPI{SAT DVOMA ROVNOCENNYMI SPOSOBMI:
® JE TO USECKA, KTOREJ KRAJNYMI BODMI SU STREDY RAMIEN LICHOBEZNIKA,
® JE TO USECKA, KTORA JE ROVNOBEZNA SO ZAKLADNAMI LICHOBEZNIKA, MA OD OBIDVOCH ROVNAKU VZDIALENOST A JEJ KRAJNE BODY

LEZIA NA RAMENACH LICHOBEZNIKA.

OBIDVA TIETO OPISY SA NAM BUDU HODIT PRI RIESENI ULOHY 19 (Z DRUHEHO Z NICH VIDNO SUVIS MEDZI STREDNOU PRIECKOU
KRIVOCIAREHO A SKUTOCNEHO LICHOBEZNIKA, POZRI TEXT K OBR. 12).

Pri zdévodniovani si mdzete pomoct obrazkom 13.

Obr. 13
Hnedy a modry lichobeZnik — v obidvoch je vyznacend strednd priecka — siu zhodné,
modry vznikol otocenim hnedého o 180°.

Pri druhom — CastejSom — spdsobe vypoctu sa obsah
krivoc¢iareho lichobeznika odhadol inak: vypocital
sa obsah skuto¢ného lichobeZnika, ktory sa s nim
zhodoval dizkou strednej prie¢ky a vyikou, pozri

Vzorec na vypocet obsahu pomocou tejto metddy
odvodime v tlohe 21. Predtym sa v tlohiach 19 a 20
pozrieme na vzorce na vypocet obsahu lichobeznika
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20. a) Skontrolujte, Ze — podobne ako vzorec P = aTH - v v tlohe 16 — aj vzorec (*)

v tlohe 19 moZno pouZit na vypocet obsahu trojuholnika (ak trojuholnik pokla-
dame za Specialny pripad lichobeZnika).

b) Rovnako ako v pozndmke na s. 100 diskutujte o geometrickej interpretéacii: ako
stvisi strednd priecka lichobeZnika, v ktorom skracujeme dizku jednej z jeho z4-
kladni k 0, so strednou prieckou trojuholnika, ktorému sa tento lichobezZnik stale
viac podoba? (Pripometime, Ze stredné priecka trojuholnika je spojnica stredov
stran trojuholnika.)

21. NapiSte vzorec na vypocet obsahu nepravidelného ttvaru, ktory vyplyva z opisu
k obr. 12.

UZ na zaciatku sme naznacili, Ze z dvoch opisanych postupov (prvy na obr. 10 b), druhy
na obr. 12) zememeraci uprednostiiovali ten druhy.

ULOHA

22. Porovnajte vzorce z tloh 17 a 21 a diskutujte o tom, preco druhy z tychto postupov
mozno pokladat za jednoduchsi z hladiska ,,automatizicie vypoctu* (pripomenime,
Ze zememeraci museli pri vypocte vymer pozemkov takychto vypoctov robit velké
mnozstvo).

V MERANIACH A VYPOCTOCH SA
OBJAVUJU AJ INE UHLY AKO PRAVE

S postupom ,utvar narysujeme vo vhodnej
mierke a potom na obriazku odmeriame
potrebné udaje” sme sa stretli uz v Casti
o merani diZok (pripometite si tito myslien-
ku, potom Ccitajte dalej). Ak chceme takto
postupovat aj pri vypocte obsahov, musime si

PRED RIESENIM
ULOHY 23
DISKUTUJTE

O ODPOVEDI NA .
OTAZKU: AK CHCEME |
NARYSOVAT PLANIK |

rozmysliet, ktoré tdaje — dizky a uhly — ZAHRADY (NAPR.
potrebujeme poznat, aby sme vedeli dany TAKEJ, AKO JE NA
utvar narysovat. OBRAZKU), STACI

ZMERAT IBA DLZKY

ULOHA

23. Pituholnik ABCDE z obr. 9 na s. 100 chceme prerysovat do zosita.

a) K dispozicii mame iba nastroje na meranie diZzok (v naSom pripade pravitko).
Navrhnite, ktoré rozmery pituholnika treba zmerat, aby ste ho na ich zaklade
vedeli skonStruovat.

b) MoZeme merat dizky aj uhly (mdme napr. pravitko a uhlomer). Opif navrhnite,
ktoré dizky a ktoré uhly treba odmerat, aby ste pomocou nich vedeli pétuholnik
skonStruovat.

Odporucame, aby ste svoje navrhy aj realizovali (teda na zédklade zmeranych tidajov
dany pituholnik narysovali) — je to najlepsia a najjednoduchsia kontrola spravnosti
navrhovaného postupu.




Obr. 14 Obr. 15
Obrdzok z ucebnice z polovice 18. storocia.

Zaznamenané sii dIzky strdn a velkosti uhlov pri
bode O. Zmerané uhly a dizky majii tieto velkosti:

aOb — 56°, aOc — 95°, aOd — 136°, aOe — 145°,

aOf—119° a0Og — 85°,

Oa - 100, Ob - 75, Oc — 75, Od - 77, Oe — 78,

B Of - 38, 0g - 73.

Opis merania pozemku v knihe 7 konca 16. storocia.

\64,95

102°11"
’(‘)go!%oauﬁ@m Jje samotne stojaci ub.

9 nebo 237 metroo pod azimutom é5° aZ
k vethému B@eolm, ootial 214 metroo na

101°28'

o
o0
IS tpad (wzxwmw z7o°) a? k dalSiemu
* ¢ i::f%émxw Brestu. O tobto deuhého brestu 67
metwoo Pob azimutom 228° R osamotenému
E J'Me/?/m, 0d nebo je to I ogogoawﬁove'/m/u
Bodu 74 metbroo pod azimutom 137°.
b
a) D )

Obr. 16
Opis mnohouholnika pomocou dlZok jeho strdn a velkosti viitornych uhlov. Podobny postup — nazyvany metes and bounds —
sa pouZival pri opise pozemkov v Anglicku, odtial ho prevzalo trindst kolonii, z ktorych neskor vznikli Spojené Stdty americké.
Na urcenie vrcholov mnohouholnika sliZili orientacné body — napr. strom, tistie potoka a pod., namiesto vniitornych uhlov sa
uddval azimut od jedného vrchola k nasledujiicemu. Typicky priklad takého opisu je na obr. 16 b).

Predpokladdme, Ze pri rieseni tlohy 23 ste navrhli aj niektoré z postupov znazornenych
na obrazkoch 14 az 16. Rozdiel bol asi len v opise uhlov (ten zavisi od toho, aké nastroje

a aky postup pouZivame na meranie uhlov).

V TEXTE NA OBR. 16 b) SU NAMIESTO VELKOSTi VNUTORNYCH UHLOV UVEDENE VELKOSTI AZIMUTOV (NA MERANIE UHLOV SA POUZILA
BUZOLA). NA OBR. 15 NIE SU VELKOSTI VNUTORNYCH UHLOV PRI VRCHOLE O V JEDNOTLIVYCH TROJUHOLNIKOCH, ALE ODKLON

POLPRIAMOK Ob AZ Og oD POLPRIAMKY Oa.

V tlohe 24 sa presvedc¢ime, Ze z idajov o uhloch na obr. 15 vieme zistit velkosti vntitor-
nych uhlov pri vrchole O v jednotlivych trojuholnikoch. Podobne v tlohe 25 najdeme

m velkosti vnttornych uhlov Stvoruholnika opisaného na obr. 16 b).
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ULOHY

24. Vypocitajte velkosti vnitornych uhlov pri vrchole O v jednotlivych trojuholnikoch

na obr. 15.
25. a) Narysujte vo vhodnej mierke Stvoruholnik opisany na obr. 16 b) (priklad opi- OBRAZOK NARYSUJTE GO
su metes and bounds). Jeho vrcholy oznacte A (dub), B (prvy brest), C (druhy NAJVACSI, VYUZIJETE HO
brest), D (jasen). ESTE V ULOHE 26.

b) Z udajov o azimutoch vypocitajte velkosti vnutornych uhlov v Stvoruholniku
ABCD. Spravnost vypoctu skontrolujte na narysovanom Stvoruholniku.

Pozndmka: Cielom ulohy 25 b) nie je objavit vSeobecny vzorec prevadzajuci azimu-
ty na velkosti vndtornych uhlov, a potom ho pouZit s konkrétnymi ¢islami pri vr-
choloch A, B, C, D (ak vSak taky vzorec objavite, budeme len radi). Ide len o pracu
s konkrétnymi uhlami a rozmySlanie o ich vzajomnych vztahoch.

Po krétkej odbocke o r6znych spdsoboch urcéenia uhlov sa méZeme vratit k vypoctu ob-

sahov. Podobne ako pri merani diZok (porovnaj s textom za tilohou 10 na s. 90), mdme

na vyber z dvoch moZnosti:

e dany tutvar skonStruujeme vo vhodnej mierke a udaje potrebné na vypocet obsahu
odmeriame na narysovanom obrazku,

e obsah vypocitame (pri vypocte pritom pouZijeme tie udaje, ktoré by sme v postupe
z predchadzajucej odrazky pouZzili na konStrukciu daného utvaru).

Zacneme prvou z uvedenych moznosti.

ULOHA

26. Na zaklade merania na obrazku, ktory ste rysovali v ulohe 25, vypocitajte obsah
Stvoruholnika opisaného na obr. 16 b).

V ULOHE 28 NAJDEME
OBSAH TOHTO
STVORUHOLNIKA VYPOCTOM.

Teraz sa ststredime na druhy z uvedenych postupov — vypocet. V tlohach 27 a 28 vyuZi-
jeme vzorec na vypocet obsahu trojuholnika, v ktorom pozname dve strany a uhol nimi

1 . . <
zovrety. Ak su to napr. strany a, b a uhol y, ma vzorec tvar P = 5 ab - sin y (pripomeiite
si vzorec aj jeho odvodenie).

V NASLEDUJUCICH ULOHACH SI PREVERITE, Gl DOKAZETE ZORGANIZOVAT VYPOGET ZLOZENY Z VAGSIEHO POGTU KROKOV
A VIETE NAN EFEKTIVNE POUZIT KALKULACKU ALEBO TABULKOVY KALKULATOR. PRI VYPOCTOCH, KTORE VAS CAKAJU (TREBA SCITAVAT
VACSI POCET GISEL, Z KTORYCH KAZDE JE SUCIN, PRICOM JEDEN Z CINITELOV JE SINUS) JE LAHKE POMYLIT SA.

ODPORUCAME PRETO DODRZIAVAT ASPON MINIMALNE ZASADY KONTROLY: KAZDY VYPOCET UROBIT DVAKRAT.

AK SA DRUHY VYSLEDOK NEZHODUJE S PRVYM, TREBA VYPOGET ZOPAKOVAT.

ULOHY

27. Vypocitajte obsah sedemuholnika abcdefg na obr. 15.

28. a) Vypocitajte obsah Stvoruholnika opisaného na obr. 16 b) (velkosti jeho vnutor-
nych uhlov ste nasli v ulohe 25 b)). Porovnajte vysledok svojho vypoctu s vy-
sledkom ulohy 26.

b) Diskutujte, s akou presnostou by ste museli poznat diZky stran a velkosti vnitor-
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nych uhlov tohto Stvoruholnika, ak by ste jeho obsah chceli vypocitat s pres-
nostou na celé m% (Pripomeiite si tivahy o pocte platnych cifier, ktoré sme
robili napr. v rieSeni tlohy 13 na s. 98 a tvahy o pocte platnych Cislic sinusu,
ktoré pripominame v texte k obr. 17, pozri tieZ obr. 1 a2 nas. 88.)

Pripomerime, Ze pri merani uhlov s presnostou na

i . e celé stupne (vtedy & < 0,5) sa skutocnd a vypocitand
rozdiel sinusov skutocnej =

(presnej) a nameranej hodnota sinusu lisia nanajvys o 180" 0,5=0,008 7...,
(zaokrahlenej) velkosti uhla

preto za platné cifry mozno (zhruba) pokladat nenu-

IV VI I I 1 0 1 0 1 O 1

______________________ \ di7ka obliika jednotkovej lové ¢isla po miesto stotin vrdtane,
. . 1
1;;;3?53 godpoveda]uca ° nc:t miniity ( vtidy 0<0,5- 5) Jje odchylka nanajvys
ie RO S 120 0,5 - i 0,000 14..., preto za platné cifry
9 mozno pokladat nenulové cisla po miesto tisicin
- | vrdtane,
= . ' ,
= rozdiel 56 medzi skuto¢nou (presnou) a nameranou * na sekundy (vtedy 5 <0,5 - 60 - 60)13 odchylka na-
= (zaokrihlenou) velkostou uhla najvys I;CO 05 - — = 0,000 002 4 ..., preto

Obr. 17
g za platné cifry mozno pokladat nenulové ¢isla po

miesto stotisicin vrdtane.

LA

9.4 Dalsie tlohy

MERIAME IBA POMOCOU PRAVYCH UHLOV

V tdlohe 11.X nas. 93 — 95 sme opisali postup merania Sirky rieky v pripade, Ze dokaze-
me merat vzdialenosti a uhly Tubovolnej velkosti. Situdcia sa zmeni, ak mame k dispo-
zicii iba pristroj na vytyCovanie pravych uhlov (napr. opticky hranol). Jeden z moZnych
postupov merania v takom pripade je zndzorneny na obr. 18.

B

C

Obr. 18
Chceme zistit diZku lisecky AC (z nej uz vieme odhadniit Sirku rieky), pricom C je nejaky bod —
napr. strom alebo skala — na nepristupnom brehu. Z bodu A ideme po priamke
(ktord sa ,,pribliZuje* k rieke) az do bodu B, v ktorom je uhol ABC pravy. Bod B oznacime.
Potom postupujeme z bodu A smerom k bodu C aZ do bodu D, v ktorom je uhol ADB pravy.

m Zmeriame vzdialenosti AB a AD, z nich vypocitame dlZku AC.
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Ak v trojuholniku na obr. 18 pozname vzdialenosti AD a AB, vieme vypocitat dizku AC
pomocou niektorej z Euklidovych viet.

ULOHY

29. Vypocitajte |AC|, ak |AB| =21,4m, |AD| = 14,7 m.

30. Napiste vzorec na vypocet vzdialenosti |AC| pomocou dizok |AB| a |AD].

DVE MERANIA GALILEA GALILEIHO
Galileovo ,,geometrické a vojenské kruzidlo*

V roku 1606 vysla Galileova kniha La operazione del compasso geometrico, et mili-
tare — navod na pouZzivanie jeho ,,geometrického a vojenského kruZzidla“, ¢o bola me-
chanickd pomodcka umozZilujuca okrem merania uhlov napriklad aj nasobenie, vypocet
druhej a tretej odmocniny, pouZitie troj¢lenky, vypocet zloZeného troku ¢i konStrukciu
pravidelnych mnohouholnikov. Z tejto knihy je obrazok znazorniujuci jeden z postupov
merania vysky veze AB. Ako vZdy v takychto pripadoch, staci zmerat niektoré dostupné
vzdialenosti a uhly a z nich uz mozno vysku AB vypocitat.

ULOHA

31. Vysvetlite postup merania
vySky AB znazorneny na ob-
razku (teda, ktoré uhly a kto-
ré vzdialenosti treba zmerat
a ako sa z nich vypocita hla-
dana vyska).

Galileo Galilei odhaduje vysku hor na Mesiaci

V diele Sidereus Nuncius (Hviezdny posol) z roku 1610 zverejnil Galileo svoje pozo-
rovania povrchu Mesiaca aj objav Styroch mesiacov planéty Jupiter. V nasledujicom
uryvku Galileo opisuje, ako odhadol vysku mesacnych hor.

Casto som pri voznych polohdch Wlesiaca voci Sluku pozoroval, Ze niektoré vicholky hor vnitri
tmavej Casti Wlesiaca sit osvetlené, hoct sit velmi vzdialené od hranice svetla. Povovnal som ich
vadialenost od tejto hranice s priemerom Wesiaca a zistil som, Ze nickedy presahuje dvadsatinu
priemeru. Za tohto predpokladu si predstavme mesacnit gulu s hlavnou krugnicou CAF, stredom
E a priemerom CF, ktoryj je k priemeru Zeme v pomere 2 ku 7.

Redze podla najpresnejsich pozorovant je zemsky priemer 7000 talianskych mil, bude CF
2000 mil, CE 1000 a dvadsatina z CF bude 100 mil. Vlech CF je priemer hlavnej kruz-
nice, ktord oddeluje svietiacu a tmavi cast Wesiaca (vzhladom na velkit vzdialenost Slika

od Mesiaca sa tito krugnica prakticky nelisi od hlavnej kruznice), nech A je vo vzdialenosti
dvadsatiny tohto priemeru od C. Vlarysujme polomer EA, ktorého prediZenie pretne dotyenicu
GCD (predstavujiicu svetelnij liic) v bode D. Obliik CA alebo visecka CD je teda 100 Casti
z 1000, ktoré tvoria CE, a sicet stvorcov CD a CE je | O10 000, ¢o je stvorec ED.
Diska ED je preto viac ako | 004, a AD viac ako 4 casti = 1000, ktoré tvoria CE.

Teda vijska AD na Wesiaci, ktord predstavuje niektory §tit dosahujiici a% k slnecnému licu

GCD a vzdialenyj od hranice C o vzdialenost CD, je viicsia ako 4 talianske mile.

GALILEO GALILEI
(1564 — 1642)

HLAVNA KRUZNICA NA POVRCHU
GULE JE KRUZNICA, KTOREJ
STREDOM JE STRED GULE.
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NAJPRV CELU SITUACIU
ZNAZORNIME V REZE —

V ROVINE, KTORA PRECHADZA
STREDMI SLNKA A MESIACA.

ULOHY

32. Skontrolujte Galileov tidaj o pomere priemerov Mesiaca a Zeme.

V ulohéch 33 a 34 budeme diskutovat o vete ,,vzhladom na velkii vzdialenost Sinka od
Mesiaca sa tdto kruznica [oddelujica svietiacu a tmavu Cast Mesiaca] prakticky nelisi
od hlavnej kruznice“.

ULOHY

rom). Vyznacte, ktord cast Mesiaca bude osvetlena svetlom zo Slnka.

b) Na zaklade rieSenia Casti a) opiste tu Cast gule — Mesiaca, ktora nie je osvetle-
na slne¢nym svetlom. Aka krivka tvori hranicu medzi osvetlenou a neosvetle-
nou castou gule?

c) Ako sa bude menit krivka oddelujica osvetleni a neosvetleni cast gule —
Mesiaca, ak budeme zvicSovat vzdialenost stredov obidvoch gul (teda vzdia-
lenost Slnko — Mesiac)?

.....

SPRAVNOST UVAH Z RIESENIA ULOHY 33 C) MOZEME OVERIT VYPOCTOM.

34. a) Skontrolujte odhad velkosti uhla a v texte pod obr. 19. (Odporicame tiez
skontrolovat spravnost vzdialenosti uvedenych na obrazku.)

TERAZ NAS BUDE ZAUJIMAT, AKO BY SA MENILA VELKOST UHLA o, KEBY SME
(HYPOTETICKY) MENILI VZDIALENOST MESIAC — SLNKO.

b) Podobne ako v texte pod obr. 19 odhadnite velkost uhla o, keby vzdialenost
Mesiac — Slnko bola napr. 20 000 mesacnych polomerov.

Obr. 19
Za jednotku dlzky sme zvolili polomer Mesiaca. VSetky uvedené velkosti sii iba pribliZné,
pre naSe potreby viak stacia. Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov PXK a PYL vyplyva

X 86 000 + x

rovnost 1 = 200 z nej x = 220. Potom cos o ~

1
220" odtial o ~ 89,7°.

Predstavu o vzdjomnych pomeroch velkosti si moZeme urobit na modeli:
ak polomer Mesiaca bude 1 mm, tak Sinko bude gula s polomerom 40 cm a vzdialenost
Slnko — Mesiac bude 86 m.

¢) Vo vypocte z tlohy b) nahradte hodnotu 20 000 vzdialenostou d a vyjadrite
pomocou nej cos a.. Potom diskutujte o tom, ako sa bude menit hodnota cos o
(a v zavislosti od nej velkost uhla o), ak budeme vzdialenost d zvicSovat.

Je tento vysledok v stlade s vaSim rieSenim tlohy 33 ¢)?
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35. Preco Galileo poklada dizky oblika CA aj tsecky CD prakticky za rovnaké?
Najprv si odpoved ujasnite v diskusii. Potom vypocitajte:
a) dizku obliika CA za predpokladu, Ze tise¢ka CD ma dizku 50
(t. j. dvadsatina z 1 000),
b) dizku tsecky CD za predpokladu, Ze oblik CA ma dizku 50.

36. Skontrolujte a vysvetlite Galileov vypocet dizky ED.

HERONOV A MASCHERONIHO VZOREC

S 1 o N
V ulohéch 27 a 28 na s. 105 sme videli, Ze vzorec P = ) ab - sin vy je ,,Sity na mieru
meraniu z obr. 15 (mnohouholnik rozdelime na trojuholniky, v kazdom z nich pozndme

dizku dvoch stran a uhla nimi zovretého). Podobne ,,na mieru ité* vzorce existuju aj pre
merania z obr. 14 a 16. NaSim cielom nebude ich odvodenie, ale — podobne ako v tlohe
27 —ich vyuzitie pri rieSeni tloh vyZadujicich organizaciu dlhSieho vypoctu a vyuzitie
kalkulacky.

Ak pozndme v trojuholniku diZky vietkych troch stran, méZeme na vypocet jeho obsahu
pouzit Herénov vzorec

P=\/s(s—a)(s—b)(s—c),

kdes= dtbtc

ULOHA

37. Pouzite Herénov vzorec na vypocet obsahu sedemuholnika na obr. 14 na s. 104.
Vysledok zaokruhlite na tri platné cifry.

Na vypocet obsahu mnohouholnika, v ktorom poznime diZky strdn a velkosti vniitor-
nych uhlov, je ako stvoreny Mascheroniho vzorec. MoZzno ho sformulovat ako névod:

V mnohouholniku vynechdme jednu stranu. Potom vytvorime vSetky mozné kombindcie
dvojic strdn. KazZdi kombindciu vyndsobime sinusom siictu uhlov leZiacich medzi tymito
stranami. Vyrazom, ktoré obsahujii nepdrny pocet uhlov, priradime kladné znamienko,
ostatnym vyrazom zdporné znamienko. Potom vSetky vyrazy sc¢itame. Vysledok je dvoj-
ndsobok plochy pozemku.

V pripade Stvoruholnika ABCD ma vzorec tvar

P= %(ab sin B —ac sin(B + ) + be siny) *)

ULOHY

38. Skontrolujte, ¢i je vzorec (*) v sulade s uvedenym opisom.
39. NapiSte Mascheroniho vzorec na vypocet obsahu pétuholnika ABCDE.

40. Meranim diZok a uhlov v patuholniku ABCDE sme nasli tieto hodnoty: a = 116,
b=285c=83,d=113,e=108, a =90°% B =129°,vy=97°,8 = 125° & = 99°.
Vypocitajte obsah tohto patuholnika pomocou Mascheroniho vzorca.

41. Vypocitajte obsah pozemku tvaru pituholnika z obr. 16 a) na s. 104. (Nezabudnite,
Ze pri vypoctoch na kalkulacke potrebujete velkosti uhlov vyjadrit ako desatinné
¢isla.)

HERON z ALEXANDRIE
UVADZA TENTO VZOREC

Vv KNIHE METRICA (OKOLO
ROKU 60 N. L.). TOTO DIELO
SA POKLADALO DLHO ZA
STRATENE, AZ V R. 1894
SA PODARILO NAJST URYVOK
Z NEHO A V R. 1896

UPLNY TEXT.

VZOREC PUBLIKOVAL
TALIANSKY MATEMATIK
LoreNZzO MASCHERONI
(1750 — 1800)

v R. 1787 v PRACI
METHODE POUR LA MESURE
DES POLYGONES PLANS.
ROVNAKE TVRDENIE —

ALE INYM SPOSOBOM

— DOKAZAL ZENEVSKY
PROFESOR MATEMATIKY
SimoN L’HulLier (1750
— 1840) v svoJEJ

KNIHE POLYGONOMETRIE
z R. 1789. PRIPOMENME,
7€ S MASCHERONIM SME
SA UZ V TOMTO ROCNIKU
STRETLI V KAPITOLE

O EUKLIDOVSKYCH
KONSTRUKCIACH.
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l.a) 1 2 450 0
178
210 0

oo o O

126 l 7 8 ~ 127 000 125 868,208 ~ 126 000

b) 12356
810

150
12586

4 73

NSO O N

4 7 3 =125900 125 868,208 = 125 900

0 12356
718

152
12586

8
8 ~125870 125 868,208 ~ 125 870

DN W N O

1235 652 5
7 812
15210
1258 614 ,5 ~I125860 125868,208 ~ 125 870

2. 19263 820,71 ~
a) | 5000 - 4 000 = 20 000 000 20 000 000
b) | 5300 -3 600 = 19 080 000 ~ 19 000 000 19 000 000
) |5330-3610=19 241 300 ~ 19 200 000 19 300 000
d) | 53293615 = 19 264 335 ~ 19 260 000 19 260 000
¢) |5300-4000= 21200000 ~ 20 000 000 20 000 000
f) |5000-3 610 = 18 050 000 ~ 20 000 000 20 000 000
o) |5300-3615=19 159 500 ~ 19 000 000 19 000 000
h) | 53293610 =19 237 690 ~ 19 200 000 19 300 000
3. 0,065 382 288 ... ~
a) | 5ong = 0:066 666 666 666 ... = 0,07 0.07
6 100

b) | 5eg0q = 0065 591397 849 ... = 0,066 0.065
6050 _

c) 92500 ~ 0,065 405 405 405 ... ~ 0,065 4 0,065 4

d) 9(6) (1)88 = 0,067 777 777777 ... ~ 0,07 0.07

o) 92 ggg = 0,064 516 129 032 ... ~ 0,06 0.07
6050 _ N

0 | gegog = 0.065 053763 440 ...~ 0,065 0.065

8) | goony = 0.064 864 864 864 ..~ 0,06 0,07
6050 _ N

h) | gogag = 0:067 222222222 . < 0,07 0.07
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5. Dizku s modrého oblika sme vypoditali podla vzorca S = - 2mr, kde a je velkost stredového uhla oblika, 7 je

>
360
polomer kruZnice (za hodnoty o,  sme dosadili & a 1). Modry oblik je dlhsi ako tsecka, ktora spaja jeho krajné body,
tato usecka je dlhSia ako zelend tiseCka na obr. 2 (je to prepona pravouhlého trojuholnika, v ktorom je zelena usecka
odvesnou). Preto je dizka zelenej ise¢ky mensia ako dizka modrého oblika, teda je mensia ako —— - 8.

i
180
7. a), b) Pozri text k obr. 17 na s. 106.

1 1
¢) V tomto pripade 6 < R teda % -0 < % i 0,004 363... < 0,01, preto za platné mozno pokladat cifry po miesto
stotin vratane,
I 1 i T 1
< — . — - . <0 .- = 2 ~ s . . o 4.
d)d< > 10 teda 180 o< 180 20 0,000 872... < 0,001, preto za platné moZno pokladat cifry po miesto tisicin

vratane.
8. Ano, staéi v , krivo¢iarom pravouhlom trojuholniku, ktorého dve strany na obr. 2 tvori modry oblik a zelena isecka,
pouzit rovnaké ivahy ako v rieseni tlohy 5. Namiesto o dizke zelenej tse¢ky moZno uvazovat o dizke druhej odvesny
tohto trojuholnika (ta predstavuje rozdiel medzi kosinusom presnej a pribliznej velkosti uhla).
9. a) (pozri obr. 20) V nasom opise predpokladame, Ze strom stoji na vodorovnej rovine (preto st na obrazku uhly pri
vrcholoch B a Y pravé, vztahy (*) vSak platia aj v pripade, Ze strom je na svahu s nemennym sklonom, odpori¢ame na-
kreslit si obrazok aj pre tento pripad). Do zeme zapichneme zvislo palicu, ktorej vysku (BC) nad zemou pozndme. Potom
zmeriame diZku tiefia palice (AB) a dizku tiefia stromu (XY). Trojuholniky ABC a XYZ st podobné (pretoZe sa zhoduju
v dvoch uhloch: obidva st pravouhlé a zhodujud sa aj uhly pri vrcholoch A a X — tie zodpovedaji uhlu dopadajuicich sl-
|BC]|
) ) |AB|
pretoZe pozname dlzku palice aj jej tiefia), tolkonasobkom tiefia XY (ktorého dlZku pozname) je hladna vyska stromu YZ.
Symbolicky: z podobnosti AABC ~ A XYZ vyplyva
vzl _ 1Bc|
|xy|  |AB|’

ne¢nych licov). Preto: kolkonasobkom tiefia AB je diZka palice BC (tento ndsobok — teda hodnotu — vieme zistit,

- |BC|
odtial |YZ| = |XY| - — *
vz] = lxv] - {50 S

A
Obr. 20
b) Ak strom stoji na vodorovnej rovine, su trojuholniky ABC a XYZ pravouhlé. Vtedy podiel % — a takisto podiel
% — je tangens uhla o na obr. 20. Teda prva rovnost v (*) je rovnostou dvoch réznych vyjadreni tangensu uhla a,
|BC|

pri¢om hodnotu

pravej strany pozname. Druhu rovnost v (*) moZno zapisat

|AB|
|¥Z| = |XY| - tan o

(pri takejto interpretécii je ulohou ndjst pomocou tyce a jej tiefia prislusnd hodnotu tan o).

10. Prvé meranie (obr. 21 na s. 112) V opise sa ml¢ky predpokladd, Ze ty¢ je zabodnuta zvislo (teda rovnobeZne s vys-

kou stromu, ktorej velkost zistujeme). Postup je zaloZeny na podobnosti trojuholnikov ABC a AXY (st podobné, pretoze

sa zhoduju v dvoch uhloch: obidva st pravouhlé a majt rovnaky uhol pri vrchole A). Preto: kolkondsobkom vzdialenosti

AB je vzdialenost AX, tolkondsobkom vysky BC je hladand vySka XY. Symbolicky

IXy| _lax| . x(m] _ 30 [krokov]

el ™ asl” "4 07l ™ Sty = SRR “ I
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3 kroky 27 krokov

Obr. 21

Obr. 22

Obr. 23

Ku krokom a metrom: nevadi to, v (**) nas zauji-
ma iba podiel dizok AB a AX a ten je stale rovnaky,
akékolvek jednotky pouZijeme (treba len, aby
dvojica AB a AX bola vyjadrend v rovnakych
dizkovych jednotkach, tie ale nemusia byt totozné
s jednotkami pouZzitymi pre dvojicu BC a XY).
UkéaZme si to pre pripad metrov (nase ivahy vSak
platia pre Tubovolné diZzkové jednotky). Ak diz-
ka 1 kroku je d metrov, tak|AB| = 3 kroky =3 d
metrov, |AX| = 30 krokov = 30 d metrov. Potom

v druhej rovnosti v (**) bude mat podiel |AX]|

AB|
30d 30 |
kost — = — = 10. ,,Prevodova konStanta* d sa

vel-

vykréti, teda velkost podielu od nej nezavisi.
Druhé meranie (obr. 22, V je oko pozorovatela)
V opise nie je uvedené, Ze sestrina vychodiskova po-
loha je pri strome, z nej potom postupuje dolava (po
usecke X7). Zakladna myslienka: zvisld vzdialenost
XY premenime otoCenim ceruzky na rovnako velkd
vodorovnu vzdialenost XZ, ktora vieme zmerat.
FormélnejSie zdovodnenie je zaloZené na tomto po-
znatku: ak trojboky ihlan (podstava je trojuholnik)
pretneme rovinou rovhobeZnou s podstavou, tak re-
zom je trojuholnik podobny podstave. Smery pohla-
dov VA, VB a VC (teda cez koniec a Spicku ceruz-
ky v zvislej a vodorovnej polohe) vytvéaraji bocné
hrany trojbokého ihlana s vrcholom V. Roviny ABC
a XYZ st rovnobezné (preco?), preto trojuholniky
ABC a XYZ su podobné. O trojuholniku ABC vieme,
7e méa rovnako dlhé strany AB a AC. Preto v podob-
nom trojuholniku XYZ musia mat strany XY a XZ
rovnaki dizku.
Tretie meranie (obr. 23) Postup je zaloZeny na
podobnosti trojuholnikov: dizky BC a BD mu-
sia byf v rovnakom pomere ako dizky XY a XZ.
Symbolicky:
z podobnosti A AXZ ~ A ABD, A AXY ~ A ABC
vyplyva

|xz| _ |Ax| |xy| _ |AX|

|BD] ~ 14BI" [BC| ~ |AB|

preto (kedZe pravé strany v obidvoch rovnostiach su
rovnaké)

|xz| _ [xv]|

|BD|  |BC]

(tato rovnost je len inak zapisané tvrdenie z Gvodu
rieSenia). Odtial

_ Ixy| | . _ |BD|
|xXz| = |BD| Tscl t.j. |Xz| = 3] |XY|,
;G =16

Stvrté meranie (obr. 24) Trojuholnik ABC je
pravouhly a uhol pri vrchole A ma velkost 45°.
Preto je ABC rovnoramenny trojuholnik, teda
|AB| = |BC].
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Meranie sklonomerom je znazornené na obr. 25 (Cer- Ty
v 2 ., . .. , O Ty,
vene vyznacené uhly st vrcholové, preto maji rovnakd &' o "m,
> > . e a4
velkost). Plat{ o merany uhol ! ?\'n?,”?m\?w
merany uhol = 90° — uhol, ktory od¢itame 364 & 2,
na sklonomere. £ :; 1~ T
11.a) I Hlada sa vySka veze. Pozorovatel jej vrchol vidi E Q%
pod uhlom 45° (trojuholnik, ktory pouziva pri pozoro-
vani, je pravouhly a rovnoramenny), preto vyska veze S o R
. . . ) ) . L . g, % o o0 3
je rovnaka ako vzdialenost pozorovatela od nej (td vie iy, O
pozorovatel odmerat). Rovnakd myslienka je pouZitd na do 90°

obr. 24 nas. 112.

II (obr. 26) Hladame vodorovnu vzdialenost x, zmeria- e
me v (vySka oka pozorovatela nad zemou) a uhol a (na

obrazku ho pozorovatel meria astroldbom). Z rovnosti Obr. 25
tan o = % dostdvame vysledok x=v - tan a.

IIT Hladdme vySku veZe (ozname ju y), odmeriame
vysku oka pozorovatela nad zemou (h), jeho vzdialenost
od veZe (v) a uhol, pod ktorym pozorovatel vidi vezu
(o, na obrazku ho pozorovatel meria astroldbom). Vyska
jey=h+ x, pricom x (vysku vezZe nad droviiou oka po-
zorovatela) najdeme z pravouhlého trojuholnika, v kto- o
rom pozndme odvesnu v a uhol a.. Vypocet x je rovnaky
ako v ulohe 11.11, vyska veze je y=h + v - tan a.

IV Zistujeme vysku sochy, zmeriame uhly CDA a CDB

a vzdialenost CD. Z trojuholnika CDA zistime vysku \
CA, z trojuholnika CDB vys$ku CB, hladana vyska sochy

je |CB| — |CA|. Pri vypoéte s hodnotami uvedenymi x=7?

v tabulke na s. 93 dostaneme vysledok Obr 26

29 22 N
|AB| =110 - 0 110 - 20" 19,25 ~ 19 (stop).

V Meranie rozmerov jamy, ktorej prierez je na obrazku
na s. 91 (mozZe to byt napr. kruhové studiia alebo jama
tvaru hranola). Postavime sa k jame tak, aby sme cez jej o
horny okraj videli okraj dna na opacnej strane. Potom
V je vySka, v akej mame o€i, n je vzdialenost od okraja
jamy. Z podobnosti dvoch pravouhlych trojuholnikov
na obrazku vyplyva rovnost

X Vv

s ®
Velkosti V, n pozname, preto z rovnosti (¥) vieme vypo- x
citat jednu z velkosti x, d, ak pozname druhu:
e ak dokdZeme zmerat Sirku jamy (priemer studne) d,
tak z (*) pre jej hibku x dostaneme vztah

x=d- l,

n

o ak dokdzeme zmerat hibku jamy x, tak z (*) pre jej

v n
Sirku d dostaneme d = x - v

VI Metdda opisand v rieSeni tlohy 10 (prvé meranie, B
obr. 21).

VII (obr. 27) Meriame hibku studne x. Zmeriame jej
priemer d a uhol a, pod ktorym vidime S$irku jej dna. Obr. 27

Kvoli vypoctom bude vSak vyhodnejSie namiesto uhla
o pracovat s uhlom f (jeho velkost je B = 90° — o ). _
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. X ) . ;
Z rovnosti i tan 3 dostavame x = d - tan P (keby sme pracovali s uhlom o, mal by tento vzfah tvar x = . teda by

ano’
sme museli delit desatinnym cislom, ¢o je najmi pri ru¢nom vypocte naro¢nejSie ako nasobenie). Myslienka je rovnaka
ako v ulohe 11.V (prva odrazka), v nej sme tangens uhla B nasli z mensieho z dvoch podobnych pravouhlych trojuhol-

. 14 Lo . o . . . .
nikov ako pomer — (s rovnakou stvislostou medzi pouzitim tangensov a podobnych pravouhlych trojuholnikov sme sa
n

uz stretli v rieSeni tlohy 9 b).

VIII Hladdme vzdialenost bodov A a B. Odmeriame vzdialenosti a = |BC| a b = |AC| a pomocou meracského stola
narysujeme trojuholnik ABC vo vhodnej mierke. Hladand dizku AB moZeme

e odmerat na narysovanom obrazku,

e alebo ju vypocitat: na obriazku odmeriame velkost uhla y = < ACB a pouZijeme kosinusovi vetu, podla nej

|AB| =c=~a*+b*-2ab -cosy .

Tento vypocet mdZeme pouZit aj vtedy, ked nepouZivame meracsky stol, ale vieme odmerat velkost uhla y.

IX Rovnaké tloha ako 11.VIII, teraz ju vSak rieSime len meranim vzdialenosti (bez pouZitia uhlov). Zmeriame EA, EB

a FG. Potom |AB| =2 - |FG|. Body E G lezia v polovici tse¢iek EA a EB, preto st trojuholniky AEB a FEG podobné

(toto si dobre rozmyslite), pricom rozmery trojuholnika AEB st dvojndsobkom rozmerov trojuholnika FEG, ktoré vieme

zmerat.

XI Rovnako ako v tlohach 11.VIIL, 11.IX sa hlada vzdialenost d = |AB/|. Zmeriame z = |AC| a uhly ®, a o, pri vrcho-

loch A a C (pritom predpokladame, Ze prekazka medzi bodmi A a B umoziiuje vidiet z A do B, takou prekdzkou je napr.

jazero). Trojuholnik ABC

e bud narysujeme a dizku AB zistime z obrézka,

e alebo ju vypocitame pomocou sinusovej vety: vypocitame velkost uhla pri vrchole B (o, = 180° — 0, — © ) a Z rov-
sin o,

nosti z - sin ®. = d - sin o, vyjadrime hladanu velkost d = z - — .
sin @

XIII Metéda merania pomocou diZky tiefia opisand v rieSeni tlohy 9:
|4B| = |p] - 1CEL

|EF|
XIV HIada sa vzdialenost pochodujiceho ttvaru od pevnosti, teda zvisla vyska trojuholnika na obrazku. Myslienka je
rovnaka ako v tlohe 11.X — zmerat AC a uhly a, y, narysovat trojuholnik a na obrdzku odmerat hladant vzdialenost.
V tomto pripade meranie uhlov aj rysovanie obrazu trojuholnika ABC nahradza pristroj na obrazku: z bodu A namierime
jedno oto¢né rameno na bod B, na ten isty bod potom z C namierime druhé oto¢né rameno. Nastavenim vzdialenosti
medzi kibmi prvého a druhého oto¢ného ramena volime mierku obrazu trojuholnika.
XV T4 ista situdcia ako v ulohe 11.XII, iba ,,hore nohami* (namiesto trojuholnika ADC mame teraz trojuholnik HKE).
Pozname vzdialenost HK, uhly HEF a KEF, hladame vysku kopca FC (ta je rozdiel |FH| - |CH], pricom |CH| - vzdia-
lenost o¢i pozorovatela od zeme — pozname). Rovnako ako v tlohe 11.XII, aj tu je mozné hladat vodorovnu vzdialenost,

napr. GE.
Vypocet s hodnotami uvedenymi v tabulke na s. 93 (pozri obr. 28): z trojuholnika GKE dostavame L= %,
X
z trojuholnika FHE mame y+30 = % . Upravou dostaneme stistavu 6x = 5y, 8x = 150 + 5y, odtial y = 75.
H K
X
F 30 G y E
Obr. 28

XVI Rovnaka tloha ako 11.VIII — hlad4 sa vzdialenost AB (na rozdiel od obrazka VIII — na ktorom je priamo naznace-
né pouZitie meracského stola — sa teraz o ziadnom konkrétnom meracom nastroji nehovori). Odmeriame dizky EA, EB
a velkost uhla AEB. Trojuholnik AEB bud narysujeme vo vhodnej mierke a dizku AB zistime z tohto obrazka, alebo ju
vypocitame pomocou kosinusovej vety (pozri rieSenie ulohy 11.VIII).
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XVII Hladame vysku GF veze na kopci, ta je rozdiel |HF| — |HG|, na zistenie kazdej z dizok HF, HG pouZijeme po-
stup z tlohy 11.XII: v trojuholniku QFO odmeriame QO a velkost uhlov FQH a FOH, v trojuholniku MGK dizku MK
a velkosti uhlov GMH a GKH. Pre hodnoty uvedené v tabulke na s. 93 dostaneme vysledok |GF| = 15 (krokov).
XVIII Hladame vzdialenost CD dvoch nepristupnych bodov. V trojuholniku ABC pozname AB a uhly pri vrcholoch A,
B, v trojuholniku ABD pozname AB a uhly pri vrcholoch A a B. Na zdklade tychto tdajov vieme narysovat Stvoruholnik
ABCD vo vhodnej mierke a na obrazku zmerat dizku CD (tento postup naznacuje aj meracsky stol schematicky znazor-
neny na obrazku).

Mozny postup vypoctu (len pre dobrovolnikov s velkym zaujmom o matematiku): pomocou sinusovej vety vypocitame
v trojuholniku ABC dizku BC a v trojuholniku ABD dizku BD, potom pomocou kosinusovej vety najdeme v trojuholniku
BCD dlzku CD.

11. ¢) XIII: Tangens uhla dopadajicich slne¢nych licov je IIEIIill . Ak pozname toto cislo, na kalkulacke alebo v tabul-
kach k nemu vieme n4jst velkost uhla (ktora sa v matematike oznacuje symbolom arctan |Ig§|| ).
XVII: Staci z bodu M zmerat uhly FMH a GMH, v bode K uhly FKH a GKH a vzdialenost MK.
2
12. 692—+60 .2075- 6-6 =2808720m’~ 300 ha.
— 1 gar’ =36 m’

obsah v gar?
Vysledok sme zaokruhlili na 1 platnu &islicu, pretoZe je vysledkom ndsobenia, priCom najmensi pocet platnych cifier
(1 cifru) medzi ndsobenymi ¢islami mal tidaj 1 gar = 6 m (uvedeny v texte k obr. 6).
14. ¢) Napriklad: pituholnik rozdelime na tri trojuholniky, v kazdom z nich zmeriame jednu stranu a vysku na fu.
d) Obsah v cm? njdeny pri rieSeni tlohy 14 a) alebo 14 c) treba vynasobit &islom * 100 * 625 « 2 500 (v prvom pripade
1 cm na mape znézorfiuje 1 000 cm = 10 m v skuto¢nosti, preto plocha 1 cm* na mape zodpoveda 10 m x 10 m = 100 m?
v skutoc¢nosti). Vysledok bude mat rovnaky pocet platnych cifier ako vysledok tlohy 14 a (preco?).

16. Ak do vzorca P = arc
zékladiiou a a vyskou v.

. a v . . v . ,
- v dosadime ¢ = 0, dostaneme P = 5 * V» €0 je vzorec pre vypocet obsahu trojuholnika so

“h+ “h+ ch+ ..+ “h+ ch=|=
2 2 2 2 2 2
a+c

2
mozno odvodif z obr. 13), tak sta¢i dokazat, Ze pre dizku s strednej priecky lichobeznika so zdkladiiami a, ¢ plati
a+c

Z
17.P = +zl+z2+...+zlg+z19+%~h

19. Ak vzorec P =

- v na vypocet obsahu lichobeznika ABCD pokladdme za zndmy (mimochodom, tento vzorec

s = (preco to staci?). ZloZenim dvoch lichobeZnikov na obr. 13 vznikne rovnobeZnik so stranami dizky a + c, d.

Usetka XZ vznikla spojenim strednych priecok XY a YZ, preto |XZ| = 2s. Stcasne je XZ rovnobeZna so stranou AD',
preto |XZ| =a+c.

Ak si mame byt skutoCne isti spravnostou tychto tivah, treba skontrolovat, ¢i sme sa iba nenechali zviest nespravne na-
kreslenym obrazkom. Treba teda overit, Ze

e AD'A'D na obr. 13 je skuto¢ne rovnobeZnik, teda Ze nenastane situdcia zndzornena na obr. 29 (na to staci overit, Ze
sucet vnutornych uhlov pri vrcholoch B a C v lichobezniku ABCD je 180°),

N

Obr. 29

e pravy krajny bod strednej priecky modrého lichobeZnika je totoZny s lavym krajnym bodom strednej priecky hnedého
lichobeZnika (teda Ze modra a zelena usecka na obr. 13 na seba nadviazu),

e Ciara XYZ je skutoc¢ne usecka (t. j. uhol XYZ ma velkost 180°), ktora je rovnobezna s AD".

Pri overeni tvrdeni z poslednych dvoch odrazok ndm pomoZzu opisy strednej priecky uvedené v poznamke v zadani
ulohy 19 (podla jedného z nich krajny bod priecky leZi v strede ramena, podla druhého je priecka rovnobezna so

zakladnami).
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Obr. 30

A Obr. 32

A Obr. 33

Obr. 35

20). a) Pre obsah trojuholnika ABC plati P = % “ Vv,

pritom cislo % je dizka strednej priecky trojuholnika.
21. Ak dizky prie¢ok oznacime s,, sy, ..., S5 @ Sirku
pasu h, tak P = (s, + 8, + ... + 5y) - h.

Vo vSeobecnosti — ak pocet pasov je n — ma vzorec tvar
P=(s+s,+..+5,) h

23. MoZeme napr.

e pituholnik rozdelit na tri trojuholniky, v ktorych
zmeriame bud dizky vietkych stran (takyto postup je
znazorneny na obr. 14), alebo diZky dvoch stran a uhla
nimi zovretého, ind moznost rozdelenia na trojuholni-
ky znazorfiuje obr. 15,

e odmerat diZky stran a vnitornych uhlov pituholnika
(takyto postup je na obr. 16),

Pri merani v teréne sa pouziva aj princip pretinania
napred (presnejsi ndzov je pretinanie napred uhlami):
zmeriame napr. dizku strany AB a velkosti uhlov BAC,
BAD, BAE, ABC, ABD, ABE (nactnite si obrazok a vy-
znacte na nom odmerané velkosti).

Dalsia moZnost je zmerat napr. v kazdom z trojuholni-
kov ABC, ABD, ABE dizky vsetkych troch stran.

24. < a0b=56°, < bOc=95°-56°=39°,

<L cOd =136°-95° =41°,

<L dOe =360° - 136° — 145°=79°,

L eOf =145°—-119° =26°,

L fOg =119°-85°=34° < gOa = 85°.

25. a) Pozri obr. 30 (Sipka znazorfiuje smer na se-
ver).

b) Vnittorny uhol B pri vrchole B ma velkost § = 25°,
mozno to zistit viacerymi sposobmi:

B =7=270°-65° - 180° = 25° (obr. 31) alebo

B =7=90°-65°=25° (obr. 32 a obr. 33).

Prvy z tychto postupov je vSeobecnejsi, zvySné dva
vyuZivaji skutocnost, Ze v tomto pripade leZi bod
C presne na zapad od bodu B, preto je spojnica BC
kolma4 na severny smer.

Vnutorny uhol y pri vrchole C ma velkost y = 138°,
uvddzame dva mozné vypocty:

e (obr.34)?=270° —228° =42°,

potom y = 180° — 7 = 138°,

e (obr. 35) 7=228° - 180° =48°,

potom y =90° + ? = 138°.

Vnutorny uhol 6 pri vrchole D mé velkost & = 89°, opit
uvddzame dva mozZné vypocty:

e (obr.36) ?7=228°-137°=91°8=180°-?7=89°,
e (obr. 37) Azimut 228° pri vrchole C rozdelime na
sucet 180° + 48°. Potom velkost dalSich dvoch uh-
lov (vyznacenych ¢iarkovanym oblucikom) je tieZ 48°
(ide o striedavé, resp. vrcholové uhly). Azimut 137°
pri vrchole D rozdelime na stcet 90° + 47°.

Z rovnosti 90°= ? + 48° dostavame ? = 42°.

Potom & = 42° + 47°= 89°.

Uhol a pri vrchole A ma velkost oo = 108°.
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Uvadzame dva moZné vypocty:

e (obr. 38) 7 =90° — 47° = 43°(mbzeme vyuzit bud
pravouhly trojuholnik s uhlami velkosti 47°, 90° a ?
alebo skutocnost, Ze uhly vyznacené bodkovanym
obluc¢ikom su striedavé a maji preto rovnaka velkost
47°). Potom oo = ? 4+ 65° = 108°.

e (obr.39)?7=137°-65°="72°.

Potom o = 180° —72° = 108°.

27.

=PaOb =PbOc

Pbcdefg=%- 100-75-sin56°+%-75-75-sin39°+

a

=P.oa =Pio.

+%.75-77~sin41°+%-77-78-sin79°+
=Pe0f =Pf0g

+%~78'38~sin26°+%~38-73'sin34°+

=Pg0a

Q

+ % =73 - 100 - sin 85° = 14 782, 428 619 ...

~ 15 000

Vysledok sme zaokruhlili na dve platné cifry, pretoze
e pocet platnych cifier v diZkach je 2 (a iba v jednom
pripade 3),

e uhly st zmerané s presnostou na celé stupne, preto
vo vypocitanych sinusoch su platné spravidla nanajvys
2 cifry (sinusy by mali va¢Siu presnost len pre uhly bliz-
ke 90°, pozri tieZ obr. 17 na s. 106, diskutujte o dizke
zelenej useCky na tomto obrazku v pripade, Ze obidva
uhly sa malo liSia od 90°).

28. a) Napriklad
=Ppap =Pyep
1 . 1 .
PABCD=5-d-a-s1n0t+5-b-c-s1ny=

= % (74 - 237 - sin 108° + 214 - 67 - sin 138°) =

=13136,811... 13 000

b) Vo vysledku potrebujeme 5 platnych cifier, preto
vSetky hodnoty pouZité vo vypocte potrebujeme s touto
presnostou, teda:

e strany ¢ a d treba merat s presnostou na milimetre,
strany a, b by stacilo zmerat s presnosfou na centimetre,
e uhly treba merat s presnostou na sekundy (pozri
poznamku o pocte platnych cifier v hodnote sinusu
v texte k obr. 17 na s. 106).

29. Podla Euklidovej vety o odvesne sa

|AB|?> = |AD| - |AC]|, teda v nasom pripade
21,4*=14,7 - |AC|,

- 214
odtial |AC| = 147 =31,153... ~31,2 m.
2
30. |ac| = JABIZ.
|AD|

Obr. 36

Obr. 37

Obr. 39

228°
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A

Slnko
N

Mesiac

neosvetlena
Cast

Obr. 41

Obr. 42

Obr. 43

31. V bode D zistime uhol, pod ktorym vidime bod A
(ozname ho o). Potom sa priblizujeme k vezi, az kym
neprideme na miesto F, z ktorého vidno bod B pod rov-
nakym uhlom a. Zistime vzdialenost DF. Z nej a z vel-
kosti uhla o vieme v trojuhoniku DFX (pozri obr. 40)
vypo¢itat dizku FX, ktora je rovnaka ako |AB|, pretoze
BAXF je rovnobeznik:

|AB| = |XF| = |DF| - tan a
33. a) Pozri obr. 41. Hranicu osvetlenej Casti Mesiaca
urcuju body, v ktorych sa spolo¢né vonkajSie dotyCni-
ce (zIté priamky na obrazku) kruhov predstavujicich
Slnko a Mesiac dotykaju Mesiaca.
b) Otacajme kruh — Mesiac z obr. 41 okolo spojnice
stredov Mesiaca a Slnka. Otacanim (rotaciou) kruhu
vznikne gula (predstavujica Mesiac), otdCajuci sa Cier-
no vyznaceny kruznicovy oblik vytvori gulovy vrchlik
— to je neosvetlena ¢ast Mesiaca. Krajné body ¢ierneho
kruZnicového oblika opiSu pri tomto otdcani kruZnicu
— ta predstavuje hranicu medzi osvetlenou a neosvetle-
nou c¢astou Mesiaca. Na obrazku 42 (pohlad zboku na
gulu predstavujicu Mesiac) je priemer hrani¢nej kruz-
nice vyznaceny cerveno.
c¢) Ak budeme zvicSovat vzdialenost obidvoch gul,
bude sa uhol o na obr. 42 zvicSovat a hrani¢na kruZnica
sa bude pribliZovat k hlavnej kruZnici, ktorej priemer je
na obr. 43 vyznaceny bodkovane Cerveno.
34. b) V prvej rovnici pod obr. 19 staci nahradit Cislo

86 000 hodnotou 20 000 Dostaneme - = %,
odtial postupne 400x = 20 000 + x, 399x = 20 000,
20 000
= = 125... = 50.

1
Potom cos o = 30 =0,02a o=~ 88,9°.

¢) Ak zopakujeme postup rieSenia z tlohy 34 b) — v kto-
rom c¢islo 20 000 nahradime hodnotou d — dostaneme

d | .
X = 399 acosao= Z Cim vicsia bude hodnota d,
399
tym vacsi bude aj zlomok —— a tym mensi bude po-

399

1 1
diel R Pri velmi velkych hodnotéach d sa ¢islo e

399 399
tato odchylka). Cim blizsie k O je hodnota cos a, tym
menej sa uhol a 1iSi od 90° (pri diskusii o tomto tvrdeni
odporac¢ame bud nacrtnit graf funkcie cosinus, alebo
znazornit kosinus na jednotkovej kruznici).

35. Dizky oblika CA aj tsecky CD stivisia s velkostou

uhla B = < CED, pretoze |cD| = |CE| - tan B =

_ 1 __B __B
=1000 tanBalCA|—36O 2mr =3 o+ 2m - 1.000.



MERANIE — VYSLEDKY

Obidva tieto vztahy vyuZijeme pri rieSeni tiloh a) a b): v a) zo znamej dizky tseky CD vypoc&itame velkost uhla 3 a po-

mocou neho najdeme dizku oblika |CA| .V b) naopak z dizky |CA| vypocitame velkost uhla 3 a pomocou nej najdeme
dizku CD.

B _lepl 50 o 3 .
a) Ak |CD| = 50, tak tan(<{ CED) = TCE] ~T000~ 0,05, odtial B = < CED = 2,862...°.
Potom |CA| = =P—. 21+ 1000 = 49.958... .
7360 A 8 B 50 - 360
CA| = [ CA|l = —. . . = —. . - -7 _
b) Ak |CA| = 50, tak zo vztahu |CA| 360 2% 1000, tj. 50 = 2 27 - 1 000, dostaneme = ———=o

=2,864..°. Potom |CD| = |CE| - tan B =1 000 - tan 2,864... = 50,041... .
36. V pravouhlom trojuholniku vypocitame pomocou Pytagorovej vety DE.

Vyska hory je |AD| = |DE| - |AE| = | DE| -1 000.
= Pygc =Picn =Pype = Pygr =Py

37. Pyscprre =5 387.98...+ 1329,63... +2302,96... + 6 542,78... + 2 930,13... ~ 18 500.

39. Pypepi = % [ab sin B — ac sin (B +Y) + ad sin (B +7 + 8) + bc sin y — bd sin (y + 8) + ¢d sin §]-

(vynechali sme stranu e = EA)

40. Pypepr = % [116 - 85 - sin 129° — 116 - 83 - sin 226° + 116 - 113 - sin 351° + 85 - 83 - sin 97° — 85 - 113 - sin 222° +
+83-113 - sin 125°] = 16 825,079 7... ~ 17 000 (preco sme vysledok zaokrtihlili na 2 platné cifry?).

41. Pypopg = % [164,95 - 88,41 - sin 102,183...° — 164,95 - 121,69 - sin 206,883...° + 164,95 - 115,89 - sin 319,966...° +

+ 88,41 - 121,69 - sin 104,7° — 88,41 - 115,89 - sin 217,783...° + 121,69 - 115,89 - sin 113,083...°] = 20 346,242... ~ 20 300

(vysledok sme zaokrihlovali na 3 platné cifry, pretoZe tolko platnych cifier moZno predpokladat vo vypocitanych hod-
notéach sinusov — pozri text k obr. 17 na s. 106).
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