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zimńı semestr - přednášky 2+0
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Obsah přednášek

I Teorie fyzikálńıch měřeńı

- měřićı metody, jednotky, přesnost př́ıstroj̊u, chyby
měřeńı,. . .

- chyby nepř́ımých měřeńı

I Pravděpodobnost a statistika- nezbytné minimum

- Centrálńı limitńı věta, Gaussovo rozděleńı,. . .
- prokládáńı funkčńıch závislost́ı

I Zpracováńı protokol̊u

- grafy, histogramy
- Latex - formátovaćı textový program
- GnuPlot - statistické zpracováńı dat
- Python - pokud zbyde čas..

I Praktická měřeńı - letńı semestr
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Doporučená literatura

I Vaše zápisky

I J.Brož - Základy fysikálńıch měřeńı (3 d́ıly)

I Z.Horák - Praktická fysika (1958 ...)

I Tabulky - např. Matematické, fyzikálńı a chemické tabulky
pro středńı školy

I Kolektiv: Fyzika I, ČVUT Praha, 1998, 1. vyd. 103 s.
ISBN 80-01-01837-7.
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Podmı́nky uděleńı zápočtu

1. Docházka - povoleny 3 absence
I Bonus. Pokud odevzdáte protokol udělaný na “Výborně”,

pak je docházka dobrovolná až do daľśıho protokolu.

2. Protokoly

- 3 protokoly za semestr
- týden na zpracováńı
- neuznané protokoly budou vráceny k přepracovańı
- protokol=individuálńı práce

Zápočty budou udělovány na posledńı hodině.
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Role experimentu ve fyzice

... zábava ...
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Role experimentu ve fyzice

... zábava ... ale vetsi
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Role experimentu ve fyzice

Fyzika

- empirická

- exaktńı

Experiment:

- pozorováńı nového
jevu

- ověřeńı d́ılč́ıch
předpověd́ı teorie

- možnost zamı́tnout
teorii

”Vědecká metoda“

e

R. Feynman:

”Věda je dlouhou historíı školeńı o tom, jak si přestat lhát do kapsy.”
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Základńı vlastnosti vědecké teorie

I objektivita – maximálńı nezávislost na osobě
experimentátora

I konsistence – vnitřńı konsistence teorie.

I testovatelnost – hypotéza muśı produkovat testovatelné a
od ostatńıch hypotéz odlǐsitelné předpovědi

I úspornost – Occamova břitva

I falzifikovatelnost – možnost zamı́tnut́ı hypotézy na
základě experimentu

I ověřitelnost – možnost zopakovat daný experiment v
budoucnu

Einstein:

”A theory is something nobody believes except the person proposing the

theory, whereas an experiment is something everybody believes except the

person doing the experiment”.
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Měřeńı

Ćıle měřeńı

- měřit fyzikálńı jevy a źıskat poznatky o vzájemných
vztaźıch mezi fyzikálńımi veličinami, popř. zjistit velikost
fyzikálńıch veličin.

Prováděńı měřeńı

- pozorováńı - měřeńı fyz. jev̊u, které prob́ıhaj́ı nezávisle na
nás (astronomie)

- experiment - pozorováńı, která jsou plánovitě připravena

Experimenty

- kvalitativńı - např. zkoumáńı změny elektr. odporu na
teplotě (r̊ust, pokles)

- kvantitativńı - určeńı velikosti změn elektr. odporu na
teplotě
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Pr̊uběh experimentu

1. Př́ıprava měřeńı

2. Měřeńı

3. Vyhodnoceńı

4. Prezentace výsledk̊u

Př́ıprava měřeńı

- rešerše

- simulace

- volba př́ıstroj̊u

- schéma zapojeńı

- . . .

11 / 167



Pr̊uběh experimentu

Měřeńı

- sestaveńı a odladěńı

- realizace

- źıskáńı exp. dat

- . . .

Vyhodnoceńı měřeńı

- statistické zpracováńı

- určeńı závislost́ı a zákonitost́ı

- určeńı přesnosti (chyb)

- porovnáńı s teoríı

- porovnáńı s jinými metodami, autory, . . .

- doporučeńı

- . . .

Uvedeńı do praxe . . .
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Měřićı metody

1. objektivńı × subjektivńı

2. absolutńı: poskytuj́ı absolutńı hodnotu hledané veličiny v
definovaných jednotkách, např. délku v metrech
relativńı: udávaj́ı poměr dvou veličin téhož druhu, např. vážeńı
(závaž́ı je normálem)

3. př́ımé : měř́ıme př́ımo danou veličinu dle jej́ı definice, např. měřeńı
hustoty ρ = m/V
nepř́ımé : např. určeńı hustoty pomoćı Archimédova zákona ze śıly,
kterou je těleso nadlehčováno v kapalině o známé hustotě a ze znalosti
váhy na vzduchu

4. statické : měřená veličina je stálá, určuje se z klidové polohy
ukazatele
dynamické : na velikost měřené veličiny se usuzuje z periodického
pohybu systému, např. určeńı t́ıhového zrychleńı reverzńım kyvadlem

5. kompenzačńı: účinek měřené veličiny se kompenzuje stejně velkým,
ale opačným účinkem veličiny téhož druhu, např. vážeńı, Mohrovy
vážky (hustota tělesa), elektrická měřeńı - Wheaston̊uv můstek

6. nulové: zvláštńı př́ıpad kompenzačńı metody, výchylka měř́ıćıho
př́ıstroje je 0

7. substitučńı: neznámá veličina se zaměňuje normálem téhož druhu,
až se najde normál se stejnou výchylkou měř́ıćıho př́ıstroje 13 / 167



Balistické kyvadlo

- nepř́ımá metoda měřeńı rychlosti
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Wheatstone̊uv můstek

- ukázka nulové kompenzačńı metody

v Rovnováze
VG = 0

potom
R1

R2
=
R3

Rx
⇒ Rx =

R3R2

R1
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Měřićı aparatura
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Fyzikálńı veličiny

Charakterizuj́ı kvantitativně vlastnosti předmět̊u a jev̊u.
Můžeme je dělit:

Podle rozměr̊u:

I bezrozměrné (index lomu, poměry)

I s rozměrem – fyzikálńı veličiny
velikost vyjádřena v násobćıch dobře definované jednotky

Podle počtu složek:

I skalárńı – pouze velikost (hmotnost délka, čas)

I vektorové – velikost a směr (rychlost, śıla, hybnost)

I tenzorové – matice NxN (tenzor napět́ı)
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Fyzikálńı veličiny

Hodnotu dané fyzikálńı veličiny X uvád́ıme VŽDY:
X=velikost [jednotka]

Samostatně nemá ani jedno smysl.

Např́ıklad:
m = 2.5kg, t = 5s, f = 10s−1 = 10Hz

Jednotky - reprodukovatelné veličiny určené na základě
standardizace.
Různé systémy:

I SI - mezinárodńı soustava jednotek (1960)
[m], [kg], [s], [A], [K], [Cd], [mol]

I CGS - zavedena 1832 Gaussem,
vše se vyjadřuje pomoćı [cm], [g], [s]

I Angloamerická měrná soustava (USA,VB,Kanada)
inch, yard,quart,...
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Jednotky fyzikálńıch veličin

Jednotky - reprodukovatelné veličiny určené na základě standardizace.

Požadavky na standard:

I Neporušitelnost

I Stálost v čase a prostoru

I Dostupnost

I Totožnost

Standard lze definovat

I Prototypem (např. p̊uvodni
prototyp kilogramu z 1889)-
může se časem měnit
(prototyp kilogramu ztratil cca 0.0001g

za posledńı stolet́ı)

I Měř́ıćım postupem -
reprodukovatelné (s určitou
chybou)

Fragment

cubitu z Mezopotámie (www.nist.gov)
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Jednotky fyzikálńıch veličin

Jednotky - reprodukovatelné veličiny určené na základě
standardizace.

Požadavky na standard:

I Neporušitelnost

I Stálost v čase a prostoru

I Dostupnost

I Totožnost

Standard lze definovat

I Prototypem (např.
p̊uvodni prototyp
kilogramu z 1889)- může se
časem měnit
(prototyp kilogramu ztratil cca 0.0001g

za posledńı stolet́ı)

I Měř́ıćım postupem -
reprodukovatelné (s určitou
chybou)

1994 - srovnáńı národńıch prototyp̊u kilogramu

Metrologia, Vol.31,4, 317-336 (1994)
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Soustava jednotek SI (metrická)

“Le Système International d’Unités” – “Mezinárodńı systém jednotek”

I 1801: p̊uvodńı vznik za Francouzské revoluce

I 20.květen 1875: podpis Metrické konvence (Treaty of the Metre) v
Pař́ıži
- přistoupilo 17 zemı́ (nyńı 59)
- obsahovalo pouze definici metru a kilogramu
- založen Mezinárodńı úřad pro mı́ry a váhy (International Bureau of
Weights and Measures) v Sèvres u Pař́ıže (www.bipm.org)
- 20.květen - Světový den metrologie (www.worldmetrologyday.org)
- každé čtyři roky se v Sèvres scháźı ”General Conference on Weights and
Measures”

I 1960: předěláno do v podstatě moderńı podoby
- přejmenováno na “Système International d’Unités”

I 20.květen 2019: redefinice základńıch jednotek pomoćı fyzikálńıch
konstant
- prvńı byla v 1998 redefinice metru přes rychlost světla

- p̊uvodně se konstanty (Planckova, Boltzmannova, Avogadrova, elementárńı

náboj, rychlost světla ) měřily, nyńı jsou to zafixované a jednotky se definuj́ı

s jejich pomoćı

oficialni publikace BIMP:
www.bipm.org/en/publications/si-brochure/
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Soustava jednotek SI

Jednotky:

I Základńı

I Doplňkové

I Odvozené

I Násobky a d́ıly
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Soustava jednotek SI

(Re)definice jednotek: www.nist.gov/si-redefinition
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Soustava jednotek SI
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Soustava jednotek SI
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Soustava jednotek SI
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Měřeńı a nejistota

chyba . . . nejistota versus nepřesnost

Měřená veličina X:
x0 - skutečná hodnota (nám neznámá)
x - hodnota zjǐstěná měřeńım (náš odhad reality)

skutečná (absolutńı) chyba měřeńı

ε = x− x0

relativńı chyba měřeńı
δ = ε

x0
= x−x0

x0

Při fyzikálńım měřeńı se snaž́ıme určit co nejpravděpodobněǰśı hodnotu
měřené veličiny a pravděpodobnou hodnotu chyby.
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Chyby měřeńı

1. Chyby hrubé:
např. omyl pozorovatele, měřeńı zat́ıžené touto chybou je nutné nebrat do

úvahy, lze je rozeznat a z výsledku měřeńı odstranit

př́ıčiny hrubých chyb :
nedokonalost, nepřesnost měřićıch př́ıstroj̊u, nespolehlivost smysl̊u vliv

okoĺı na měřeńı, ...

2. Chyby systematické:
vyskytuj́ı se pravidelně, jsou dány např. povahou metody
odstraněńı:

I dokonaleǰśı př́ıstroj, změna měř́ıćı metody, korekce měřeńı, ...

I snaha potlačit je pod mı́ru přesnosti měřeńı

př́ıklady :
I vážeńı ve vzduchu - pro látky řidš́ı než závaž́ı dostaneme menš́ı váhu,

pro látky hustš́ı než závaž́ı větš́ı váhu kv̊uli vztlaku vzduchu

I měřeńı napět́ı voltmetrem - dostaneme hodnoty menš́ı než skutečné,
protože vnitřńı odpor voltmetru neńı nekonečně velký 28 / 167



Chyby měřeńı

3.chyby náhodné(nahodilé, statistické):

vznikaj́ı p̊usobeńım náhodných vliv̊u, které z výsledku nelze
vyloučit.

hlavńı oblast pro statistické zpracováńı dat

př́ıklad:
opakované měřeńı
délky

delka[cm]
4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 6

0

2

4

6

8

10

12

40x zmerena delka
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Vizuálńı představa

střelba do terče:
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Chyby měřeńı a interpretace výsledk̊u

Př́ıklad:
Teoretické předpovědi pro veličinu X jsou 0 nebo 5. Dva nezávislé
experimenty ”A” a ”B” změřily x = 0.5 a x = 3.7. Interpretace výsledk̊u
záviśı na chybách měřeńı . . .

X

0

5

10
experiment A

experiment B

Chyby měřeńı jsou nezbytné pro fyzikálńı interpretaci výsledk̊u.

31 / 167



Opakovatelnost vs přesnost měřeńı

střelba do terče: rozptyl jednotlivých hod̊u, poloha středu,
přesnost určeńı střed̊u

32 / 167



Pravděpodobnost - připomenut́ı

Pro náhodnou diskrétńı proměnnou:
Pravděpodobnost P (A) jevu A je

P (A) =
počet možnost́ı kdy nastane A

počet všech možných výsledk̊u

Př́ıklad: házeńı minćı, nebo kostkou.
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Pravděpodobnost - připomenut́ı

Pro náhodnou spojitou proměnnou:
Pravděpodobnost popsána hustotou pravděpodobnosti f(x)
- spojitá funkce s

∫
f(x)dx = 1.

Pravděpodobnost jevu A : x1 < x < x2 je pak dána plochou pod křivkou
f(x):

P (A) =

x2∫
x1

f(x)dx
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Středńı hodnota a rozptyl

Dvě nejzákladněǰśı charakteristiky rozděleńı náhodné veličiny jsou

Středńı hodnota:

diskrétńı proměnná

µ =
∑
i

P (Xi)Xi

spojitá proměnná

µ =

∞∫
−∞

xf(x)dx

Rozptyl(charakterizace š́ı̌rky):

diskrétńı proměnná

σ2 = var(X) =
∑
i

P (Xi)(Xi − µ)2

spojitá proměnná

σ2 = var(X) =

∞∫
−∞

(x− µ)2f(x)dx

Směrodatná odchylka: σ =
√

(var(X))
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Opakovaná měřeńı - odhad středńı hodnoty

Každé měřeńı je zat́ıženo náhodnými fluktuacemi. Většinou neznáme
konkrétńı rozděleńı f(x). Můžeme ale předpokládat, že měřeńı fluktuuj́ı v
pr̊uměru okolo hledané hodnoty x0 s nějakým rozptylem σ2.

I chceme určit správnou hodnotu měřené veličiny x

I měřeńı je zat́ıženo pouze náhodnými chybami (ne hrubými a
systematickými) – tj. velkým množstv́ı nezávislých odchylek od
správné hodnoty měřené veličiny, přičemž jednotlivé odchylky jsou se
stejnou pravděpodobnost́ı kladné nebo záporné.

I Pozn: Má smysl tehdy, pokud je přednost měřićıho př́ıstroje o cca řád
přesněǰśı než požadovaná přesnost měřeńı.

Postup:

I provedeme několik měřeńı x1, x2, x3, . . . , xn

I Ze změřených dat odhadneme
nejpravděpodobněǰśı hodnotu měřené veličiny
jako aritmetický výběrový pr̊uměr

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi

I Jak přesně jsme určili x̄?
delka[cm]

4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 5.8 6
0

2

4

6

8

10

12

40x zmerena delka
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Opakovaná měřeńı - rozptyl jednotlivých měřeńı

Mı́ru fluktuace jednotlivých měřeńı lze vyjádřit pomoćı Výběrové
směrodatné odchylky s ( experimentálńı odhad směrodatné odchylky
jednoho měřeńı σ)

s =

√√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

n− 1

I odhad rozptylu rozděleńı měřeńı z naměřených dat

I s - mı́ra “reprodukovatelnosti” měřeńı

Pozor:
s (náš odhad σ) nám ř́ıká, jak moc se nám při měřeńı ”klepe ruka“.
Nikoliv jak přesně jsme určili pr̊uměr x̄.
K tomu potřebujeme ....
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Centrálńı limitńı věta

Motivace:
Pokud bychom provedli nezávisle v́ıcekrát celé měřeńı pr̊uměru, jak bude
vypadat rozděleńı x̄? A hlavně, jaká bude jeho š́ı̌rka?

Centrálńı limitńı věta - ve zjednodušeném zněńı:
Pokud provedeme n měřeńı z neznámého rozděleńı, které má pr̊uměr µ
rozptyl σ2. Potom aritmetický pr̊uměr x̄ z tohoto výběru bude konvergovat
ke Gaussovu(Normálńımu) rozděleńı:

f(x) = N(µ0, σ0) =
1

σ0

√
2π
e
− (x−µ0)2

2σ20

s parametry

µ0 = µ, σ2
0 =

σ2

n
⇒ σ0 =

σ√
n
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Centrálńı limitńı věta
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Centrálńı limitńı věta
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Odhad chyby měřeńı

Mı́ru přesnosti stanoveńı výsledku měřeńı určuje středńı kvadratická
chyba aritmetického pr̊uměru (směrodatná odchylka aritmetického
pr̊uměru):

σ0 =

√√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

n(n− 1)
=

1√
n

√√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

n− 1
=

s√
n

při cca n > 30 lze nahradit

σ0 =

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

n2
=

1

n

√√√√ n∑
i=1

(xi − x̄)2

Přesnost měřeńı (určeńı pr̊uměru) lze tedy zlepšit:

I Sńıžeńım rozptylu jednotlivých měřeńı σ (tj. menš́ı změřené s)
- lepš́ı kontrola reprodukovatelnost: sńıžeńı šumu, lepš́ı př́ıstroj, . . .

I Zvýšeńım počtu měřeńı n
- na desetinásobné zpřesněńı experimentu potřebujeme stonásobně
zvýšit statistiku

41 / 167



POZOR!!!

Ve fyzice (na rozd́ıl od statistiky) je běžné značit chybu měřeńı
jako σ nikoliv σ0.
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Postup zpracování přímých měření



  

Postup zpracování přímých měření



  

Postup zpracování přímých měření



  

Příklad

měření délky objektu



  

Příklad

měření délky objektu



  

0=
1

∑
1

n

pi



  



Jak zpracovávat data

Výsledkem měřeńı je ṕısemná zpráva - protokol.
Základńı pravidla:

I pravdivost

I srozumitelnost a přehlednost

I jednoznačnost

I samostatnost

Protokol muśı obsahovat úplnou informaci zp̊usobilou k tomu, aby byl
experiment reprodukovatelný a data byla př́ıp. ”převzatelná” do jiné
experimentálńı práce a to i po značném časovém odstupu od vlastńıho
měřeńı.

Účel protokolu je sdělit:

I jaký byl ćıl měřeńı

I jaký byl postup, pomůcky, metody

I co bylo zjǐstěno

I interpretace (diskuse výsledk̊u)
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Obecné postupy

Protokol:

I vypracovává se na volné listy formátu A4 a muśı být
včetně graf̊u kompaktně sešitý na levé straně.

I Protokol je možno vypracovat psańım ručně nebo na
poč́ıtači nebo kombinovaně. Preferuje se ale elektronická
forma.

I Muśı být srozumitelný i po černo-b́ılém tisku.
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Ukázka protokolu
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Nástroje pro zpracováńı měřeńı

nástroje pro zpracováńı textu:

I MS-Word

- Windows, Mac
- WYSIWYG-What you see is what you get
- placený

I LibreOffice(OpenOffice) www.libreoffice.org

- Windows, Linux
- zdarma

I latex : www.latex-project.org

- zdarma
- kompiluje text
- všechny platformy, většinou součást distribuce linux
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Nástroje pro zpracováńı měřeńı

nástroje pro zpracováńı dat:

I MS-Excel

- Windows, Mac
- placený

- snadný, ale podceňovaný

I LibreOffice(OpenOffice)

- Windows, Linux
- zdarma

I GNUplot : www.gnuplot.info

- zdarma
- př́ıkazová řádka, makra
- snadné fitováńı a práce se soubory dat

I daľśı : ROOT, Mathematica, Stata, RapidMiner, ....dle osobńıch
preferenćı
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Zobrazení dat 

tabulka: přehledný zápis všech zpracovaných hodnot
● záhlaví: měřená veličina, jednotky
● hodnoty: uvedené na stejný počet změřených desetinných míst
● legenda: očíslování – lze se pak odkazovat z textu

 legenda – stručný popis

l[cm]

5.073

4.500

4.911

5.037

5.556

5.522

4.915

4.820

4.673

5.187

Tab. 1: Změřené hodnoty délky



  

Zobrazení dat 

tabulka: přehledný zápis všech zpracovaných hodnot
● záhlaví: měřená veličina, jednotky
● hodnoty: uvedené na stejný počet změřených desetinných míst
● legenda: očíslování – lze se pak odkazovat z textu

 legenda – stručný popis

l[cm]

5.073

4.500

4.911

5.037

5.556

5.522

4.915

4.820

14.673

5.187

Tab. 1: Změřené hodnoty délky

současné měření více 
veličin(délka a čas):

l[cm] t[s]

5.073 8.546

4.500 7.495

4.911 8.786

5.037 7.334

5.556 9.436

5.522 12.601

4.915 7.951

4.820 6.808

4.673 11.068

5.187 7.773

Tab. 1: Změřené hodnoty délky a času



  

Odhad průměru a chyby
● Odhad měřené hodnoty pomocí aritmetického průměru měření

l=5.0194

l[cm]

5.073

4.500

4.911

5.037

5.556

5.522

4.915

4.820

4.673

5.187



  

Odhad průměru a chyby
● Odhad měřené hodnoty pomocí aritmetického průměru měření

l=5.0194

● Odhad chyby aritmetického průměru

l[cm]        [cm]

5.073 0.054

4.500 -0.519

4.911 -0.108

5.037 0.018

5.556 0.537

5.522 0.503

4.915 -0.104

4.820 -0.199

4.673 -0.346

5.187 0.168

l−l

σ=0.1067



  

Odhad průměru a chyby
● Odhad měřené hodnoty pomocí aritmetického průměru měření

l=5.0194

● Odhad chyby aritmetického průměru

σ=0.1067

● Zaokrouhlení na jednu platnou cifru chyby

- nezapomenu jednotky
- uvedu v tabulce
l=5.0±0.1cm

l[cm]

5.073

4.500

4.911

5.037

5.556

5.522

4.915

4.820

4.673

5.187

průměr: 5.0

chyba: 0.1

Tab. 1: Změřené hodnoty délky



  

● Příklad – měření doby pádu kuličky v kapalině 
(měření viskozity)



  

Vyloučení hrubých chyb
● občas může dojít k výrazné chybě měření – podezření na 

nestatistickou chybu

příklad: opakované měření délky (v cm)

5.073 4.911 6.556 4.915 4.673
4.5 5.037 5.522 4.82 5.187



  

Vyloučení hrubých chyb
● občas může dojít k výrazné chybě měření – podezření na 

nestatistickou chybu

příklad: opakované měření délky (v cm)

5.073 4.911 6.556 4.915 4.673
4.5 5.037 5.522 4.82 5.187

x

σ – směrodatná odchylka jednoho 
měření (reprodukovatelnost)

● velmi malá šance, že měření bude více jak 3σ vzdáleno od průměru

● pokud jsou chyby statistické mělo by se jejich rozdělení řídit 
Gaussovým rozdělením:



  

Vyloučení hrubých chyb

l[cm]        

5.073 0.013

4.500 0.472

4.911 0.076

5.037 0.023

7.235 4.193

5.522 0.112

4.915 0.074

4.820 0.135

4.673 0.264

5.187 0.000

l−l
σ

● optická kontrola dat – tabulka, graf, ...
● Učím průměr a směrodatnou odchylku jednoho 

měření 

● Pokud je

     můžu uvažovat o vyjmutí daného měření ze 
zpracování 

● Následuje přepočítání průměru a chyby

výsledek: l=(5.0 +/- 0.3) cm
● Pozor! 

– používat velmi opatrně
– maximálně vyřadit jednu hodnotu
– vždy je potřeba se pokusit zjistit, jak došlo k 

chybě a provést v protokolu diskusi

l̄ =5.1873 σ=0.772

l̄ =4.9598 σ=0.2966



  

Domácí úkol

● Zpracování měření a části protokolu:

– elektronické zpracování
● graficky upraveno
● vytištěno jednostranně A4,

– obsah
● hlavička: jméno, datum, nadpis...
● statisticky zpracovaná data: tabulka, výsledky
● popisný text: popis postupu, vzorečky, odkaz na data, diskuse

– přiložit původní výtisk s daty
● jinak nelze zkontrolovat a uznat

● Odevzdání na začátku příští hodiny

● Samostatná práce

– není známkováno, ale podmínka zápočtu
– nepovedené práce budou vráceny k přepracování

● příklady protokolů a informace na: praktika.fjfi.cvut.cz



Zobrazeńı dat

Důležité pro źıskáńı přehledu o provedeném měřeńı:

I zjǐstěńı závislost́ı

I odhaleńı chyb

možná chyba . . . změřená vlastnost



Histogramy

Z domáćıho úkolu:

Jak snadno a přehledně
zobrazit data, zjistit chyby?

graf:

pro 400 hodnot....

Lépe použ́ıt histogram.



Histogramy

Z domáćıho úkolu:

Jak snadno a přehledně
zobrazit data, zjistit chyby?

Většinou mi nezálež́ı na tom jaké je ”č́ıslo
měřeńı“. Chtěl bych něco jako četnosti na
ose y.

Chci zobrazit počet měřeńı, které ”spadly”
na ose y do interval̊u určité š́ı̌rky - tzv. “š́ı̌rka
binu“. V tomto př́ıpadě použiji š́ı̌rku=1
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Histogramy - př́ıklad použit́ı

Digitálńı fotografie - spektrum

. . . což neńı nic jiného, než měřeńı energetického spektra foton̊u.



Histogramy š́ı̌rka binu

Rozlǐseńı na ose X (š́ı̌rka binu) - ztráta informace vs. přehlednost:

př́ılǐs úzké biny - nepřehledné
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př́ılǐs širké biny - ztráta informace:
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Histogramy v Excelu

Chci zobrazit počet měřeńı, které ”spadly” na ose y do interval̊u určité
š́ı̌rky - tzv. “š́ı̌rka binu“. V tomto př́ıpadě použiju š́ı̌rku=1

Použiji funkci FREQUENCY.
Pozor finta - vkládám pole pomoćı Ctrl+Enter.

odkaz: http://www.ncsu.edu/labwrite/res/gt/gt-bar-home.html



Histogramy v Excelu

Teprve nyńı mohu vložit ”bar chart“:

Lze dobře vidět, kde se shlukuj́ı změřené hodnoty a př́ıpadné problémy.

Ještě jeden háček . . . na ose x jsou uvedeny počátky bin̊u. Správně by tam
měly být středy - tj. 22.5 23.5 . . . .



Histogramy - statistická chyba

I v histogramu jsou statistické chyby

Pokud histogram zaznamenává počty měřeńı, pak se rozděleńı uvnitř
každého binu ř́ıd́ı Binomickým rozděleńım a chyba je

σX =
√
N ⇒ σX

X
=

1√
N
,

kde N je počet registraćı měřeńı v binu X.
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Histogramy v GNUplot

Skript pro GNUplot:

reset

n=20 #number of intervals

max=40. #max value

min=20. #min value

width=(max-min)/n #interval width

#function used to map a value to the intervals

hist(x,width)=width*floor(x/width)+width/2.0

set term png #output terminal and file

set output "histogram.png"

set xrange [min:max]

set yrange [0:]

#to put an empty boundary around the

#data inside an autoscaled graph.

set offset graph 0.05,0.05,0.05,0.0

set xtics min,(max-min)/5,max

set boxwidth width*0.9

set style fill solid 0.5 #fillstyle

set tics out nomirror

set xlabel "t[s]"

set ylabel "Frequency"

#count and plot

plot "data.txt" u (hist($1,width)):(1.0) smooth freq w boxes lc rgb"green" notitle



Histogramy v GNUplot



Histogramy v GNUplot

Pro 1000 náhodně generovaných hodnot z Gaussova rozděleńı



Histogramy MatLab
Obdobně v MatLabu:

x = -4:0.1:4;

y = randn(10000,1);

hist(y,x)



Histogramy - š́ı̌rka binu

Důležitá je rozumná volba š́ı̌rky binu:

∆x = 5s ∆x = 0.1s

Ztráta informace versus nepřehlednost.



Histogramy

I Vizuálńı reprezentace data

I Zobrazuje rozděleńı četnost́ı

I Souviśı s pravděpodobnostńım rozděleńım zobrazované
veličiny

Lze testovat data: např. odhaleńı a vyloučeńı hrubých chyb



  

Chyby nepřímých měření

nepřímé měření:

● chceme určit veličinu z hodnot jiných veličin na základě 
funkční vztahu

● máme změřené veličiny pomocí přímých měření (viz. dříve) 
včetně chyb: 

● známe vztah pro hledanou veličinu

● chceme spočítat střední hodnotu a její chybu

x±σ x , y±σ y ,...

w= f x , y , ...

w=w x , y ,...±σ w x , y ,..



  

Chyby nepřímých měření-příklad

Příklad: určení tíhového zrychlení g pomocí  kyvadla.

● přímo změřená délka kyvadla l

● přímo změřená doba kmity T

● funkční závislost pro tíhové zrychlení

● určení odhadované průměrné hodnoty g – dosazení

● určení chyby průměru – méně triviální, …..



  

Chyby nepřímých měření-příklad

● Jakou změnu g vyvolá změna T nebo l?

– závisí na velikosti změny ΔT,Δl
– závisí na síle závislosti g na T a l.,

              tj. derivaci 

● Pro malé změny ΔT,Δl pak lze psát



  

Chyby nepřímých měření

● Obecně pro neznámou veličinu

● výpočet chyby

    tudíž

tj. chyby se „sčítají v kvadrátech“...

w= f x , y , ... x±σ x , y±σ y ,...



  

Pro jednoduché w(x,y)

● násobení konstantou:                     , k-konstanta

     prosté násobení chyby

● chyba součtu(rozdílu) 

     

    součet kvadrátů absolutních chyb

w x , y =x± y

w x , y =k x



  

Pro jednoduché w(x,y)

● součin:                   

     

   sčítání kvadrátu relativních chyb, platí i pro podíl

● chyba mocniny (odmocniny) 

     

    

gx , y =xk

w x , y =x y



  

Chyby nepřímých měření-příklad
Zpět k příkladu s kyvadlem

● ze vzorce pro chybu podílu a mocniny

     

silnější závislost na chybě T – je vhodné měřit T s dvojnásobnou 
přesností než l

● Pozor při měření

– rozdíl dvou velkých čísel = malé číslo
– chyba: součet dvou chyb
– nárůst relativní chyby 

T=T 1−T 2



Maximálńı odhad chyby

Chceme rychle a “bezpečně” odhadnout chyby

I nadhodnocené chyby nevad́ı (většinou . . . ), podhodnocené vad́ı

I většinou před měřeńım pro odhad potřebné přesnosti

namı́sto:

σw =

√(
∂w

∂x

)2

σ2
x +

(
∂w

∂y

)2

σ2
y + . . .

použijeme:

∆w =

∣∣∣∣∂w∂x
∣∣∣∣∆x +

∣∣∣∣∂w∂y
∣∣∣∣∆y + . . .

nebo:

σw =

√(
∂w

∂x

)2

(∆x)2 +

(
∂w

∂y

)2

(∆y)2 + . . .



  

Nepřímá měření příklad
● Měření  hustoty tělesa podle

1. Tabulka změřených hodnot

2. Vyloučení hrubých chyb

3. Výpočet průměrů a chyb přímých měření

4. Určení průměru počítané veličiny

5. Výpočet chyby podle vzorce pro podíl 
nepřímých měření 

6. Zaokrouhlení

ρ=
m
V

m[g] V[cm^3]

131.2 10.32

130.7 10.62

130.0 10.58

129.8 9.98

130.6 10.46

130.8 10.70

průměr 130.5 10.40

chyba 0.2 0.1

Tab. 1: Hmotnost a objem tělesa 

ρ=
m
V

=12.5480g /cm
3

σ ρ=0.122g /cm3



Zobrazeńı dat

Důležité pro źıskáńı přehledu o provedeném měřeńı:

I zjǐstěńı závislost́ı

I odhaleńı chyb

možná chyba . . . změřená vlastnost



Zobrazeńı dat

Dovoluje srovnáńı dat s teoríı

I Lze vyvrátit předpovědi r̊uzných teorii

- lze pouze s pomoćı dat



Kresleńı graf̊u

I Osy:
- nezávislá proměnná na vodorovnou osu, závislá na svislou

osu.
- popis: symboly veličin společně s jejich rozměry.
- vhodně zvolená stupnice - hlavńı a vedleǰśı děleńı. Hlavńı

d́ılky stupnice vyznačeny č́ıselným údajem.
I Stručný popis pod grafem zač́ınaj́ıćı “Obr. č́ıslo“. Ṕısmo

popisu je shodné s typem a velikost́ı ṕısma běžného textu.
I Graf by měl být dostatečně velký (min. formát A5).



Kresleńı graf̊u

I Zobrazované hodnoty VŽDY s chybami

- Pokud je hodnota 13.6± 0.2 pak je bod v 13.6 a vertikálńı
úsečka od 13.4− 13.8.

- Chyby mohou být asymetrické

I Body zobrazujte pomoćı vhodných grafických symbol̊u
(kř́ıže, kolečko, čtvereček, diamant,...) a nekótujte je.



Kresleńı graf̊u

I Body nespojujte, ale prokládejte očekávanou závislost́ı.

I V př́ıpadě, že je potřeba aby graf obsahoval v́ıce závislost́ı,
odlǐste tyto závislosti r̊uzným typem čáry (plná, čárkovaná,
čerchovaná,...) a r̊uzným typem grafického symbolu.

I Data a křivky muśı být označeny uvnitř obrázku.

I U každé křivky muśı být uvedeno, jakou závislost
představuje.



Kresleńı graf̊u

I Popisky dat mohou být umı́stěny uvnitř grafu, popř́ıpadě v
popisu obrázku.

I Graf muśı být čitelný i v černo-b́ılé verzi.



Špatné př́ıklady



Špatné př́ıklady



Obrázky a schemata

Obdobná pravidla jako pro grafy. Obzvláště:

I Dostatečná velikost

I Pokud je obrázek okoṕırovaný(obkreslený), pak je nutné
uvést zdroj odkazem [č́ıslo] do soupisu literatury.



Linearizace závislost́ı

Pro větš́ı přehlednost je lepš́ı zobrazovat lineárńı závislosti. Lze
pak snadno opticky zkontrolovat.

Př́ıklady:
1. měřeńı závislosti T periody kyvadla na jeho délce L:

T = 2π

√
L

g
, lepš́ı je zobrazovat T 2 = 4π2L

g

2. závislost indexu lomu n na vlnové délce světla λ:

n = A+
B

λ2
, lepš́ı je zobrazovat n jako funkci

1

λ2



Linearizace závislost́ı

Často je měřená závislost exponenciálńı (např. radioaktivńı
rozpad)

N = N0e
−t/λ

linearizace pomoćı logaritmu: log10N = log10N0 − t
λ log10 e

I Špatně rozlǐsitelná část
grafu s malými hodnotami
N .

I Jsou skutečně obě
závislosti exponenciálńı?

Stejná data v obou př́ıpadech, exponenciálńı škála na ose y.
Pozor - chyby také vypadaj́ı jinak, i když jsou stejné.



Ukázka

Takhle to pak vypadá ”doopravdy“ :



Zpracováńı výsledk̊u měřeńı početńımi metodami

Velmi často měř́ıme závislost jedné veličiny na druhé.

Měřeńı - soubor hodnot {yi, xi} a př́ıslušných chyb.
Pokud je xi+1 − xi = konstanta, pak je měřeńı ekvidistantńı.

Hledáme vyjádřeńı závislosti y = f(x).

Ćıle zpracováńı dat:

I Optimálńı využit́ı naměřených dat (metoda postupných
měřeńı),

I Určováńı závislosti veličin

- Grafické vyrovnáńı
- Skupinová metoda
- Metody početńı interpolace (lineárńı interpolace, Newton̊uv

vzorec).



Metoda postupných měřeńı

Př́ıklad: modul pružnosti v tahu - měřeńı prodloužeńı ∆l vzorku
∆l
l0

= 1
E′

F
S , l0-p̊uvodńı délka, S-pr̊uřez, F -śıla.

∆l = 1
n−1 [(l2 − l1) + (l3 − l2) + . . .+ (ln − ln−1)] = ln−l1

n−1

pro vyšš́ı přesnost lze použ́ıt

∆l = 1
k

[
lk+1−l1

k +
lk+2−l2

k + . . .+ ln−lk
k )

]
= 1

k2

(
n∑
i=1

li − 2
k∑
i=1

li

)
Rozptyl měřených hodnot se vypočte z rozptylu pr̊uměru ∆l děleńım

č́ıslem k, tj. plat́ı

σ2
∆l = 1

k2

[
(lk+1 − l1)2 + (lk+2 − l2)2 + . . .+ (ln − lk)2

]
− ∆l

k



Grafické vyrovnáńı

Proložeńı závislosti y(x) = A+Bx daty.
Metoda ”podle oka“

Přibližně polovina bod̊u by měla ležet nad a polovina pod
př́ımkou.

B =
∆y

∆x



Skupinová metoda

Pro proložeńı y(x) = A+Bx potřebuji dva body =⇒ Rozděĺım
data do dvou skupin.
Postupně graficky vytvář́ım těžǐstě.
Pokud je závislost pouze y(x) = Bx, stač́ı pouze jedna skupina,
daľśı bod je [0, 0].
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Postupně graficky vytvář́ım těžǐstě.
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Skupinová metoda

Pro proložeńı y(x) = A+Bx potřebuji dva body =⇒ Rozděĺım
data do dvou skupin.
Postupně graficky vytvář́ım těžǐstě.
Pokud je závislost pouze y(x) = Bx, stač́ı pouze jedna skupina,
daľśı bod je [0, 0].



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Neznáměǰśı vyrovnávaćı(fitovaćı) metoda.

y1 ± σ1, y2 ± σ2, . . . , yn ± σn - experimentálńı hodnoty źıskané v
bodech x1, x2, . . . , xn

p1, p2, . . . , pk - neznámé parametry funkce y = f(x, p1, . . . , pk).

Proložeńı křivky y = f(x, p1, . . . , pk) daty ⇐⇒ nalezeńı
parametr̊u p1, p2, . . . , pk tak, aby křivka co nejlépe přiléhala k
naměřeným bod̊um [xi, yi].

Potřebuji kriterium kvality vyrovnáńı.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Odchylky:
εi = yi − y(xi, p1, . . . , pk)

Podmı́nka:

χ2 =
∑
i

ε2i
σ2
i

= min. - residuálńı součet čtverc̊u

=⇒ ∂χ2

∂pi
= 0, i = 1, 2, . . . , k.

Nejčastěǰśı regresńı funkce:
y = a+ bx lineárńı regrese
y = a+ bx+ cx2 kvadratická regrese
y = p0 + p1x+ · · ·+ prx

r polynomiálńı regrese

y = a+ b
x hyperbolická regrese

y = aebx exponenciálńı regrese



Lineárńı regrese
Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u pro regresńı funkci y = a+ bx.

χ2 =
∑
i

(yi − a− bxi)2

σ2
i

Podmı́nka minimalizace při σi ≈ σj = σ:

∂χ2

∂a
=
−2

σ2

n∑
i=1

(yi − a− bx− i) = 0.

∂χ2

∂b
=
−2

σ2

n∑
i=1

xi(yi − a− bx− i) = 0.

z toho plyne:

an+ b
∑

xi =
∑

yi

a
∑

xi + b
∑

x2
i =

∑
xiyi



Lineárńı regrese

Výsledné parametry:

a =

∑
x2
i

∑
yi −

∑
xi
∑
xiyi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

b =
n
∑
xiyi −

∑
xi
∑
yi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

Výsledné chyby parametr̊u:

σa = σy

√ ∑
xi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

,

σb = σy

√
n

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

,

kde σy =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(yi − a− bxi)2



Nelineárńı regrese

Nelineárńı regresńı funkce - neńı lineárńı v parametrech pi.

Př́ıklad:

y =
1

a+ bϕ(x)
→ z =

1

y
⇒ z = a+ bϕ(x)

y = cebϕ(x) → z = ln y ⇒ z = a+ bϕ(x); a = ln c



Kvalita fitu

K vyjádřeńı kvality výsledného vyrovnáńı se často použ́ıvá χ2

test:

χ2 =

n∑
i=1

(yi − a− bxi)2

σ2
i

Pro dobrý fit by mělo být χ2 ≈ n− k , tj. χ2/(n− k) ≈ 1, kde
n− k =počet měřeńı - počet parametr̊u . . . počet stupň̊u volnosti.

Pokud je χ2/(n− k) > 1, pak proložená závislost nevystihuje
změřená data.

Pokud je χ2/(n− k) < 1, pak jsme zvolili funkci s př́ılǐs mnoho
parametry.
Přesnost proložeńı neodpov́ıdá chybám měřeńı.



Kvalita fitu



Kvalita fitu



Kvalita fitu



Poznámky

Daľśı metody regrese:

- minimalizace absolutńı odchylky

- maximum likelihood(Bayesovské metody)

- metoda moment̊u

Nejčastěji použ́ıvané programy:

- MINUIT, ROOT, PAWm

- GNUplot

- lze částečně i v Excelu



Interpolace vs. extrapolace

Interpolace - určeńı křivky mezi měřenými body

Extrapolace - předpověď pro oblast mimo prováděné měřeńı



Zpracováńı výsledk̊u měřeńı početńımi metodami

Měř́ıme závislost jedné veličiny na druhé.

I Měřeńı - soubor hodnot {yi, xi} a př́ıslušných chyb.

I Hledáme vyjádřeńı závislosti y = f(x; p1, .., pn).

I Chceme určit hodnoty parametr̊u závislosti p1, .., pn a to
včetně chyb σp1 , .., σpn .



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Neznáměǰśı vyrovnávaćı(fitovaćı) metoda.
Proložeńı křivky y = f(x, p1, . . . , pk) daty ⇐⇒ nalezeńı
parametr̊u p1, p2, . . . , pk tak, aby křivka co nejlépe přiléhala k
naměřeným bod̊um [xi, yi].

Potřebuji kriterium kvality vyrovnáńı.



Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Odchylky:
εi = yi − y(xi, p1, . . . , pk)

Podmı́nka:

χ2 =
∑
i

ε2i
σ2
i

= min. - residuálńı součet čtverc̊u

=⇒ ∂χ2

∂pi
= 0, i = 1, 2, . . . , k.

Nejčastěǰśı regresńı funkce:
y = a+ bx lineárńı regrese
y = a+ bx+ cx2 kvadratická regrese
y = p0 + p1x+ · · ·+ prx

r polynomiálńı regrese

y = a+ b
x hyperbolická regrese

y = aebx exponenciálńı regrese



Lineárńı regrese

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u pro regresńı funkci y = a+ bx.

χ2 =
∑
i

(yi − a− bxi)2

σ2
i

Nejjednodušš́ı př́ıpad. V tomto př́ıpadě lze doj́ıt k exaktńımu
řešeńı:

a =

∑
x2
i

∑
yi −

∑
xi
∑
xiyi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

σa = σy
√ ∑

xi
n
∑
x2
i−(

∑
xi)2

b =
n
∑
xiyi −

∑
xi
∑
yi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

σb = σy
√

n
n
∑
x2
i−(

∑
xi)2

kde σy =

√
1

n− 1

∑n
i=1(yi − a− bxi)2.



Nelineárńı regrese
V ostatńıch př́ıpadech je řešeńı složitěǰśı.

I Linearizace:
I Převedeńı dat do nových proměnných, v kterých očekáváme

lineárńı tvar závislosti. POZOR: Je nutné přepoč́ıtat i
chyby.

I Nafitováńı lineárńı závislosti - źıskáńı parametr̊u včetně
chyb.

I Převod zpět do p̊uvodńıch proměnných a to včetně chyb.
I Př́ıklad:

y =
1

a+ bϕ(x)
→ z =

1

y
⇒ z = a+ bϕ(x)

y = cebϕ(x) → z = ln y ⇒ z = a+ bϕ(x); a = ln c

I Numerické řešeńı
I Excel:

- automatické fitováńı jednoduchých funkćı, nebo použit́ı
minimalizéru

- nutné spoč́ıtat chyby ”manuálně”.
I Speciálńı software - GNUplot, ROOT, . . .



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )
Hodnoty s chybami do tabulky a do grafu:



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Určeńı koeficient̊u z podle y = a+ b · x
I Fitem v grafu. Pouze pro měřeńı se stejnými chybami.



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Určeńı koeficient̊u z podle y = a+ b · x
I pomoćı funkce: SLOPE a INTERCEPT. Pouze pro měřeńı

se stejnými chybami.



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )
Určeńı koeficient̊u z podle y = a+ b · x

I pomoćı funkce: LINEST. Pouze pro měřeńı se stejnými
chybami.
POZOR finta: ctr+shift+Enter = vkladani pole.

I

http://cameron.econ.ucdavis.edu/excel/ex54regressionwithlinest.html
I linest.pdf v materiálech k ZFM

a = 2± 10

b = 5.0± 0.3



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Určeńı koeficient̊u z podle y = a+ b · x
I pomoćı funkce: SLOPE a INTERCEPT. Pouze pro měřeńı

se stejnými chybami.

POZOR:
SLOPE(), INTERCEP(), LINEST() neberou v úvahu chyby
změřených bod̊u.



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Jak to udělat naprosto správně?

. . . naprosto manuálně.

Postup:

I Spoč́ıtat hodnoty čtverc̊u odchylek vážených chybami.

I Minimalizovat pomoćı minimalizéru v Excelu.

I Dopoč́ıtat chyby.

Zńı to složitě a pracně . . .
. . . a je to složité a pracné.

. . . ale může se to hodit.



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Zavedeme poĺıčka pro parametry “a“,“b“ a a spoč́ıtáme:

χ2 =
∑
i

ε2i
σ2
i

, kde εi = yi − y(xi, p1, . . . , pk)

V našem př́ıpadě lineárńıho fitu:

χ2 =
∑
i

(yi − a− bxi)2

σ2
i

Je dobré zvolit rozumné počátečńı hodnoty do poĺıček pro
parametry. (Zde se hod́ı primitivńı ”fitováńı podle oka”)



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Výpočet χ2:



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Minimalizace χ2 po-
moćı “Tools→Solver“: (Open Office potřebuje NLPsolver plugin)



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Minimalizace - výsledek:



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Srovnáńı (modrý fit bere v potaz chyby dat):



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Nyńı zbývá spoč́ıtat σa, σb podle:

σa = σy

√ ∑
xi

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

σb = σy

√
n

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

kde σy =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(yi − a− bxi)2.



Fitováńı v Excelu (OpenOffice,. . . )

Kompletńı výsledek:



Srovnáńı výsledk̊u lineárńı regrese v Excelu

Automatický fit Excelu
- nebere v potaz chyby dat

a = 2± 10

b = 5.0± 0.3

”Manuálńı” fit Excelu
- použ́ıvaj́ı se chyby dat

a = −10± 2

b = 5.5± 0.3



Fitováńı v Excelu - závěr

I Použitelné v př́ıpadě:

- Jednoduchá fitovaćı funkce.
- Pokud mě nezaj́ımaj́ı chyby (např. kalibračńı křivky)
- Data maj́ı stejné nebo žádné (rozuměj zanedbatelné) chyby.
- Př́ıpadě nouze, . . .

I Nevýhoda: Pracné, zdlouhavé

- Linearizace
- Hodně př́ıležitost́ı k chybám

I “Zábava” na celé odpoledne.

Jak zvládnout to samé v pěti minutách? . . .



Měřeńı četnost́ı (Poissonovo rozděleńı)
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Měřeńı četnost́ı (Poissonovo rozděleńı)

Motivace: měřeńı aktivity zdroje
Geiger-Müller̊uv č́ıtac:

aktivita: 1 Bq = 1 částice / 1 s = s−1

Jaká je přesnost měřeńı?

Složitěǰśı:měřeńı energetického spektra zářiče
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Experiment s minćı

Chceme experimentálně ověřit, že pravděpodobnost padnut́ı
panny je p = 0.5

Výsledky experimentu:
počet hod̊u N = 7
panny x = 4
orli y = 3

Odhad p = x
N = 0.57

Je to konsistentńı s p = 0.5?

Potřebuji znát chybu měřeńı σp
Ta bude očividně klesat s počtem měřeńı N.
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Binomické rozděleńı

N pokus̊u s dvěma možnými výsledky (Head, Tail).
Binomické rozděleńı P (n;N, p) - pravděpodobnost právě k
výsledk̊u jednoho typu (Head) z N pokus̊u při
pravděpodobnosti p při každém pokusu:

P (k;N, p) =

(
N

k

)
pk(1− p)(N−k) =

N !

k!(N − k)!
pk(1− p)(N−k)

k̄ = Np

k̄

N
−→ p
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Binomické rozděleńı

Diskrétńı rozděleńı pro k ≥ 0.

f(k;N, p) = B(N, p) =


(
N
k

)
pk(1− p)(N−k), k = 0, 1, . . . , N

0, jinak.
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Geiger-Müller̊uv č́ıtac:

časový pr̊uběh puls̊u:

Čas mohu “rozdělit” na N stejných časových úsek̊u tak, aby v
každém úseku byla max. jedna událost.

⇒ Celkový počet událost́ı za celkový čas je popsán binomickým
rozděleńım.

Jak velké N je dostatečně velké?....
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Poissonovská aproximace

Rozdělme t na nekonečně malé intervaly...

Pro N →∞ a p→ 0 tak, že Np→ λ, lze binomické rozděleńı s
parametry N, p aproximovat Poissonovým rozděleńım

P (X = x) =

(
N

x

)
px · qN−x → e−λ · λ

x

x!
, N →∞
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Poissonovo rozděleńı

fX(x, λ) =

{
e−λ · λxx! , x = 0, 1, . . .
0, jinak.

x̄ = σ2
x = λ

Pokud tedy změř́ım za daný čas
N událost́ı výsledek měřeńı je

x = (N ±
√
N)

tedy relativńı chyba měřeńı

δ =
x̄

σx
=

N√
N

=
1√
N

Pro větš́ı λ (tj. N) se bĺıž́ı Gaussovu rozděleńı .
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Měřeńı aktivity zdroje
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Měřeńı aktivity zdroje
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Chyby měřeńı-připomenut́ı

Každá vynesená hodnota je změřena s jistou nepřesnost́ı –
chybou.
Zdroj chyb (neuvažujeme systematické chyby):

I Chyba měřićı př́ıstroje

- Lze zanedbat pokud je přesnost př́ıstroj podstatně vyšš́ı než
přesnost měřeńı.

- Pozor na rozd́ıl mezi absolutńı a relativńı chybou př́ıstroje.
- Kombinuje se se statistickou chybou:
σ2
celkova = σ2

stat + σ2
pristroje.

I Opakovaná měřeńı - výpočet pomoćı aritmetického
pr̊uměru a chyby aritmetického pr̊uměru.

I Měřeńı počtu nezávislých událost́ı

- např. počet pozorovaných rozpad̊u jader za určitý časový
interval.

- Ř́ıd́ı se Poissonovým rozděleńım: ∼ λn

n!
e−λ, kde n je počet

pozorovaných událost́ı.
- Chyba měřeńı je: σ =

√
n.



Systematické chyby

chyby měřeńı

I statistické

- náhodné fluktuace
- mnoho nezávislých zdroj̊u
- sč́ıtáńı v “kvadrátech”
- klesaj́ı s množstv́ım dat

I systematické (bias)

- systematická změna měřené veličiny
- ovlivňuje všechna měřeńı ve stejném “směru”
- nezávislé na množstv́ı dat



Zdroje systematických chyb

Chyba měřićıho př́ıstroje

I Relativńı chyba
měřićı př́ıstroj ukazuje systematicky o určité procento v́ıce
či méně, než je reálná hodnota.
Např́ıklad:
špatně zkalibrovaný teploměr
vytahané měřićı pásmo.

I Absolutńı chyba
Konstantńı př́ıspěvek ke všem měřeným hodnotám
Nejčastěji špatně nastavený nulový bod
Např́ıklad
nevynulováńı prázdných vah - korekce na váhu misek.

Lze odstranit rekalibraćı př́ıstroje.



Zdroje systematických chyb

Vliv experimentátora
Opakovaná nepřesnost při prováděńı měřeńı

I Vyložená nepřesnost

- Např. Systematicky špatné odeč́ıtáńı
- Lze zjistit přeměřeńım
- Lze odstranit

I Nevyhnutelné chyby

- Např. reakčńı doba
- Lze odhadnout předem
- Může se vyrušit
- Lze odstranit např. nahrazeńım člověka elektronikou

I Antropický princip



Zdroje systematických chyb
Interakce měřićıho př́ıstroje s měřeným systémem

Př́ıklad:

I Teploměr odeb́ırá z lázně teplo a ochlazuje měřené těleso.
I Měřeńı proudu/napět́ı - nesplněńı podmı́nek ideálńıho

ampér/voltmetru.

Př́ıtomno vždy – nelze pozorovat a neovlivnit.
Snaha koncipovat experiment tak, aby byl vliv co nejmenš́ı.
Možnost kompenzace nebo oprav.



Zdroje systematických chyb

Chyby vyplývaj́ıćı z neúplné znalosti oprav a
model̊u.

Nepř́ımá měřeńı
– často komplikované závislosti bez
explicitńıho vzorce.
– modelově závislé
– nepřesná znalost parametr̊u

Opravy systematických chyba
– často podle model̊u a simulaćı
– ne vždy úplně dokonalé

Vı́me, že se dopoušt́ıme chyby, ale nev́ıme
jakým směrem. Často jsme pouze schopni jen
odhadnout jej́ı velikost.



Zápis systematických chyb

Zapisuje se samostatně od statistické chyby:

R = 5.0± 1.2(stat)± 0.8(sys) Ω

Nikdy nekombinovat dohromady!

R = 5.0±
√

1.22(stat)± 0.82(sys) Ω

Zobrazujeme také odděleně.¨ Často se zobrazuj́ı odděleně
systematické chyby z r̊uzných zdroj̊u.



Zobrazeńı systematických chyb



Jak zjistit systematické chyby

Obecně, velmi těžko....

Většinou se snaž́ıme nějak parametrizovat naši neznalost.

Různé postupy:

I Samostatně nabraná kalibračńı měřeńı.

I Předběžný odhad přesnosti na základě parametr̊u měřićıho
přistroje.

I Fit z měřených dat.

I Odhad porovnáńım r̊uzných model̊u
I Změřeńı nepřesnosti parametr̊u modelu.
I Teoretický odhad chyb plynoućı z aproximaćı v daném

mmodelu.
I Srovnáńı předpověd́ı r̊uzných model̊u.

I Porovnáńı s Monte Carlo simulacemi daného procesu.



Systematické chyby

Práce experimentálńıho fyzika je z 50% starost o systematické
chyby

- při př́ıpravě

- během experimentu

- při zpravovańı dat

Neexistuj́ı přesná pravidla – zkušenost a zdravý rozum.

Systematické chyby by neměly být naschvál ani zveličovány ani
podceňovány.

...tak trochu černá magie.....



Charakteristiky př́ıstroj̊u



Nežádoućı jevy - zdroje systematických chyb


