MAT1260 - Algebre linéaire 11

UQAM

Devoir 2

mars 2017

Consignes : Ce devoir doit étre rendu avant 9h00 de lundi 6 mars
2017 soit :
— en utilisant la boite pour la remise des travaux étudiants (a coté de
PK-5120),
— en piéce jointe par courriel aux adresses francesco.dolce@lacim.ca
et nadia.l@lacim.ca,
— au chargé du cours au début de la séance du cours.
Répondez aux questions en donnant toutes les justifications nécessaires. La
pondération est telle que la note finale peut excéder 100 points.

Exercice 1 (20 points) Considérons les vecteur de M3, (Q) suivants

10 0 0 0 0 3 0
Al = 0 1 s A2 = 2 0 s Ag = 0 —1 et A4 = 0 3
00 0 2 0 —1 0 3

a) Montrer que les vecteurs A;, Ay, A3 et Ay sont linéairement indépendants.
b) Calculer span{A;, Ay, A3, As}.
c) Enoncer le Théoréme de la base incompléte.

Donner un exemple en utilisant les points précédents.



MAT1260 - Algebre Linéaire 11 Hiver 2017 (UQAM)

Exercice 2 (70 points) Considérons ’ensemble
C'(R)={f:R — R| f dérivable } C F(R).

Rappelons que tout polynéme P = ag + ayz + - - - apz® € R[z] peut étre
identifié avec la fonction (notée aussi P) définie par

P: R - R
B = ag+a B+ +apf”

Dans la suite on considére donc R[x] et R,,[z] comme sous-ensembles de F(R).
(Rappel : R[z] et R,,[z] sont respectivement I’ensemble de tous les polynomes et I'en-

semble des polynémes de degré au plus n a coefficients réels dans la variable x)

a) Montrer que C'(R) est un R-espace vectoriel.

b) Montrer que R[z] est un sous-espace vectoriel de C'. Quelle est sa dimen-
sion sur R 7

c) Montrer que R,,[z] est un sous-espace vectoriel de R|z].

d) Prouver que (1,z,...,2") est une base de R,[z]. En déduire la dimension
de R, [z].
e) Considérons 'application
4. C(R) — F(R)
u )=

Montrer que = € £ (C'(R), F(R)).
f) Montrer que la restriction de - & R[z] est un endomorphisme de R[z].
(Rappel : la dérivée d’un polyndéme est encore un polynéme.)

g) Calculer Ker (1) et Im (£) pour £ € End (R[z]). Quelles sont les di-

mension de deux sous-espaces ?
h) Montrer que la restriction de - a R, [z] est un endomorphisme sur R,,[z].

i) Calculer Ker (-£) et Im (L) pour -2 € End (R,[z]). Quelles sont les di-

mension de deux sous-espaces !

j) Calculer la matrice associée a L € End (R, []) dans la base (1, z,...,z").

Exercice 3 (20 points) Soit s € End (£) avec £ un K-espace vectoriel.
Prouver que

s est une involution de £ <= £ = Ker (s —idg) ® Ker (s +idg).

Par faire cela vous pouvez, par exemple, démontrer les points suivants :
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a) Si £ = Ker (s —idg) @ Ker (s + idg) alors s o s = id.
b) Si sos=idg alors
i) £ C Ker (s —ide) + Ker (s +ide),
(Indice : tout vecteur ¢ peut s'écrire comme % (€ + £ + s(€) — s(£)).)
ii) Ker (s —ide) + Ker (s +ide) C £,
iii) Ker (s — ide) N Ker (s +ide) C {0}.



