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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Vecteurs et scalaires

Soit K un corps (par exemple, K = Q,R,C) . Un K-espace vectoriel, ou K-
espace linéaire, £ défini sur un corps K est un ensemble muni d’une application
interne «+» (addition) :

Lx L = £
(b1, l2) — b1+

et d’une application externe «-» (multiplication par un scalaire) :

Kxg — £
(,l) — ol

qui satisfont aux axiomes suivants :
(a) (£,4) est un groupe abélien, c-a-d :
Vili,0o,03 €L (51 + €2) + 03 =41 + (52 + 63) (associativité)
Vs, ly €L U1+ 0y = Uy + ¥ (commutativité)
J0ceLtq Ve Oc+¢=1{ (¢lément neutre)
Vieg 3Flecftq (+0=0¢ (inverse?)
(b) «-» vérifie les propriétés suivantes :
eV/ic g k-£=4¢
e Va,feK, Vieg a(Bl) = (aB)¢  (associativité mixte)
e VackK, Vil € £ a(li+ly) = ali+als (distributivité & gauche)
e Va,feK,Vieg (a+pB) =l + L (distributivité a droite)
Les éléments de £ sont appelés vecteurs tandis que les éléments de K sont
appelés scalaires.

1. Dans ce cours on considére seulement des corps de caractéristique nulle, c’est-a-dire tels
que n - 1g = Ok si et seulement si n = 0.
2. ou opposé en notation additive.



D’aprés les axiomes d’associativité et d’associativité mixte, on peut se passer
de parenthéses et noter pour tout o, 5 € K et £,01,05,03 € £

61 +£2+£3 = (61 +€2)+€3:€1+(€2 Jrfg)

et
afl = a(pl) = (ab)l.

Quand il n’y a pas d’ambiguité dans le choix de ’espace vectoriel et du corps
on dira que £ est espace vectoriel. De plus, on écrira 0 a la place de O¢ et O et
1 a la place de Og et 1x respectivement.

1.1.1 Premiers résultats

Comme corollaires immédiats, on a les résultats suivants.
Corollaire 1.1 L’élément neutre de £ est unique.
Preuve. Soient 0,0 deux éléments neutres de £. Alors

0=0+0=0.

On appelle vecteur nul de £ I'élément neutre Og.

Corollaire 1.2 L’inverse d’un élément £ € £ est unique.

Preuve. Soient £, deux inverses de £. Alors

(=0+4+0=U+0)V+l=U+0)+0=0+0 =17

On dénote avec —¢ I'inverse d’un élément £ € £.
Corollaire 1.3 Pour tout a € K et pour tout £ € £
OK'EZOL' 2262.

Preuve.
(i) 00+00=(04+0=00 = 00=0.
(i) a0+a0=a(0+0)=a0 = «o0=0.

Corollaire 1.4 Pour tout ¢ € £
(—Dg - £ = —L.
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Prewve. £+ (1) =10+ (-1} = (1 —1){ =00 =0. .

Corollaire 1.5 Sia-¢ =0 pour a € K et £ € £, alors soit a = Og soit £ = Q.

Preuve.
o Sia=0 = af=0 dapres le Corollaire 1.3.
oSia#0 = 0O=al0=a ()= (a"ta) ="

1.1.2 Exemples d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.

Exemple 1.6 £ = {0}.
+0=0€g.

‘,

al = 6pour tout a € K.

Exemple 1.7 £ =K.
— a+ f € K pour tous «, 8 € K.
— af € K pour tous «, 8 € K.

Exemple 1.8 C est un R-espace vectoriel. En effet, on a
— (a+1ib) + (c+1id) = (a+¢) + i(b+ d) € C pour tous a,b,c,d € R.
— Ma +1ib) = Xa +i(Ab) € C por tous A, a,b € R.

Exemple 1.9 R? est un R-espace vectoriel, si on définit, pour tout réels a1, aa, 1, B2

(a1, B1) + (az, B2) :== (a1 + az, B1 + B2)

et pour tout A\, a, 5 € R
Aa, B) = (Aa, AB).
Par exemple, on a

— (3,4) + (5,0) = (8,4).
— 2(m,3) = (om, ).

Exemple 1.10 L’ensemble K™ = {(z1,...,2,) | z; € K} est un K-espace vec-
toriel si on définit :
—(331,.. )+(y1a-~'ayn)::(‘r1+y17"~7$n+yn)'
— )\(xl,...,xn) (A1, AZyp).
H/—’

n

Remarquez que I’Exemple 1.10 coincide avec I’Exemple 1.7 pour n = 1 et
avec ’Exemple 1.9 pour n =2 et K=R .
Un autre exemple intéressant est le suivant.

9



Exemple 1.11 £ = M35 (K) = {(Ccl Z

tions

o (al bl) 4 (az b2> L (al +az b +b2)
c1 dp co do)’ c1+ca di+do
Y (a b) o <)\a )\b>
c dj)’ e M

Notons qu’il existe une bijection naturelle entre K" et les matrices de la
forme n x 1 (et, évidemment, aussi avec les matrices de la forme 1 x n).

> | a,b,c,d € K} muni des opéra-

K" +— M, (K)

Z1
T2
(l‘l,mg,...,l’n) <>

Ln

Pour cette raison, on se permettra 1’abus de noter par & soit le n-uplet
T
(1,2, ...,2,) de K™ soit la matrice colonne | z2 | € M, 1 (K) selon le contexte.
Ln

1.1.3 Espace fonctionnel

Soit S un ensemble et K un corps. L’ensemble F (S) = {f: S — K} des
fonctions de S dans K est un K-espace vectoriel avec les deux opérations
— pour tout f,g € F(S) et pour tout s € S

(f +9)(s) :== f(s) + 9(s)
— pour tout f € F(S), pour tout a € K et pour tout s € S
(af)(s) :==a- f(s)
et comme élément neutre de 1’addition ’application

f()Z S —-K
s—0

c’est-a-dire I'application qui envoie chaque élément s € S en Ok.

Exemple 1.12 Soit K un corps.

L’ensemble F (K") = {f : K* — K} des fonctions de K™ dans K est un
espace vectoriel si on définit pour tout n-uplet (z1,za,...,2,) € K" et pour
tout a € K et tous f,g € F(K™) les opérations

— (f+9)(x1, 22, ..., xn) = f(z1, 22, ..., xn) + g(x1, T2, ..., Ty),
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— (af)(x1,x2,...,2y) = af(x1,22,...,2,).
L’élément neutre de d’addition sera la fonction fo : (21,2, ..
tout (z1,x9,...,2,) € K™

., Zp) +— 0 pour

Considérons maintenant un ensemble S fini. Ce n’est pas restrictif de poser
S =1{1,2,...,n}. En effet, on peut toujours considérer une bijection entre les
éléments de S et les premiers n entiers positifs, avec n la cardinalité de .S. Toute
fonction f : S +— K est décrite a partir du n-uplet

(f(1), £(2),..., f(n)) e K™

En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.13 Soient S un ensemble fini ayant n éléments et K un corps.
Alors, il existe une bijection ¢ entre F(S) et K™.
De plus, pour tout f,g € F(S) et pour tout « € K on a

i) ¢(f +9) = o(f) + ¢(9),
i) plaf) = ag(f).

Preuve. Considérons 'application

¢: F(S) — Ko
£ (F(D), f(2),..., f(n)

L’application ¢ est bijective, en effet
— ¢ est injective, car pour tout f,g € F(S) on a

f#g = f(i)#g(i) pour un certain 1 <i <n

= (f(), f(2),.- f(n)) # (9(1), 9(2); .., g(n))

= o(f) # o(9).
— ¢ est surjective, car pour tout @ = (aq, ag,...,a,) € K" onad = ¢(fz),
ou
¢o’2 S = K”
1 —» o
2 = s
n o= ap

De plus, pour tout f,g € F(S) et pour tout & € K on a

o(f+9) = ((f+9 f+g)() L (f+9)(n)

= (f F(2)+9(2),..., f(n) + g(n))
(f1 ,---7f( ) +(9(1).9(2),... g(n))
¢() ()

11



et

olaf) = ozf(l),...7af(n))
= Ol(f(l), 1f(n))
a¢(f)

1.1.4 Isomorphisme d’espace vectoriels

On dit que deux espaces vectoriels £1 et £5 sont isomorphes, et on le dénote
avec £1 ~ £,, s’il existe une application bijective ¢ : £, LN £o telle que

— V¢me Ly ¢(l+m)=¢(l)+ ¢(m),

— VaeKetVle Ly o¢lah)=ap(l).

Donc, la Proposition 1.13 nous dit que pour tout ensemble S & n éléments,
on a F(5) ~ K"

Remarquez qu’il n y a pas de choix canonique d’isomorphisme. En effet, il
existe au moins n! isomorphismes entre F(5) et K.

1.1.5 Combinaisons linéaires

Soient #1,/4s,...,¢, des vecteurs d’un K-espace vectoriel £.
On appelle combinaison linéaire de f1,¥s, ..., ¢, une somme du type

n
Zaifi = arly +agly + -+ aply
i=1
pour certains scalaires aq, aq,...,q, € K.
En particulier, quand n = 1, on dit que le vecteur af, avec o € K, est
colinéaire a /.
Exemple 1.14 Considérons le R-espace vectoriel R2.
e
2

(V2 —1,31) = 3(0,7) (2,V2) — (1,1)

est une combinaison linéaire des vecteurs (0,7), (2,v/2) et (1,1).

Exemple 1.15 Considérons le Q espace vectoriel My o (Q).

%1—1%:110+_101
-3 3 2\0 1 2\1 0

est une combinaison linéaire des vecteurs ((1) (1)) et (? (1)>
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Exemple 1.16 Considérons le corps Q et 'espace fonctionnel F(S) avec S =
{1,2,...,10}. Alors
1, . f@)
g iy

est un vecteur de F(S) colinéaire a f.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Soit £ un K-espace vectoriel.

Un sous-ensemble non vide 9 C £ est dit un sous-espace vectoriel de £ si
(a) pour tous mi, mg € M mi1 + mo € M,

(b) pour tout o € K et tout m € M am € M.

Proposition 1.17 Tout sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel est lui
méme un K-espace vectoriel.

Preuve. Associativité, commutativité et propriétés de la multiplication par sca-
laire sont évidentes. (Exercice)

En utilisant le point b) de la définition on a que 0=0-m e M Donc on
peut choisir comme élément neutre de I’addition Oon = O¢.

De plus, pour tout m € 9, son inverse —m = (—1) - m € M. n

Exemple 1.18 Pour tout espace vectoriel £, les sous-ensembles {6} et £ sont
des sous-espaces vectoriels appelés les sous-espace vectoriels triviauzr de £.

Exemple 1.19 Soit £ =K".
m = {(0,...,0,24,0,...,0) | x; € K} est un sous-espace vectoriel appelé la
i-éme projection de K.

Exemple 1.20 Soit £ = K".
M = {(x1,...,2n-1,0) | z; € K} est un sous-espace vectoriel de £.

L’exemple suivant généralise les Exemples 1.19 et 1.20.

Exemple 1.21 Soit £ =K" et @ = (a1,aq,...,a,) € K".

L’ensemble Mz = {(z1,22,...,2n) | 121 + agxs + -+ - + apz, = 0} défini
par une contrainte linéaire est un sous-espace vectoriel de K.

En effet, Mz # 0 car le n-uplet (0,0,...,0) € M4.

De plus, pour tout & = (21,...,2n), ¥ = (y1,---,yn) € K" et pour tout
a€Kona

*al(x1+y1)+"'+an(xn+yn):0 = I+yekn,

— a(az1 +apzy) =a0=0 = aZ K"

L’espace vectoriel Mz est appelé un hyperplan de K™.
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1.2.1 Intersection d’espaces vectoriels

Une autre fagon de construire des espaces vectoriels est de prendre l'inter-
section entre deux ou plus espaces vectoriels qu’on a déja.

Proposition 1.22 Soit My, ... My C £ des sous-espaces vectoriels de £. Alors
k

M = ﬂ M, est aussi un sous-espace vectoriel.
i=1

Preuve. Pour tout £,m € 9 on a

Lm e M, pour tout i =1,...,k = L+m €M, pour tout ¢ € {1,2,...,k}
= (+meM

De plus, pour tout a € K et m € 9 on a

meM; pour tout i =1,....k = amecM,; pourtouti=1,...,k
= am M.

Exemple 1.23 Considérons R? comme espace vectoriel sur R. Soit
M=A{(z,y,2) | z+2y =0}

et

N= {(1‘,y,2) |y—Z = O}
D’aprés la section précédente, les deux ensembles 9T, 91 sont des sous-espaces
vectoriels de R3. Leur intersection

MNN = {(-2y,y,v) |y € R}

est lui aussi un sous-espace vectoriel de R3.

Corollaire 1.24 Soit

air a2 - Qip

az; G2 -+ A2p
A =

a1 Qg2 - Qkn

kxn

L’ensemble

My = {.”Z"E ./\/ln’1 (K) | AT = 0}
T a1171 + - a1, =0
T | a2171 + -+ a2pxy =0
T ap1T1 + - AgnTp =0

est un sous-espace vectoriel de K.
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Preuve. Posons &; = (ail Ao ain) pour tout i € {1,2,...,k}.
Pour tout 4, I'’hyperplan My, = {7 | o,/ ¥ = 0} est un sous-espace vectoriel
(voir Exemple 1.21).
k

Or, My = ﬂ M., d’ou le résultat d’apres la Proposition 1.22. n
i=1

Comme M, 1 (K) ~ K", le Corollaire 1.24 nous dit que 'intersection d’hy-
perplans dans K" est un sous-espace vectoriel.

1.2.2 Somme d’espaces vectoriels

Soit M, N C £ deux sous-espaces vectoriels de £. On appelle somme de M
et 91 ’ensemble

M+N:={lcl|l=m+n, avecm € MncN}.

Proposition 1.25 L’ensemble 9 + N est un sous-espace vectoriel de L.
Preuve. Pour tout /1 =m1 +ny et o =mg +ng € M+ Non a
b+l = (my +n1) + (M2 + n2) = (M1 +ma) + (n2 +ng) € M+ M.
De méme, pour tout f =m+n € M+ N et tout « € Kon a
al = a(m+n) = (am) + (an) € M+ N.

Comme 0 € 9N, pour tout vecteur m € M on a m = m + 0 € M + M. Donc
M C M 4+ N. Symétriquement, H C N + N.

Exemple 1.26 Considérons le R-espace vectoriel R* et ses deux sous-espaces
vectoriels 91, DN, définis par

M= {(z,y,0,0) | z,y € R}

et
N ={(0,2,1,0) | z,t € R}.

La somme 90T + 91 est un sous-espace vectoriel de R*. En particulier, on a
M+ 9N ={(x,y,2,0) | z,y,z € R}.
Par exemple, on peut écrire I’élément (3,2,1,0) = (3,1,0,0) + (0,1,1,0).
Remarquez que cette écriture n’est pas unique, en effet on a aussi (3,2,1,0) =

(3,3,0,0) + (0,—1,1,0).
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1.2.3 Sous-espaces vectoriels engendrés

Proposition 1.27 Soit £ un espace vectoriel, n > 1 et 1,45,...,¢, € £. L’en-
semble de toutes les combinaison linéaire de £1,0s,...,¢, est un sous-espace
vectoriel.

Preuve. Posons M = {a1l1 + agly + -+ + anly, | a; € K}

Il est facile & démontrer, par récurrence sur n, que toute combinaison linéaire
de ¢1,05,...,¢, est un élément de £. Donc 9 C £.

Soit m1 = ayly + asls + - -+ + aply, et mo = B1ly + Bols + - - - + Bl deux
éléments de 91 et soit v € K. Alors

my+my = (ol +aglo+ -+ anly) + (Bily + Pala + - - + Bnly)
= (a1 +B1)l + (g + o)l + -+ (an + Bp)ln €M

et

veomp o= - (ol +agle+ -+ anly)
(yar)ls + (yag)la + -+ + (yan ) o € M.

L’espace vectoriel défini dans la Proposition 1.27 est appelé I’espace engendré
par les vecteur ¢, 05, ..., ¢, et se dénote par spang {¢1,...,£¢,}, ou simplement
span {/1,...,0,} quand il n’y a pas d’ambiguités.

Formallement, on a

spang {l1,la, ..., 0} == {Zai&; | a; € K} . (1.1)
i=1

Proposition 1.28 Soit M = span{xy,...,Tm} et N = span{y1,...,yn} deux
sous-espaces vectoriels de £. Alors

M+ N =span{xi,...,Tm, Y1, sYn}-

Preuve. Pour tout ¢ = 1,...,m, le vecteur x; appartient & 9 et donc a 0T + N.
De méme, pour tout j =1,...,n le vecteur y; appartient a 9t + 91.

Comme 9t + 9T est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire des vec-
teurs x1,...,Tm, Y1, - - -, Yy appartient & N + . Donc

span{Ti,...,Tm,Y1,---,Yn}t C M+ N.

Réciproquement, tout élément ¢ € 9 + N s’écrit comme somme ¢ = m +n
avecm € Metn € N. Or, m € span{x1,...,x,} et n € span{y1,...,yn}, donc
¢ espan{xy,...,Tn,Y1,.--,Ym}, ce qui implique que

M+ N Cspan{x1,...,TmyY1s- > Yn]-
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Donc on a 'égalité. L]

Comme on 'a remarqué ci-dessus, pour un méme vecteur £ € £ il existe,
en général, plusieurs couples possibles de vecteurs m € 9 et n € N tels que
{ = m + n. Cela n’est pas toujours le cas, comme on montrera dans la section
suivante.

1.2.4 Supplémentaire et somme directe

Soit £ un espace vectoriel et 91, 9T C £ deux sous-espaces vectoriels.

On dit que M est un supplémentaire de N (ou que M et N sont supplémen-
taires) si tout vecteur ¢ € £ s’écrit de fagon unique comme somme d’un vecteur
m € M et d'un vecteur n € M.

Dans ce cas, on dira que £ est une somme directe des espaces 9 et I et on
écrira £L=MpN.

Proposition 1.29 Deux sous-espaces vectoriels M, I C £ sont supplémen-
taires si et seulement si £ =M+ et MNIN = {0}.

Preuve. Supposons d’abord que 9 et D1 soient supplémentaires.
Alors tout £ € £ s’écrit comme une somme du type £ = my +ng € M+ N
avec my € M et ny € N. Cela implique que L C M+ N C £, d'ou £ =M+ M.
De plus, on a 0g = Ogny = Oy € M N N. Pour tout £ € M NI on peut écrire
{ =104 0y = 0gn + £. Comme cette écriture est unique, on a forcément ¢ = 0.

Supposons maintenant que £ = 9 + 91 et que M N I = {0}. Montrons que
tout ¢ € £ s’écrit de fagon unique comme une somme d’un élément de I et
d’un élément de 1. En effet, si £ = mq1 + ny = mo + no, avec mq,ms € M et
ni,ne € N, alors

mp — Mg =Ny — N1 €9ﬁﬂ‘ﬂ:{0},

donc my1 = ms et ny = ny. Cela implique que £ = M S N. [

1.3 Indépendance linéaire et bases

1.3.1 Vecteurs linéairement indépendants

Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs ¢4,...,¢, € £, avec
n > 1 sont linéairement indépendants si pour tous aq,...,a, € Kon a
aly+-+apl,=0 < a;=--=a,=0. (1.2)

D’aprés la définition on déduit, en particulier pour n = 1, qu'un vecteur
£ € £ est linéairement indépendant si et seulement si ¢ # 0.
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Exemple 1.30 Considérons le R-espace vectoriel C. Les deux vecteurs 1 et i
sont linéairement indépendants car o + 5i = 0 avec «, 5 € R si et seulement si
a=p5=0.

Remarquez que les deux vecteurs ne sont pas linéairement indépendants si
on considére C comme un C-espace vectoriel, car i-14 (—1) -4 =0.

Exemple 1.31 Considérons le R-espace vectoriel R3. Les vecteurs (2,0,0) et
(0,0,1) sont linéairement indépendants. En effet, on a

a(2,0,0) 4+ b(0,0,1) = (0,0,0) <= (2a,0,b) = (0,0,0) < a=b=0.

Proposition 1.32 Soit £ un espace vectoriel et l1,4s,...,L, des vecteurs li-
néairement indépendants de £.

i) Pour tout i on a l; # 0.
ii) Pour tous i # j on a l; # (.
i11) Toute sous-famille {ly,, iy ..., Lr, } C {l1,02,...,0n} est linéairement in-
dépendante.
Preuve.

i) Supposons par I’absurde que ¢; = 0 pour un certain 4. Alors, on a
0y + -+ 061 4+ 16 +0liq +---+06, =0

avec (0,...,0,1,0,...,0) # (0,0,...,0), ce qui contredit ’hypothése d’in-
dépendance linéaire des vecteurs ¢1, /0, ..., 0,.

ii) Supposons par 'absurde que ¢; = ¢; avec i # j. Alors, on a
001 + 00 + -+ 1l + -+ (1) + -+ 00, =0

avec (0,...,0,1,0,...,0,—1,0,...,0) # (0,0,...,0), ce qui contredit ’hy-

pothése d’indépendance linéaire des vecteurs £1,0s, ..., 4y.
iii) Pour toute sous-famille {{g,, k,,- .., lk, } de 1,02,..., £, on a
h n
Zakjékj =0 = Zﬂl& =0
j=1 i=1
ou f; = «; pour tout ¢ = ki, ks,...,ky et 8; = 0 sinon. D’aprés 'indépen-
dance linéaire de ¢4, ¢s,...,¢, on a que tous les fB;, et donc en particulier

tous les «a; sont nuls.

Proposition 1.33 Soient ¢1,405,...,¢, € £ des vecteurs.
Les vecteurs €1,0s, ..., 0, sont linéairement indépendants si et seulement si
aucun des {; ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.
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Preuve. Soient ¢1,%s,...,¢, linéairement indépendants. Supposons, par 1’ab-
surde, qu'il existe £; tel qu’il puisse s’écrire comme combinaison linéaire des
autres vecteurs de ¢; avec i # j.

C’est-a-dire qu’ils existent des scalaires a1, ..., -1, aj41,...,q, tels que

l; = Zai& <— Zai& =0 avec aj = —1.
i#£j i=1

Donc (a1, as,...,a,) # (0,0,...,0), ce qui contredit ’hypotheése selon laquelle
ly,0s, ..., ¢, soient linéairement indépendants.

Supposons maintenant que £1, ¢, ..., ¢, ne soient pas linéairement indépen-
dants. Donc il existe (61, B2, ..., 0n) # (0,0,...,0) tel que

ﬂlél + ﬁ2€2 + - ﬁnen = 6

Comme (B1, f2,...,8,) # (0,0,...,0), en particulier il existe un 5; # 0. Donc

)

i#j B

6 < gj = ZOZZEZ avec o; =
i#]

1.3.2 Bases

Considérons un espace vectoriel £ # {0}.
Une base (finie) de £ est un n-uplet de vecteurs (e1,es,...,e,) € £", avec
n > 1, tel que chaque vecteur ¢ € £ s’écrit de facon unique dans la forme

= oaqer +ageg + - - opey

avec aq,Qo,...,0, € K.
L’unicité signifie que pour tout a,...,ay,,51,...,0, € Kon a

arer+- - +ane, = fre1+- - +pfpen = ;= fB; pour tout i € {1,2,...,n}.
Les scalaires dans I'n-uplet (aq,aq,...,a,) sont appelés les coordonnées de
£ relatives a la base (e1,e2,...,e,).
Remarquez que pour tous vecteurs Z et i € £ de coordonnées respectivement
(a1, a,...,ap) et (B1,B2,...,Bn), le vecteur Z + § a coordonnées
(Oél —1—/81,(12 +/82a"-7an +5n)
De méme, pour tout scalaire v € K, le vecteur v& a coordonnées

(7041”}/042, .. ;r}/an)-
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Exemple 1.34 Considérons un corps non vide K comme espace vectoriel sur
lui-méme. Pour tout vecteur ¢ € K\ {0}, le 1-uplet (¢) est une base de K.
En effet, tout vecteur m € K peut s’écrire comme

= ()

avec 7 € K. De plus, si af = 34, alors a = f3.

Exemple 1.35 Considérons le K-espace vectoriel K™.
Le n-uplet (€1,€3,...,€,), ol

e_;:(07 a071707 7O)€Kn

i
est une base de K™. En effet, pour tout & = (z1,22,...,2,) € K" on a
T=x16] +To€3+ -+ 2p65.
De plus,
161+t xpne, =+ =ynen S (X1, ) = (Y1, -, Yn)-
Cette base est appelée la base standard (ou canonique) de K™.

Remarquez que si (eg, es, ..., e,) est une base d’un espace vectoriel £, alors
pour toute permutation 7 € &, 3, le n-uplet

(eﬂ‘(l)) €x(2)s- - eﬂ(n))

est aussi une base de £. Les coordonnées relatives a la nouvelle base seront
simplement les coordonnées de la premiére base permutées par 7.

Exemple 1.36 Considérons le R-espace vectoriel R3. D’aprés I'Exemple 1.35
on sait que le triplet (€7, €3, €3) avec

6‘:[ :(17070)7 7652(07 ]"0)7 7632(0’07 1)7

est une base de R3. Une autre base est donnée par (€3, €3, €7).
Par exemple, le vecteur (5,8,13) € R3 peut s’écrire comme

5¢1 + 8¢5 + 133 = 865 + 13¢5 + 5é;.

Exemple 1.37 Soit K un corps. Considérons le K-espace vectoriel Ms 5 (K).
Le quadruplet (Ella Elg, E21, EQQ) ol

1 0 0 1 0 0 0 0
E11:<0 0>7 E12:<0 O>a E21:(1 O)a E22:<0 1)7

3. 6, est le groupe des permutations sur n éléments.
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est une base de M 2 (K).
En effet, pour tout <a ﬂ) € Ma2 (K) on a

(5= ) oo o) (o) v)

De plus, pour tout oy, f;, avec i € {1,2,3,4}, on a

O =

a1 Ey + B 4 azlyy + agBEyy = 1B + BoEi2 + [B3F2 + Balis
si et seulement si a; = §; pour tout ¢ € {1,2,3,4}.

Exemple 1.38 On peut généraliser I'exemple précédent d’une fagon naturelle

en considérant le (n x m)-uplet (Ei1, Eve, ..., Eij, ..., Enm) ol
J
0 O o --- 0
0 0 0o --- 0
Ey; = 1
0 O 1 0] ¢
0 0 0 0

Cette base est dite la base standard (ou canonique) de M,, , (K).

L’exemple suivant est un cas particulier de I’'Exemple 1.38.

Exemple 1.39 Soit K un corps et Ei, Es,...
M, 1 (K) définis par

, B, les vecteurs colonnes de

1 0 0

0 1 0
El* ’ EQ* . ) ) En_

0 0 1

D’aprés "Exemple 1.38, le n-uplet (E1, Fa, ..., E,) est une base de M,, ; (K).
De plus, (B, E; ,...,El) est une base de M, (K).

Remarquez que, comme K" est isomorphe & M,, ; (K), on retrouve le résultat
de I’Exemple 1.35.

1.3.3 Caractérisation d’une base finie

D’aprés la définition, on a que tous les éléments d’une base sont différents
entre eux. En effet, on peut montrer une propriété plus forte.
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Théoréme 1.40 Soit £ # {6} un espace vectoriel et e1, e, ..., e, € L.
(e1,€9,...,6,) est une base de £ si et seulement si les vecteurs ey, ea, ..., e,
sont linéairement indépendantes et span{ey,ea,...,ent = L.

Preuve. Supposons d’abord que (eg, e, ..., e,) soit une base de £.

Comme tout vecteur de £ s’écrit comme combinaison linéaire de ey, es, ..., e,
on a £ C span{e,ea,...,e,} C £, d'ou l'égaliteé.

Soient o, as,...,qa, € K tels que

a161+a262+-~~anen:6:061+062+-~Oen.

Alors, par 'unicité de I’écriture, on a a; = ag = -+ - = a;, = 0. Donc les vecteurs
e1,€a,...,e, sont linéairement indépendants.

Réciproquement, supposons que eq,es,...,e, soient des vecteurs linéaire-
ment indépendants de £ et que span {ej,ea,...,e,} = £.

Comme D'espace engendré par les vecteurs est tout 'espace £, tout vecteur
¢ € £ peut s’écrire comme combinaison linéaire de eq,ea, ..., e,.

Soit (aq, g, ..., ay) et (81, B2,...,0n) deux n-uplets tels que

= aier +agex + - apen = Brer + Paeg + - - Bren.

Alors on a

(a1 = Br)er + (g — Ba)ez + - - (an + Bn)en = 0.
Or, ey, ea,...,e, sont linéairement indépendants. Donc «; — 3; = 0 pour tout 4,
et donc a; = ; pour tout . n

Le résultat suivant est facile & démontrer mais trés importants.

Proposition 1.41 Soit £ # {0} un espace vectoriel et (e, e, . .., e,) une base
finie de £.
i) Toute famille de vecteurs {eg,,€k,,..., ek, } C {€1,€a,...,en} est linéaire-

ment indépendante.

i) Soit ep41 € £ un vecteur quelconque. Alors 'ensemble {e1,ea,. .., €n,ent1}
engendre £.

Preuve.
i) La premiére partie de I’énoncé suit du point (éi¢) de la Proposition 1.32.

ii) Pour démontrer la seconde partie de 1’énoncé il suffit de remarquer que
chaque vecteur ¢ € £ peut s’écrire comme

{=aie1 + ages + - - - apen + 0ept1,

pour certains aq, as, ..., a, € K.
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1.4 Espaces vectoriels de dimension finie

1.4.1 Dimension

Théoréme 1.42 Soit £ un espace vectoriel qui admet une base finie.
Alors le nombre de vecteurs qui forment une base de £ me dépend pas du
choiz de la base.

Preuve. Soit (e, ea,...,e,) une base finie de £.
Supposons par Pabsurde qu’il existe une autre base (e},eh,... e/ ) de £
avec m > n. Nous allons montrer qu'’il existe des scalaires (z1,22,...,Zy) #

(0,0,...,0) tels que :

z1€) 4 xoeh + -+ zmel, = 0. (1.3)
Cela contredira ’hypothése que (ef, €, ..., e}, ) soit une base.
Puisque (eq, eq,...,e,) est une base, chaque vecteur e peut s’écrire comme
combinaison linéaire de ey, eg, .. ., e,. C’est-a-dire qu’il existe des scalaires o;; €
Kavecl <i<metl<j<n tels que

Vi

ey = aiier +aiges + -+ aipey
A

€y = Qg1€1 + qoges + -+ Qopéy
!

€n = Qmi€l + amoes + -+ Omnn

Considérons donc I'Equation (1.3) & m inconnues. On a

m m n
/
g Li€; = E Lg E QL€
i=1 i=1 k=1
m n
= (qvikwier)
i=1 k=1
n m
= E E QT | € = 0.
k=1 \i=1
Comme (eq,e2,...,€e,) est une base, cela implique que ’on a le systéme de

n équations & m inconnues suivant
01121 + 21 %2 + -+ Q1T = 0
Q1271 + Q22T2 + ++ + 2Ty =0
Q1p®1 + QonT2 + - + QA &m = 0
Comme n < m, il existe une infinité de solutions. En particulier il existe une

solution (77,72, ...,Zm) # (0,0,...,0) telle que I'Equation (1.3) est vérifice.
[ |
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Soit £ un espace vectoriel qui admet une base finie (eq, ea, . . ., e,). On appelle
dimension (sur K) le nombre n de vecteurs de cette base. On dénote la dimension
de £ avec dimg (£), ou dim(£) quand il n’y a pas d’ambiguité sur le choix du
corps.

Si £ = {0} on dit que £ est de dimension zéro et on écrit dim (£) = 0.

Corollaire 1.43 Soit £ un espace vectoriel de dimension n et £1,0s,...,¢, des
vecteurs de £.

a) Sili,la,... Ly sont linéairement indépendants alors p < n.

b) Sip>n, alors £1,4s,...,L, sont linéairement dépendants.

Exemple 1.44 Le K-espace vectoriel K” a dimension n.
En effet, le n-uplet (€7, €3, ..., €;,) est une base de K™ d’aprés I’'Exemple 1.35.

Donc la dimension (finie) d’un espace vectoriel £ est le nombre maximal n
tel que n vecteurs de £ puissent étre linéairement indépendants.

Exemple 1.45 D’aprés 'Exemple 1.38, I'espace vectoriel M,, ,, (K) a dimen-
sion m - n sur K.

Exemple 1.46 D’aprés 'Exemple 1.34, on sait que ’espace vectoriel C a di-
mension 1 sur C.

D’autre part, si 'on considére C comme un R espace vectoriel, ceci a dimen-
sion 2. En effet, le doublet (1,4) est une base de C sur R.

Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé une droite (vectorielle). Un
espace vectoriel de dimension 2 est appelé un plan (vectoriel).

Exemple 1.47 C est un plan vectoriel si vu comme R-espace vectoriel mais
une droite vectorielle si vu comme C-espace vectoriel (voir Exemple 1.46).

1.4.2 Complétion de base

Etant donné une famille de vecteurs linéairement indépendants, on peut
toujours ajouter des vecteurs pour trouver une base. Avant de démontrer ce
résultat, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.48 Soit £ un espace vectoriel, l1,4s, ..., Ll des vecteurs linéairement
indépendants et 11 € £.

Les vecteurs €1,0s, ..., Uk, lx11 sont linéairement indépendants si et seule-
ment si {11 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de 01, 4s, ..., L.

Preuve. Si #q,..., 0k, {11 sont linéairement indépendants, d’aprés la Proposi-
tion 1.33, {x1 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de ¢1, (s, . . ., lk.
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Supposons maintenant, que f1,..., %, {11 sont des vecteurs linéairement
dépendants. Donc

Brly + -+ Bl + Brg1lys1 =0
).

pour certains scalaires (81, ..., Bk, Bk+1) # (0,...,0,0

— Si ﬁk-‘rl f 07 alors (61752)"'7/6k) 7é (O7Oa" 70) et ﬁlgl + BQEZ R
Bl = 0, ce qui contredit le fait que £1,/¢s,..., ¢, sont linéairement
indépendants.

— Si Bry1 # 0, alors 41 peut s’écrire comme

Bi

Br+1

k
bpy1 = E o;l; avec a; =
i=1

Théoréme 1.49 (de la base incompléte) Soit £ un espace vectoriel de di-

mension n et ey, ea, ..., e, des vecteurs linéairement indépendants de L.
Alors il existent n — k vecteurs epy1,€x12,...,e, € £ tels que
(61, €2,y €Ly CLt1,Ck42, -0, en)

est une base de L.

Preuve. Considérons 9t = span {ej, eq,...,er} le sous-espace engendré par les
k vecteurs e, es,...,eL.

Si g = £, alors k = n et (e1,ea,...,ex) est une base de £ par le Théo-
réme 1.42.

Si M C £, alors il existe un vecteur e;11 € £\ M.

Comme ey 1 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de eq, es, . . ., e,
d’aprés le Lemme 1.48 la famille de vecteurs {eq, ..., ek, er1+1} est linéairement
indépendante.

D’aprés le Théoréme 1.42 on peut continuer & ajouter de telle fagon a
{e1,€a,..., e} exactement k — n vecteurs linéairement indépendants, et le n-
uplet que 'on obtient sera une base de £. n

Exemple 1.50 Considérons le C-espace vectoriel C3 de dimension 3.
Les vecteurs u; = (i,0,0) et up = (0,0,v/3) sont linéairement indépendants
sur C3. On a
M = span {uy,uz} = {(a,0,b) | a,b € C}.
Considérons le vecteur (0,1,0) € C*\ M.

Le triplet (uy,ug,u3) est une base de C3.

1.4.3 Sous-espaces en dimension finie

Une conséquence du Théoréme de la base incompléte est le résultat suivant.
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Proposition 1.51 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et 9 un sous-
espace vectoriel de £.

Alors dim (9) < dim (£) avec égalité si et seulement si M = L.

De plus, si dim (9) > 0 alors il existe une base de £ dont les premiers
dim(9) vecteurs appartiennent o 9.

Preuve. Posons k = dim () et n = dim (£).
— Si k =0 alors 9t = {0} et I’énoncé est trivialement vrai.

— Si k > 0, soit (e1,ea,...,e,) une base de M. En particulier, les vecteurs
€1, €, ...,¢eE sont linéairement indépendants. D’aprés le Théoréme 1.49 il
existent n—k vecteurs egi1, €x11,--.,en telsque (€1, ..., €k, €kt1,---,€n)

est une base de £.
Donc k < n est on a I’égalité seulement si les deux bases, et donc les
deux espaces I et £, coincident.

Proposition 1.52 (Formule de Grassmann) Soient £ un espace vectoriel
et M, N C £ deux ses sous-espaces vectoriels. Alors

dim (9 4+ N) = dim (M) + dim () — dim (M N N)

Preuve. D’aprés la Proposition 1.22; 991 N 9T est un sous-espace vectoriel de £.
Posons m = dim(9M), n = dim(N) et p = Aim(M N N).

Considérons (eq, e2,...,e,) une base de M NN

D’aprés le Théoréme 1.49 on peut compléter (ej,ea,...,e,) en une base
(€1,--+s€ps€pis---,€p,) de 'espace vectoriel M.

Symétriquement, on peut construire une base (e1,...,ep, €y q,...,€,) de

I’espace vectoriel 1.
On va montrer que le (m + n — p)-uplet

/ / " 1
(€152, €py € 15y €y €pits e e v s Ep)

est une base de I + N.

Les m 4+ n — p vecteurs ci-dessous engendrent 9t + 1. En effet, pour tout
£ e M+ MNil existe m € M et n € N tels que £ = m + n. Dong, ils existes des
scalaires a, o, ..., et B, Ba, ..., Bn tels que

;e + Z ap'f‘lep-H + Z Bie; + Z 6P+1ep+z
m—p

(i + fi)es + Z Ap1€pyy + Z Bp+iCpti

=1 =1

f=m+n =

M@ i M»a

Il
-

3

C’est-a-dire que £ = span {el, Py €y € e’
/

1
N AP &
De plus, les vecteurs eq,...,eye’ cooel el e’ sont linéairement
) ) » “pEp+41> ’ )
indépendants. En effet, si

n
P m—p n—p
/ " ~
E ae; + g Bi€pyi + E Yi€pti = 0
i=1 i=1 i=1
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pour certains scalaires oy, 35,7 € K, alors on a I'égalité

p m—p n—p

/ 1
E aje; + E Bi€pyi = — E Vi€pti-
i=1 i1 i=1

Ce vecteur appartient & 9NN et donc il peut s’écrire comme combinaison
linéaire de eq, €2, ..., ep. Cest-a-dire qu’ils existent d1,d2, ..., d, € K tels que le
vecteur de 9T NI C 9N peut s’écrire comme

p m—p p m—p
/ ’
g ae; + E /Biep+i = E d;e; + E Oeeri.
=1 i=1 i=1 =1

Comme (e1,...,€p,€,41,.--€,) est une base de M, cela implique que F; = 0
pour tout t =p+1,p+2,...,m.
Symétriquement on peut montrer que ; = 0 pour tout i = p+1,p+2,...,n.
Enfin, comme (e, e, ..., €p) est une base de M NN, P'égalité
P
Z o;e; — 6
i=1
est vérifié seulement si o; = 0 pour tout 7 € {1,2,...,p}.
Donc, les vecteurs ei,...,€p, €115+ €m;€pi1,-- -, o sont lindairement in-
dépendants.

D’aprés le Théoréme 1.40, le (m + n — p)-uplet

/ "
(€153 €py€pitseeesCmsC€pitse-nsEn)

est une base de M + MN. u

Exemple 1.53 Soit K un corps quelconque. Considérons les deux sous-espaces
vectoriels de Ms 5 (K)

sm:{(f)“ ﬁ) a,BeK} et m:{(% 8) Ia,ﬁeK}.

C’est facile a voir que dim (M) = dim (M) = 2 et que U'intersection

zmmm:{(g‘ 8) IaeK}

a dimension 1. Donc le sous-espace vectoriel de M o (K)

sm+m={<‘;‘ g) |a7ﬁ,76K}

dim(M +MN)=2+2—-1=3.

a dimension
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Corollaire 1.54 Soient £ un espace vectoriel et M, N C £ deur sous-espaces
vectoriels supplémentaires. Alors,

dim (£) = dim (9M) + dim (1) .

De plus, si (e1,€3,...,6n) est une base de M et (f1, fo,..., fn) est une base de
N, alors le (m + n)-uplet (e1,e,...,m, f1, fo,. .., fm) est une base de L.

Preuve. Le résultat suit immeédiatement de la formule de Grassman, car
dim (£) = dim (M @ MN) = dim (IM) + dim (N) + 0.

En combinant le corollaire précédent et la Proposition 1.51 on obtient le
résultat suivant.

Proposition 1.55 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Alors tout sous-espace vectoriel de £ a un supplémentaire.

Preuve. Soit 9 un sous-espace vectoriel de £.

Comme les deux sous-espaces vectoriels triviaux {6} et £ sont supplémen-
taires, le résultat est immeédiat si 0 = {0} ou M = £.

Supposons que 9T est un sous-espace vectoriel propre de £, c’est-a-dire dif-
ferent de {0} et de £.

Posons n = dim(£) et m = dim(9M).

Considérons une base (e, ea,...,e,,) de M. D’aprés la Proposition 1.51 on
peut compléter cette base en une base (e1,€2,...,€m,Emil,--.,en) de L.

Soit 9 = span{em+1,€m+2,---,€n}. On peut vérifier facilement que N est
un supplémentaire de 91.

De plus, puisque les vecteurs e€,,41, €m2, ..., e, sont linéairement indépen-
dants, (em+1, €m+t2,---,€n) est une base de 9. Donc dim () = n — m. n

Exemple 1.56 Considérons l'espace vectoriel Mj 5 (K) de dimension 4 sur un
corps K et son sous-espace

- ) esex)

On a vu dans 'Exemple 1.53 que dim(90) = 2.
10 0 1
Le doublet ((0 0> , (0 O)) est une base de 9.
On peut compléter cette doublet en une base de Ms 5 (K) en ajoutant les
vecteurs <0 0) et <0 O> (voir aussi ’Example 1.37).

10 0 1
L’espace

ne{ (0) (0 1)y =1 5) 1ere)

est un sous-espace de Mo 5 (K) supplémentaire a 1.
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1.5 Changement de base et bases infinies

L’étude des K-espaces vectoriels K™ est trés important, car tout espace vec-
toriel de dimension fini est isomorphe a K™ pour un certain entier n > 0. En
effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.57 Soit £ un espace vectoriel sur K de dimension n. Alors £
est isomorphe a K™.

Preuve. Soit (e, es,...,€,) une base de £.
Considérons la fonction
¢: £ — K"
12 — (al,ag...,an)
o (aq,q, ..., ap) sont les coordonnées de ¢ relatives a la base (e1, ez, ..., ey).
La fonction ¢ est un isomorphisme entre les deux K-espaces vectoriels £ et
K. En effet,

— ¢ est bijective, car
— si ¢(f) = p(m) = (a, g, ..., ) alors

! =o1e] +ages + -+ ape, =m

donc ¢ est injective;
— tout n-uplet (a1, as,...,q,) est image par ¢ du vecteur

ale; + qgeg + -+ apép

donc ¢ est surjective.
— pour tout £,m € £, oL+ m) = ¢({) + ¢p(m), car

p(l+m) = o((arer + - +anen) + (Brer + -+ Bren))
= ¢((a1+pr)er + -+ (an + Bn)en)
= (a1 481, -, an+ Bn)
= (a1,...,an)+ (B1,...,6n))

= o0) + ¢(m)
avec (aq,...,ap) et (B1,...,08,) les coordonnés respectivement de ¢ et
m dans la base (e, ..., e,).
— pour tout v € K et tout £ € £, ¢(al) = ap(¥), car
p(vl) = o(v-(awer+---+anen))
= o((yen)er + -+ (van)en)
= (yaa,...,vam)
= v(ag,...,an)
79(0)
avec (aq,...,ay) les coordonnés de £ dans la base (eq,...,ep).
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1.5.1 Matrice de passage

Comme K" ~ M,, ; (K), la Proposition 1.57 nous dit que, étant donné une
base (eq,ea,...,e,) d'un espace vectoriel £, on peut associer a chaque vecteur
de £ un et un seul vecteur colonne de M,, 1 (K) :

T
T2
xr1e1 + Toeo + - xpe, >

LTn

Cette correspondance, ainsi que l'isomorphisme de la Proposition 1.57, n’est
pas unique, mais dépend du choix de la base.

En effet, considérons deux bases (e, es,...,e,) et (e],¢eh,...,e.) dun K-
espace vectoriel £. Un vecteur ¢ € £ pourra s’écrire comme

{ = mie; +Toeg + -+ Tpe, = y1€) +yoeh + o+ Ypel,

pour certains scalaires z; et y;. On se demande quelle est la relation entre les
deux vecteurs colonnes de M,, 1 (K)

z1 n
T2 Y2
et
T Yn
Comme (e, €2,...,6e,) est une base, chacun des vecteurs e, peut s’exprimer
comme combinaison linéaire de ey, es,...,e,, c’est-a-dire que 'on a
!
€] = puer+paez2+---+pniey
!
€y = pi12e1 +p2ze2+ -+ pnaey
. ) (1.4)
!
€, = Din€1 +p2n€2 + - +pnnen
Si on consideére les bases (e1,ez,...,e,) et (ef,€5,...,¢€)) comme vecteurs co-

lonnes de M, 1 (£) ~ £", on peut récrire ce systéme comme

6’1 P11 P12 - DPin
6/2 P21 P22 -t Pan
= e o en)
E{n Pn1 Pn2 - Pnn
La matrice
P11 P12 - DPin
P21 P22 - P2n
P = . . .
Pn1 Pn2 - Pnn
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est appelé la matrice de passage (ou matrice de changement de base) de la base
(e1,€2,...,e,) ala base (e],€,...,e0).
Exemple 1.58 Considérons le K-espace vectoriels £ = K2.

D’apreés ’Exemple 1.35 on sait que (€1, &) est une base de £. Il est facile a
montrer que le couple de vecteurs (di,dz) € £2 avec

dl = (1, ].) et d2 = (]., —1)

est aussi une base de £.
La matrice de passage de (€1,€2) a (dy,d2) est donnée par

(1)

Les matrices de passage ont une forme intéressante : elles sont inversibles.
En effet, on a le résultat suivant que ’on peut démontrer avec une technique
similaire & celle de la preuve du Théoréme 1.42.

Proposition 1.59 Soit £ un espace vectoriel sur un corps K et (e1,ea,...,ep)
une base de £.

Soit (dy,ds, ..., d,) un n-uplet de vecteurs de £ et P la matrice de M, ,, (K)
dont les coefficients de la j-éme colonne sont les coordonnées du vecteurs d; dans
la base (e1,€ea,...,6en).

Alors, (dy,da,...,dy,) est une base de £ si et seulement si P est inversible.

Preuve. D’apreés le Théoréme 1.42 on sait que chaque base de £ a exactement n
vecteurs. Donc montrer que un n-uplet est une base corresponde a montrer que
ses n vecteurs sont linéairement indépendants.

Considérons un vecteur £ € £ de la forme

EZZEldl +x2d2—|—~~~—|—mndn

pour certains scalaires x1, x2, ..., 2z, € K.
Puisque ¢ = 0 si et seulement si ses coordonnées dans la base (e1, e, ..., e,)
sont nulles on a, d’aprés I'Equation (1.4), 'équivalence

p1121 + p12x2 + -+ Pipn = 0
. P2171 + P22y + -+ popxT, = 0

T1dy + xods + - Tpd, =0 <— .
Pn11 +pn2x2 + +pnnxn = 0

avec p;; le coeflicient de la matrice P dans la i-éme ligne et j-éme colonne.

Or, ce systéme d’équations linéaires a pour seule solution 1 = x9 = -+ =
Zn, = 0 si et seulement si la matrice associée P = (p;;);; est inversible.

Donc les vecteurs dy,ds,...,d, sont linéairement indépendants si et seule-
ment si la matrice P est inversible. ]
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1.5.2 Bases infinies

Soient £ un espace vectoriel sur un corps K.

Une suite (e),cy = (€1,€2,€3,...) est une base de £ si chaque élément
{ € £ s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire finie des éléments
de {e1, ez, e3,...}, c’est-a-dire qu'il existe des uniques €;,,€;,,...,€;, t.q.

{=z16;, + 2205, + - TRe4,
pour certains 1, To,...,T; € K.
Exemple 1.60 Soit K un corps. On définit
KN = {(ag, a1,as,...) | a; € K}

L’ensemble des suites numériques dans le corps K. Cet ensemble est un K-espace
vectoriel si on le munit des opérations

— (xn)nEN + (yn)nEN = (mn + yn)nEN;

— aTp)nen = (Tn)nen-
L’espace KV a dimension infinie et une base pour cet espace est donnée par la
suite (El, EQ, Eg, .. ) ol

E;=(0,...,0,1,0,...) ¢ KN

i
Exemple 1.61 Soit K un corps. On définit
Kz]={P=ao+a1z+---+a2" |n>0eta; €K}

I’ensemble des polyndémes en une seule variable x et & coefficients dans K.
Cet ensemble est un K-espace vectoriel quand muni des opérations usuelles
d’addition et de multiplication par scalaire, c’est-a-dire :
— Pour tout P =ag+ a1z +---+ax™ et Q =bg+bix+---+b,,x™, avec
m>n

P+@Q:= (G’O + bO) +oet (an + bn)xn + bn+1xn+1 + o bpa™.
— Pour tout P =ag + a1z + - -a,2" et a € K
aP = (aag) + (aar)x + - + (aay)z"™

La suite (1,z,22%,...,2",...) est une base de K[z]. En effet, tout polynome
P € K[z] peut s’écrire comme

P=po+pix+--+ppa”
ou k = deg (P).

De la méme fagon, pour tout ensemble fini ou infini (dénombrable) A on
peut généraliser les notions suivants :
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— span {A} = {toute combinaison linéaire finie des éléments de A} ;
— A est un ensemble linéairement indépendant si

k
Zzieizﬁ = x; =0 pour tout 1 < <k,
i=1
ou {e1,ea,...,ex} CA;
— A est une base de £ si et seulement si
(1) span{A} = ¢
(2) A est linéairement indépendante.
Remarquez qu’il est possible généraliser cette définition & des ensembles
infinis non dénombrables (mais cela n’est pas le but de ce cours).

On a le résultat suivant (la preuve utilise la récurrence transfinie et I’axiome
du choix, ou équivalemment le Lemme de Zorn).

Théoréme 1.62 Soit £ un espace vectoriel. Alors une des trois affirmations
sutvantes est vraie :

(1) £={0} et dim (L) =0;
(2) £ posséde une base finie ;
(8) £ posséde une base infinie.

1.5.3 Base de ’espace fonctionnel

Un autre exemple intéressant est donné par I'espace fonctionnel défini dans
la Section 1.1.3. Avant de donner ’exemple, on définit la fonction delta.

Considérons un ensemble S (fini ou infini) et s € S un élément de ensemble.

La fonction d, € F(S), appelée fonction delta (ou delta de Dirac), est définie
par

so-{ ) B! w3

Quand S = {1,2,...,n}, on dénote par d;; := 6;(j), c’est-a-dire :

s ={ o527 (16)

et on appelle cette fonction le symbole de Kroneker (ou delta de Kroneker).
Les fonctions delta nous permettent de trouver une base de 1’espace vectoriel

F(S).
Rappelons que tout ensemble fini a n élément peut étre vu comme 1’ensemble
des n premiéres entiers positifs {1,2,...,n}.

Proposition 1.63 Soit S est un ensemble.

i) Si S = {1,2,...,n} alors, le n-uplet (61,0d2,...,8,) est une base finie de
F(S).
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ii) Si S est infini, alors (0s),cg est une base infinie de F(S).
Preuve. 11 suffit de montrer que tout f € F(S) s’écrit de fagon unique comme
=Y f()ds, (1.7)
ses

oil la somme est finie (si S est fini) ou infinie & support fini* (si S est infini).
En effet, pour tout ¢t € S on a

i) s1.S est fini,

(Zf(8)55> () = D f(5)di(s)

seS
04 4+0+ f(t)+0+---4+0

ii) si S est infini,

(Zﬂs)as) () = > f(s)di(s)

ses ses
= 0+ +0+ft)+0+0+-

= [

Dans les deux cas, la décomposition est unique. En effet si

D asb = bsds

ses ses
alors pour tout t € S
a; = <Z a553> (t) = (Z b553> (t) = by.
s€ES seS

Donc a; = b; pour tout t € S. n

La proposition précédente nous dit en particulier que, quand S est fini, on
peut expliciter I'isomorphisme entre F(.S) et K” vu dans la Section 1.1.4.

F(S) == K*
6; +— (0,...,0,1,0,...,0)

4. Un somme infinie est dite & support fini si seulement un nombre fini de ses termes sont
non nuls.
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Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Applications linéaires et formes linéaires

2.1.1 Définition

Soient £ et M deux espaces vectoriels sur un corps K.
Une application f : £ — 901 est dite linéaire si pour tous vecteurs £, m € £
et tous scalaires a, 5 € K on a

flal+pm)=af(£)+Bf(m)
ou, équivalemment,
fU+m)=f)+ f(m) et flal)=af(l).

Remarquez que les opérations de £ et de 2 sont en général différentes. Donc,
a la rigueur on devrait écrire

flaglteB-em)=a-onf(l)+m B o f(m)

oll +g¢,-¢ sont les deux opérations de £ et +oyn, -on les deux opérations de 9.
Pour ne pas alourdir la notation, on utilisera le méme symbole sur les deux
espaces.

Exemple 2.1 Tout isomorphisme ¢ : £ — 9 entre deux espaces vectoriels £
et N est une application linéaire.

Exemple 2.2 La fonction fy : £ — 9 définie par fo(¢) = Ogy pour tout £ € £
est une application linéaire.

La proposition suivante montre certaines conséquences immédiates de la dé-
finition d’application linéaire.

Proposition 2.3 Soit f : £ — 9N une application linéaire entre les K-espaces
vectoriels £ et M. Alors
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(1) £ (O¢) = Om
(2) Pour tout vecteur £ € £ on a f (=€) = —f (£).
(8) Pour tous ay, s, ..., ap € K et tous £y,0s,...,0, € £ on a

f (Z (%’&‘)) = Zaif(gi)§

Preuve.

(1) Pour tout £ € £ on a 0-¢ = Og¢, et également pour tout m € 9 on a
0-m = Ogn. Donc

—

7(0e) =F0-0)=0-f(0) = Tm.

(2) Pour tout £ € £ on a

(3) Par récurrence sur n. (Exercice)
u

Quand il n’y a pas d’ambiguité on utilisera le symbole 0 pour décrire a la
fois le vecteur nul O¢ € £ et pour le vecteur nul Ogy € 1.

Exemple 2.4 Considérons les deux R-espace vectoriels Ma o (R) et C La fonc-
tion

fiMas(R) — C
(i Z) s a-id

est une application linéaire (Exercice). L’image de la matrice nulle est

()0

Exemple 2.5 Soit £ un K espace vectoriel et £ € £ un vecteur fixé. La fonction

K —» £
a — ol

est une application linéaire. En effet, pour tout «, 3,7 € K
— fla+p) = (a+B)l=al+ Bl = f(a) + f(B),
— f(ya) = (va)t = ~(al) = vf(a).

Remarquez que si la fonction f : K — £, avec £ un K-espace linéaire, est une
application linéaire, alors il existe un vecteur ¢ € £ telle que f peut s’exprimer
dans la forme vue dans 'Exemple 2.5. En effet, il suffit de poser £ = f(1).
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2.1.2 Composition, somme et multiplication par scalaire

Soient £,91 et D1 trois K-espaces vectoriels.
Considérons deux fonctions f : £ — M et g : WM — . La fonction go f :
£ — I est appelée composée des fonctions f et g.

Proposition 2.6 Une composée d’applications linéaires est une application li-
néaire.

Preuve. Soient £, et N des K-espaces vectoriels et f: £ — Met g: M — N
deux applications linéaires. La fonction g o f, définie par (g o f)(¢) = g(f(¥))
pour tout ¢ € £, est une application linéaire. En effet, pour tous ¢,m € £ et
pour tous o, 8 € K on a

(go flal+pm) = g(f(al+pm))

= g(af(t) +Bf(m))
ag(f(0)) + Bg(f(£))
= a(go f)(0) + B(go f)(m).

Exemple 2.7 Considérons les deux applications linéaires

f R — M272 (R)
s z 0
v 0 2=
g: M2’2 (R) — C

a b .
(c d) — a-+id

avec R, Mj 5 (R) et C espaces vectoriels sur R (voir Exemples 2.4 et 2.5). La
fonction

et

gof:R — C
r — x4+ 2z
est une application linéaire (Exercice).

En plus de la composition, on peut obtenir des applications linéaires & partir
d’application linéaire connues en définissant, pour toutes applications linéaires
f,g: £ — 9N et pour tout scalaire v € K les fonctions

f+g: £ — M
o= f(0)+g(0)
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et

vf: £ — M
= yf0)

Proposition 2.8 Soient £,91 des K espaces vectoriels, f,g : £ — M des ap-
plications linéaires et v € K un scalaire. Alors, les fonctions f + g et af sont
des applications linéaires.

Preuve. Considérons deux vecteurs £,m € £ et deux scalaires «, € K. Alors

(F+9)(al+pBm) = f(al+Bm)+g(al+ Bm)
= af(l)+Bf(m) + ag(l) + Bg(m)
= a(f+9)0) +B(f +9)(m)

et

(vf) (el + Bm) = ~y(af(l)+ Bf(m))
= a(yf)l) + B(yf)(m).

Donc les deux fonctions f + g et vf sont des applications linéaires de £ & 91.
|

Exemple 2.9 Soient f, g deux applications de C? & C définies par f((x, y)) =z
et g((x,y)) = y. La fonction

erg:(C2 — C
(r,y) = z+y

est une application linéaire.

Exemple 2.10 Soit f : C2 — C comme dans I'exemple précédent et 3i € C.
La fonction

3if:C2 - C
(z,y) — 3ix
est une application linéaire.

Etant donnée deux K-espaces vectoriels £ et 9 n note par £ (£,9) Ven-
semble des applications linéaires de £ a M, c’est-a-dire.

LM ={f:L— M| f est linéaire} .
Comme conséquence immédiate de la Proposition 2.8 on a le résultat suivant.

Corollaire 2.11 Soient £, 9 deux K-espaces vectoriels. Alors L (£,0M) est un
espace vectoriel sur K.
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2.1.3 Formes linéaires

Considérons un K-espace vectoriel £. Une fonction linéaire f : £ — K est
appelé forme linéaire sur £.

Exemple 2.12 Soit f : C*> — C la fonction définie par f((x,y)) = = +y. Cette
fonction est une forme linéaire. En effet, pour tous vecteurs (z,y), (z,t) € C? et
tout scalaire € C on a

F((z,y) + (2,1))

f(+zy+t)=(@+2)+y+1)
(T+y)+(z+1t) = f((z,9) + f((2,1))

et
flalz,y)) = f((az,ay)) = az +ay
= a(z+y)=af((z,y)).

Etant donné un K-espace vectoriel £, on appelle espace dual de £, et on le
dénote par £*, ’espace vectoriel

£ =L(L,K)={f:£— K] f forme linéaire} .
On reverra sur cet espace dans une des prochaines sections.

Soit £ un K-espace vectoriel, n > 1 et f : £ — K" une application linéaire.
L’image par f d’'un vecteur ¢ € £ sera un n-uplet de la forme

f(ﬁ) = (fl(g)y f2(£)7 .- vfn(g))

On appelle composantes de f les applications f; : £ — K pour i € {1,2,...,n}.

Proposition 2.13 Une application f : £ — K" est linéaire si et seulement si
toutes ses composantes fi1, fa, ..., fn sont des formes linéaires.

Preuve. Soient £,m € £ deux vecteurs et «a, 5 € K deux scalaires. D’aprés la
définition des composantes et les régles de calcul das un espace vectoriel produit,
on a

flal+ Bm) = (fi(al + Bm), fo(al + Bm),. .., folal + Bm))
et

af(f) +Bf(m) = (afi(l) + Bfi(m), afs(f) + Bfa(m), ... afu(l) + Bfa(m)).

Donc on a
flal+pm) =af(l)+Bf(m) <= filal+pm)=af;({)+ Bfi(m) Vi

c’est-a-dire que f est une application linéaire si et seulement si toutes ses com-
posantes sont des formes linéaires. n
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2.1.4 Opérateurs linéaires

Une application linéaire d’'un espace vectoriel £ en lui méme est dite un
endomorphisme ou opérateur linéaire.

Exemple 2.14 L’application ide : £ — £ définie par ide(¢) = ¢ pour tout
{ € £ est un opérateur linéaire appelé opérateur identité sur £.

Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme. Un automorphisme
est donc un isomorphisme d’un espace vectoriel £ en lui méme.

Exemple 2.15 Considérons le R-espace vectoriel R?. La fonction
f:R? - R?
(z,y) = (y,2)

est un automorphisme de R?. En effet, f est clairement bijective et pour tous
couples (z1,y1), (z2,y2) et tous scalaires o, 5 € R on a

fla(z1,91) + Bx2,y2))

f((axy + Bra, ayr + Bya))
(ay1 + By2, axy + Bra)

= a(y,z1) + B(y2, z2)

= af((x1,y2)) + B((x2,2)).

Etant donné un espace vectoriel £ on dénote I’ensemble des endomorphismes
de £ par

End (L) ={f: £ — £] f linéaire}

et I’ensemble des automorphismes de £ par
Aut (&) ={f: £ — £| f isomorphisme} .

Ce dernier est appelé aussi le groupe général linéaire de £ et est dénoté par
GL (£) (on reverra sur cela plus tard dans ce Chapitre).

Soit £ un K-espace vectoriel a € K un scalaire. L’application linéaire

aideg : £ — £
{ = ol

est appelée I’homothétie de rapport . Remarquons que toute homothétie de £
est un automorphisme de £.

Exemple 2.16 Considérons le K espace vectoriel Ms 5 (K). L’endomorphisme
. a b 2a 2b
2d : <c d) ~ (20 2d>
est une homothétie de rapport 2.
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2.1.5 Projections et symétries

Un endomorphisme p € End (£) est appelé un idempotent de £ (ou simple-
ment idempotent) si pop = p.

Exemple 2.17 L’endomorphisme fj est idempotent. En effet, pour tout £ € £
on a (foo fo)(£) = fo(€) =0.

Proposition 2.18 Soit £ un K-espace vectoriel. Un endomorphisme p est idem-
potent si et seulement si ide — p est idempotent de £.

Preuve. Pour toute fonction p € End (£) on a

. 2 .

(ide =p)” = (ide = p) + (pop —p).
Donc (ide — p)2 =1ide — p si et seulement si pop = p. L]
Exemple 2.19 Soit £ un K-espace vectoriel. L’endomorphisme idg est claire-

ment un idempotent.
De plus, remarquons que l'on a ide = (ide — fop)-

Un endomorphisme s € End (£) est dit une involution de £ (ou un endo-
morphisme involutif) si s o s = ide.

Exemple 2.20 L’homothétie f_q tel que f_1(¢) = —¢ pour tout vecteur £ € £
est une involution. En effet, pour tout £ € Lon a (f_10 f_1)({) = —(—£) = L.

Proposition 2.21 Soit £ un K-espace vectoriel. Un endomorphisme s est une
symétrie si et seulement si s = 2p — ide avec p un idempotent de L.

Preuve. Posons p = 3(s+idg). Alors
1 . 1 . .
pop=p & Zlsest2s+ide) =g(s+ide) & sos=ide.
Donc s est une symétrie si et seulement si p est un idempotent. L]

Exemple 2.22 L’involution f_; peut s’écrire comme f_1 = 2f; — ide.
Remarquons que l'identité sur £ est aussi une symeétrie car ide oide = idg.
De plus, on a ide = 2ide — idg.

Considérons maintenant un espace vectoriel £ et deux de ses sous-espaces
vectoriels supplémentaires 91, 91. Rappelons que, puisque £ = M@ N, pour tout
vecteur £ € £ ils existent des uniques my € M et ny € N tels que £ = my + ny.

L’endomorphisme 7oy défini par

;L — £
f'—)mg
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est appelée la projection sur M parallélement a M.

Remarquons que mon (€) = ¢ si et seulement si le vecteur ¢ appartient & 9% et
que Ton(£) = 0 si et seulement si £ € N.

De plus, toute projection 7 sur un sous-espace vectoriel de £ est un idem-
potent de £, c’est-a-dire que m o = 7.

L’endomorphisme o9y défini par

oL = £
{ — My — Ny

est appelée la symétrie par rapport a M parallelement a N.

Remarquons que o9y (¢) = £ si et seulement si le vecteur ¢ appartient & 9% et
que o9 (¢) = —£ si et seulement si £ € 9.

De plus, toute symétrie o par rapport & un sous-espace vectoriel de £ est
une involution, c’est-a-dire que o o ¢ = id.

En particulier, pour chaque vecteur £ € £ on a

Ugﬁ(f) =mp—ny = 2my — (mg + nz) = (27Tgm — idg) (f)

Donc on a I’égalité des endomorphismes oop = 279y — ide.

Exemple 2.23 Considérons le K-espace vectoriel Ms 2 (K) et ses deux sous-
espaces supplémentaires (voir aussi 'Exemple 1.56)

sm{(S 8) |a,beK} ot m{(S 2) |a,b€]K}.

Alors on a les endomorphismes

SN e N
w9 o D)

2.2 Applications linéaires et sous-espaces vecto-
riels

2.2.1 Bases

Théoréme 2.24 Soient £ et M deuz K-espaces vectoriels. Soit (e1,ea, ..., ey,)
une base de £ et {f1, fa,..., fn} une famille de n vecteurs de .

Alors, il existe une et une seule application linéaire f € L (£,9M) telle que
f(e:) = fi pour tout i € {1,2,...,n}.
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Preuve. Comme (eq,eg,...,e,) est une base de £, chaque vecteur ¢ € £ s’écrit
de fagon unique comme ¢ = Z;;l T;€;, avec ri,xo,...,T, € K ses coordonnes
par rapport a cette base.

Considérons 'application

fioooe 5o
=1 =1

Pour tout couple de vecteurs ¢ = Z?:l ze; et m= 2?21 yie; € £ et pour tout
couple de scalaires o, 5 € K on a

flal+pm) = f (azxiei + 52%&)
i=1 i=1
= f (Z(afﬂi + 5yi)€i>

i=1

n

= Z(affi + Byi) fi

i=1

= a) xifi + BY vifi
i=1 i=1
= of (inei) +Bf <Zyiei>
i=1 i=1

= af(l) +Bf(m).

Donc, l'application f est linéaire. De plus, pour tout ¢ € {1,2,...,n} on a
clairement f(e;) = f;.

Cette application linéaire est la seule avec cette propriété. En effet, soit
g € L(L,M) telle que g(e;) = f; pour tout i € {1,2,...,n}. Puisque tout
vecteur ¢ € £ s’écrit comme combinaison linéaire ¢ = 2?21 T;€; pour certains
scalaires x1,x2,...,%, € K, on a, d’aprés la linéarité de g

gl) = g (Zmiez’) = ing(ei)
= Zl‘ifi = Zl‘if(@i)
= f (inq) = f(0).
i=1

Donc f =g. n
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Corollaire 2.25 Soient £, 9 deuz K-espaces vectoriels, (e1,ea, ..., e,) une base
de £ et f,g € L(L,M).
Alors f = g si et seulement si f(e;) = g(e;) pour tout i € {1,2,...,n}.

Le Théoréme 2.24 et le corollaire précédent nous dit que pour définir une
action linéaire il est suffisant de définir les images des éléments d’une base.

Exemple 2.26 Considérons la fonction f € L (R2, Moy 3 (R)) telle que

f: R? - M3 (R)
_ 1 0 0
€1 = (1,0) — 0 2 0
L 02 0
€2 = (071) = 00 1

Comme (€7, ¢€5) est une base de R?, la fonction f est bien définie. En effet, il
s’agit de la fonction

R2 — M273 (R)

z 2y O
@ - (550

Remarquons que dans le Théoréme 2.24 on ne fait aucune hypothése sur la
dépendance linéaire des vecteur fi, fo,..., fn.

Exemple 2.27 Considérons la fonction f € L (R3 ,R2) telle que

f: R3 - R?
e1 =(1,0,00 — (1,0)
e =(0,1,00 —~ (0,1)
ez =(0,0,1) — (1,1)

Comme (€7, €3, €3) est une base de R3, la fonction f est bien définie. En effet, il
s’agit de la fonction

f: R3 — R2
(x,9,2) = (z+2z,y+2)

Toutefois, les vecteurs f(€7), f(€32), f(€3) ne sont pas linéairement indépendants.

2.2.2 Isomorphismes et bases

Rappelons qu’un isomorphisme est une application f € L (£,9M) qui est
bijective. Donc, on peut considérer I’application réciproque f~! : 9t — £ définie
par f~1(m) = £si f(£) = m.

Proposition 2.28 Soient £, deux K-espaces vectoriels et f un isomorphisme
de £ a M. Alors Uapplication f~' est un isomorphisme de M a L.
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Preuve. Comme f est une application bijective, 'application f~! est aussi bi-
jective. Donc, il reste & démonter que f~* € £ (9, £).

Soient mi,ms € M et o, € K. Comme [ est bijective, ils existent des
uniques él,gg € £ tels que f(él) =1m, et f(ég) = My.

Alors
fHamy + Bma) = fH(af(6) + BF(L2))
= [T (flonly + Bl2))
= aly + Bl
= af '(mi)+ Bf " (ma).
Donc l'application f~! est linéaire. "

Exemple 2.29 Considérons 'application linéaire

R4 — M272 (R)
a 2b
(a,byc,d) (30 4d>

Cette application est un isomorphisme entre R* et Mo o (R). Son application
réciproque
f_l : MQ’Q (R) — R4
a b
c d

est aussi un isomorphisme.

Théoréme 2.30 Soient £, M deux K-espaces vectoriels et f € L (L£,9). Consi-
dérons des vecteurs e1,e€a,... e, € L.

i) Si [ est un morphisme injectif et eq,ea, ..., e, sont linéairement indépen-
dants sur £, alors f(e1), f(ez2),..., f(en) sont linéairement indépendants
sur M.
ii) Si f est un morphisme surjectif et £ = span{ei,ea,... e}, alors M =
span {f(el)7 f(62>7 RN f(en)}
i11) Si f est un morphisme bijectif et (e1,ea,...,e,) est une base de £, alors
(f(er), f(e2),..., f(en)) est une base de M.
Preuve.
i) Soit f un morphisme injectif de £ a M et ey, ea,. .., e, des vecteurs linéai-

rement indépendants sur £.
Considérons des scalaires aq, s, ..., a, € K tels que

arf(er) +azf(ez) + -+ anf(en) = Oonr-
D’aprés la linéarité de f on a

floner +ages + -+ + apey) = Oont.-
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Comme f est injective, cela implique que

aier + ases + -+ -+ ape, = 0g¢

et d’aprés 'indépendance linéaire de eq,eq,...,e, on trouve o; = 0 pour
tout i € {1,2,...,n}.
ii) Soit f un morphisme surjectif de £ a M et eq,ea,...,e, des vecteurs de £

qui engendrent tout 1’espace vectoriel.

Considérons un vecteur m € 2. Comme f est surjectif, il existe un vec-
teur £ € £ tel que f(¢) = m. De plus, ce vecteur peut étre écrit comme
combinaison linéaire

{=qaie; +agey + -+ + apen,

pour certains scalaires oy, as, ..., a, € K. En utilisant la linéarité de f, on
a

m = f(orer + ages + -+ + apen) = ar fler) + aaf(ea) + -+ + o fen).

Donc, tout vecteur de 91 peut s’écrire comme combinaison linéaire de

fler), fe2),..., f(en), ce qui implique que span { f(e1), f(e2),..., f(en)} =
m.

iii) Le point #47) clairement suit des deux points précédents.

Exemple 2.31 Considérons I'isomorphisme f € £ (R*, M35 (R)) définie dans
I’Exemple 2.29. L’'image de la base canonique (€7, €3, €3,€3) de R%, c’est-a-dire

le quadruplet
10 0 2 0 0 0 0
0 0/)’\0 0/’\3 0/’\0 4
est une base de My 5 (R).

Dans le Chapitre précédent on a vu que tout K-espace vectoriel de dimension
finie n est isomorphe & K™. Donc, en particulier, toute paire d’espaces vectoriels
£, de la méme dimension (finie) sont isomorphes entre eux.

Le Théoréme 2.30 nous permet de montrer que cette condition est a la fois
nécessaire et suffisante.

Corollaire 2.32 Soient £, deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £ ~ M si et seulement si dim £ = dim M.

Exemple 2.33 L’espace des matrices carré 2 x 2 sur R a dimension 4, donc il
est isomorphe & R* (voir Example 2.29).
En général pour tout corps K et pour tous entiers m,n > 0 on a M,, ,, (K) ~

. ’ 3 N 2
K™". L’espace des matrices carrés M, ,, (K) est donc isomorphe & K.
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Exemple 2.34 Considérons I'espace K, [x] des polynomes de degré au plus n,
c’est-a-dire
K,[z] = {P € K[z] | deg P < n}.

Cet espace vectoriel a dimension n+1 sur K, car le (n+1)-uplet (1, z,22,...,2")
est une base de l'espace. Donc K, [z] ~ K"*1,

2.2.3 Applications linéaires de K" a K™

Les résultats des sections précédentes nous permettent de caractériser les
applications linéaires de £ (K™, K™) avec m,n des entiers positifs.

Pour ne pas alourdir la notation, on utilisera, quand on travaillera avec des
n-uplets, une seule parenthése au lieu de la double parenthése. C’est-a-dire que
I’on posera

[, o, xn) = f((21,22,...,2,))

pour tout (z1, s, ...,x,) € K™

On commence par le cas des formes linéaires sur K".

Proposition 2.35 Soit K un corps, n > 1 et f : K* — K une application.

L’application f est une forme linéaire si et seulement s’il existe a1, ao, . .., qp €
K tels que

[z, 22,...,2,) = a1y + o2 + - - apy
pour tout (z1,xa,...,T,) € K™.

Preuve. On vérifie facilement qu’une application f définie comme dans I’énoncé
est linéaire.

Réciproquement, considérons (€7, €3, . . . , €,,) la base canonique de K™. D’apreés
le Théoréme 2.24 la fonction f est univoquement déterminée comme la seule
forme linéaire telle que f(€;) = «; pour tout ¢ € {1,2,...,n}. "

Exemple 2.36 Considérons le deux fonctions suivantes de C3 a C

f: c3 — C
. 1
(,y,2,t) — bx+3iz+ 5t
et
g: c3 — C
(T, y,2,1) = 22y+ 557

D’aprés la Proposition 2.35, f € ((Cs)* tandis que g ¢ ((CB)*.
On peut maintenant décrire toute application linéaire de £ (K", K™).
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Théoréme 2.37 Soit K un corps, n,m > 1 et f: K" — K™ une application.
L’application f est lincaire si et seulement s’il existe oi;j € K avec 1 <7 <m et
1<j<n tels que

n n n
(@1, 22, an) = (Z Q1L Z Q2 Ly -y Z Oémil‘i)
i=1 i=1 i=1

pour tout (x1,x2,...,2,) € K.

Preuve. Soient f1, fa,..., fm les composantes de f. D’apreés la Proposition 2.13
on sait que f est linéaire si et seulement si chaque f; : K — K est une forme
linéaire. Or, la Proposition 2.35 nous dit que f; est une forme linéaire si et

seulement s’il existe a1, 4o, ..., a;n € K tels que

fi(xlyx% s ,In) = 0171 + Q%2 + -+ ATy
pour tout n-uplet (x1,z3,...,2,) € K. Donc on a I’équivalence des conditions
de I’énoncé. -

Exemple 2.38 Considérons l'application

foo@ - Q@

(a,b) — (m%”’,b)

L’application f appartient & £ (QQ, Q3) car chaque composante est une forme
linéaire de Q2.

2.2.4 Noyau et image

Soient £, 9 deux K-espaces vectoriels et f € L (£,91) une application li-
néaire. Le noyau de f est le sous-ensemble de £ défini par

Ker (f) = {¢ € £| f(£) = Om}.
L’image de f est le sous-ensemble de 9 défini par

Im(f)={meM|3Ile L avec f({) =m}.

Proposition 2.39 Soient £ M deuxr K-espaces vectoriels et f € L(£,9M).
Alors Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de £ et I respecti-
vement.

Preuve. D’aprés la Proposition 2.3 on sait que f(ﬁL) = (Ogn. Donc Ker (f) et
Im (f) sont tous les deux non vides.

(a) Considérons deux vecteurs £1,f2 € Ker (f) C £ et deux scalaires «, 5 € K.
Alors

flaly +Blz) = af(lr)+ Bf(L)
= a0+60=0
ce qui implique que aly + B¢z € Ker (f) et donc que Ker (f) est un sous-

espace vectoriel de £.
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(b) Considérons deux vecteurs mq,me € Im (f) C 9 et deux scalaires o, 5 € K.
Alors, il existe deux vecteurs ¢, ¢y € £ tels que my = f(¢1) et mg = f(£3).
Donc,

amy + Bmy = af(ly)+ Bf(L2)
= f(aly + pla)

ce qui implique que am; + ams € Im (f) et donc que Im (f) est un sous-
espace vectoriel de 9.

Exemple 2.40 Considérons Iapplication linéaire suivante entre les deux R-
espaces vectoriels R? et C?

f: R*> = C?
('T’y) = (x—y,O)

Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de R?
Ker (f) = {(z,2) | = € R}
tandis que I'image de f est le sous-espace vectoriel de C?
Im (f) = {(,0) | = € R}.

Proposition 2.41 Soit f € L£(£,9M) avec £, M deuzr K-espaces vectoriels.
a) f est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.
b) f est surjective si et seulement si Im (f) = 9.

Preuve.

a) Soit f injective. Alors le seul vecteur £ € £ tel que f(£) = Ogy est Og.
Réciproquement, si Ker (f) = {62}, alors

f(0) = f(ly) <= flly—ly) =0g < b1 — by =0¢ < {1 =1Ly

Donc f est injective.
b) Evident.

Exemple 2.42 Considérons I'application linéaire

f: RT = C?

L’application f est injective car Ker (f) = {(0,0)}, tandis qu’elle n’est pas
surjective car I'élément (1,i) € C?\ Im (f).
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Etant donné une application linéaire f € £ (£, ) avec £, M deux K-espaces
linéaires, on appelle rang de f, et on le note par rg (f) la dimension de Im (f).
On note aussi par i (f) la dimension de Ker (f).

Théoréme 2.43 (du rang) Soient £,9M deux K-espaces de dimension finie et
feL(L,m. Alors on a

dim(£) = i(f) +rg(f)-

Preuve. Posons n = dim(£) et k =i(f) = dim(Ker (f)).
Considérons une base (e1,ea, ..., ex) de Ker (f).

Par le Théoréme de la base incompléte, on peut trouver n — k vecteurs
€k+1,-- -, Cp tels que le n-uplet (eq,...,ex, €xt1,...6€,) est une base de £.

On va montrer que le (n—k)-uplet (f(eg+1), f(€rt1),---, f(en)) est une base
de Im (f). Cela prouvera que i (f) =n — k.

e La famille de vecteurs {f(ex+1), f(€x+1),..., f(en)} est linéairement in-
dépendante. En effet, supposons que

n n n
m = E aif(ei) = E flaie;) = f E Q€4
i=k+1 i=k+1 i=k+1
pour certains scalaires a1, @42, ..., ay. Alors
n
E aze; € Ker (f) .
i=k—+1
Cela implique qu’il existe des scalaires aq, as, ..., ax tels que
n k
E ;e = E €4,
i=k+1 i=1

et donc que

k n
Zaiei + Z (—ai)ei = 0Og.
i=1

i=k+1
Puisque (e1, ..., €k, €xt1,---,€,) est une base de £ cela implique en par-
ticulier que ajy1 =+ = a, =0.

e Montrons que Im (f) = span{f(ex+1),.-., f(en))}. En effet, soit m €

.

n

Im (f). Alors il existe un vecteur ¢ = Zaiei € £, avec a; € K, tel que
i=1
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m = f(¢). Donc

m = f <Zaiei> :Z%‘f(@i)
i=1 i=1

k
= Zaif(ei)Jr Z a; f(e;)
i=1

i=k+1
k n
= D ailm+ Y aif(e)
i=1 i=k+1
= Z o f(€5).
i=k+1
Donc (f(ex), f(ex+1),---, f(en)) est une base de Im (f), ce qui prouve la formule
de I’énoncé. "

Exemple 2.44 Considérons I'application linéaire
I Q? - Mz 2 (Q)
a—b c
I Y

On peut vérifier facilement que

a

Ker(f) = {(wa0) | ac@ e ()= {(; 1) lasenf.

Donc on a dimQ® =3=1+2=i(f) +1g(f).

En utilisant le Théoréme précédent on peut prouver le résultat suivant.
Théoréme 2.45 Soit f € L(£,9M) avec dim (£) = dim (9MN). Alors
f est injective <= fest surjective <= f est bijective .

Preuve. Une application est bijective si et seulement si elle est & la fois injective
et surjective. Donc il suffit de prouver seulement la premiére double implication.

D’aprés la Proposition 2.41 une application linéaire f est injective si et seule-
ment si Ker (f) = {0¢}, c’est-a-dire si et seulement si i (f) = 0.

D’autre part, toujours d’aprés la Proposition 2.41 il suit que f est surjective
si et seulement si Im (f) = 9, c’est-a-dire si et seulement si rg (f) = dim (M) =
dim (£).

Donc, en utilisant le Théoréme 2.43, on a

f est injective <= i(f) =0 < dim (£) =rg(f) < f est surjective.
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Exemple 2.46 Considérons Iapplication linéaire entre les deux R-espaces vec-
toriels My 5 (R) et C2.

f: MQQ(R) — (C2
a b

e d — (a+1ib,c—1id)

Les deux espaces vectoriels ont la méme dimension sur R
dimg (M35 (R)) = 4 = dimg (C?).
, . S 0 0 , .
De plus, l'application f est injective, car Ker (f) = 0 o) ( Donc, 'appli-
cation f est un isomorphisme entre les deux espaces.

Une conséquence intéressante du théoréme que I'on vient de montrer est la
suivante.

Corollaire 2.47 (Alternative de Fredholm) Soit £ un K-espace vectoriel
et f € End(£). Alors
a) soit 'équation
[y =m
posséde une et une seule solution pour tout m € £,

b) soit l’équation
f6)=0

posséde une infinité de solutions non nulles.

Preuve. Considérons un endomorphisme f : £ — £. On a deux cas.

e Soit f est injectif et donc, d’aprés le Théoréme 2.45, f est aussi surjectif
et donc un isomorphisme. Cela implique que pour tout m € £ il existe
un et un seul vecteur £ € £ tel que f(£) =m.

e Soit f n’est pas injectif et donc on a dim (Ker (f)) > 1. C’est-a-dire qu’il
existe un vecteur £ € £\ {0} tel que af € Ker (f) pour tout scalaire
o € K. Donc on a f(af) = 0 pour tout o € K.

| |

Le théoréme du rang nous permet aussi de calculer la dimension d’un hy-
perplan de K™.

Remarquons que pour toute forme linéaire f # fo on a rg(f) = 1, car
rg (f) > 0 (seulement lapplication nulle fy a rang zéro) et rg (f) < dimK = 1.

Corollaire 2.48 Tout hyperplan de K™ a dimension n — 1.

Preuve. Soit
Mz = {(x1,22,...,2,) € K" | @121 + agxa + - - - apx, = 0}
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un hyperplan de K", avec @ = (a1, az,...,ay).
Considérons la forme linéaire

far KT o K

(1,22,...,Zpn) +— ar1x1+agxs + -+ apey,
Cette application est surjective, car tout a € K est image par f de (a%, 0,...,0).
De plus, on a Mz = Ker (fz). D’aprés le Théoréme 2.43 et la remarque ci-dessus,
on a que dim (Mz) =i(f) = dim (K") —rg(f) =n—1. u

Exemple 2.49 Considérons le vecteur @ = (2,1, —1) € R3. L’hyperplan de R?
Mo = {(z,y,2) R’ |20 +y — 2 =0}

a dimension 2.

2.3 [Espace des applications linéaires

2.3.1 Matrice associée

Soient £ et M deux K-espaces vectoriels de dimension finie et non nulle.
Considérons une base (e1,ea, ..., e,) de £ et une base (di,da, ..., dy) de M.

A toute application f € £ (£,9) on peut associer une matrice Ay € M, ,, (K)
relative aux deux bases ci-dessus, dont les coefficients de la j-éme colonne sont
les coordonnées de f(e;) dans la base (dy,ds, ..., dn).

C’est-a-dire que si pour i € {1,2,...,n} le vecteur f(e;) peut s’écrire comme

f(ez) = Z ajidj~
j=1

avec aj; € K, alors la matrice Ay € M, ,, (K) sera donnée par

ari ai2 s QA1n

a21 a22 e a2n
Af =

Gm1 Am2 o Gmn

flen)  fle2) flen)

Cette matrice est dite la matrice associée ¢ f (ou simplement la matrice de
f) dans les bases (e1,ea,...,e,) et (d1,da,...,dn).

Exemple 2.50 Considérons I'application linéaire

f: R = R3
(a,0) — (2a,a+0b,3b)
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La matrice associée & f dans les bases canoniques de R? et R? respectivement
est

Af = € ngg (R) .

O =N
w = O

Exemple 2.51 Soit fy € £ (£,9) application nulle. Pour toute paire de bases
de £ et de M on a

0 0 0
Afo = O0mxn = R : € Mm,n (K)

ou n =dim (£) et m = dim (M).

Quand on travaille avec un endomorphisme f : £ — £ et on fixe une base
(e1,€2,...,€y) & la fois comme base de départ et d’arrivée de £, on appelle Ay
simplement la matrice associée ¢ f dans la base (e1,ea,. .., €,).

Exemple 2.52 Soit idg I'endomorphisme identité d’un espace vectoriel £ de
dimension n. Alors, pour toute base de £, on a

Aid:Inxn = : : . : eMn,n (K)
00 - 1

nxn

Remarquons que 'ordre des deux bases est important. En effet, un endomor-
phisme f est, en général, représentée par des matrices différentes selon 'ordre
qu’on donne aux deux bases dans la définition (dans le cas d’une application
linéaire dans £ (£,90) avec £ # M, les deux bases sont forcement différentes).

Exemple 2.53 Considérons les deux bases E = (€1, ¢€3,€3) et D = (dy,da,ds3)
de R3, oil la premiére est la base canonique et la deuxiéme est donnée par

dy =(1,1,0), ds=(1,0,-1), et ds=(0,1,2).
La matrice associée a l'identité dans les bases E et D est

1 1 0
AP — 1 0 1
0 -1 2

tandis que la matrice associée & I'identité dans les bases D et E est

-1 2 -1
I B
1 -1 1
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2.3.2 L’espace vectoriel L (£, M)

Rappelons que ’ensemble

air a2 A1n
a21 a22 e a2n,

Mnxm(K) =1 A= . . . . | ai; € K
am1 Am?2 e Amn

est un espace vectoriel avec opérations A + B, AA pour tout A, B € M5, (K)
et A € K. Cet espace a dimension n - m. En effet, une base de M« (K) est
donnée par les matrices E;; (voir Exemple 1.38).

Proposition 2.54 Soient £,9M deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors L (£,90) est un espace vectoriel de dimension dim (£) - dim (901).

Preuve. D’aprés le Corollaire 2.11 on sait que £ (£,9) est un espace vectoriel.

Posons n = dim(£) et m = dim (9). On va prouver que L(£,9M) et
M (K) sont isomorphes.

On fixe (e1,ea,...,e,) et (dy,da,...,dy) deux bases respectivement de £ et
de 9.

Alors, on a vu que & tout f € L£(£,9M) tel que f(e;) = Y7°, ajid; on peut
associer la matrice Ay dans les bases (e1,e2,...,e,) et (d1,da,...,dm).

L’application

w: LM — Muxm(K)
f — Af

est linéaire et bijective (Exercise), donc un isomorphisme.
Cela implique, en particulier, que dim (£(£,9)) = dim (M, (K)) = n-m.

Remarquons que la proposition précédente nous dit que, une fois fixés les
deux bases (e1,€a,...,e,) et (d1,da,...,dy) de £ et DM respectivement, on a
pour tout f € L (£,9M) et pour tout € K

Af+g ZAf—l—Ag et Aaf :aAf

oAy, Ay, Ayyg, Aay sont les matrices associées respectivement aux applications
linéaires f,g, f + g et af.

Exemple 2.55 Soient f,g € £ (R? R?) avec f comme dans 'Exemple 2.50 et

g: R? — R3
(a,0) — (—a,—b,a)
Les matrices associées a g, —g, f + g et f — g sont

-1 0 10 10
A= 0 —1],A,=|0 1), Apy=|1 0] etdA;,=
1 0 -1 0 1 3
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Corollaire 2.56 L’ensemble des endomorphismes End(£) d’un K-espace vec-
toriel £ de dimension finie est un K-espace vectoriel de dimension dim (£)2.

Dans le Corollaire 2.25 on a prouvé qu’une application linéaire est univoque-
ment déterminée par son action sur une base. A laide de la matrice associée,
on peut donner une méthode pour reconstruire ’action de 'application a partir
de l'action sur une base.

Rappelons que pour tout K-espace vectoriel £ de dimension n on a

SZKTL zMn,l (K),

et que, fixé une base (e1,ea,...,e,) de £ on peut identifier
T
n 9
inei cg — . S Mn,l (K)
i=1 :
Ln,
ou (x1,xa,...,x,) sont les coordonnés du vecteur dans la base fixé.

Proposition 2.57 Soit f € L(£,IM) avec £ et M deux K-espaces linéaires.
Alors pour tout vecteur ¥ € £ on a

f(@) = Az
ot Ay est la matrice associée & f dans deux bases fizées (e1,ez,...,e,) et
(d1,da,...,dy) de £ et M respectivement, & le vecteur colonne 1 X n avec coor-

données dans la premiére base et f(I) le vecteur colonne 1 xm avec coordonnées
dans la deuziéme base.

Preuve. Considérons un vecteur & € £ de coordonnées (1, z2,...,2,) par rap-
port a la base (e, e, ...,e,). D’aprés la remarque ci-dessus, on peut associer a
ce vecteur le vecteur colonne

Ty
n T
= Z:mez —
=1
n

Similairement, on peut associer au vecteur f(Z) € 9 le vecteur colonne

Y1
n Y2
f(@ = Z yid;
i=1 :
Ym
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ol (y1,¥Y2,---,Ym) sont les coordonnées de f(Z) dans la base (di,da,...,dn).
Comme

Zy]d— £(#) = (Z) zf; i(z)d

Jj=1

par unicité des coordonnées on a

n
Yj = E Qjili
i=1

pour tout j € {1,2,...,m} et donc, d’aprés la définition de la matrice associée
af,
Y1 Z1
Y2 X2
.| = Ay
Ym LTm
| |

Exemple 2.58 Soit f € L (R3, ]RQ) I’application linéaire définie dans I’Exemple 2.27.
La matrice associée & f dans les deux bases canoniques de R? et R? est

101
Af(o 1 1>'

Pour tout vecteur (z,y,z) € R on a

(1 0 1> z _(a:+z)
0 1 1 > Y+ z
et donc on trouve f(x,y,2) = (x + 2,y + 2).

2.3.3 Composition d’applications linéaires

Soient £, 91,91 trois K-espaces vectoriels. Considérons deux application li-
néaires f € L(L,9M) et g € LM, N).

D’apres la Proposition 2.6, application composée go f € £ (£,MN) est bien
définie.

Proposition 2.59 Soient f € L(L,9M) et g € L (M, M) avec £,M N trois
K-espaces vectoriels.

Soient Ay la matrice associée & f dans les bases (e1,ez,...,e,) de £ et
(dv,da,...,dmy) deM et A, la matrice associée & g dans les bases (dv,da, . .., dp,)
de M et (fi, fa,..., fp) de M.

Alors la matrice associée a gof dans les bases (e, ea,...,en) et (fi, fa,..., fp)
est

Agor = Ay - Ay,
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Preyve. D’aprés 'hypothése on a dim (£) = n, dim (M) = m et dim(N) = p.
Cela implique que

dim (£ (£,9M)) = mn, dim (L (O,MN) =np, et dim(L(L,N)) = np.
Donc on a Ay € My, (K), Ay € Mpm (K) et Agoy € M, (K). De plus, le
produit A, - Ay € M,, , (K) est bien défini.

Posons Ay = (aij)mxn, Ag = (bjk)pxm €t Agop = (Cji)pxcn-
Pour tout 7 € {1,2,...,n} on a

ZCjifj = (gOf)(ei) :g(f(el)>

=9 <Z akidk> = akig(dy)
k=1 k=1
m p

= ) aki | Dbk
k=1 j=1
D m
= Z ( bjkaki> fi
k=1

j=1
Comme (f1, fa,..., fp) est une base de M cela implique que pour tout i €

m
{1,2,...,n} et tout j € {1,2...,p} on a ¢;; = ijkaki, ce qui implique
que k=t
Agor = (¢ji)pxn = (bjk)pxm(aki)mxn = Ag - Af.

Exemple 2.60 Soit f € £ (RQ, R3) comme dans I’Exemple 2.50 et g 'applica-
tion linéaire définie par

g: RS — MQyQ(R)
z oy
@) o (20)

L’application g o f est donnée par

gOf: R2 — M272(R)

2a a+b
(a,0) = (—a—b 3b>'

Les matrices associées aux applications f,g et g o f dans les bases canoniques
de R?, R3 et My (R) sont

1 0 2 0
2 0
0 1 0 1 1
Af = 1 1 N Ag = 0 -1 0 et Agof - -1 1
03 0 0 1 0 3



et on vérifie facilement que Agoy = Ay - Ay.

Le résultat suivant est conséquence de la Proposition 2.59 ainsi que de la
Proposition 1.59.

Proposition 2.61 Soit f € L(L,IM) avec £,IM deux K-espaces vectoriels de
la méme dimension finie n et Ay la matrice associée & f dans deuzr bases
(e1,€2,...,6n) €t (d1,da,...,d,) de £ et M respectivement. Alors

f est un isomorphisme <= Ay est inversible.

De plus, dans ce cas-ci, la matrice associée a f~* dans les bases (dy,da, ..., d,)
et (e1,ea,...,ey,) est

A= (Ap)~".

Preuve. D’aprés le Théorémé 2.30 on sait que f est un isomorphisme si et seule-
ment si le n-uplet (f(el), flea),. .., f(en)) est une base de 9.

Or, la matrice Ay est exactement la matrice dont la j-éme colonne a pour
coefficients les coordonnées de f(e;) dans la base (dy,da, ..., d,).

D’aprés la Proposition 1.59, (f(e1), f(ez2), ..., f(en)) est une base si et seule-
ment si la matrice Ay est inversible, d’ott le résultat.

De plus, d’aprés la Proposition 2.59, la matrice associée & ide = f~'o f
dans la base (e1,ez,...,¢e,) est donnée par le produit A;-1- Ay, ott Ap-1 est la
associée & f~1 dans les bases (d1,da,...,d,) et (e1,e2,...,6e,) et Ay la matrice
associé a f dans les bases (e, ea,...,¢e,) et (di,da,...,dy).

Or, fia = Inxn est la matrice identité, donc on a Ij,x,, = Ay-1 - Ay, d’ott on
en déduit Ay = (Ay)~* "

Exemple 2.62 Considérons l'automorphisme

f: (C4 — M272((C)
oy
@z = (7)

et son inverse

f71 M272 ((C) - C*
a b . Lo
<c d> —  (—ia,b,c,—id)

Les matrices associées & f et f~! dans les bases canoniques sont

i 00 0 i 0 0 0
0100 010 0
Ar=1001 0] ¢ A4={0 01 o0
00 0 i 0 0 0 —i
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2.3.4 Groupe général linéaire

Soit £ un espace vectoriel. Rappelons que l’ensemble Aut (£) des automor-
phismes de £ est aussi noté par GL (£) et il est appelé le groupe général linéaire
de £.

Exemple 2.63 f, ¢ GL (£), tandis que ide € GL (£).

L’exemple précédent nous montre que GL (£) n’est pas un sous-espace vec-
toriel de End (£). Néanmoins, a I’aide de la composition d’endomorphismes on
peut lui donner une structure algébrique.

Théoréme 2.64 Soit £ un espace vectoriel. Alors GL(£) est un groupe avec
opération la composition d’applications.

Preuve. 11 suffit de remarquer que 1'opération de composition g o f pour deux
endomorphismes ¢, f € End (£) est bien définie, que 'endomorphisme identité
ide est I’élément neutre (& gauche et a droite) de cette opération et que pour
tout f € End(£) I'automorphisme f~! est I’élément inverse (i gauche et &
droite) de f. n

Remarquons que le groupe GL (£) n’est pas abélien, car la composition n’est
pas une opération commutative, c’est’a-dire que, en général, fog # go f.

L’ensemble GL (£) muni des opération de somme et de composition et de
produit par scalaire posséde une structure d’algébre associative'. C’est-a-dire
que pour tous f,g € GL(£) et tout a € K, les applications f + g, f o g, af sont
bien définies et que

(af)og=folag)=alfog)

D’aprés la Section précédente, on sait que tout endomorphisme d’un espace
vectoriel £ s’identifie avec une matrice n x n, avec n = dim (£). De plus, comme
conséquence de la Proposition 2.61 on a la caractérisation suivante.

Corollaire 2.65 L’espace GL (L) d’automorphismes d’un K-espace vectoriel £
s’identifie comme groupe avec le groupe général linéaire

GL, (K) ={A e M, (K) | det A # 0}.
Le corollaire précédente nous dit que GL (£) et GL, (K) sont des groupes
isomorphes 2.
Rappelons que pour toutes matrices A, B € M,, ,, (K) on a
det (AB) = det (A4) det (B),

et donc que AB et A~! € GL,, (K) pour tout A, B € GL,, (K).

1. Pas le but de ce cours de vous détailler ¢a!
2. Un isomorphisme ¢ de groupes se définit de fagon similaire & un isomorphisme d’espaces
vectoriels : ¢ est bijectif et ¢(A - B) = ¢(A) - ¢(B).
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Exemple 2.66 Considérons les deux bases de R® E = (é7,é3,¢63) et D =
(d1,ds, d3) comme dans "'Exemple 2.53.

Soit f € R? I’endomorphisme qui envoie la premiére base dans la deuxiéme,
c’est-a-dire tel que

flei) =di, f(&)=dy et f[f(e3)=ds.

La matrice Ay associée a f dans la base canonique

1 1 0
A;=|(1 0 1
0 -1 2

tandis que la matrice A;-1 associ¢e & f ~! dans la base canonique est

-1 2 -1
Apa=[2 -2 1
1 -1 1

En accord avec la proposition précédente on a Ap—1 - Ay = I3x3.

2.3.5 Polynoéme, déterminant et trace d’un endomorphisme
Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel. Notons

fO=ide et fF:=fofo---of pourtoutk>1.
|

k
Depuis la section précédente on sait que pour tous fi, fa,..., fn € End (£) et
pour tous scalaires oy, g, . . ., a, € L la combinaison linéaire d’endomorphismes

arfit + aofs? + -+ o fhn

est encore un endomorphisme de £.

Exemple 2.67 Considérons les deux endomorphismes de R?

f: R?2 — R? ot g: RZ — R?
(a,b) — (a—b,2b) (a,b) — (bya)’

Alors ’endomorphisme 2f2 — g* + f© est donné par

2f2 — gt + f9: R? — R?
(a,b) — (2a—6b,8b)

Etant donné un polynéme P = ag + a1z + - -+ + a,z" € K[z] on note pour
tout endomorphisme f € End (£)

P(f) :=aoide + a1 f + -+ anf"
et similairement, pour toute matrice A € M,, ,, (K)

P(A) = aglpxn + a1 A+ +a, A",
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Proposition 2.68 Soit f € End(L) avec £ un K-espace linéaire. Alors, pour
tout P,Q € K[z] on a

(P+Q)(f)=P(f)+Q(f) et (PQ)f)=P(f)oQ(f) =Q(f) o P(f)

De plus, si Ay est la matrice associée a f dans une base de £, alors la matrice
associée a P(f) dans la méme base est P(Ay).

Preuve. La premiére partie de ’énoncé résulte facilement de la définition des
opérations dans l’espace des endomorphismes (somme et composition) et des
opérations dans l'espace des polynémes (somme et multiplication) (Exercice).
Pour montrer la deuxiéme partie, on utilise les résultats montrés dans la
Section 2.3.2. Supposons d’abord que P soit un monéme et raisonnons par
récurrence sur le degré de P.
e Si P=aqponaP(f)=aof alors Asy 5 = apAy.
e Si P = a,z", alors on peut écrire P(f) = (a,f)o f et d’aprés 'hypothése
de récurrence on a

Aanfn = A(anfn—l)of == Aanfnfl N Af
an(Af)" T Ap = an(Ay)".

Si maintenant P = ag + a1 + -+ + anz™ € Kjz], on a, d’aprés les points
précédents

Ap(ry = Aagrarf+tanfr

= Aao +Aa1f+"'+Aanf"
aoAiqa + a1 Ay + -+ an(Af)"
P(A).

Exemple 2.69 Soient f € End (R2) comme dans I’Exemple 2.67.
Soit P =1+ 2z — 32% € R[x]. Alors la matrice associée & P(f) dans la base
canonique est

Apy = Aiaras-sp
Aig + 245 — 3(Ay)?

= (o D+2(0 3)-3( )
- (0 0

P(f): R? — R2
(a,b) +— (=b,—b)

En effet on a
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2.4 Rang et déterminant d’une application linéaire

2.4.1 Changement de bases

Dans les sections précédents on a vu que pour tout f € L (£,91) avec £, 9
espaces vectoriels de dimension finie, la matrice Ay dépend du choix des bases
E et D de £ et 91 respectivement.

La matrice A&E’D) est telle que

1 Z1
Y2 T2
S =AET
Ym LTn
pour tout vecteur & de coordonnées (z1,xa,...,2,) dans la base F tel que le
vecteur f(&) soit de coordonnées (y1,y2,...,Ym) dans la base D.
Dans la Section 1.5.1 on a vu que, pour toute autre base E' = (e}, ¢}, ..., €e.)

de £ il existe une matrice P = (pik)nxn, appelée matrice de passage de E & E’
telle que

n

/

€ = E Pri€k
k=1

pour tout i € {1,2...,n}.
Considérons un vecteur ¢ € £ de coordonnées (z1,Za,...,z,) dans la base
E et de coordonnées (x},zh, ..., x}) dans la base E’. On a donc

n n
E Tek g xhe,
k=1 i=1
n n
_ ’
= E T E Pri€k
k=1

i=1

n n
= Z ( pkﬂé) €k.
1

k=1 \i=

Comme (eq,es,...,¢e,) est un base de £, cela implique que pour tout k €
{L,2...,n} on ax =), priT;.
En passant aux matrices on trouve

x) x1
@b T2
Pl . 1=1.
/
xn Tn
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et donc

n T

Y2 56/2
()|

Ym x,

Y1 1
!
Y2 , To
_ A(E",D)
: - Af :
Ym x{n

et comme les deux équations sont vérifiés pour tout vecteur £ € £, on trouve
I’égalité
A;E/p) _ A(fE’D) P
Symétriquement, si l’on considére une nouvelle base D’ de 9, avec sa matrice
de passage T de D a D', on peut trouver

(E.D") _ -1, 4(E.D)
APPD — ot AP,

On peut résumer les deux égalités dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.70 Soient E, E' et D, D’ des bases respectivement de £ et M avec
matrices de passage P et T respectivement. Alors

AECE”D/) =77 AP . p

Donc, toute application linéaire f € L£(£,9M), avec £, deux K-espaces
vectoriels de dimension respectivement n et m est représentée par une famille
de matrices dans M,, ,,, (K) liées par la relation

Al ~ As < ElPEGLn(K),TeGLm(K) A1:T71~A2-P.

2.4.2 Rang d’une application

Une conséquence intéressante du Théoréme 2.70 est que toute application
linéaire peut étre représenté d’une matrice “simple”, comme dans le corollaire
suivant.

Rappelons que pour tout application linéaire f, i(f) est la dimension de
Ker (f) et rg (f) la dimension de Im (f).

Corollaire 2.71 Soit f € L(£,9) avec £,M deuzr K-espaces vectoriels de di-
mension respectivement n et m. Posons r = 1g(f) et i = i(f).

Alors il existe une base E de £ et une base D de M telles que
(E,D) _ Irsr Opxi
A‘f N <0i><r Oixi>m><n
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Preuve. Soit (e1,ea, ..., €k, €xt1,...,6e,) une base de £ obtenue par completion
a partir d’une base (e1, ez, ..., e;) de Ker (f).
D’aprés le Théoréme du rang on a r = n — . Posons donc

61:6i+1, 52:6i+2,... Er = €Ep, et ér+1:61, ér+2:€27... en = €;.

Posons aussi

dy = fleir1), da=fleya), ... dr=f(en)
et complétons la base avec Jr+1, . ,Jm. Alors, I'application linéaire f a comme
matrice associée dans les deux bases (€1, €s,...,6,) et (d1,da,...,d,) exacte-
ment la matrice de I’énoncé. n

Exemple 2.72 Considérons Iapplication linéaire f € £ (RQ,RS) définie dans
I’Exemple 2.50. On a vu que sa matrice associée dans les deux bases canoniques
de R? et R? est

2 0

1 1

0 3

Cette application a noyau trivial, donc de dimension 0, et rang 2. En utilisant
le Corollaire 2.71 on trouve que, en choisissant comme base de R? le couple
E = (&1, é3) et comme base de R? le triplet D = (dy, da, d3) avec

é1=(1,0), é=(0,1) et dy=(2,1,0), do=(0,1,3), ds=(0,1,0)

(le vecteur ds est un choix possible pour compléter (cil, d2) en base de R3), on
trouve comme matrice associée a f

. 1 0

APP = o 1
0 0

Remarquons aussi que, d’aprés le Théoréme 2.70 cette matrice peut étre obtenue

comme produit

ot les deux matrices sont les deux matrices de passage des bases canoniques aux
bases E et D.

Le rang d’une matrice A € M, , (K) correspond au nombre de vecteurs
colonnes linéairement indépendants de A.

Pour toute application f € £ (£,90), le rang de f coincide avec le rang de
la matrice associée Ay dans deux bases (eq,es,...,e,) du premier espace et
(d1,da,...,dy) du deuxiéme espace, c’est-a-dire avec le nombre des vecteurs
indépendants parmi {f(e1), f(e2),..., f(en)}-

Remarquons que la définition de rang ne dépend pas des bases choisies.
Deux matrices représentant la méme application ont le méme rang, tandis que
I'inverse, en général, n’est pas vrai.
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Exemple 2.73 Considérons les deux matrices

3 00 010
A‘(o 1 0) ot B‘(o 0 0)'
Elles ont rang différent, donc elles ne sont pas des matrices associées a la méme
application linéaire.

2.4.3 Déterminant et trace d’'un endomorphisme

Le corollaire suivant est un cas particulier du Théoréme 2.70.

Corollaire 2.74 Soit f € End(£) et Ay une matrice représentant f dans une
certaine base. Alors I’ensemble de matrices qui représentent f est exactement

{/1 =T YAT | T est inversible } .

_ Deux matrices A, A telles qu’il existe une matrice inversible T' qui donne
A =T 1'AT sont dites conjuguées.

Exemple 2.75 Considérons ’endomorphisme

f: R?Z — R?
(a,b) — (b—a,0)

L’application f est représentée par les deux matrices

-1 1 -1 -1
=3 e) e 5=(4 )

qui sont conjuguée par la matrice

(%)

En effet, les deux matrices sont des matrices associée & f, la premiére dans la
base canonique (€1, €3) et la deuxiéme dans la base ((1,0), (0, —1)).

La conjugaison est une relation d’équivalence, c’est-a-dire que pour toutes
matrices A, B,C € M,, , (K) 'on a (Exercice) :
i) A~ A (réflexivité)
ii) A~B = B~A (symétrie)
ili) A~Bet B~C:=:A~C (transitivité)

De plus, comme le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit
des déterminants, on a

det (A) = det (TAT ") = det (T) det (A) det (T') ™" = det (A)
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pour toutes matrices A~ A.

De ce fait, on peut définir le déterminant d’'un endomorphisme f € End (£),
et on le note par det (f), comme le déterminant de la matrice Ay associée &
dans n’importe quelle base de £.

Similairement, comme pour toute couple de matrices carrés A, B € M,, ,, (K)
on a

trace (AB) = trace (BA)

on a
trace (ﬁ) = trace (TAT ") = trace (A(TT~")) = trace (A)

pour toutes matrices A~ A.

Donc, on peut définir la trace d’'un endomorphisme f € End (£), et on le
note par trace (f), comme la trace de la matrice Ay associée & f dans n’importe
quelle base de £.

Exemple 2.76 Soit f € End (Rz) I’endomorphisme défini dans I’Exemple 2.75.
On a

det (f) =0 et trace (f) = —1.

2.4.4 Forme multilinéaires alternées

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
Considérons une application

f:exLx - xL =K
N————’

P
avec p > 1, telle que, pour tout ¢ € {1,2...,p} et pour tous x1,za,...,x, les
applications
f(z) £ - K
!/ — f(:l?l,...,xi_1,£,$¢+1,...,$p)

soient des formes linéaires. Equivalemment, soit f telle que pour tous a, 3 € K
et pour tous z;,¢,m € £ avec i € {1,2,...,p}\ {i}, ona

flx1,...,al+Bm, ... xp) = af(z1,..., 4. .., xp) + Bf(x1,...,my ..., xp)
Une application de telle sorte est dite forme p-linéaire. Quand p = 1 on retrouve

la définition de forme linéaire tandis que cas p = 2 sera étudié plus en détail
dans un autre chapitre.

Exemple 2.77 L’application trace de M, ,, (K) & K est une application 1-
linéaire pour tout n > 1 (Exercice).
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Exemple 2.78 Soit
f R = R
(a,b) — ab
Cette application est un forme 2-linéaire. En effet, pour tout o, 8, z,y,z € R
on a

flax + By, 2) = (ax+py)z
a(rz) + Byz)
af(x,z)+ Bf(y,2)

et symétriquement

flw,ay+Bz) = x(ay+ B2)
= afzy) + Blez)
= af(z,y)+6f(z,2)
Une forme p-linéaire f est dite alternée si pour tout 7,5 € {1,2,...,p} avec
i# jona
r;=ua;aveci #j = f(x1,22,...,2p) =0
Proposition 2.79 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Soit f: £P — K une forme p-linéaire alternée.
Pour tout i,j € {1,2,...,p} aveci # j on a

J@e, o mi, o xg, o xp) = = (@1, T Ty, D)
7 J 7 J

Preuve. (Exercice) "

L’espace des matrices carrées M, ,, (K) de taille n x n sur un corps K peut
étre vu comme produit de n fois I'espace des colonnes M,, 1 (K), c’est-a-dire que

Mpn(K) ~ Mui(K)x--x My (K) ~ (My;(K)"

n

On peut donc interpréter la fonction det comme une fonction n-linéaire

det: Mp,(K) — K

A — det(A)
En effet, pour tout scalaire « € K on a
aiy o ay+by - ai
a0 agi+by - az,
det . . . . =

: : . Coay,

an1 Qn; + bnz T Ann
ai;p -0 Ay o Aip aip - by o aig
(255 N ¢ A €20} azy -+ by o+ azg

det | . . . +det | . . .

: : L ai : : L an,
p1  **° QAng - Qnn ap1 o0 bpi 0 apn
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et

aip -0 &ai o Gin air -0 A1t Qlp
a2y -+ Qaz; -t G2p agr - A2yt A2
det . . ) . = adet . . .
: : t. : A1n : : T, : a1n
an1 e & Ang e Ann anl T An; T Qnn

2+ 3
] 1

244 3) _ 2 14i-1 3
dEt(z‘ 1) = dEt(2-0+z’-1 1>

1 3 . 1 3
2det(0 1>+zdet<1 1)

= 2:1+4i-(1-3)=2-2

Exemple 2.80 Considérons la matrice < > € M35 (C). On a

Remarquons aussi que si I’on change la premiére colonne avec la deuxiéme on a
det (5 2F7) —2i—2= —aet (277 3.
1 1 1 1

2.5 Espace dual

2.5.1 Espace dual et applications linéaires

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Rappelons que ’espace dual
de £ est I’espace

£ =L(L,K)={f: £ — K| f linéaire}.
D’aprés la Proposition 2.54 sa dimension est
dim (£*) = dim (&) - dim(K) = dim (£).

Donc, d’apreés le Corollaire 2.32 les espaces £ et £* sont isomorphes. De plus,
on peut construire un isomorphisme explicite de la fagon suivante.

Considérons une base (e1,es,...,e,) de £. Sa base duale est le n-uplet
(el e?,...,e") ou ¢/ : £ — K est la fonction qui associe a chaque vecteur
de £ sa j-éme coordonnée dans la base (e1,ea,...,e,), cest-a-dire que pour
tout j € {1,2,...,n} on a

el(ane; + agea + ...+ aney,) = ;5

ol ay,as,...,q, € K.
Donc pour tout 4,5 € {1,2,...,n} on a



Proposition 2.81 Une base dual est une base de l’espace dual £*.

Preuve. Soit (e1,ea, ..., e,) une base d’'un K-espace vectoriel £. Considérons sa
base duale (e!,e?,...,e") construite comme ci-dessus.
Le n-uplet (e!,e?,...,e") engendre I'espace vectoriel £*. En effet, pour tout

f € £* et pour tout £ =3 ae; € £, ona
OES (Z a> =Y aife) =Y eO)f(e) = (Z f(ei)e’) (0)
i=1 i=1 i=1 i=1
avec f(e1), f(e2),..., f(e,) € K. Donc on peut écrire
f=fleve! + fle)e + -+ flen)e™

Cela implique que £* = span {el, ez ..., e"}

La famille de vecteurs {e!,e?,...,e"} est linéairement indépendante dans
£*. En effet, si 'on considére des scalaires oy, as, ..., a, € K tels que

arel +ase? + -+ ane™ = fy
alors pour tout j € {1,2,...,n} on a
a; = (are! + aze? + - aye™)(e;) = folej) =0.

1

Donc les vecteurs e', e2, ..., e sont linéairement indépendants. L]

Exemple 2.82 Considérons la forme linéaire sur R? définie par

f: R — R
(a,b,c) + 2a++5b—c

L’action de f sur la base canonique (e1, ez, e3) de R? est donnée par
fler) =2, flea) =5 et fles)=—1
La fonction f € £* peut s’écrire comme combinaison linéaire

f:2el—|—\/562—e3

otl (et e?,e?) est la base duale de la base canonique.
Etant donné une base E = (e, e, ...,¢e,) de £ on peut donc construire un
isomorphisme

gf)E: £ - £
e; = €i

qui est univoquement déterminé d’aprés le Corollaire 2.25.
Cet isomorphisme n’est pas canonique. En effet, en général il n’existe pas
d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel £ et son dual £*.
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2.5.2 Espace bidual

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Son espace bidual est I’espace
£ = (25" = {Z £ = K| Zlinéaire}
ou pour tout le £ pour tous f,g € £* et tous «, 8 € K on pose
U(af +Bg) = al(f) + B g).
Remarquons que
dim (£*) = dim (£*) = dim (£)
et donc que £** ~ £.

Théoréme 2.83 Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. Il existe un
isomorphisme canonique entre £ et £**.

Preuve. Considérons ’application ¢ : £ — £** qui envoie chaque vecteur £ dans
la forme linéaire .
p()=¢: £ — K
foo= )

c’est-a-dire que pour tout £ € £ et pour tout f € £* on a

(6(0)(f) = f(0).

On va montrer que 'application ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriels.
e L’application ¢ : £ — £ est bien définie, c’est-a-dire que pour tout
Le L onadf)e L.
En effet, considérons I’application U= ¢(¢) de £* vers K. Elle est linéaire
car pour tous f,g € £ et tous «, 8 € K, on a

U(af+B89) = (af+Bg) ()
af(l) + Bg(l)
= al(f) + Bllg)

Donc ¢ est dans £**.

e L’application ¢ : £ — £** est linéaire. .
En effet, pour tous £,m € £ et tous «, 5 € K, 'application af + fm =
o (al + fm) de £* vers K est telle que pour tous f € £* on a

(al+Bm)(f) = f(al+pm)
= af(()+6f(m)
= al(f)+Bm(f)
= (al+Bm)(f)
d’ot on obtient ¢ (al + Bm) = ap(£) + Bop(m).
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e L’application ¢ : £ — £** est bijective
En effet, supposons que ¢(£) = Og«-. Alors, pour tout f € £* on a

f(0) = o(O)(f) = 0g(f) =0

et donc, en particulier, £ = id(¢) = 0. Cela implique que Ker (¢) = {0¢+«}

et donc que ¢ est injective. Comme £ et £** sont deux espaces de la méme
dimension finie, on a que ¢ est une application bijective.

De plus, I'isomorphisme ¢ que 'on vient de considérer ne dépend pas du

choix des bases. Il est donc un isomorphisme canonique. L]

Exemple 2.84 Considérons ’espace bidual (R?’)**. D’aprés le Théoréme pré-
cédent on a la bijection

R +— (R%)”

(a,b,c) +— (a,b,c)

Soit f € £* comme dans 'Exemple 2.82. Alors

S

(a,b,¢)(f) = f(a,b,¢) = 2a+ V5b—c
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Chapitre 3

Réduction des
endomorphismes

Dans le chapitre précédent on a vu que toute application linéaire f € £ (£, 90),
avec £, deux K-espaces vectoriels de dimension finie, peut s’exprimer, dans
des bases opportunes, dans une forme “simple”. En particulier, on peut traduire
le Corollaire 2.71 en terme de matrices.

Corollaire 3.1 Pour toute matrice A € M, ,, (K) il existe deur matrices in-
versibles P € My, », (K) et T € My, 1, (K) telles que

1 -+« 00 --- 0

1 10 1 0 0
AP = 0 0 0 0
0O --- 00 --- 0

Dans ce chapitre on s’occupe de trouver une représentation simple d’un
endomorphisme, et pour faire cela on utilisera des résultats sur les matrices
carrées. En particulier, étant donné un endomorphisme f et sa matrice associée
Ay dans une certaine base, on va trouver des conditions sur f (et sur Ay)
qui nous permettent de trouver une matrice conjuguée & Ay ayant une forme
“simple”.

3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

3.1.1 Deéfinitions

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Sup-
posons qu’il existe un scalaire A € K et un vecteur non nul £ € £\ {Oc} tels
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que

F(0) = M.

Sous ces conditions on dira que A est une waleur propre de f et que £ est un
vecteur propre pour la valeur propre A.

Exemple 3.2 La seule valeur propre de ’endomorphisme identité idg est 1.
En général, pour toute homothétie f = Aid de rapport A la seule valeur
propre est le scalaire A € K.
Remarquons que tous vecteurs non nuls de £ sont des vecteurs propres d’une
homothétie.

Exemple 3.3 Soit f € End(£) et £ € Ker(f) \ {0}. Alors £ est un vecteur
propre de f pour la valeur propre 0.

Remarquons que si ¢ est un vecteur propre de f, alors la valeur propre
associée a £ est unique. En effet, si f(£) = M = pl, alors on a (A — )¢ = 0. Or,
¢ # 0, donc forcement on trouve A = p.

Proposition 3.4 Soit f € End (L) et A € K. Le scalaire A est une valeur propre
de f si et seulement si I’endomorphisme f — Mide n’est pas bijectif.

Preuve. D’apreés le Théoréme 2.45, un endomorphisme est bijectif si et seulement
si il est injectif et, d’aprés la Proposition 2.41, cela est vérifié si et seulement si
Ker (f — \ide) = {0¢}.

Or, A est une valeur propre de f si et seulement s’il existe un vecteur ¢ % 0
tel que

=M <= (f=Xde)())=0 <= feKer(f—\de).

Exemple 3.5 Considérons ’endomorphisme

f: RZ — R2
(a,b) — (b, 4a)

D’aprés la Proposition précédente, A est une valeur propre de f si et seulement
§’il existe un vecteur (a,b) € Ker (f — Aid) \ {(0,0)}, c’est-a-dire tel que

4a = MNa

(b—Aa,4a — Ab) = (0,0) <= { b = X

Les seuls valeurs propres de f sont donc 2 et —2. Les vecteurs propres de f par
la valeur propre 2 sont de la forme (a, 2a), tandis que les vecteurs propres de f
par la valeur propre —2 sont de la forme (a, —2a).

En effet, pour tout a € R on a

f(a,2a) = (2a,4a) = 2(a,2a) et f(a,—2a) = (—2a,4a) = —2(a, 2a).
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3.1.2 Polynéme caractéristique

Rappelons que le polynome caractéristique p4 € K[z] d’une matrice carré
A € My, (K) est le polynome défini par

pa =det (A —xl,xn).
Ce polynoéme a degré exactement n et peut étre écrit comme
pa = (—1)"z" + (=1)""(trace (A))2" " + - - + det (A).

Soit f € End (L), avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Le
polynome caractéristique de f, noté py, est le polyndome caractéristique d’une
matrice associée & f dans une base choisie, c’est-a-dire le polynéme

pr(x) =det (A — xlpyn) € K[z]

Remarquons que cette définition ne dépend pas du choix de la base dans laquelle
on représente f. En effet, si A et B représentent toutes les deux ’endomorphisme
f alors on a, d’aprés le Corollaire 2.74, B = P~' AP pour une certaine matrice
inversible P, et donc

det (B — xl,x,) = det(P *AP — 2P 'I,x,P)
= det (P (A —zl,x,)P)
= det(P)"'det (A — zl,x,)det (P)
= det (A —xlxn).

Exemple 3.6 Considérons I’endomorphisme f défini dans I’Exemple 3.5. La
matrice associée a f dans la base canonique de R? est

0 1
b= 1)
Son polynoéme caractéristique est donc

pf = det(Af—asIan)

(6 0) =0 1)
— et (‘f 1x>:1:2—4.

En évaluant le polynéme on trouve que pour tout scalaire A € K on a
pr(A) = det (f — Aide). On a donc le résultat suivant.

Proposition 3.7 Soit f € End(L). Le scalaire A est une valeur propre de f si
et seulement si A est une racine de ps.
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Preuve. D’apreés la Proposition 3.4, un scalaire A € K et une valeur propre de
f si et seulement si 'endomorphisme f — Aide n’est pas bijective, ce qui est
équivalent a dire que det (f — Aidg) = 0.

Donc A est un vecteur propre de f si et seulement si A est une racine du
polynéme caractéristique. L]

Calculer les valeur propres d’un endomorphisme n’est pas toujours facile,
mais en utilisant la caractérisation de la Proposition précédente, on a le résultat
suivant.

Proposition 3.8 Soit f € End(£). Si la matrice Ay associée o f dans une cer-
taine base est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure, alors les valeurs
propres de f sont exactement les coefficients diagonaux de Ay.

Preuve. (Exercice) "

Exemple 3.9 Soit g 'endomorphisme de Q3 ayant comme matrice associée
dans une certaine base la matrice

Les valeurs propres de g sont 1 et 3. Les vecteurs propres pour la valeur 1 sont
tous les vecteurs de la forme (z,y,0) € Q3, tandis que les vecteurs propres pour
la valeur 3 sont les vecteurs de la forme (—2y,y, —2y) € Q3.

Comme toute valeur propre A est racine de du polynéme caractéristique,
alors le polynéme (A — z) divise p;. On appelle multiplicité de la valeur propre
A, et on le note m(A), le plus grand entier m tel que (A — )™ divise py.

Exemple 3.10 Soit g comme dans I’Exemple 3.9. Le polynéme caractéristique
de g est p; = (1 — 2)%(3 — z).
Les multiplicités des deux valeurs propres sont m(1) =2 et m(3) = 1.

Soit f € £ avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle
spectre de f lensemble Spect (f) de toutes ses valeurs propres.

Exemple 3.11 Soit g 'endomorphisme défini dans I’Exemple 3.9. Le spectre
de g est 'ensemble Spect (g) = {1, 3}.

On dit que f a un spectre simple si toutes les valeurs propres de f ont
multiplicité 1.

Exemple 3.12 L’endomorphisme f défini dans 'Exemple 3.5 a un spectre
simple car Spect (f) = {2, -2} et m(2) = m(—2) = 1, tandis que le spectre
de I'endomorphisme g défini dans I’Exemple 3.9 n’est pas simple, car la multi-
plicité de valeur propre 1 est m(1) = 2.
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3.1.3 Espace des vecteurs propres

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Dans la
Proposition 3.4 on a montré qu'un vecteur ¢ € £ est un vecteur propre de f si
et seulement s’il appartient a Ker (f — Aidg) pour une certain valeur propre A.

Pour tout A € K (pas forcement une valeur propre) on pose

£(A\) :=Ker (f — Aid) .
De fagon équivalente, £(\) est ensemble de tous les vecteurs £ € £ tels que
f0) = M.
Proposition 3.13 Pour tout A € K, £(\) est un sous-espace vectoriel de £. De

plus, il est stable par f, dans le sens que pour tout £ € £(X\) on a f(£) € £(N).

Preuve. L’ensemble £(\) = Ker (f — Aid) est clairement un sous-espace vectoriel
de £ en tant que noyau d’un endomorphisme de £. Une fagon plus directe de
montrer le méme résultat est de vérifier que :

— £(\) # 0, puisque f(0) =0 = A0 et donc 0 € £\,

— pour tous £,m € £(\) on a

fl+m)=fl)+ f(m)=M+Im=AL+m)

et donc £ +m € £(N),
— pour tout £ € £(A\) et « € Kon a

flal) = af(l) = a(Al) = A(af)

et donc af € £(A).
De plus, £(\) est stable par 'endomorphisme f, car pour tout £ € £(\) on a

F(F@0)) = FOM) = Af(0)

et donc f(£) € £(N). n

Quand M est une valeur propre de f on appelle 'espace £(\) le sous-espace
propre de £ (par rapport & f) pour la valeur propre A. Remarquons que le
sous-espace propre £(A) contient tous les vecteurs propres pour la valeur propre
A

Exemple 3.14 Soit f I'endomorphisme de R? défini dans 'Exemple 3.5. Les
sous-espaces propres de £ sont

R?*(2) = {(a,2a) |a € R} et R?*(-2)={(a,—2a)|a € R}.
Notons que R?(a) = {(0,0)} pour tout o € R\ {£2}.
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Dans le premier chapitre on a introduit la notation 9t @ 91 pour deux sous-
espaces 91, 91 d’un espace vectoriel £ tels que chaque vecteur ¢ € £ peut s’écrire
de fagon unique comme somme ¢ = m + n d’un vecteur m € 9t et d’un vecteur
n € M. Dans la suite utilisera la méme notation 9 @ N si chaque vecteur de
Pespace vectoriel M+ N ={m +n | m € M,n € N} s’écrit de fagon unique en
somme d’un élément de 9 et d’un élément de M.

En général, on dira que ’espace £1+ Lo+ - -+ £, est une somme directe des
espaces vectoriels £1, £o,,..., £, et on le notera par £, BL, B - - P L., si chaque
élément ¢ de cet espace s’écrit de facon unique comme £ = 1 + {5+ - - -+ £, avec
4; € £; pour tout i € {1,2,...,r}.

Proposition 3.15 Soient A1, s, ..., A les valeurs propres distincts de f. Alors
la somme des sous-espaces propres

LM)B L) DB L(\)
est directe.

Preuve. On peut raisonner par récurrence sur r. Si r = 1 alors le résultat est
vrai. Supposons maintenant que les sous-espaces £(A1), £(Az2), ..., £(),) soient
en somme directe pour p < r et montrons que

(L) ® L) @ -+ @ L(Ap)) N L(Ap41) = {O}.

Cela montrera que les sous-espaces propres de Ay, Az, ..., Ap, Ap11 sont en somme
directe.

Soit donc £ € (£(A1) @ L(A2) @--- B L(Np)) N L(Apy1). Alors, ils existent
l; e £(N;) avec i € {1,2,...,p} tels que £ = {1 + 3+ --- + £,. Donc,

Appr(l +lo 44 4p) = Ml = f(£)

fllr+lo 4+ 1)
Fl) + f(l2) + -+ F£p)
= Ml + Xl + -+ N

ce qui implique que
(A=Al + A2 = App)la + -+ (Ap = Apr1)lp = 0.

Comme la somme £(A1) @ L(A2) B - -- & £(\,) est directe et A; — Apy1 # 0 pour
tout ¢ € {1,2,...,p} on a forcement ¢, =¥ly = ... =4, =0, doul=0. "

Exemple 3.16 Soit f comme dans 'Exemple 3.5. Alors les deux sous-espaces
propres R?(2) et R?(—2) de R? sont en somme directe.

Exemple 3.17 Soit g comme dans 'Exemple 3.9. Alors les deux sous-espaces
propres Q3(1) et Q3(3) de Q3 sont en somme directe.
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Théoréme 3.18 Soit f € End(L) avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finie et soit X une valeur propre de f. Alors on a 1 < dim £(X) < m(A).

Preuve. L’espace vectoriel £()) différent de {6} si et seulement si A est une valeur
propre. Donc dim £(A) > 1 pour toute valeur propre de f. Posons m = m(\).
Sim = dim £ I’énoncé est vrai car f = Aid est une homothétie. Supposons donc
que m < dim(g).

Supposons par I’absurde que dim £(A) > m+1. Alors ils existent des vecteurs
€1,€2,...,emnyt1 linéairement indépendants que ’on peut compléter en une base
FE de £. La matrice associée a f dans cette base E sera donc de la forme

_ (Mt yxm+1) B
A = ( Okxk C

avec k = dim £ — (m + 1) et B,C des matrices & coefficients dans K de taille
opportune.
Donc py sera de la forme

pr = det (A=) ns1yx(m+1)) det (B — lpxp)
= (A—2)""det (B — zljxs)

ce qui est impossible car m est la plus grande puissance de (A — x) qui divise
Dy ]

Exemple 3.19 Soit g comme dans ’'Exemple 3.9. On a
dim Q3(1) = dim {(z,%,0) | z,y € Q} =2 < 2 =m(1)

et
dim Q*(3) = dim {(—2z,2,-22) | 2 € Q} =1 < 1 =m(3).

Exemple 3.20 Soit h ’endomorphisme de C? représenté par la matrice
1 1
w3 ).

Le polynome caractéristique de h est p, = (z—1)? et sa seule valeur propre est 1
de multiplicité m(1) = 2. L’espace propre C?(1) = {(2,0) | z € C} a dimension

dimC?(1) = 1 < 2 = m(1).

3.2 Diagonalisation et triangularisation

3.2.1 Endomorphismes diagonalisables

Rappelons qu’une matrice A € M,, ,, (K) est dite diagonalisable s’il existe
une matrice inversible T telle que T~!AT est une matrice diagonale.
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Un endomorphisme f € End (£), avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finie, est dit diagonalisable 'il existe une base E = (e, ea,...,¢e,) de £ telle
que la matrice associé a f dans la base E soit diagonale, c’est-a-dire de la forme

)\1 0 0
0 )\2 0
Af :diag()\l,/\Q,...,/\n) = . . . .
0 0 /\n

pour certains Ai, Ag,..., A, € K.
Donc un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si sa matrice
associée dans n’importe quelle base est diagonalisable.

Proposition 3.21 Un endomorphisme f € End(£) est diagonalisable si et
seulement s’il existe une base (e1,ea,...,e,) de £ telle que les vecteurs e; est
un vecteur propre de f pour tout i € {1,2,...,n}.

Preuve. Pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable il faut et il suffit qu’ils
existent des scalaires A1, Ag, ..., A, tels que pour tout i € {1,2,...,n} on ait
f(e;) = Aje; pour une certaine base (e1,ea,...,€p,). "

Remarquons que, d’aprés la Proposition 3.8, les valeurs propres d’un endo-
morphisme diagonalisable sont exactement les coefficients diagonaux qui appa-
raissent dans la matrice diagonale associée a ’endomorphisme dans une base
opportune. Une preuve directe de ce résultat est donnée dans la proposition
suivante.

Proposition 3.22 Si f est un endomorphisme diagonalisable avec matrice dia-
gonale associée Ay = diag (A1, A2, ..., \n), alors A1, A, ..., A, sont exactement
les valeurs propres de f.

Preuve. Comme le polynéme caractéristique py ne dépend pas du choix de la
matrice associée & f, alors les valeurs propres de f sont les racines du polynéme

det (A - xlnxn) = (Al - m)(/\Q - .’,U) e ()‘71 - 1‘)

c’est-a~dire A1, Ao, ..., . L]

Exemple 3.23 Toute homothétie sur un espace vectoriel £ de dimension finie
est diagonalisable. En effet, la matrice associée & une homothétie de rapport «
sera de la forme al,, x, avec n = dim (£).

Exemple 3.24 Soit f l’endomorphisme défini dans 'Exemple 3.5. La paire

((1,2),(1,-2)) est une base de R?. Les deux vecteurs de cette base sont des
vecteurs propres de f, car

f(1,2)=1(2,4)=2-(1,2) et f(1,-2)=(-2,4)=-2-(1,-2).
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Donc f est diagonalisable. La matrice associée a f dans cette nouvelle base est

;{2 0\ . _
f—<0 _2>—dlag(2, 2).

Exemple 3.25 Soit h I’endomorphisme défini dans I’Exemple 3.20, c’est-a-dire
I’endomorphisme ayant comme matrice associée par rapport a la base canonique

de C? est
1 1
W=t )

Cet endomorphisme n’est pas diagonalisable. En effet, si on suppose par I'ab-
surde qu’il le soit, alors d’aprés la Proposition précédente, la matrice T devrait
étre conjugué a la matrice diagonale ayant comme coefficients diagonaux les va-
leurs propres de h, c’est-a-dire 1 (avec multiplicité 2). Or, s’il existe une matrice

inversible T telle que
1 (10
T AT = (0 1

(o )=rl 1) =6

Proposition 3.26 Soit f € End(£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finde. Si Spect(f) est simple, alors f est diagonalisable.

alors on trouve

Preuve. Si le spectre de f est simple, alors ’endomorphisme a n valeurs propres
distincts A1, Ao, ..., A\,. Solent ey, es,..., e, les vecteurs propres de f pour les
valeurs A1, Ag, . .., A, respectivement. Montrons que (e, es, . . . , €, ) est une base.
Cela impliquera que la matrice associée a f dans cette base est diagonale.

Montrons par récurrence sur k, avec 1 < k < n, que les vecteurs e, eo,..., ek
sont linéairement indépendants. Cela est vrai quand & = 1, car tout vecteur
non nul est linéairement indépendant. Supposons donc que eq, ez, ..., ex_1, avec
1 < k < n soient linéairement indépendants. Si ey, ea,...,ex_1, e ne sont pas
linéairement indépendants, alors on peut exprimer e; comme combinaison li-
néaire des autres, c’est-a-dire qu’ils existent oy, ao, ..., a1 tels que

k—1
e = E ;€.
i=1

Si on multiplie les deux membres par A\ on obtient donc

k-1
)\kek = Z )\kaiei.
i=1
Or, comme les vecteurs ej,es,...,e,_1, € sont les vecteurs propres pour les
valeurs A1, Aa, ..., A\x_1, Mg, en appliquant f on trouve

k-1 k1 k-1
Awer = flex) = f (Z ai6i> = Zaif(ei) = Zai/\iei~
=1 i=1 im1
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Donc,

k—1 k—1 k—1
Z )\kaiei = Z )\iaiei — Z()\k — )\i)aiei =0
=1 =1 =1

mais cela donne une contradiction car A\, # A; pour tout i # k est e1,ea,...,ep_1
sont linéairement indépendants.

Donc ey, es,..., e, sont linéairement indépendants. Or, n vecteurs linéaire-
ment indépendants dans un espace de dimension n forment une base, d’ou le
résultat. L]

Remarquons que la Proposition 3.26 affirme que ’avoir un spectre simple
est une condition suffisante mais pas nécessaire pour que I’endomorphisme soit
diagonalisable.

Exemple 3.27 Soit g 'endomorphisme défini dans 'Exemple 3.9. L’endomor-
phisme est diagonalisable méme si son spectre n’est pas simple. En effet, la
matrice associée a g dans la base ((1, 0,0),(0,1,0),(—2,1, —2)) de Q3 est

Al =

OO =

0 0
1 0
0 3

Rappelons qu’un polynéme P € K[z] est dit scindé sur K (ou qu’il a toutes
ses racines dans K) s’il s’écrit comme produit de polynémes de premier degré
dans Klz].

Exemple 3.28 Le polynome z% + 1 est scindé sur C, car 22 +1 = (z —i)(z +1)
mais il ne n’est pas sur R.

Les deux résultats suivants sont trés importants, mais on les donne sans
preuve.

Théoréme 3.29 Soit f € End(L) avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finie n. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si

a) py est scindé dans K et
b) pour chaque valeur propre A de f on a dim £(X) = m(\).

Exemple 3.30 Soit h I’endomorphisme non diagonalisable de I’Exemple 3.25.
Le polynome caractéristique de h est scindé sur C car (1—2)% = (1—2)(1—2x)
mais m(1) # dim C?(1).

Corollaire 3.31 Soit f un endomorphisme qui posséde au moins une valeur
propre. Soient A1, Az, ..., A les valeurs propres distinctes de f.

Alors f est diagonalisable si et seulement si £ = £(A1) DL N2)D--- D L(\,).
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Exemple 3.32 Soit f comme dans ’Exemple 3.5. Les sous-espaces propres sont
donnés dans ’Exemple 3.14 et on vérifie facilement que

R? = R?(2) ® R*(-2).

Exemple 3.33 Soit g comme dans ’Exemple 3.9. On vérifie que I’'on peut-écrire

Q3 =Q3%(1)  Q3(3).

3.2.2 Puissance d’une matrice

Rappelons que pour toute matrice diagonale D = diag (a1, aq,...,ay,), la
puissance k-éme de D, pour tout k£ > 0, est la matrice diagonale ou chaque
coefficient est élevé a la puissance k-éme, c’est-a-dire

D* = diag (a’f7a§,...,ak) .

n

—2 0\° [(=23 0\ (-8 0
0 5/ 0 5/ 7\ 0 125)°
Proposition 3.35 Soit A une matrice diagonalisable et soient P une matrice

inversible et D une matrice diagonale telles que A = P~'DP. Alors pour tout
k>0

Exemple 3.34

AF = p71Dkp.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k.
La formule est vraie pour k = 0 car

A =1=P'IP=P'DP
Supposons maintenant la formule est vraie pour k. Alors
ARt = AAY = (P'DP) (P 'D*P)
P~'D(PP7') D*P
= P 'DD*P
P7IDFFIP,

Exemple 3.36 Soit f ’endomorphisme défini dans ’Exemple 3.5. Dans ’Exemple 3.24
on a vu que la matrice A; associée & f dans la base canonique est conjuguée a
la matrice diagonale A’ = diag (2, —2). En effet on a A’ = P~1A¢P avec

11
(i )
2 4
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Donc la matrice associée a f7 sera la matrice A7 = (Af)7

7 ~1 7

Go) =G 6504

40 2 1 0 -2) \3 -3

(1 1\ (27 0\ (27t 272

o 2 -2 0 —-27)\271 272
(0 2%\ [0 64
To\2® 0) \256 0)°

3.2.3 Suites récurrentes linéaires

Dans le premier chapitre on a introduit I’espace vectoriel KN des suites nu-
mériques a coefficients dans K.
Considérons deux scalaires a, 8 € K et une suite (u,)neny € KV telle que

Un42 = QUy + Blpt pour tout n > 1

avec uy et ug connus.

Calculer la valeur de u,, pour un n quelconque en utilisant la définition récur-
sive est en général long et difficile. Une solution alternative consiste a traduire
cette récurrence linéaire en terme de matrices. En effet, on peut exprimer la

récurrence ci-dessus comme
n
_ 0 1 ul
“\a B Uy )

()= (0 ) () =
Up+2 o o 6 Un+1 B

Si la matrice trouvé est diagonalisable, le calcul de sa puissance n-éme sera
(relativement) facile et donc on aura trouvé une maniére simple de calculer la
valeur u,, sans devoir connaitre toutes les valeurs u,, avec 1 <m <n — 1.

Exemple 3.37 Considérons la récurrence linéaire v, 9 = 4v,, pour tout n > 1,
avec v1 = 1 et v9 = —1. On a donc

vp1) (0 1\"[1

Un+2 —\4 0 -1/
En faisant les calculs on trouve que pour tout m > 1 on a voy,_1 = 4™ ! et
Vo, = —4™7L ) est-a-dire que (v, )nen est la suite numérique

(1,—1,4,—4,16,—16,...,4m7 1 —4m+1 ).

En généralisant, on peut considérer une suite récurrente linéaire (u, ), d’ordre
k de la forme

k—1
Uptk = g QUi avec Ui, U, ..., Ur CONNUS
i=0

et, une fois récrite cette égalité sous forme matricielle, se ramener au calcul
d’une puissance de matrice d’ordre k.
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3.2.4 Endomorphismes triangularisables

Rappelons qu'une matrice A € M,, ,, (K) est dite triangularisable s’il existe
une matrice inversible T telle que T~ AT est une matrice triangulaire (supé-
rieure ou inférieure).

Un endomorphisme f € End (£), avec £ un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, est dit triangularisable s’il existe une base E = (e1,ea,...,e,) de £
telle que la matrice associé a f dans la base E soit triangulaire (supérieure ou
inférieure), c’est-a-dire de la forme

Qi Qi v Qg ap; 0 - 0
0 g - az Qg1 g -0
Af = . . . . ou Af =
0 0 tee (0797 Qnl Qp2 e Qnn

pour certains o;; € K.

Donc un endomorphisme est triangularisable si et seulement si sa matrice
associée dans n’importe quelle base est triangularisable.

Remarquons que si 'endomorphisme f est représenté par une matrice tri-
angulaire inférieure dans la base (e, ea, ..., e,), alors il sera représenté par une
matrice triangulaire supérieure dans la base (e,,€n—1,...,€1).

La proposition suivant suivi directement de la Proposition 3.8.

Proposition 3.38 Si f est un endomorphisme triangularisable avec matrice
triangulaire associée Ay, alors les valeurs propres de f sont exactement les co-
efficients diagonaux de Ay.

Exemple 3.39 Tout endomorphisme diagonalisable est triangularisable.

Exemple 3.40 L’endomorphisme h défini dans 'Exemple 3.20 est triangula-
risable. En effet, la matrice A; définie dans le méme exemple est une matrice
triangulaire.

Théoréme 3.41 Soit f € End(L) avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finie. L’endomorphisme f est triangularisable si et seulement si son polyndome
caractéristique py est scindé dans K.

Preuve. Posons n = dim £.

Si f est triangularisable alors, d’aprés la Proposition 3.38, les valeurs propres
sont les coefficients diagonaux A1, Aa, ..., A, € K de la matrice Ay associée dans
une certaine base.. Or, ces coefficients sont aussi les racines du polynéme carac-
téristique de py = det (Af — xlpxn) = (M1 —2) (A2 — ) -+ - (A — ).

Réciproquement, supposons que py ait toutes racines dans K et montrons

par récurrence sur n que I’endomorphisme est triangularisable.
Sin =1 alors f est une homothétie et donc il est bien triangularisable.

85



Supposons que tout endomorphisme dans un espace de taille n ayant poly-
noéme caractéristique scindé soit triangularisable.

Comme p; est scindé, il existe au moins une racine A € K de py. Donc A est
une valeur propre de f. Soit e; un vecteur propre pour la valeur propre A\. On
compléte e; en une base (e, ea,...,e,) de £ et on considére la matrice associée
a f dans cette nouvelle base. Celle-ci sera de la forme

(00 )
Om-1)x1 C

avec B € M1 ,,—1 (K) un vecteur ligne et C' € M,,_1 1 (K) une matrice carrée
de taille (n — 1) x (n —1). Or, py = (A — z)det (C — xl(n_1)x(n-1)) = (A —
x)pg, avec py le polyndome caractéristique de ’endomorphisme g ayant C' comme
matrice associée dans la base (es,es,...,e,). Comme py est scindé, p, l'est
aussi. Par hypothése de récurrence, g est triangularisable et il existe une base
(da,ds, ..., dy) telle que la matrice T associée & g dans cette base est triangulaire.
La matrice associée & f dans la base (e1,ds,ds, ..., d,) sera donc de la forme

(000 7)
Omm-1)x1 T

et donc triangulaire, ce qui montre que f est triangularisable. L]

Exemple 3.42 Soit s ’endomorphisme sur R? ayant comme matrice associée

0 1
5= (_1 O) .
Le polynoéme caractéristique de I’endomorphisme est p, = 22 + 1. Celui ci n’est
pas scindé sur R. Donc ’endomorphisme n’est pas triangularisable.

Rappelons que tout polynoéme est scindé sur C. Donc on a la conséquence
suivante du Théoréme 3.41.

Corollaire 3.43 Tout endomorphisme défini sur un C-espace vectoriel de di-
mension finie non nulle (et donc toute matrice de M, , (C) pour n > 1) est
triangularisable.

Exemple 3.44 Soit s’ un endomorphisme sur C? ayant la méme matrice asso-
ciée que 'endomorphisme défini dans 'Exemple 3.42. Cet endomorphisme est
triangularisable. En effet, matrice associée & s" dans la base ((1,1), (i, —17)) est
la matrice diagonale, et donc triangulaire

6 %)
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3.3 Polynoémes annulateurs d’un endomorphisme

3.3.1 Théoréme de Hamilton-Cayley

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Dans le
chapitre précédent on a vu que pour tout polynome P € K|z] de degré n > 0
de la forme P =ag + a1z + - - - + a,x" on note

P(f)=ao+arf+-+anf"

ot fF=fofo---of pourtout k€ {1,2,...,n}
N—————

Rappelons aussi que fj est ’élément neutre pour la somme dans Klz] et il
est défini comme 'application telle que fy(¢) = 0 pour tout vecteur £ € L.

Proposition 3.45 Soit P € K[z] tel que P(f) = fo. Alors les valeurs propres
de f sont des racines de P

Preuve. Considérons une valeur propre A de f et deux vecteurs propres £,m
pour A. Comme £(\) est un espace vectoriel on a que £+ m est aussi un vecteur
propre de f pour la valeur propre A. En effet

fl+m)=fl)+ f(m) =M+ Im = AL+ m).

De plus, pour tout k > 0 le vecteur £ est aussi un vecteur propre de f* pour la
valeur propre A\*. En effet, cela est vrai pour k = 0, car fO(¢) = \°(¢) et, si on
le suppose vrai pour k — 1, on a

RO = fo ) = F (A1) = MTF(0) = A Ia = ARe

Donc, pour tout polynome @ € K[z] on a (Q(f)) (¢) = Q(X)£. Cela implique
que

P = (P(f)) () = fo(t) =0

et comme £ # 0 cela est possible seulement si \ est une racine de P. L]

Remarquons que l'inverse de la proposition précédente n’est pas vrai en
général. Un polyndome P € K[z] qui annule f peut avoir des racines qui ne sont
pas des valeurs propres de f.

Le théoréme suivant donne un exemple trés important de polynéme qui
annule f : le polynéme caractéristique.

Théoréme 3.46 (de Hamilton-Caylay) Soit f € End(L) et py son poly-
nome caractéristique. Alors

pi(f) = fo

Preuwve. (idée) On suppose que le polynome caractéristique py est scindé dans
K (avec un raisonnement a fortiori on prouve que cela n’est pas restrictif) et

87



posons n = dim £. Comme p; a toutes ses racines dans K, d’aprés le Théo-
réme 3.41 il existe une matrice triangulaire A associée & f dans une certaine

base (e, ea,...,e,) de £. La matrice A sera donc de la forme

A Q12 r Olp-—1 Qi n

0 A -+ p-1 agzn

0 0 - azn-1 Q3n

A =

0 0 e )\nfl Qn—1,n

0 o .- 0 An
avec les coeflicients diagonaux A1, As, ..., A, les valeurs propres de f, c’est-a-dire
que

=M —2)Ae =) (A —2) = (=1)"( = M) (@ = A2) -+ (# = An).
Considérons maintenant ’endomorphisme g défini par
g=(f = Mid) o (f — Aaid) 0 -~ 0 (f — Anid).
En utilisant le fait que pour tout k& € {1,2,...,n} on a
fler) =1 rer +aapea+ -+ ag_1,k—16€k + Ak
on en déduit que (calcul long mais pas trop difficile) g = fy et donc que ps(f) =
fo. .

Exemple 3.47 Soient f et A = Ay comme dans ’Exemple 3.6. On a py =
pr = 22 —4et

2
e (0 1\° (1 0)_(0 0
P (5 T L)

De maniére équivalente, 'endomorphisme p(f) = f? —4id est I'endomorphisme
nul. Cela implique que 'endomorphisme f? = 4id et donc f2" = 4"id pour tout
n > 1.

Exemple 3.48 Soit B = A, comme dans I'Exemple 3.9. Le polynéme caracté-
ristique de B est pp = (1 — 2)%(3 — z) et

2

10 0 10 2 30 0 10 2
ps(B) = 01 0l-0o1 -1 03 0|l-l0o1 -1
00 1 00 3 00 3 00 3
00 —2\2/2 0 —2
— (o 0 1 02 1
00 —2 00 0
00 4\ /2 0 —2
— (o0 —2|[0 2 1] =054
00 4/\0 o0 o0



Comme pp(B) = Osx3, on peut calculer aisément
B? =5B% — 7B 4 3I3.3.

Exemple 3.49 Soit C' = Ay comme dans I’'Exemple 3.20. Le polynéme carac-
téristique de C est pc = (1 — )% et

o - (GG e

(8 (1))2 — O, (3.2)

De plus, comme 1 — 2C 4+ C? = Oy 45 on trouve que

6126 D)-(Y)

3.3.2 Polynéme minimal

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Avec le Théoréme de Hamilton-Caylay on a montré que ps(f) = fo. Dans
cette section on va construire le “plus petit” polynéme de K[z] qui annule f.

Proposition 3.50 Soit f € End(£). Il existe un unique polynome M € K|x]
unitaire tel que M(f) = fo et que pour tout polynéme P € K[z] on a

P(f) = fo sietseulement si my divise P.

Preuve. Considérons la famille

P ={Q € K[z] | Q unitaire et Q(f) = fo}.

D’aprés le Théoréme d’Hamilton-Caylay on sait que (—1)"py € P et donc que
‘P est non vide. Choisissons M un polynome de degré minimal dans P.

Si P est un multiple de M, c’est-a-dire si P =T - M € K[z] pour un certain
polynéme T, alors P(f) =T(f) o M(f) = fo, donc P annule f.

Réciproquement, si P est un polynéme qui annule f. Alors, en appliquant la
division euclidienne de P par M on trouve que P = QM + R pour des certains
polynomes @, R € K[z] avec R = 0 ou bien R de degré inférieur au degré de M.
Supposons par 'absurde que R # 0 et donc que R = ag + a1z + - - - a,.z" pour
un certain r € N et ag, a1, ...,a, € K. Alors, d’aprés ’hypothése, on a

fo=P(f) = Q(f) o M(f) + R(f) = fo+ R(f) = R(f)-

Donc R annule f. Le polynome iR est unitaire e tel qu’il annule f, donc il est
dans P. De plus, il a le méme degré de R et donc degré inférieur a celui de M,
ce qui est impossible car on a choisi M de degré minimal dans P. Cela implique
que R =0 et que M divise P.
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Montrons maintenant 'unicité de M. Soit maintenant N un autre polynéme
ayant les mémes propriétés vues ci-dessus pour M. Cela implique que N divise
M et que M divise N. Comme les deux polyndmes ne sont pas nuls (il sont
unitaires), il existe un o € K\ {0} tels que N = aM. Mais comme N est
unitaire, on a forcement o = 1 et donc N = M. L]

Le polynoéme défini dans la Proposition 3.50 est appelé le polyndome minimal
de f et est noté par my .

D’aprés la proposition précédente et le Théoréme d’Hamilton-Caylay on sait
que pour tout endomorphisme f le polynéme minimale m; divise le polynéme
caractéristique py¢. Le résultat suivant nous dis, de plus, que le polynéme carac-
téristique et le polyndme minimal ont les mémes racines dans K (la multiplicité
peut étre différente).

Proposition 3.51 Soit f € End(£). Un scalaire X est une valeur propre de f
si et seulement si A est une racine de my.

Preuve. D’aprés la remarque précédente on sait que si my(A) = 0 alors ps(A) =0
et donc A € Spect (f).

Soit maintenant A € Spect (f) et soit £ un vecteur propre de f pour A. Pour
tout polynéme P € K[z] on a P(f)(¢) = P(A){. Donc

my(A)l=my(f)(€) = fo(€) =0
et comme £ # 0 on a my(\) = 0. "

La proposition précédente nous dis que si le polynéme caractéristique d’un
endomorphisme f est de la forme

pr= A —2)" (e —2)"2 - (A — )"

avec A1, Aa, ..., A, les valeurs propres de f et m; = m();) les respectives multi-
plicités, alors le polynéme minimal de f est de la forme

my = (=1 A — )" Ay — 2)" -+ (A — )™

avec n; < m; pour tout i € {1,2,...,rt et k=ny +no+---+n,.

Comme pour le polynoéme caractéristique, on peut montrer que toutes ma-
trices associées a4 un méme endomorphisme ont le méme polyndéme minimal
(rappelez-vous de la définition de polynéme minimal d’une matrice vue cours
d’Algebre Linéaire ).

Exemple 3.52 Soit f ’endomorphisme défini dans "Exemple 3.5. Comme le
spectre de f est simple on a my =py = (2 —z)(—2 — x).

Exemple 3.53 Soit g ’endomorphisme défini dans I’Exemple 3.9. On sait que
polynéme minimal de g est de la forme m, = (—1)"T}(1 — z)"(3 — ) avec
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1 < n < 2. En effet, on trouve n = 1 car (1 — g)(3 — g) = fo ou, de maniére
équivalente

(Isxs — Ag) (3I3x3 — Ag) = Osx3

ot A, est la matrice associée & g vue dans I’'Exemple 3.9.

Le théoréme suivant (donné sans preuve) nous explique I'importance du po-
lynéme minimal pour décider si un endomorphisme est diagonalisable ou moins.

Théoréme 3.54 Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si my
est scindé dans K et si les racines de my sont simples.

Exemple 3.55 Soit h 'endomorphisme défini dans ’Exemple 3.20. On sait que
le polyndéme minimal de & est de la forme my = (—=1)"(1 —x)™ avec 1 < n < 2.
Dans ce cas-ci on trouve n = 2 car ’endomorphisme id — h est différent de
I’endomorphisme nul, ou équivalemment

Iywo — Ap # Ogxn  tandis que  (Iaya — Ap)? = Oaxo.

3.4 Décomposition d’'un endomorphisme

3.4.1 Deécomposition des noyaux

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie. D’aprés
le Théoréme d’Hamilton-Cayley on sait que pr(f) = fo, avec ps le polynéme
caractéristique de f. Donc I’endomorphisme p(f) envoie tout vecteur de £ dans
le vecteur nul 0, c’est-a-dire que

£ = Ker (ps(f))-

D’aprés le Corollaire 3.31 on sait que si en plus f est diagonalisable on a
aussi

£ =Ker (f — \id) @ Ker (f — A\2id) @ - - - @ Ker (f — \,id)

avec A1, Ag, ..., A\, les valeurs propres distinctes de f.
Pour un endomorphisme quelconque on a le résultat suivant (donné sans
preuve) L.

Théoréme 3.56 (de décomposition des noyaux) Soit f € End (L) et soient
A1, A2, ..., A ses valeurs propres distincts. Alors

e = Ker ((f - Alid)mw)@mr ((f - )\gid)m(’\2))@~ -.@Ker ((f - A,dd)m(m)

ot m(A;) est la multiplicité de \; pour tout i € {1,2,...,7}.

1. En considérant des polyndémes quelconques P, P2, ..., P. premiers entre eux, on peut
démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker (P;(f)) sont en somme directe, ce qui généralise
a la fois le Corollaire 3.31 et le Théoréme de décomposition des noyaux.
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Les sous-espace Ker (( f- )\iid)m()‘i)) est appelé le sous-espace caractéris-
tique pour la valeur propre \;.

Exemple 3.57 Soit h ’endomorphisme de C? vu dans ’Exemple 3.20. La seule
valeur propre de h est 1 et elle a multiplicité 2.

Le sous-espace propre C2(1) = Ker(h—id) = {(2,0) | 2 € C} ~ C a
dimension 1. On voit facilement que (h —id)? = fo et donc que le sous-espace
caractéristique vérifie

C* = Ker ((h —id)?).

Remarquons que pour les valeurs propres de multiplicité 1 les deux notions
de sous-espaces propres et sous-espaces caractéristiques coincident. En général,
pour toute valeur propre A de f on a £(\) C Ker ((f — )\id)’”()‘)). En effet, on
peut démontrer par récurrence sur k > 1 que

£(\) = Ker (f — Aid) € Ker ((f — Aid)¥) . (Exercice)

De plus, similairement a ce que on a montré dans la Proposition 3.13, tout
sous-espace caractéristique est stable par f, c’est-a-dire que

¢ € Ker ((f - )\id)m(A)) = f(¢) € Ker ((f - /\id)m()‘)> . (Exercice)

3.4.2 Forme diagonale par blocs

Soit f € End (£) avec £ un K-espace vectoriel de dimension finie n. Suppo-
sons que py est scindé sur K.

Soient A1, Az, ..., A, les valeur propres distincts de f et notons pour tout
ie{1,2,...,r}, & =Ker ((f - Aiid)™)) le sous-espace caractéristique pour
la valeur \;. D’aprés la section précédent ona £ =L, P LoD --- D L,..

Pour tout ¢ € {1,2,...,7} posons f; la restriction de f a £;, c’est-a-dire
I’endomorphisme

fir L& — £

t = f(f)
et considérons une base E; = (e;1,€:.2,--.,€ik ) de £;.
Le n-uplet £ = (Eq,Es, - ,E;) = (e11,--+,€1k15€21,---,€rk,) €St une

base de £. La matrice associée & f dans cette base sera de la forme

A, 0 -+ 0

0 Ay -+ 0

A= . . .
0 0 - A,

avec A; la matrice associée & f; dans la base F;. Le polynéme caractéristique
de f est

pr = det(A—axlxn)
= det (A1 — x[klxkl) det (A2 — CCIkzxkz) - det (A, — kaerr)
= Pf Pfs " Pfy
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et comme py est scindé, pour tout ¢ € {1,2,...,7} on a que py, est aussi scindé
et donc que A; et f; sont triangularisables.

D’autre part, la seul valeur propre for f; est A\;. En effet, chaque sous-espace
espace caractéristique £; contient le sous-espace propre £(\;) et £, N L, = {6}
pour tout ¢ # j, donc les seules vecteurs propres que 1'on trouve dans £; sont
ceux pour la valeur propre \;.

Cela implique que chaque sous-espace £; peut étre représenté dans une base
opportune par une matrice triangulaire de la forme

)\i * *

0 N - x
E:

0 0 - N

et que f a comme matricé associée dans une base opportune la matrice diagonale
a blocs

A1 *
0 0 0
0 A1
Ao *
0 0 0
T= 0 Ao
0 0 0
Ar *
0 0 0
0 Ar

De plus, pour tout ¢ € {1,2,...,7} le polynome caractéristique de f; est de la
forme py, = (\; — )%, et comme p; = py, py, -+ Py, on a dim & = m(\;)
pour tout i.

Clairement, tout endomorphisme diagonalisable peut s’écrire comme une
matrice triangulaire par blocs avec les blocs de taille 1.

Exemple 3.58 Soit f I’endomorphisme de R® ayant comme matrice associée
dans la base canonique de R3

-1 0
Af = 1 2
1 0

N W O

Le polynome caractéristique de f est py = (—1—x)(2—=z)?, donc on a Spect (f) =
{2, -1} avec m(2) = 2 et m(—1) = 1. Les sous-espaces caractéristiques sont

M = Ker (f — 2id)* = {(0,a,b) | a,b € R}
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et
N = Ker (f +id) {(—34a,0,a) | a € R}.

La matrice associée a f dans la base ( 0,1,0),(0,0,1),(-3,0, 1)) est
2 3|0

=10 2|0

0 0|—-1

3.4.3 Endomorphismes nilpotents

Un endomorphisme f € End (£), avec £ un K-espace vectoriel, est dit nil-
potent s’il existe un entier p > 0 tel que fP = fy. Le plus petit entier tel que
cette propriété est vérifié est appelé ’indice de f.

Exemple 3.59 Soit n I’endomorphisme de C? ayant matrice associée dans la

base canonique
0 1
A= (0 0) .

L’endomorphisme est nilpotent avec indice 2. En effet la matrice associée a n

est )
0 1
(D) <o

Proposition 3.60 Soit f un endomorphisme nilpotent. Alors Spect(f) = {0}.

2

Preuve. Soit p l'indice de f. La valeur 0 est une valeur propre de f. En effet
pour tout £ € £

FOPHO) = f2(0) = fo(6) =0 =0- fP1(0).

Montrons qu’elle est la seule. Soit A € K une valeur propre de f. Alors f({) = A
pour un certain vecteur ¢ # 0. En raisonnant par récurrence on montre que
AP¢ = fP(¢) = 0. Comme ¢ # 0 on a forcement A = 0. n

Proposition 3.61 Soient f,g deuxr endomorphismes nilpotents de £ qui com-
mutent. Alors f + g est aussi nilpotent.

Preuve. Supposons que fog = go f. Soient p, g les indices respectives de f et
g. Alors, en utilisant la formule du binéme de Newton on trouve

p+q
(f +g)P* = Zakfkogp+q k avecak<p—]:q>.

Dans chaque terme de la somme on a soit :
— k> pet donc f* = f,
— k < pet donc gPti=F = f,.
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Donc (f + g)?"9 = fo, ce qui montre que f + g est nilpotent. .

Proposition 3.62 Soit f € End (L) avec £ un K-espace vectoriel de dimension
finie n. Alors f est nilpotent si et seulement si py = (—x)".

Preuve. Facile a démontrer en utilisant le Théoréme de Hamilton-Cayley et la
Proposition 3.60. (Exercice) n

Exemple 3.63 Le polynome caractéristique de ’endomorphisme f défini dans

I’Exemple 3.59 est
_ 0 1 1 0\ _ o

La proposition 3.62 nous dit en particulier que tout endomorphisme nilpotent
est triangularisable et que sa matrice associée dans une base opportune sera de

la forme
0 *

0 0
c’est-a-dire une matrice strictement triangulaire supérieure (triangulaire supé-
rieure avec que des 0 dans la diagonale).

Remarquons aussi que fy est le seul endomorphisme qui est a la fois diago-
nalisable et nilpotent.

3.4.4 Endomorphismes co-diagonalisables

Avec le Théoréme suivant on prouve que deux endomorphismes diagonali-
sables qui commutent sont co-diagonalisables.

Théoréme 3.64 (de la diagonalisation simultanée) Soient f,g € End(£)
diagonalisables et tels que fog = go f. Alors il existe une base de £ telle que
le matrices associées a f et 4 g dans cette base sont diagonales.

Preuve. Posons n = dim (£) et raisonnons par récurrence sur n. Si Pespace a
dimension 1 alors le résultat est trivialement vrai. Supposons maintenant que le
théoréme soit vrai pour tout espace de dimension au plus n — 1.

Soit Spect (f) = {A1,Aa,...,A\r}. Si f est une homothétie, c’est-a-dire si
r = 1, alors la matrice associée a f sera diagonale dans n’importe quelle base,
et donc il suffit de choisir une base qui diagonalise g.

Si f n’est pas une homothétie, alors on peut décomposer ’espace vectoriel de
maniére non triviale comme £ = £(A1) ® £(A2) @ - - - £(A,). Chaque sous-espace
propre £();) a dimension strictement inférieure a n. De plus, ce sous-espace est
stable par g. En effet pour tout £ € £(\;)

f(9(0) = (feg)(f) = (g0 )(0) = g (f(£)) = g(Nil) = Aig(£)
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et donc g(¢) € £(\;). Par hypothése de récurrence, on a que f et g sont co-
diagonalisables en £(\;) pour tout i. D’aprés la Section 3.4.2 on trouve donc
que f et g sont co-diagonalisables sur tout £. ]

3.4.5 Décomposition de Dunford

Avec le théoréme suivant? on va montrer que tout endomorphisme trian-
gularisable peut s’exprimer de maniére unique & partir d’'un endomorphisme
diagonalisable et d'un endomorphisme nilpotent.

Théoréme 3.65 (Décomposition de Dunford) Soit f € End(L£) avec py
est scindé dans K. Alors f s’écrit de maniére unique

f=d+n

avec d un endomorphisme diagonalisable de £ et n un endomorphisme nilpotent
de £ tels que don =nod.

Preuve. Soient A1, Ao, ..., A, les valeurs propres de f et posons pour tout i €
{1,2,...,r}, £ = Ker ((f — )\iid)m(’\i)) le sous-espace caractéristique pour la
valeur propre \;. D’aprés le Théoréme de décomposition des noyaux on sait que

£=L£,0%d---0L,.

Considérons 'endomorphisme d tel que sa restriction & chaque £; soit \;ide,,
c’est-a-dire ’endomorphisme défini par

d: S19Ld-- 3L — L1DLd L,
b4+la+--+ 4l — Al +Xlo+ -+ XL,

Cet endomorphisme est clairement diagonalisable et sa matrice associée dans
une base opportune sera

Ad:diag )\1,...7)\1,)\2,...,)\2,...,)\T,...,)\r
—_— Y — ——
m(A1) m(Az2) m(Ar)

Posons n = f — d et montrons que cet endomorphisme est nilpotent et qu’il
commute avec d. Chaque sous-espace propre £; est clairement stable par d (par
construction) et par f (d’aprés la Section 3.4.1), il suffit de le vérifier pour les
restrictions de n; et d; aux £; de n et d respectivement. Or, chaque d; = \;idg,
est une homothétie et donc il commute avec n’importe quel endomorphisme de
£;. De plus, n; = f; — d; est un endomorphisme nilpotent car, par définition de
Li,ona (fi— di)mo‘i) = fo. Donc on a bien la décomposition que ’on cherchait.

2. Théoréme que les francophones attribuent & ’américain Nelson Dunford tandis que les
anglophones attribuent aux frangais Camille Jordan et Claude Chevalley !
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Montrons maintenant que cette décomposition est unique. Supposons qu’ils
existent deux endomorphismes diagonalisables d,d’ et deux endomorphismes
nilpotents n,n’ tels que

f=d+n=d+n'

D’aprés le Théoréme 3.64, les endomorphismes d, d’ sont co-diagonalisables, et
donc d — d’ est diagonalisable. L’endomorphisme d — d’ = n — n’ est a la fois
nilpotent et diagonalisable, donc il est fo. Cela implique que d = d’ et que
n=n' "

Tout endomorphisme f diagonalisable peut s’écrire comme f = f + fy avec
fofo= foof = fo. Donc la décomposition de Dunford dans ce cas est triviale.

Exemple 3.66 Considérons ’endomorphisme h vu dans I’Exemple 3.20. Alors
h peut s’écrire comme id + n avec n ’endomorphisme vu dans ’Exemple 3.59.
Clairement n o id = id o n. En passant aux matrices associées on trouve

1 1\ (10 01
0 1)~ 1) o o)
3.4.6 Décomposition de Jordan

Soit A € K et k& > 1. La matrice Ji () carré de taille k & coefficients dans K
de la forme

o x 1 - 0

SN =1+ e Mgxi(K)
oo o --- 1
o 0 0 - X

est appelée bloc de Jordan (ou cellule de Jordan).

Théoréme 3.67 (de Jordan) Soit f € End(L) tel que py soit scindé dans K.
Alors il existe une base de £ telle que la matrice associée a f est de la forme

Ji, (A1) 0 0
o[0T
6 0 Jkré)‘s)
0l A1, Az, ..., As sont les valeurs propres de [ (pas nécessairement distincts) et

k; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}.

Remarquons que dans le théoréme une méme valeur propre A peut apparaitre
dans plusieurs blocs différents. De plus, on peut démontrer que la multiplicité
d’une valeur propre A dans le polynéme minimal est égale & la plus grande taille
k; des blocs Ji, (\) (Exercice).
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Exemple 3.68 Considérons un endomorphisme ayant comme matrice associée
dans une base opportune

O O O N
S o N
o = O
N OO O

La seule valeur propre de I’endomorphisme est 2 et sa décomposition de Jordan

est exactement ( )
J3(2
A= .
< J1(2)>
3

Le polynéme minimal de endomorphisme est (2 — z)°.
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Chapitre 4

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

4.1 Formes bilinéaires

Soit £ un K-espace vectoriel. Dans la Section 2.4.4 on a définit une forme
multi-linéaire comme une application

fiexgx--- LK

telle que la restriction de f a chacune de ses composantes soit linéaire.
Quand 'application a comme domaine £ x £ on parlera de forme bilinéaire
(ou 2-linéaire). Une forme bilinéaire est donc une application

b: LxL—-K
telle que pour tous £,m,n € £ et tous o, 8 € K on a

— blal + Bm,n) = a b(¢;n) + B b(m,n) et
— b(l,am + pn) = a b(l,;m) + B b(¢,n).

Exemple 4.1 Dans 'Exemple 2.78 on a vu que ’application

f RxR — R
(x,y) — xy

est bilinéaire.

En effet, cela est le cas de toute application de la forme

b(z,y) = g(x) h(y)

avec g, h formes linéaires sur K
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Exemple 4.2 L’application

[ ¥*xQ* - Q
((z.9), () = (x+2y)(z—1t) =
rz —at + 2yz — 2yt

est une forme bilinéaire.

4.1.1 Matrice associée a une forme bilinéaire

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et £ = (e1,e2,...,e,) une
base de £. A toute forme bilinéaire b : £ x £ — K on peut associer une matrice
Ap € My, (K) relative a la base E dont le coefficient en position (7, ) est
égal a b(e;, e;). Cette matrice est dite la matrice associée a b (ou simplement la
matrice de b) dans la base E.

Exemple 4.3 Soit f la forme bilinéaire définie dans 'Exemple 4.2 et soit F la
base canonique de Q2. La matrice de f sera donc

1 -1
2 =2/
Dans les chapitres précédents on a vu que 'on peut associer & chaque vecteur

¢ € £ un vecteur colonne L € M,, ; (K) ayant comme coordonnés les coefficients
de ¢ dans une base fixé, c’est a dire

x
T2
{=z101 + 2260 + -+ 2180 — L=

Tn

Proposition 4.4 Soit £, K, E et b comme en haut. Alors la matrice de b est la
seule matrice A telle que pour tous vecteurs £,m € £ on a

b(¢,m)=L"AM
ot L et M sont les vecteurs colonnes correspondants a £ et m respectivement.

Exemple 4.5 Soit f comme dans I’Exemple 4.3. Considérons les deux vecteurs
(1,-1),(0,3) € Q% On a

b((1,-1),(0,3)) = (1 1) (; :;) (g) =3

La matrice que 'on vient de définir dépend du choix de la base. La propo-
sition suivante nous montre comment passer d’une représentation a une autre
d’une méme forme bilinéaire.
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Proposition 4.6 (Changement de base) Soit b une forme bilinéaire sur £,
E,E' deur bases de £ et A, A’ les matrices de b dans les bases E et E' respec-

tivement. Alors on a
A'=PTAP

ot P est la matrice de passage de E et E'.

Preuve. (Exercice) "

L’espace des formes bilinéaires sur un K-espace vectoriel de dimension n est
donc en bijection avec I'espaces des matrices carrés de taille n a coeflicients dans
K. Cela implique, en particulier, que la somme, le produit par scalaire et, en
général, toute combinaison linéaire de formes bilinéaires est encore une forme
bilinéaire.

4.1.2 Formes bilinéaires symétriques et antisymétriques

Dans la Section 2.4.4 on a introduit aussi la notion de forme multi-linéaire
alternée. Ici on va définir une nouvelle notion. Une forme bilinéaire b est dite
symétrique si pour tous vecteurs £,m € £ on a

b(£,m) = b(m, ).

Exemple 4.7 L’application vue dans I’Exemple 4.1 est symétrique, tandis que
celle vue dans I’Exemple 4.2 ne 'est pas.

Exemple 4.8 Les formes bilinéaires symétriques sur R? x R? sont toutes et
seules de la forme (Exercice)

b: RZxR2 — R
((z1,91), (®2,92)) — azze+ B (T1y2 + 1122) + 7 Y12

pour certains scalaires «, 3,y € R.

Proposition 4.9 Soit b : £ x £ — K wune forme bilinéaire et A la matrice
associée a b dans une certaine base. La forme bilinéaire b est symétrique si et
seulement si A est une matrice symétrique.

Preuve. Par définition b est symétrique si on a b = b avec b'(¢,m) = b(m,{)
pour tous £,m € £. D’aprés la Proposition 4.4 on a

b (6, m) =b(m, ) = MTAL = (MTAL) =LTA™M

ou L, M sont les vecteurs colonnes correspondants & £ et m. Donc b est symé-
trique si et seulement si A = AT. n

Un forme bilinéaire b est dite asymétrique si pour tous £,m € £ on a

b(L,m) = =b(m,¥).
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Cette notion corresponde avec celle de forme alternée vue dans la Section 2.4.4 1.

Exemple 4.10 On a vu dans la Section 2.4.4 que le déterminant est une appli-
cation bilinéaire, si on la considére comme application sur les vecteurs colonnes.
Elle est asymétrique. Par exemple, pour une matrice dans Mo 5 (K), on voit
facilement que

a b b a
det(c d)zad—bc:—(bc—ad):—det<d c)'

Proposition 4.11 Toute forme bilinéaire se décompose de facon unique comme
somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire antisymeé-
trique.

Preuve. Soit b : £ x £ — K une forme bilinéaire. Alors, pour tout vecteur
(£,m) € £ x £ on peut écrire
b(¢,m) 4+ b(m, £) b(¢,m) — b(m, L)

b(¢,m) = 5 + 5 .

Or, P'application
bs: £x£ — K
(e’ m) — b(f,m);b(m,f)

est clairement une forme bilinéaire symétrique, tandis que 'application

be: £x £ — K
(& m) s b(&m)gb(m,é)

est une forme bilinéaire antisymétrique. "

Exemple 4.12 Considérons 'application bilinéaire f défini dans ’Exemple 4.2.
Elle peut se décomposer comme f = fs + f, avec

fs3 Q2xQ2 - Q

une forme bilinéaire symétrique, et

fa: Q*xQ* - Q
((z,y),(z,t)) = %(yz—xt)

une forme bilinéaire antisymétrique.

4.2 Espaces euclidiens

Dans cette section on considére K = R.

1. Rappelons que l'on travaille uniquement avec des corps K ou n - 1gx # 0 pour tout
n > 0. Dans le cas ou 2- 1g = Ok, on peut trouver des formes antisymétriques qui ne sont pas
alternées.
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4.2.1 Produit scalaire
Soit £ un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire symétrique b : £ x £ — R

est appelée un produit scalaire si pour tout vecteur £ # 0 on a b(¢,£) > 0.

Exemple 4.13 L’application
f: RZxR?> — R
((58172/1), (Ezyyz)) = T1T2 + Y1Y2

est un produit scalaire. En effet, f est une forme bilinéaire symétrique (voir
Exemple 4.8). De plus, pour tout vecteur non nul £ = (z,y) € R?\ {(0,0)} on
af(l)=22+y?>0.

Plus en général, pour tout n > 1 'application linéaire

f R" x R" — R
((a17a27‘"7an)7(b17b27"'abn)) = albl +a262+"'+anbn

est un produit scalaire appelé le produit scalaire usuel (ou canonique) de R™.

Un R-espace vectoriel £ muni d’'un produit scalaire est appelé un espace
euclidien. Dans ce cas-ci on notera (¢ | m) le produit scalaires des deux vecteurs
l,m e L.

Exemple 4.14 L’espace vectoriel R? est un espace euclidien avec produit sca-
laire le produit scalaire usuel.

Proposition 4.15 Tout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un es-
pace euclidien.

Preuve. Soit £ un espace euclidien et 997 un sous-espace vectoriel de £. Alors,
il est facile de démontrer que la restriction du produit scalaire de £ & 9t est
encore un produit scalaire. L]

4.2.2 Vecteurs orthogonaux

Soit £ un espace euclidien. Deux vecteurs £,m € £ sont dits orthogonaux si
(¢|m)=0.

Exemple 4.16 Tout vecteur d’un espace euclidien est orthogonal au vecteur
nul 0.

Exemple 4.17 Dans l'espace euclidien R? les vecteurs (z,y) et (—y, ) sont
orthogonaux. En effet

((z,9) | (=y,2)) = x(~y) + yz = 0.
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Soit 9t un sous-espace vectoriel de £. On dit qu'un vecteur ¢ € £ est ortho-
gonal & M s’il est orthogonal a tout vecteur de M, c’est-a-dire si

(£|m)=0 pour tout m € M.

L’ensemble de tous les vecteurs de £ orthogonaux a 9t est appelé le sous-
espace orhogonal de 9 et est noté avec M.

Exemple 4.18 Pour tout espace £ on a
eh={0} et {0}r==c

D’aprés la définition d’espace orthogonal on trouve facilement que pour tout
sous-espace M on a MNIML = {0} (Exercice).

De plus, on peut démontrer que 9 C (EDTJ‘)J' (Exercice).

Théoréme 4.19 Soit M un sous-espace vectoriel de dimension finie de £. Alors
M et ML sont supplémentaires. De plus, (DJ?J-)J' =M.

Exemple 4.20 Considérons I’espace euclidien R™ avec n > 2. Pour tout n-uplet
d = (a1, as,...,a,), 'hyperplan

H; = {(z1,22,...,2,) €ER" | @121 + agzo + - - + apzy, = 0}

est un sous-espace de dimension n + 1 (voir 'Exemple 1.21). L’orthogonal de
Hjz est la droite

{A@ | X € R} = {(Aag, Aaz, ..., Aan) € R | A € R}.

Donc Hj est I'ensemble des vecteurs & € R™ tels que (d | ¥) = 0.

4.2.3 Norme euclidienne
Un espace vectoriel £ est dit normé s’il existe une application
-1 : &€ —R*
appelée norme sur £, telle que
eVlc g (HEH =0= (= 6) (séparation)
eVic L VaeR |of] =|af |4 (homogénéité)
e VimeklL |+m| <+ |m] (inégalité triangulaire)

Exemple 4.21 Rappelons du cours d’analyse que Papplication || - || définie par

I, @2, oza)lly = \f2? + 23 4o+ 23

est une norme sur R”. On peut récrire cette norme, en terme de produit scalaire
usuel, comme

el = v (¢ )

pour tout vecteur £ = (z1,%2,...,2T,) € R™
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Théoréme 4.22 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient £, m deuz vecteurs
d’un espace euclidien. Alors on a

(L] m)] < V(€] £)y/(m | m)
avec €galité si et seulement si £ et m sont colinéaires.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on peut associer a chaque espace
euclidien une norme.

Proposition 4.23 Soit £ un espace euclidien et soit

l-1: £ —- R
{ — (ap)

Alors || - || est une norme sur £.

Preuve.

i) Clairement ||0]| = /(0 | 0) = v/0 = 0. De plus, pour tout vecteur £ € £\ {0}
on a (£ | £) > 0 par définition de produit scalaire.

ii) Pour tout c € Ret £ € £ on a
[edll = Vet |al) = Va2(]l) = |al\/(£]£) = |af [€].
iii) Pour tout £,m € £ on a
(l+m|l+m) = (L]L)+2]m)+ (m]|m).

D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a (¢ | m) < /(€| £)\/(m | m)

d’on

€10 + 2/ (m[m) + (m|m)

= (VATD) +2 VT8 Vo Tmy + (Von Tm)’
(VTD) + am Tm))

et puisque la fonction racine carrée est croissante, on trouve

[6+ml = VE+m|e+m) < VE[O+/(m]m) = [|¢] +]m].

(+m|€+m)

IN

La norme définie dans la proposition précédent est appelée la norme associée
au produit scalaire.
D’aprés la définition ci-dessus pour tout ¢,m € £ on a

le+ml|*> = ({4+m|l+m)
= (| +20[m) + (m|m)
[e1? + 2(¢|m) + [[m]*.
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Théoréme 4.24 (de Pythagore) Soit £ un espace euclidien. Deuz vecteurs
¢,m € £ sont orthogonauz si et seulement si ||€ +m|* = ||€]|* + ||m||*.

Preuve. D’aprés la définition on a que ¢ et m sont orthogonaux si et seulement
si (¢ | m) = 0. Or, comme on a vu que

1€+ ml* = [lell + [lmll + 2 (€] m)

on en déduit le résultat. u

4.3 Formes quadratiques

Soit £ un K-espace vectoriel. Une application ¢q : £ — K est dite une forme
quadratique s’il existe une forme bilinéaire b : £ x £ — K telle que

q(0) =b(L,0) pour tout £ € £.

Un corpsK-espace vectoriel £ muni d’'une forme quadratique et appelé un
espace quadratique.

Exemple 4.25 Soit b la forme bilinéaire sur Q définie dans I’Exemple 4.2. L’ap-
plication
¢: Q@ = Q
(z.y) = b((z,y).(x,9))
=% —zy — 2>
est une forme quadratique sur Q.

Remarquons que, d’aprés la définition, pour tout scalaire o € K et tout
vecteur ¢ € £ on a
q(al) = a?q(0).

Exemple 4.26 Dans la Section 4.1 on a vu que le produit de deux formes
linéaires est une forme bilinéaire. Donc, pour toute forme linéaire g : £ x £ — K
I’application
q: £ — K
o= g(0)?

est une forme quadratique.

Comme toute combinaison linéaire de formes bilinéaires est encore une forme
bilinéaire, le méme résultat est vrai pour les formes quadratiques.

Exemple 4.27 Soient g1, g2, ..., gr € £* des formes linéaires et a1, g, ..., €
K des scalaires. L’application

qg: £ — K
0= a191(0)? + asga(0)? + - + g, (£)?

est une forme quadratique.
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On va voir dans la suite que toute forme quadratique dans un espace de
dimension finie peut se décomposer comme dans I’exemple ci-dessus.

Dans la définition de forme quadratique, la forme bilinéaire associée n’est
pas unique. Cela est le cas si I’on ajoute une hypothése supplémentaire.

Proposition 4.28 Soit g : £ — K une forme quadratique. 1l existe une unique
forme bilinéaire symétrique b : £ x £ — K telle que q(¢) = b({,€) pour tout
le L.

Preuve. D’aprés la définition de forme quadratique on sait qu’il existe une forme
bilinéaire f : £ x £ — K telle que ¢(¢) = f(¢,¢) pour tout £ € £.
Considérons 'application b£ x £ définie par
l L
b(e,m) = L LT,
2

L’application b est une combinaison linéaire de formes bilinéaires et donc une
forme bilinéaire. Elle est clairement symétrique. Pour tout vecteur £ € £ on a
b(¢,¢) = q(£). De plus,

ql+m) = bl +m,l+m)
b(£,0) + 2b(£,m) + b(m, m)
q(€) +2b(£,m) + q(m)

d’olt on trouve que b est univoquement déterminé par g, car

| alt+m) —a(t) ~ a(m),

b(¢
(tm ;

L’unique forme bilinéaire symétrique définie dans la proposition précédente
est dite la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique ¢. La ma-
trice de g est définie comme la matrice associée & la forme bilinéaire symétrique
associée a q.

Exemple 4.29 Soit ¢ comme dans "Exemple 4.25. L’unique forme bilinéaire
symétrique associée a g est I’application h telle que

h((z,y). (2,1) = gz +zy+t) ;q(x,y) —q(2,1)
(z+2)? = (@+2)(y+t) =2y +1)* —2? + oy + 2y — 2% + 2t + 2

2
= xz—yz—at— 2yt

(1 o)

D’aprés la Proposition 4.9 la matrice d’une forme quadratique est une ma-
trice symétrique.

et la matrice de ¢ est
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4.3.1 Sous-espace orthogonale

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Considérons une forme qua-
dratique g et sa forme bilinéaire symétrique associée b. Similairement & ce qu’on
a vue dans la Section 4.2.2; on dit que deux vecteurs ¢, m € £ sont orthogonaux
si b(¢,m) = 0. De méme, étant donné un sous-espace vectoriel M de £, on ap-
pelle orthogonal de 9t I'ensemble 9+ des vecteurs qui sont orthogonaux a tous
vecteurs de 9.

Proposition 4.30 Soit M un sous-espace vectoriel de £. Alors M- est un
sous-espace vectoriel.

Preuve. (Exercice) "

Malgré le fait que la définition d’orthogonalité est trés semblable & celle vue
dans le cas d’un produit scalaire, les résultats que ’on trouve ne sont pas les
mémes. Par exemple, dans le cas d’'une forme quadratique en général les sous-
espaces M et ML ne sont pas supplémentaires, car on peut avoir des vecteurs
non nuls qui appartient a l'intersection des deux.

L’orthogonal de £ est appelé le noyau de g et il est noté par Ker (g).

Le rang de ¢, noté rg(q), est Uentier

rg (¢) = dim (£) — dim (Ker (g)).

Une forme quadratique est dite non dégénérée si son noyau est le sous-espace
trivial {6}, c’est-a-dire si son rang est égale & la dimension de ’espace.

De plus, on peut montrer que le rang d’une forme quadratique est égal au
rang de sa matrice associée dans une base quelconque (Exercice) et qu’elle est
non dégénérée si et seulement si sa matrice associée est inversible (Exercice).

Théoréme 4.31 Soit £ un espace vectoriel, M un sous-espace vectoriel de £
et q une forme quadratique non dégénérée sur £. Alors

dim (£) = dim (M) + dim (I+).

4.3.2 Bases orthogonales

Soit ¢ une forme quadratique sur un K-espace vectoriel £ et b sa forme
bilinéaire symétrique associée.

Une base E = (e1, ez, ..,e,) de £ est dite orthogonale pour ¢ si b(e;, e;) =0
pour tout i # j.

La Proposition suivante suit facilement de la définition.

Proposition 4.32 Une base de £ est orthogonale pour une forme quadratique
q si et seulement si la matrice de q dans cette base est diagonale.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que la matrice de ¢ dans une base orthogonale a
la forme
q(e1) 0
q(e2)

0 | q(en)

Théoréme 4.33 Soit £ de dimension finie. Alors toute forme quadratique sur
£ admet une base orthogonale.

Une conséquence intéressante du théoréme précédent est donnée dans le
corollaire suivant.

Corollaire 4.34 (Décomposition en carrés) Soit £ un K-espace vectoriel
de dimension finie et q une forme quadratique sur £. Alors ils existent des
formes linéaires g1,9g2,...,g9, € £° linéairement indépendantes sur £ et des
scalaires oy, Qa, ..., o, € K tels que

g =gl + asgs + - + a.g;.
De plus, pour toute décomposition de ce type on ar = 19(q).

Si la forme quadratique est dégénérée, alors une base de Ker (¢) peut étre
obtenue & partir des vecteurs e; d’une base orthogonale tels que g(e;) = 0. De
plus, dans le cas réel, on peut donner le résultat suivant concernant les vecteurs
d’une base qui ne sont pas dans le noyau.

Théoréme 4.35 Soit g une forme quadratique d’un R-espace vectoriel £. Il
existe un couple (s,t) d’entiers tel que pour toute base E de £ orthogonale pour
la forme quadratique g on a

s = Card({e € E | q(e) > 0}) et r=Card({e € E | q(e) <0}).

Le couple dans le Théoréme ci-dessus est dite la signature de la forme qua-
dratique ¢q. Remarquons que si (s, ) est la signature de ¢ alors rg(q) = s+ ¢.

4.3.3 Classification des formes quadratiques

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

Rappelons que deux matrices carrées A, B € M, ,, (K) sont congruentes s’il
existe une matrice inversible P € GL,, (K) telle que B = P A P. La relation
de congruence est une relation d’équivalence (Exercice).

Soient maintenant ¢, g2 : £ — K deux formes quadratiques. On dit que ¢; et
g2 sont équivalentes s'il existe un automorphisme f € End (£) tel que g2 = q1of.
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Proposition 4.36 Deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement
si les matrices associées aux deur formes dans une méme base sont congruentes.

Preuve. (Exercice). n

Dans la suite on va classifier les formes quadratique dans les cas complexe
et dans le cas réel.

Théoréme 4.37 Soit ¢ une forme quadratique sur un C-espace vectoriel de
dimension n. Soit v = rg(q). Alors il existe une base de l’espace vectoriel telle
que la matrice associée a q dans cette base est

<Ir><r 0 )
0 O(nfr)x(nfr)

Donc, dans le cas complexe, deux formes quadratiques sont équivalentes si
et seulement si elles ont le méme rang.

Théoréme 4.38 Soit ¢ une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de
dimension n. Soit (s,t) la signature de q. Alors il existe une base de l’espace
vectoriel telle que la matrice associée 4 q dans cette base est

Isxs 0 0
0 —Tixe 0
0 0 O(n—s—t)x(n—s—t)

Donc, dans le cas réel, deux formes quadratiques sont équivalentes si et
seulement si elles ont la méme signature.
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