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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Vecteurs et scalaires

Soit K un corps (par exemple, K = Q,R,C) 1. Un K-espace vectoriel, ou K-
espace linéaire, L défini sur un corps K est un ensemble muni d’une application
interne «+ » (addition) :

L× L → L
(`1, `2) 7→ `1 + `2

et d’une application externe « · » (multiplication par un scalaire) :

K× L → L
(α, `) 7→ α`

qui satisfont aux axiomes suivants :
(a) (L,+) est un groupe abélien, c-à-d :
• ∀ `1, `2, `3 ∈ L (`1 + `2) + `3 = `1 + (`2 + `3) (associativité)
• ∀ `2, `2 ∈ L `1 + `2 = `2 + `1 (commutativité)
• ∃~0L ∈ L t.q. ∀ ` ∈ L ~0L + ` = ` (élément neutre)
• ∀ ` ∈ L ∃ ˜̀∈ L t.q. `+ ˜̀= ~0L (inverse 2)

(b) « · » vérifie les propriétés suivantes :
• ∀ ` ∈ L 1K · ` = `
• ∀ α, β ∈ K, ∀ ` ∈ L α(β`) = (αβ)` (associativité mixte)
• ∀ α ∈ K, ∀ `1, `2 ∈ L α(`1+`2) = α`1+α`2 (distributivité à gauche)
• ∀ α, β ∈ K, ∀ ` ∈ L (α+ β)` = α`+ β` (distributivité à droite)

Les éléments de L sont appelés vecteurs tandis que les éléments de K sont
appelés scalaires.

1. Dans ce cours on considère seulement des corps de caractéristique nulle, c’est-à-dire tels
que n · 1K = 0K si et seulement si n = 0.

2. ou opposé en notation additive.
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D’après les axiomes d’associativité et d’associativité mixte, on peut se passer
de parenthèses et noter pour tout α, β ∈ K et `, `1, `2, `3 ∈ L

`1 + `2 + `3 := (`1 + `2) + `3 = `1 + (`2 + `3)

et
αβ` := α(β`) = (αβ)`.

Quand il n’y a pas d’ambiguïté dans le choix de l’espace vectoriel et du corps
on dira que L est espace vectoriel. De plus, on écrira ~0 à la place de ~0L et 0 et
1 à la place de 0K et 1K respectivement.

1.1.1 Premiers résultats
Comme corollaires immédiats, on a les résultats suivants.

Corollaire 1.1 L’élément neutre de L est unique.

Preuve. Soient ~0,~0′ deux éléments neutres de L. Alors

~0 = ~0 +~0′ = ~0′.

On appelle vecteur nul de L l’élément neutre ~0L.

Corollaire 1.2 L’inverse d’un élément ` ∈ L est unique.

Preuve. Soient ˜̀, ˜̀′ deux inverses de `. Alors

˜̀= ~0 + ˜̀= (`+ ˜̀′) + ˜̀= (`+ ˜̀) + ˜̀′ = ~0 + ˜̀′ = ˜̀′.

On dénote avec −` l’inverse d’un élément ` ∈ L.

Corollaire 1.3 Pour tout α ∈ K et pour tout ` ∈ L

0K · ` = α ·~0L = ~0L.

Preuve.
(i) 0`+ 0` = (0 + 0)` = 0` ⇒ 0` = ~0.
(ii) α~0 + α~0 = α(~0 +~0) = α~0 ⇒ α~0 = ~0.

Corollaire 1.4 Pour tout ` ∈ L

(−1)K · ` = −`.
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Preuve. `+ (−1)` = 1`+ (−1)` = (1− 1)` = 0` = ~0.

Corollaire 1.5 Si α · ` = ~0 pour α ∈ K et ` ∈ L, alors soit α = 0K soit ` = ~0L.

Preuve.
� Si α = 0 ⇒ α` = ~0 d’après le Corollaire 1.3.
� Si α 6= 0 ⇒ ~0 = α−1~0 = α−1(α`) = (α−1α)` = `.

1.1.2 Exemples d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels.

Exemple 1.6 L = {~0}.
— ~0 +~0 = ~0 ∈ L.
— a~0 = ~0 pour tout a ∈ K.

Exemple 1.7 L = K.
— α+ β ∈ K pour tous α, β ∈ K.
— αβ ∈ K pour tous α, β ∈ K.

Exemple 1.8 C est un R-espace vectoriel. En effet, on a
— (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d) ∈ C pour tous a, b, c, d ∈ R.
— λ(a+ ib) = λa+ i(λb) ∈ C por tous λ, a, b ∈ R.

Exemple 1.9 R2 est un R-espace vectoriel, si on définit, pour tout réels α1, α2, β1, β2

(α1, β1) + (α2, β2) := (α1 + α2, β1 + β2)

et pour tout λ, α, β ∈ R
λ(α, β) = (λα, λβ).

Par exemple, on a
— (3, 4) + (5, 0) = (8, 4).
— 2(π, 34 ) = (2π, 32 ).

Exemple 1.10 L’ensemble Kn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ K} est un K-espace vec-
toriel si on définit :

— (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn).
— λ(x1, . . . , xn) := (λx1, . . . , λxn).
— ~0 = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

).

Remarquez que l’Exemple 1.10 coïncide avec l’Exemple 1.7 pour n = 1 et
avec l’Exemple 1.9 pour n = 2 et K = R .

Un autre exemple intéressant est le suivant.
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Exemple 1.11 L = M2,2 (K) =

{(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ K

}
muni des opéra-

tions
—
(
a1 b1
c1 d1

)
+

(
a2 b2
c2 d2

)
:=

(
a1 + a2 b1 + b2
c1 + c2 d1 + d2

)
— λ

(
a b
c d

)
:=

(
λa λb
λc λd

)
Notons qu’il existe une bijection naturelle entre Kn et les matrices de la

forme n× 1 (et, évidemment, aussi avec les matrices de la forme 1× n).

Kn ←→ Mn,1 (K)

(x1, x2, . . . , xn) ←→


x1
x2
...
xn


Pour cette raison, on se permettra l’abus de noter par ~x soit le n-uplet

(x1, x2, . . . , xn) deKn soit la matrice colonne

x1x2
xn

 ∈Mn,1 (K) selon le contexte.

1.1.3 Espace fonctionnel
Soit S un ensemble et K un corps. L’ensemble F (S) = {f : S → K} des

fonctions de S dans K est un K-espace vectoriel avec les deux opérations
— pour tout f, g ∈ F(S) et pour tout s ∈ S

(f + g)(s) := f(s) + g(s)

— pour tout f ∈ F(S), pour tout α ∈ K et pour tout s ∈ S

(αf)(s) := α · f(s)

et comme élément neutre de l’addition l’application

f0 : S → K
s 7→ 0

c’est-à-dire l’application qui envoie chaque élément s ∈ S en 0K.

Exemple 1.12 Soit K un corps.
L’ensemble F (Kn) = {f : Kn → K} des fonctions de Kn dans K est un

espace vectoriel si on définit pour tout n-uplet (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn et pour
tout α ∈ K et tous f, g ∈ F(Kn) les opérations

— (f + g)(x1, x2, . . . , xn) := f(x1, x2, . . . , xn) + g(x1, x2, . . . , xn),
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— (αf)(x1, x2, . . . , xn) := αf(x1, x2, . . . , xn).
L’élément neutre de d’addition sera la fonction f0 : (x1, x2, . . . , xn) 7→ 0 pour
tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn.

Considérons maintenant un ensemble S fini. Ce n’est pas restrictif de poser
S = {1, 2, . . . , n}. En effet, on peut toujours considérer une bijection entre les
éléments de S et les premiers n entiers positifs, avec n la cardinalité de S. Toute
fonction f : S 7→ K est décrite à partir du n-uplet

(f(1), f(2), . . . , f(n)) ∈ Kn.

En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.13 Soient S un ensemble fini ayant n éléments et K un corps.
Alors, il existe une bijection φ entre F(S) et Kn.
De plus, pour tout f, g ∈ F(S) et pour tout α ∈ K on a

i) φ(f + g) = φ(f) + φ(g),

ii) φ(αf) = αφ(f).

Preuve. Considérons l’application

φ : F(S) → Kn
f 7→

(
f(1), f(2), . . . , f(n)

)
L’application φ est bijective, en effet

— φ est injective, car pour tout f, g ∈ F(S) on a

f 6= g ⇒ f(i) 6= g(i) pour un certain 1 ≤ i ≤ n
⇒ (f(1), f(2), . . . , f(n)) 6= (g(1), g(2), . . . , g(n))

⇒ φ(f) 6= φ(g).

— φ est surjective, car pour tout ~α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Kn, on a ~α = φ(f~α),
où

φ~α : S → Kn
1 7→ α1

2 7→ α2

...
n 7→ αn

De plus, pour tout f, g ∈ F(S) et pour tout α ∈ K on a

φ(f + g) =
(
(f + g)(1), (f + g)(2) . . . , (f + g)(n)

)
=

(
f(1) + g(1), f(2) + g(2), . . . , f(n) + g(n)

)
=

(
f(1), f(2), . . . , f(n)

)
+
(
g(1), g(2), . . . , g(n)

)
= φ(f) + φ(g)
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et

φ(αf) =
(
αf(1), . . . , αf(n)

)
= α

(
f(1), . . . , f(n)

)
= αφ(f)

1.1.4 Isomorphisme d’espace vectoriels

On dit que deux espaces vectoriels L1 et L2 sont isomorphes, et on le dénote
avec L1 ' L2, s’il existe une application bijective φ : L1

1:1←→ L2 telle que
— ∀ `,m ∈ L1 φ(`+m) = φ(`) + φ(m),
— ∀α ∈ K et ∀ ` ∈ L2 φ(α`) = αφ(`).
Donc, la Proposition 1.13 nous dit que pour tout ensemble S à n éléments,

on a F(S) ' Kn.
Remarquez qu’il n y a pas de choix canonique d’isomorphisme. En effet, il

existe au moins n! isomorphismes entre F(S) et Kn.

1.1.5 Combinaisons linéaires

Soient `1, `2, . . . , `n des vecteurs d’un K-espace vectoriel L.
On appelle combinaison linéaire de `1, `2, . . . , `n une somme du type

n∑
i=1

αi`i = α1`1 + α2`2 + · · ·+ αn`n

pour certains scalaires α1, α2, . . . , αn ∈ K.
En particulier, quand n = 1, on dit que le vecteur α`, avec α ∈ K, est

colinéaire à `.

Exemple 1.14 Considérons le R-espace vectoriel R2.

(
√

2− 1, 3π) = 3(0, π) +

√
2

2
(2,
√

2)− (1, 1)

est une combinaison linéaire des vecteurs (0, π), (2,
√

2) et (1, 1).

Exemple 1.15 Considérons le Q espace vectorielM2,2 (Q).(
1
2 − 1

2
− 1

2
1
2

)
=

1

2

(
1 0
0 1

)
+−1

2

(
0 1
1 0

)

est une combinaison linéaire des vecteurs
(

1 0
0 1

)
et
(

0 1
1 0

)
.
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Exemple 1.16 Considérons le corps Q et l’espace fonctionnel F(S) avec S =
{1, 2, . . . , 10}. Alors

1

3
f : i 7→ f(i)

3

est un vecteur de F(S) colinéaire à f .

1.2 Sous-espaces vectoriels

Soit L un K-espace vectoriel.
Un sous-ensemble non vide M ⊂ L est dit un sous-espace vectoriel de L si
(a) pour tous m1,m2 ∈M m1 +m2 ∈M,
(b) pour tout α ∈ K et tout m ∈M αm ∈M.

Proposition 1.17 Tout sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel est lui
même un K-espace vectoriel.

Preuve. Associativité, commutativité et propriétés de la multiplication par sca-
laire sont évidentes. (Exercice)

En utilisant le point b) de la définition on a que ~0 = 0 ·m ∈ M. Donc on
peut choisir comme élément neutre de l’addition ~0M = ~0L.

De plus, pour tout m ∈M, son inverse −m = (−1) ·m ∈M.

Exemple 1.18 Pour tout espace vectoriel L, les sous-ensembles {~0} et L sont
des sous-espaces vectoriels appelés les sous-espace vectoriels triviaux de L.

Exemple 1.19 Soit L = Kn.
M = {(0, . . . , 0, xi, 0, . . . , 0) | xi ∈ K} est un sous-espace vectoriel appelé la

i-ème projection de Kn.

Exemple 1.20 Soit L = Kn.
M = {(x1, . . . , xn−1, 0) | xi ∈ K} est un sous-espace vectoriel de L.

L’exemple suivant généralise les Exemples 1.19 et 1.20.

Exemple 1.21 Soit L = Kn et ~a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Kn.
L’ensemble M~a = {(x1, x2, . . . , xn) | a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0} défini

par une contrainte linéaire est un sous-espace vectoriel de Kn.
En effet, M~a 6= ∅ car le n-uplet (0, 0, . . . , 0) ∈M~α.
De plus, pour tout ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn et pour tout

α ∈ K on a
— a1(x1 + y1) + · · ·+ an(xn + yn) = 0 =⇒ ~x+ ~y ∈ Kn,
— α(a1x1 + anxn) = α0 = 0 =⇒ α~x ∈ Kn.
L’espace vectoriel M~a est appelé un hyperplan de Kn.
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1.2.1 Intersection d’espaces vectoriels
Une autre façon de construire des espaces vectoriels est de prendre l’inter-

section entre deux ou plus espaces vectoriels qu’on a déjà.

Proposition 1.22 Soit M1, . . .Mk ⊂ L des sous-espaces vectoriels de L. Alors

M =

k⋂
i=1

Mi est aussi un sous-espace vectoriel.

Preuve. Pour tout `,m ∈M on a

`,m ∈Mi pour tout i = 1, . . . , k =⇒ `+m ∈Mi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k}
=⇒ `+m ∈M.

De plus, pour tout α ∈ K et m ∈M on a

m ∈Mi pour tout i = 1, . . . , k =⇒ αm ∈Mi pour tout i = 1, . . . , k

=⇒ αm ∈M.

Exemple 1.23 Considérons R3 comme espace vectoriel sur R. Soit

M = {(x, y, z) | x+ 2y = 0}

et
N = {(x, y, z) | y − z = 0}.

D’après la section précédente, les deux ensembles M,N sont des sous-espaces
vectoriels de R3. Leur intersection

M ∩N = {(−2y, y, y) | y ∈ R}

est lui aussi un sous-espace vectoriel de R3.

Corollaire 1.24 Soit

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
ak1 ak2 · · · akn


k×n

.

L’ensemble

MA = {~x ∈Mn,1 (K) | A~x = 0}

=



x1
x2
...
xn

 |
a11x1 + · · · a1nxn = 0
a21x1 + · · · a2nxn = 0
...
ak1x1 + · · · aknxn = 0


est un sous-espace vectoriel de Kn.
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Preuve. Posons ~αi =
(
ai1 ai2 · · · ain

)
pour tout i ∈ {1, 2, . . . , k}.

Pour tout i, l’hyperplan M ~αi
= {~x | α>i ~x = 0} est un sous-espace vectoriel

(voir Exemple 1.21).

Or, MA =

k⋂
i=1

M ~αi
, d’où le résultat d’après la Proposition 1.22.

CommeMn,1 (K) ' Kn, le Corollaire 1.24 nous dit que l’intersection d’hy-
perplans dans Kn est un sous-espace vectoriel.

1.2.2 Somme d’espaces vectoriels

Soit M,N ⊂ L deux sous-espaces vectoriels de L. On appelle somme de M
et N l’ensemble

M + N := {` ∈ L | ` = m+ n, avec m ∈M, n ∈ N} .

Proposition 1.25 L’ensemble M + N est un sous-espace vectoriel de L.

Preuve. Pour tout `1 = m1 + n1 et `2 = m2 + n2 ∈M + N on a

`1 + `2 = (m1 + n1) + (m2 + n2) = (m1 +m2) + (n2 + n2) ∈M + N.

De même, pour tout ` = m+ n ∈M + N et tout α ∈ K on a

α` = α(m+ n) = (αm) + (αn) ∈M + N.

Comme ~0 ∈ N, pour tout vecteur m ∈M on a m = m + ~0 ∈M + N. Donc
M ⊂M + N. Symétriquement, N ⊂M + N.

Exemple 1.26 Considérons le R-espace vectoriel R4 et ses deux sous-espaces
vectoriels M,N, définis par

M = {(x, y, 0, 0) | x, y ∈ R}

et
N = {(0, z, t, 0) | z, t ∈ R}.

La somme M + N est un sous-espace vectoriel de R4. En particulier, on a

M + N = {(x, y, z, 0) | x, y, z ∈ R}.

Par exemple, on peut écrire l’élément (3, 2, 1, 0) = (3, 1, 0, 0) + (0, 1, 1, 0).
Remarquez que cette écriture n’est pas unique, en effet on a aussi (3, 2, 1, 0) =

(3, 3, 0, 0) + (0,−1, 1, 0).
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1.2.3 Sous-espaces vectoriels engendrés

Proposition 1.27 Soit L un espace vectoriel, n ≥ 1 et `1, `2, . . . , `n ∈ L. L’en-
semble de toutes les combinaison linéaire de `1, `2, . . . , `n est un sous-espace
vectoriel.

Preuve. Posons M = {α1`1 + α2`2 + · · ·+ αn`n | αi ∈ K}.
Il est facile à démontrer, par récurrence sur n, que toute combinaison linéaire

de `1, `2, . . . , `n est un élément de L. Donc M ⊂ L.
Soit m1 = α1`1 + α2`2 + · · ·+ αn`n et m2 = β1`1 + β2`2 + · · ·+ βn`n deux

éléments de M et soit γ ∈ K. Alors

m1 +m2 = (α1`1 + α2`2 + · · ·+ αn`n) + (β1`1 + β2`2 + · · ·+ βn`n)

= (α1 + β1)`1 + (α2 + β2)`2 + · · ·+ (αn + βn)`n ∈M

et

γ ·m1 = γ · (α1`1 + α2`2 + · · ·+ αn`n)

= (γα1)`1 + (γα2)`2 + · · ·+ (γαn)`n ∈M.

L’espace vectoriel défini dans la Proposition 1.27 est appelé l’espace engendré
par les vecteur `1, `2, . . . , `n et se dénote par spanK {`1, . . . , `n}, ou simplement
span {`1, . . . , `n} quand il n’y a pas d’ambiguïtés.

Formallement, on a

spanK {`1, `2, . . . , `n} :=

{
n∑
i=1

αi`i | αi ∈ K

}
. (1.1)

Proposition 1.28 Soit M = span {x1, . . . , xm} et N = span {y1, . . . , yn} deux
sous-espaces vectoriels de L. Alors

M + N = span {x1, . . . , xm, y1, . . . , yn} .

Preuve. Pour tout i = 1, . . . ,m, le vecteur xi appartient à M et donc a M + N.
De même, pour tout j = 1, . . . , n le vecteur yj appartient à M + N.

Comme M + N est un espace vectoriel, toute combinaison linéaire des vec-
teurs x1, . . . , xm, y1, . . . , yn appartient à M + N. Donc

span {x1, . . . , xm, y1, . . . , yn} ⊂M + N.

Réciproquement, tout élément ` ∈M + N s’écrit comme somme ` = m + n
avec m ∈M et n ∈ N. Or, m ∈ span {x1, . . . , xn} et n ∈ span {y1, . . . , yn}, donc
` ∈ span {x1, . . . , xn, y1, . . . , ym}, ce qui implique que

M + N ⊂ span {x1, . . . , xm, y1, . . . , yn} .
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Donc on a l’égalité.

Comme on l’a remarqué ci-dessus, pour un même vecteur ` ∈ L il existe,
en général, plusieurs couples possibles de vecteurs m ∈ M et n ∈ N tels que
` = m + n. Cela n’est pas toujours le cas, comme on montrera dans la section
suivante.

1.2.4 Supplémentaire et somme directe

Soit L un espace vectoriel et M,N ⊂ L deux sous-espaces vectoriels.
On dit que M est un supplémentaire de N (ou que M et N sont supplémen-

taires) si tout vecteur ` ∈ L s’écrit de façon unique comme somme d’un vecteur
m ∈M et d’un vecteur n ∈ N.

Dans ce cas, on dira que L est une somme directe des espaces M et N et on
écrira L = M⊕N.

Proposition 1.29 Deux sous-espaces vectoriels M,N ⊂ L sont supplémen-
taires si et seulement si L = M + N et M ∩N = {0}.

Preuve. Supposons d’abord que M et N soient supplémentaires.
Alors tout ` ∈ L s’écrit comme une somme du type ` = m` + n` ∈ M + N

avec m` ∈M et n` ∈ N. Cela implique que L ⊂M + N ⊂ L, d’où L = M + N.
De plus, on a 0L = 0M = 0N ∈M ∩N. Pour tout ` ∈M ∩N on peut écrire

` = `+ 0N = 0M + `. Comme cette écriture est unique, on a forcément ` = 0.

Supposons maintenant que L = M + N et que M ∩N = {0}. Montrons que
tout ` ∈ L s’écrit de façon unique comme une somme d’un élément de M et
d’un élément de N. En effet, si ` = m1 + n1 = m2 + n2, avec m1,m2 ∈ M et
n1, n2 ∈ N, alors

m1 −m2 = n2 − n1 ∈M ∩N = {0},

donc m1 = m2 et n1 = n2. Cela implique que L = M⊕N.

1.3 Indépendance linéaire et bases

1.3.1 Vecteurs linéairement indépendants

Soit L un K-espace vectoriel. On dit que les vecteurs `1, . . . , `n ∈ L, avec
n ≥ 1 sont linéairement indépendants si pour tous α1, . . . , αn ∈ K on a

α1`1 + · · ·+ αn`n = ~0 ⇐⇒ α1 = · · · = αn = 0. (1.2)

D’après la définition on déduit, en particulier pour n = 1, qu’un vecteur
` ∈ L est linéairement indépendant si et seulement si ` 6= ~0.
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Exemple 1.30 Considérons le R-espace vectoriel C. Les deux vecteurs 1 et i
sont linéairement indépendants car α + βi = 0 avec α, β ∈ R si et seulement si
α = β = 0.

Remarquez que les deux vecteurs ne sont pas linéairement indépendants si
on considère C comme un C-espace vectoriel, car i · 1 + (−1) · i = 0.

Exemple 1.31 Considérons le R-espace vectoriel R3. Les vecteurs (2, 0, 0) et
(0, 0, 1) sont linéairement indépendants. En effet, on a

a(2, 0, 0) + b(0, 0, 1) = (0, 0, 0) ⇐⇒ (2a, 0, b) = (0, 0, 0) ⇐⇒ a = b = 0.

Proposition 1.32 Soit L un espace vectoriel et `1, `2, . . . , `n des vecteurs li-
néairement indépendants de L.

i) Pour tout i on a `i 6= ~0.

ii) Pour tous i 6= j on a `i 6= `j.

iii) Toute sous-famille {`k1 , `k2 , . . . , `kh} ⊂ {`1, `2, . . . , `n} est linéairement in-
dépendante.

Preuve.

i) Supposons par l’absurde que `i = ~0 pour un certain i. Alors, on a

0`1 + · · ·+ 0`i−1 + 1`i + 0`i+1 + · · ·+ 0`n = ~0

avec (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) 6= (0, 0, . . . , 0), ce qui contredit l’hypothèse d’in-
dépendance linéaire des vecteurs `1, `2, . . . , `n.

ii) Supposons par l’absurde que `i = `j avec i 6= j. Alors, on a

0`1 + 0`2 + · · ·+ 1`i + · · ·+ (−1)`j + · · ·+ 0`n = ~0

avec (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0) 6= (0, 0, . . . , 0), ce qui contredit l’hy-
pothèse d’indépendance linéaire des vecteurs `1, `2, . . . , `n.

iii) Pour toute sous-famille {`k1 , `k2 , . . . , `kh} de `1, `2, . . . , `n on a

h∑
j=1

αkj `kj = ~0 =⇒
n∑
i=1

βi`i = ~0

où βi = αi pour tout i = k1, k2, . . . , kh et βi = 0 sinon. D’après l’indépen-
dance linéaire de `1, `2, . . . , `n on a que tous les βi, et donc en particulier
tous les αi sont nuls.

Proposition 1.33 Soient `1, `2, . . . , `n ∈ L des vecteurs.
Les vecteurs `1, `2, . . . , `n sont linéairement indépendants si et seulement si

aucun des `i ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.
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Preuve. Soient `1, `2, . . . , `n linéairement indépendants. Supposons, par l’ab-
surde, qu’il existe `j tel qu’il puisse s’écrire comme combinaison linéaire des
autres vecteurs de `i avec i 6= j.

C’est-à-dire qu’ils existent des scalaires α1, . . . , αj−1, αj+1, . . . , αn tels que

`j =
∑
i 6=j

αi`i ⇐⇒
n∑
i=1

αi`i = ~0 avec αj = −1.

Donc (α1, α2, . . . , αn) 6= (0, 0, . . . , 0), ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle
`1, `2, . . . , `n soient linéairement indépendants.

Supposons maintenant que `1, `2, . . . , `n ne soient pas linéairement indépen-
dants. Donc il existe (β1, β2, . . . , βn) 6= (0, 0, . . . , 0) tel que

β1`1 + β2`2 + · · ·βn`n = ~0.

Comme (β1, β2, . . . , βn) 6= (0, 0, . . . , 0), en particulier il existe un βj 6= 0. Donc

`j +
∑
i 6=j

(
βi
βj

)
`i = ~0 ⇐⇒ `j =

∑
i 6=j

αi`i avec αi = −βi
βj
.

1.3.2 Bases

Considérons un espace vectoriel L 6= {~0}.
Une base (finie) de L est un n-uplet de vecteurs (e1, e2, . . . , en) ∈ Ln, avec

n ≥ 1, tel que chaque vecteur ` ∈ L s’écrit de façon unique dans la forme

` = α1e1 + α2e2 + · · ·αnen

avec α1, α2, . . . , αn ∈ K.
L’unicité signifie que pour tout α1, . . . , αn, β1, . . . , βn ∈ K on a

α1e1+· · ·+αnen = β1e1+· · ·+βnen =⇒ αi = βi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Les scalaires dans l’n-uplet (α1, α2, . . . , αn) sont appelés les coordonnées de
` relatives à la base (e1, e2, . . . , en).

Remarquez que pour tous vecteurs ~x et ~y ∈ L de coordonnées respectivement
(α1, α2, . . . , αn) et (β1, β2, . . . , βn), le vecteur ~x+ ~y a coordonnées

(α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).

De même, pour tout scalaire γ ∈ K, le vecteur γ~x a coordonnées

(γα1, γα2, . . . , γαn).
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Exemple 1.34 Considérons un corps non vide K comme espace vectoriel sur
lui-même. Pour tout vecteur ` ∈ K \ {0}, le 1-uplet (`) est une base de K.

En effet, tout vecteur m ∈ K peut s’écrire comme

m =
(m
`

)
· `,

avec m
` ∈ K. De plus, si α` = β`, alors α = β.

Exemple 1.35 Considérons le K-espace vectoriel Kn.
Le n-uplet (~e1, ~e2, . . . , ~en), où

~ei = (0, · · · , 0, 1
i
, 0, · · · , 0) ∈ Kn

est une base de Kn. En effet, pour tout ~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn on a

~x = x1 ~e1 + x2 ~e2 + · · ·+ xn ~en.

De plus,

x1 ~e1 + · · ·+ xn ~en = y1 ~e1 + · · · = yn ~en ⇔ (x1, . . . xn) = (y1, . . . , yn).

Cette base est appelée la base standard (ou canonique) de Kn.

Remarquez que si (e1, e2, . . . , en) est une base d’un espace vectoriel L, alors
pour toute permutation π ∈ Sn

3, le n-uplet(
eπ(1), eπ(2), . . . , eπ(n)

)
est aussi une base de L. Les coordonnées relatives à la nouvelle base seront
simplement les coordonnées de la première base permutées par π.

Exemple 1.36 Considérons le R-espace vectoriel R3. D’après l’Exemple 1.35
on sait que le triplet (~e1, ~e2, ~e3) avec

~e1 = (1, 0, 0), , ~e2 = (0, 1, 0), , ~e3 = (0, 0, 1),

est une base de R3. Une autre base est donnée par (~e2, ~e3, ~e1).
Par exemple, le vecteur (5, 8, 13) ∈ R3 peut s’écrire comme

5~e1 + 8~e2 + 13~e3 = 8~e2 + 13~e3 + 5~e1.

Exemple 1.37 Soit K un corps. Considérons le K-espace vectoriel M2,2 (K).
Le quadruplet (E11, E12, E21, E22) où

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
,

3. Sn est le groupe des permutations sur n éléments.
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est une base deM2,2 (K).

En effet, pour tout
(
α β
γ δ

)
∈M2,2 (K) on a

(
α β
γ δ

)
= α

(
1 0
0 0

)
+ β

(
0 1
0 0

)
+ γ

(
0 0
1 0

)
+ δ

(
0 0
0 1

)
.

De plus, pour tout αi, βi, avec i ∈ {1, 2, 3, 4}, on a

α1E11 + α2E12 + α3E21 + α4E22 = β1E11 + β2E12 + β3E21 + β4E22

si et seulement si αi = βi pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4}.

Exemple 1.38 On peut généraliser l’exemple précédent d’une façon naturelle
en considérant le (n×m)-uplet (E11, E12, . . . , Eij , . . . , Enm) où

Eij =

j



0 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 1 · · · 0 i
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · 0

Cette base est dite la base standard (ou canonique) deMn,m (K).

L’exemple suivant est un cas particulier de l’Exemple 1.38.

Exemple 1.39 Soit K un corps et E1, E2, . . . , En les vecteurs colonnes de
Mn,1 (K) définis par

E1 =


1
0
...
0

 , E2 =


0
1
...
0

 , · · · , En =


0
0
...
1

 .

D’après l’Exemple 1.38, le n-uplet (E1, E2, . . . , En) est une base de Mn,1 (K).
De plus, (E>1 , E

>
2 , . . . , E

>
n ) est une base deM1,n (K).

Remarquez que, comme Kn est isomorphe àMn,1 (K), on retrouve le résultat
de l’Exemple 1.35.

1.3.3 Caractérisation d’une base finie
D’après la définition, on a que tous les éléments d’une base sont différents

entre eux. En effet, on peut montrer une propriété plus forte.
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Théorème 1.40 Soit L 6= {~0} un espace vectoriel et e1, e2, . . . , en ∈ L.
(e1, e2, . . . , en) est une base de L si et seulement si les vecteurs e1, e2, . . . , en

sont linéairement indépendantes et span {e1, e2, . . . , en} = L.

Preuve. Supposons d’abord que (e1, e2, . . . , en) soit une base de L.
Comme tout vecteur de L s’écrit comme combinaison linéaire de e1, e2, . . . , en

on a L ⊂ span {e1, e2, . . . , en} ⊂ L, d’où l’égalité.
Soient α1, α2, . . . , αn ∈ K tels que

α1e1 + α2e2 + · · ·αnen = ~0 = 0e1 + 0e2 + · · · 0en.

Alors, par l’unicité de l’écriture, on a α1 = α2 = · · · = αn = 0. Donc les vecteurs
e1, e2, . . . , en sont linéairement indépendants.

Réciproquement, supposons que e1, e2, . . . , en soient des vecteurs linéaire-
ment indépendants de L et que span {e1, e2, . . . , en} = L.

Comme l’espace engendré par les vecteurs est tout l’espace L, tout vecteur
` ∈ L peut s’écrire comme combinaison linéaire de e1, e2, . . . , en.

Soit (α1, α2, . . . , αn) et (β1, β2, . . . , βn) deux n-uplets tels que

` = α1e1 + α2e2 + · · ·αnen = β1e1 + β2e2 + · · ·βnen.

Alors on a
(α1 − β1)e1 + (α2 − β2)e2 + · · · (αn + βn)en = ~0.

Or, e1, e2, . . . , en sont linéairement indépendants. Donc αi−βi = 0 pour tout i,
et donc αi = βi pour tout i.

Le résultat suivant est facile à démontrer mais très importants.

Proposition 1.41 Soit L 6= {~0} un espace vectoriel et (e1, e2, . . . , en) une base
finie de L.

i) Toute famille de vecteurs {ek1 , ek2 , . . . , ekh} ⊂ {e1, e2, . . . , en} est linéaire-
ment indépendante.

ii) Soit en+1 ∈ L un vecteur quelconque. Alors l’ensemble {e1, e2, . . . , en, en+1}
engendre L.

Preuve.

i) La première partie de l’énoncé suit du point (iii) de la Proposition 1.32.
ii) Pour démontrer la seconde partie de l’énoncé il suffit de remarquer que

chaque vecteur ` ∈ L peut s’écrire comme

` = α1e1 + α2e2 + · · ·αnen + 0en+1,

pour certains α1, α2, . . . , αn ∈ K.
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1.4 Espaces vectoriels de dimension finie

1.4.1 Dimension
Théorème 1.42 Soit L un espace vectoriel qui admet une base finie.

Alors le nombre de vecteurs qui forment une base de L ne dépend pas du
choix de la base.

Preuve. Soit (e1, e2, . . . , en) une base finie de L.
Supposons par l’absurde qu’il existe une autre base (e′1, e

′
2, . . . , e

′
m) de L

avec m > n. Nous allons montrer qu’il existe des scalaires (x1, x2, . . . , xm) 6=
(0, 0, . . . , 0) tels que :

x1e
′
1 + x2e

′
2 + · · ·+ xme

′
m = ~0. (1.3)

Cela contredira l’hypothèse que (e′1, e
′
2, . . . , e

′
m) soit une base.

Puisque (e1, e2, . . . , en) est une base, chaque vecteur e′i peut s’écrire comme
combinaison linéaire de e1, e2, . . . , en. C’est-à-dire qu’il existe des scalaires αij ∈
K avec 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ n tels que

e′1 = α11e1 + α12e2 + · · ·+ α1nen
e′2 = α21e1 + α22e2 + · · ·+ α2nen
...
e′m = αm1e1 + αm2e2 + · · ·+ αmnen

Considérons donc l’Équation (1.3) à m inconnues. On a

m∑
i=1

xie
′
i =

m∑
i=1

xi

(
n∑
k=1

αikek

)

=

m∑
i=1

n∑
k=1

(αikxiek)

=
n∑
k=1

(
m∑
i=1

αikxi

)
ek = ~0.

Comme (e1, e2, . . . , en) est une base, cela implique que l’on a le système de
n équations à m inconnues suivant

α11x1 + α21x2 + · · ·+ αm1xm = 0
α12x1 + α22x2 + · · ·+ αm2xm = 0

...
α1nx1 + α2nx2 + · · ·+ αmnxm = 0

Comme n < m, il existe une infinité de solutions. En particulier il existe une
solution (x̃1, x̃2, . . . , x̃m) 6= (0, 0, . . . , 0) telle que l’Équation (1.3) est vérifiée.
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Soit L un espace vectoriel qui admet une base finie (e1, e2, . . . , en). On appelle
dimension (sur K) le nombre n de vecteurs de cette base. On dénote la dimension
de L avec dimK (L), ou dim(L) quand il n’y a pas d’ambiguïté sur le choix du
corps.

Si L = {~0} on dit que L est de dimension zéro et on écrit dim (L) = 0.

Corollaire 1.43 Soit L un espace vectoriel de dimension n et `1, `2, . . . , `p des
vecteurs de L.

a) Si `1, `2, . . . , `p sont linéairement indépendants alors p ≤ n.
b) Si p > n, alors `1, `2, . . . , `p sont linéairement dépendants.

Exemple 1.44 Le K-espace vectoriel Kn a dimension n.
En effet, le n-uplet (~e1, ~e2, . . . , ~en) est une base de Kn d’après l’Exemple 1.35.

Donc la dimension (finie) d’un espace vectoriel L est le nombre maximal n
tel que n vecteurs de L puissent être linéairement indépendants.

Exemple 1.45 D’après l’Exemple 1.38, l’espace vectoriel Mm,n (K) a dimen-
sion m · n sur K.

Exemple 1.46 D’après l’Exemple 1.34, on sait que l’espace vectoriel C a di-
mension 1 sur C.

D’autre part, si l’on considère C comme un R espace vectoriel, ceci a dimen-
sion 2. En effet, le doublet (1, i) est une base de C sur R.

Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé une droite (vectorielle). Un
espace vectoriel de dimension 2 est appelé un plan (vectoriel).

Exemple 1.47 C est un plan vectoriel si vu comme R-espace vectoriel mais
une droite vectorielle si vu comme C-espace vectoriel (voir Exemple 1.46).

1.4.2 Complétion de base

Étant donné une famille de vecteurs linéairement indépendants, on peut
toujours ajouter des vecteurs pour trouver une base. Avant de démontrer ce
résultat, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.48 Soit L un espace vectoriel, `1, `2, . . . , `k des vecteurs linéairement
indépendants et `k+1 ∈ L.

Les vecteurs `1, `2, . . . , `k, `k+1 sont linéairement indépendants si et seule-
ment si `k+1 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de `1, `2, . . . , `k.

Preuve. Si `1, . . . , `k, `k+1 sont linéairement indépendants, d’après la Proposi-
tion 1.33, `k+1 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de `1, `2, . . . , `k.
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Supposons maintenant, que `1, . . . , `k, `k+1 sont des vecteurs linéairement
dépendants. Donc

β1`1 + · · ·βk`k + βk+1`k+1 = ~0

pour certains scalaires (β1, . . . , βk, βk+1) 6= (0, . . . , 0, 0).
— Si βk+1 = 0, alors (β1, β2, . . . , βk) 6= (0, 0, . . . , 0) et β1`1 + β2`2 + · · · +

βk`k = ~0, ce qui contredit le fait que `1, `2, . . . , `k, sont linéairement
indépendants.

— Si βk+1 6= 0, alors `k+1 peut s’écrire comme

`k+1 =

k∑
i=1

αi`i avec αi = − βi
βk+1

.

Théorème 1.49 (de la base incomplète) Soit L un espace vectoriel de di-
mension n et e1, e2, . . . , ek des vecteurs linéairement indépendants de L.

Alors il existent n− k vecteurs ek+1, ek+2, . . . , en ∈ L tels que

(e1, e2, . . . , ek, ek+1, ek+2, . . . , en)

est une base de L.

Preuve. Considérons M = span {e1, e2, . . . , ek} le sous-espace engendré par les
k vecteurs e1, e2, . . . , ek.

Si M = L, alors k = n et (e1, e2, . . . , ek) est une base de L par le Théo-
rème 1.42.

Si M ( L, alors il existe un vecteur ek+1 ∈ L \M.
Comme ek+1 ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de e1, e2, . . . , ek,

d’après le Lemme 1.48 la famille de vecteurs {e1, . . . , ek, ek+1} est linéairement
indépendante.

D’après le Théorème 1.42 on peut continuer à ajouter de telle façon à
{e1, e2, . . . , ek} exactement k − n vecteurs linéairement indépendants, et le n-
uplet que l’on obtient sera une base de L.

Exemple 1.50 Considérons le C-espace vectoriel C3 de dimension 3.
Les vecteurs u1 = (i, 0, 0) et u2 = (0, 0,

√
3) sont linéairement indépendants

sur C3. On a
M = span {u1, u2} = {(a, 0, b) | a, b ∈ C}.

Considérons le vecteur (0, 1, 0) ∈ C3 \M.
Le triplet (u1, u2, u3) est une base de C3.

1.4.3 Sous-espaces en dimension finie

Une conséquence du Théorème de la base incomplète est le résultat suivant.
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Proposition 1.51 Soit L un espace vectoriel de dimension finie et M un sous-
espace vectoriel de L.

Alors dim (M) ≤ dim (L) avec égalité si et seulement si M = L.
De plus, si dim (M) > 0 alors il existe une base de L dont les premiers

dim(M) vecteurs appartiennent à M.

Preuve. Posons k = dim (M) et n = dim (L).
— Si k = 0 alors M = {~0} et l’énoncé est trivialement vrai.
— Si k > 0, soit (e1, e2, . . . , ek) une base de M. En particulier, les vecteurs

e1, e2, . . . , ek sont linéairement indépendants. D’après le Théorème 1.49 il
existent n−k vecteurs ek+1, ek+1, . . . , en tels que (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en)
est une base de L.
Donc k ≤ n est on a l’égalité seulement si les deux bases, et donc les
deux espaces M et L, coïncident.

Proposition 1.52 (Formule de Grassmann) Soient L un espace vectoriel
et M,N ⊂ L deux ses sous-espaces vectoriels. Alors

dim (M + N) = dim (M) + dim (N)− dim (M ∩N)

Preuve. D’après la Proposition 1.22, M ∩N est un sous-espace vectoriel de L.
Posons m = dim(M), n = dim(N) et p = dim(M ∩N).
Considérons (e1, e2, . . . , ep) une base de M ∩N.
D’après le Théorème 1.49 on peut compléter (e1, e2, . . . , en) en une base

(e1, . . . , ep, e
′
p+1, . . . , e

′
m) de l’espace vectoriel M.

Symétriquement, on peut construire une base (e1, . . . , ep, e
′′
p+1, . . . , e

′′
n) de

l’espace vectoriel N.
On va montrer que le (m+ n− p)-uplet

(e1, e2, . . . , ep, e
′
p+1, . . . , e

′
m, e

′′
p+1, . . . , e

′′
n)

est une base de M + N.
Les m + n − p vecteurs ci-dessous engendrent M + N. En effet, pour tout

` ∈M + N il existe m ∈M et n ∈ N tels que ` = m + n. Donc, ils existes des
scalaires α1, α2, . . . , αm et β1, β2, . . . , βn tels que

` = m+ n =

p∑
i=1

αiei +

m−p∑
i=1

αp+ie
′
p+i +

p∑
i=1

βiei +

n−p∑
i=1

βp+ie
′′
p+i

=

p∑
i=1

(αi + βi)ei +

m−p∑
i=1

αp+1e
′
p+1 +

n−p∑
i=1

βp+ie
′′
p+i

C’est-à-dire que L = span
{
e1, . . . , ep, e

′
p+1, . . . , e

′
m, e

′′
p+1, . . . , e

′′
n

}
.

De plus, les vecteurs e1, . . . , epe′p+1, . . . , e
′
m, e

′′
p+1, . . . , e

′′
n sont linéairement

indépendants. En effet, si
p∑
i=1

αiei +

m−p∑
i=1

βie
′
p+i +

n−p∑
i=1

γie
′′
p+i = ~0
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pour certains scalaires αi, βj , γk ∈ K, alors on a l’égalité

p∑
i=1

αiei +

m−p∑
i=1

βie
′
p+i = −

n−p∑
i=1

γie
′′
p+i.

Ce vecteur appartient à M ∩N et donc il peut s’écrire comme combinaison
linéaire de e1, e2, . . . , ep. C’est-à-dire qu’ils existent δ1, δ2, . . . , δp ∈ K tels que le
vecteur de M ∩N ⊂M peut s’écrire comme

p∑
i=1

αiei +

m−p∑
i=1

βie
′
p+i =

p∑
i=1

δiei +

m−p∑
i=1

0e′p+i.

Comme (e1, . . . , ep, e
′
p+1, . . . e

′
m) est une base de M, cela implique que βi = 0

pour tout i = p+ 1, p+ 2, . . . ,m.
Symétriquement on peut montrer que γi = 0 pour tout i = p+1, p+2, . . . , n.
Enfin, comme (e1, e2, . . . , ep) est une base de M ∩N, l’égalité

p∑
i=1

αiei = ~0

est vérifié seulement si αi = 0 pour tout i ∈ {1, 2, . . . , p}.
Donc, les vecteurs e1, . . . , ep, e′p+1, . . . , em, e

′′
p+1, . . . , en sont linéairement in-

dépendants.
D’après le Théorème 1.40, le (m+ n− p)-uplet

(e1, . . . , ep, e
′
p+1, . . . , em, e

′′
p+1, . . . , en)

est une base de M + N.

Exemple 1.53 Soit K un corps quelconque. Considérons les deux sous-espaces
vectoriels deM2,2 (K)

M =

{(
α β
0 0

)
| α, β ∈ K

}
et N =

{(
α 0
β 0

)
| α, β ∈ K

}
.

C’est facile a voir que dim(M) = dim(N) = 2 et que l’intersection

M ∩N =

{(
α 0
0 0

)
| α ∈ K

}
a dimension 1. Donc le sous-espace vectoriel deM2,2 (K)

M + N =

{(
α β
γ 0

)
| α, β, γ ∈ K

}
a dimension

dim(M + N) = 2 + 2− 1 = 3.
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Corollaire 1.54 Soient L un espace vectoriel et M,N ⊂ L deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires. Alors,

dim (L) = dim (M) + dim (N) .

De plus, si (e1, e2, . . . , em) est une base de M et (f1, f2, . . . , fn) est une base de
N, alors le (m+ n)-uplet (e1, e2, . . . , em, f1, f2, . . . , fm) est une base de L.

Preuve. Le résultat suit immédiatement de la formule de Grassman, car

dim (L) = dim (M⊕N) = dim (M) + dim (N) + 0.

En combinant le corollaire précédent et la Proposition 1.51 on obtient le
résultat suivant.

Proposition 1.55 Soit L un espace vectoriel de dimension finie.
Alors tout sous-espace vectoriel de L a un supplémentaire.

Preuve. Soit M un sous-espace vectoriel de L.
Comme les deux sous-espaces vectoriels triviaux {~0} et L sont supplémen-

taires, le résultat est immédiat si M = {~0} ou M = L.
Supposons que M est un sous-espace vectoriel propre de L, c’est-à-dire dif-

férent de {~0} et de L.
Posons n = dim(L) et m = dim(M).
Considérons une base (e1, e2, . . . , em) de M. D’après la Proposition 1.51 on

peut compléter cette base en une base (e1, e2, . . . , em, em+1, . . . , en) de L.
Soit N = span {em+1, em+2, . . . , en}. On peut vérifier facilement que N est

un supplémentaire de M.
De plus, puisque les vecteurs em+1, em+2, . . . , en sont linéairement indépen-

dants, (em+1, em+2, . . . , en) est une base de N. Donc dim(N) = n−m.

Exemple 1.56 Considérons l’espace vectorielM2,2 (K) de dimension 4 sur un
corps K et son sous-espace

M =

{(
α β
0 0

)
| α, β,∈ K

}
.

On a vu dans l’Exemple 1.53 que dim(M) = 2.

Le doublet
((

1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

))
est une base de M.

On peut compléter cette doublet en une base de M2,2 (K) en ajoutant les

vecteurs
(

0 0
1 0

)
et
(

0 0
0 1

)
(voir aussi l’Example 1.37).

L’espace

N = span
{(

0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
=

{(
0 0
α β

)
| α, β ∈ K

}
est un sous-espace deM2,2 (K) supplémentaire à M.
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1.5 Changement de base et bases infinies
L’étude des K-espaces vectoriels Kn est très important, car tout espace vec-

toriel de dimension fini est isomorphe à Kn pour un certain entier n ≥ 0. En
effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.57 Soit L un espace vectoriel sur K de dimension n. Alors L
est isomorphe à Kn.

Preuve. Soit (e1, e2, . . . , en) une base de L.
Considérons la fonction

φ : L −→ Kn
` 7→ (α1, α2 . . . , αn)

où (α1, α2, . . . , αn) sont les coordonnées de ` relatives à la base (e1, e2, . . . , en).
La fonction φ est un isomorphisme entre les deux K-espaces vectoriels L et

Kn. En effet,
— φ est bijective, car

— si φ(`) = φ(m) = (α1, α2, . . . , αn) alors

` = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = m

donc φ est injective ;
— tout n-uplet (α1, α2, . . . , αn) est image par φ du vecteur

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

donc φ est surjective.
— pour tout `,m ∈ L, φ(`+m) = φ(`) + φ(m), car

φ(`+m) = φ((α1e1 + · · ·+ αnen) + (β1e1 + · · ·+ βnen))

= φ((α1 + β1)e1 + · · ·+ (αn + βn)en)

= (α1 + β1, . . . , αn + βn)

= (α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn))

= φ(`) + φ(m)

avec (α1, . . . , αn) et (β1, . . . , βn) les coordonnés respectivement de ` et
m dans la base (e1, . . . , en).

— pour tout γ ∈ K et tout ` ∈ L, φ(a`) = aφ(`), car

φ(γ`) = φ(γ · (α1e1 + · · ·+ αnen))

= φ((γα1)e1 + · · ·+ (γαn)en)

= (γα1, . . . , γαn)

= γ(α1, . . . , αn)

= γφ(`)

avec (α1, . . . , αn) les coordonnés de ` dans la base (e1, . . . , en).
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1.5.1 Matrice de passage
Comme Kn ' Mn,1 (K), la Proposition 1.57 nous dit que, étant donné une

base (e1, e2, . . . , en) d’un espace vectoriel L, on peut associer à chaque vecteur
de L un et un seul vecteur colonne deMn,1 (K) :

x1e1 + x2e2 + · · ·xnen ←→


x1
x2
...
xn


Cette correspondance, ainsi que l’isomorphisme de la Proposition 1.57, n’est

pas unique, mais dépend du choix de la base.
En effet, considérons deux bases (e1, e2, . . . , en) et (e′1, e

′
2, . . . , e

′
n) d’un K-

espace vectoriel L. Un vecteur ` ∈ L pourra s’écrire comme

` = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen = y1e
′
1 + y2e

′
2 + · · ·+ yne

′
n

pour certains scalaires xi et yi. On se demande quelle est la relation entre les
deux vecteurs colonnes deMn,1 (K)

x1
x2
...
xn

 et


y1
y2
...
yn

 .

Comme (e1, e2, . . . , en) est une base, chacun des vecteurs e′i peut s’exprimer
comme combinaison linéaire de e1, e2, . . . , en, c’est-à-dire que l’on a

e′1 = p11e1 + p21e2 + · · ·+ pn1en
e′2 = p12e1 + p22e2 + · · ·+ pn2en
...

...
e′n = p1ne1 + p2ne2 + · · ·+ pnnen

(1.4)

Si on considère les bases (e1, e2, . . . , en) et (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n) comme vecteurs co-

lonnes deMn,1 (L) ' Ln, on peut récrire ce système comme
e′1
e′2
...
e′n

 =
(
e1 e2 · · · en

)

p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn

 .

La matrice

P =


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn


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est appelé la matrice de passage (ou matrice de changement de base) de la base
(e1, e2, . . . , en) à la base (e′1, e

′
2, . . . , e

′
n).

Exemple 1.58 Considérons le K-espace vectoriels L = K2.
D’après l’Exemple 1.35 on sait que (~e1, ~e2) est une base de L. Il est facile à

montrer que le couple de vecteurs (d1, d2) ∈ L2 avec

d1 = (1, 1) et d2 = (1,−1).

est aussi une base de L.
La matrice de passage de (~e1, ~e2) à (d1, d2) est donnée par

A =

(
1 1
1 −1

)
.

Les matrices de passage ont une forme intéressante : elles sont inversibles.
En effet, on a le résultat suivant que l’on peut démontrer avec une technique

similaire à celle de la preuve du Théorème 1.42.

Proposition 1.59 Soit L un espace vectoriel sur un corps K et (e1, e2, . . . , en)
une base de L.

Soit (d1, d2, . . . , dn) un n-uplet de vecteurs de L et P la matrice deMn,n (K)
dont les coefficients de la j-ème colonne sont les coordonnées du vecteurs dj dans
la base (e1, e2, . . . , en).

Alors, (d1, d2, . . . , dn) est une base de L si et seulement si P est inversible.

Preuve. D’après le Théorème 1.42 on sait que chaque base de L a exactement n
vecteurs. Donc montrer que un n-uplet est une base corresponde a montrer que
ses n vecteurs sont linéairement indépendants.

Considérons un vecteur ` ∈ L de la forme

` = x1d1 + x2d2 + · · ·+ xndn

pour certains scalaires x1, x2, . . . , xn ∈ K.
Puisque ` = ~0 si et seulement si ses coordonnées dans la base (e1, e2, . . . , en)

sont nulles on a, d’après l’Équation (1.4), l’équivalence

x1d1 + x2d2 + · · ·xndn = ~0 ⇐⇒


p11x1 + p12x2 + · · ·+ p1nxn = 0
p21x1 + p22x2 + · · ·+ p2nxn = 0

...
...

pn1x1 + pn2x2 + · · ·+ pnnxn = 0

avec pij le coefficient de la matrice P dans la i-ème ligne et j-ème colonne.
Or, ce système d’équations linéaires a pour seule solution x1 = x2 = · · · =

xn = 0 si et seulement si la matrice associée P = (pij)ij est inversible.
Donc les vecteurs d1, d2, . . . , dn sont linéairement indépendants si et seule-

ment si la matrice P est inversible.

31



1.5.2 Bases infinies
Soient L un espace vectoriel sur un corps K.
Une suite (en)n∈N = (e1, e2, e3, . . .) est une base de L si chaque élément

` ∈ L s’exprime de façon unique comme combinaison linéaire finie des éléments
de {e1, e2, e3, . . .}, c’est-à-dire qu’il existe des uniques ei1 , ei2 , . . . , eik t.q.

` = x1ei1 + x2ei2 + · · ·xkeik

pour certains x1, x2, . . . , xk ∈ K.

Exemple 1.60 Soit K un corps. On définit

KN = {(a0, a1, a2, . . .) | ai ∈ K}

L’ensemble des suites numériques dans le corps K. Cet ensemble est un K-espace
vectoriel si on le munit des opérations

— (xn)n∈N + (yn)n∈N := (xn + yn)n∈N ;
— α(xn)n∈N := (αxn)n∈N.

L’espace KN a dimension infinie et une base pour cet espace est donnée par la
suite (E1, E2, E3, . . .) où

Ei = (0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . .) ∈ KN

Exemple 1.61 Soit K un corps. On définit

K [x] = {P = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ≥ 0 et ai ∈ K}

l’ensemble des polynômes en une seule variable x et à coefficients dans K.
Cet ensemble est un K-espace vectoriel quand muni des opérations usuelles

d’addition et de multiplication par scalaire, c’est-à-dire :
— Pour tout P = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n et Q = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m, avec

m ≥ n

P +Q := (a0 + b0) + · · ·+ (an + bn)xn + bn+1x
n+1 + · · ·+ bmx

m.

— Pour tout P = a0 + a1x+ · · · anxn et α ∈ K

αP := (αa0) + (αa1)x+ · · ·+ (αan)xn

La suite (1, x, x2, . . . , xn, . . .) est une base de K [x]. En effet, tout polynôme
P ∈ K[x] peut s’écrire comme

P = p0 + p1x+ · · ·+ pkx
k

où k = deg (P ).

De la même façon, pour tout ensemble fini ou infini (dénombrable) Λ on
peut généraliser les notions suivants :
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— span {Λ} = {toute combinaison linéaire finie des éléments de Λ} ;
— Λ est un ensemble linéairement indépendant si

k∑
i=1

xiei = ~0 =⇒ xi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ k,

où {e1, e2, . . . , ek} ⊂ Λ ;
— Λ est une base de L si et seulement si

(1) span {Λ} = L

(2) Λ est linéairement indépendante.
Remarquez qu’il est possible généraliser cette définition à des ensembles

infinis non dénombrables (mais cela n’est pas le but de ce cours).
On a le résultat suivant (la preuve utilise la récurrence transfinie et l’axiome

du choix, ou équivalemment le Lemme de Zorn).

Théorème 1.62 Soit L un espace vectoriel. Alors une des trois affirmations
suivantes est vraie :
(1) L = {~0} et dim (L) = 0 ;
(2) L possède une base finie ;
(3) L possède une base infinie.

1.5.3 Base de l’espace fonctionnel
Un autre exemple intéressant est donné par l’espace fonctionnel défini dans

la Section 1.1.3. Avant de donner l’exemple, on définit la fonction delta.
Considérons un ensemble S (fini ou infini) et s ∈ S un élément de l’ensemble.
La fonction δs ∈ F(S), appelée fonction delta (ou delta de Dirac), est définie

par

δs(t) =

{
1 si s = t
0 si t 6= s

(1.5)

Quand S = {1, 2, . . . , n}, on dénote par δij := δi(j), c’est-à-dire :

δi(j) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

(1.6)

et on appelle cette fonction le symbole de Kroneker (ou delta de Kroneker).
Les fonctions delta nous permettent de trouver une base de l’espace vectoriel

F(S).
Rappelons que tout ensemble fini à n élément peut être vu comme l’ensemble

des n premières entiers positifs {1, 2, . . . , n}.

Proposition 1.63 Soit S est un ensemble.
i) Si S = {1, 2, . . . , n} alors, le n-uplet (δ1, δ2, . . . , δn) est une base finie de
F(S).
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ii) Si S est infini, alors (δs)s∈S est une base infinie de F(S).

Preuve. Il suffit de montrer que tout f ∈ F(S) s’écrit de façon unique comme

f =
∑
s∈S

f(s)δs, (1.7)

où la somme est finie (si S est fini) ou infinie à support fini 4 (si S est infini).
En effet, pour tout t ∈ S on a

i) si S est fini,(∑
s∈S

f(s)δs

)
(t) =

∑
s∈S

f(s)δt(s)

= 0 + · · ·+ 0 + f(t) + 0 + · · ·+ 0

= f(t)

ii) si S est infini,(∑
s∈S

f(s)δs

)
(t) =

∑
s∈S

f(s)δt(s)

= 0 + · · ·+ 0 + f(t) + 0 + 0 + · · ·
= f(t)

Dans les deux cas, la décomposition est unique. En effet si∑
s∈S

asδs =
∑
s∈S

bsδs

alors pour tout t ∈ S

at =

(∑
s∈S

asδs

)
(t) =

(∑
s∈S

bsδs

)
(t) = bt.

Donc at = bt pour tout t ∈ S.

La proposition précédente nous dit en particulier que, quand S est fini, on
peut expliciter l’isomorphisme entre F(S) et Kn vu dans la Section 1.1.4.

F(S) ∼= Kn

δi ←→ (0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0)

4. Un somme infinie est dite à support fini si seulement un nombre fini de ses termes sont
non nuls.
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Chapitre 2

Applications linéaires

2.1 Applications linéaires et formes linéaires

2.1.1 Définition
Soient L et M deux espaces vectoriels sur un corps K.
Une application f : L → M est dite linéaire si pour tous vecteurs `,m ∈ L

et tous scalaires α, β ∈ K on a

f (α`+ βm) = αf (`) + βf (m)

ou, équivalemment,

f (`+m) = f(`) + f(m) et f(α`) = αf(`).

Remarquez que les opérations de L et deM sont en général différentes. Donc,
à la rigueur on devrait écrire

f (α ·L `+L β ·L m) = α ·M f (`) +M β ·M f (m)

où +L, ·L sont les deux opérations de L et +M, ·M les deux opérations de M.
Pour ne pas alourdir la notation, on utilisera le même symbole sur les deux
espaces.

Exemple 2.1 Tout isomorphisme φ : L → M entre deux espaces vectoriels L
et M est une application linéaire.

Exemple 2.2 La fonction f0 : L→M définie par f0(`) = ~0M pour tout ` ∈ L
est une application linéaire.

La proposition suivante montre certaines conséquences immédiates de la dé-
finition d’application linéaire.

Proposition 2.3 Soit f : L → M une application linéaire entre les K-espaces
vectoriels L et M. Alors
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(1) f
(
~0L

)
= ~0M ;

(2) Pour tout vecteur ` ∈ L on a f (−`) = −f (`).
(3) Pour tous α1, α2, . . . , αn ∈ K et tous `1, `2, . . . , `n ∈ L on a

f

(
n∑
i=1

(αi`i)

)
=

n∑
i=1

αif (`i) ;

Preuve.
(1) Pour tout ` ∈ L on a 0 · ` = ~0L, et également pour tout m ∈ M on a

0 ·m = ~0M. Donc

f
(
~0L

)
= f (0 · `) = 0 · f (`) = ~0M.

(2) Pour tout ` ∈ L on a

f(−`) = f ((−1) · `) = (−1) · f(`) = −f(`).

(3) Par récurrence sur n. (Exercice)

Quand il n’y a pas d’ambiguïté on utilisera le symbole ~0 pour décrire à la
fois le vecteur nul ~0L ∈ L et pour le vecteur nul ~0M ∈M.

Exemple 2.4 Considérons les deux R-espace vectorielsM2,2 (R) et C La fonc-
tion

f :M2,2 (R) → C(
a b
c d

)
7→ a+ id

est une application linéaire (Exercice). L’image de la matrice nulle est

f

((
0 0
0 0

))
= 0 + i0 = 0.

Exemple 2.5 Soit L un K espace vectoriel et ` ∈ L un vecteur fixé. La fonction

f : K → L

α 7→ α`

est une application linéaire. En effet, pour tout α, β, γ ∈ K
— f(α+ β) = (α+ β)` = α`+ β` = f(α) + f(β),
— f(γα) = (γα)` = γ(α`) = γf(α).

Remarquez que si la fonction f : K→ L, avec L un K-espace linéaire, est une
application linéaire, alors il existe un vecteur ` ∈ L telle que f peut s’exprimer
dans la forme vue dans l’Exemple 2.5. En effet, il suffit de poser ` = f(1).
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2.1.2 Composition, somme et multiplication par scalaire
Soient L,M et N trois K-espaces vectoriels.
Considérons deux fonctions f : L → M et g : M → N. La fonction g ◦ f :

L→ N est appelée composée des fonctions f et g.

Proposition 2.6 Une composée d’applications linéaires est une application li-
néaire.

Preuve. Soient L,M et N des K-espaces vectoriels et f : L→M et g : M→ N
deux applications linéaires. La fonction g ◦ f , définie par (g ◦ f)(`) = g(f(`))
pour tout ` ∈ L, est une application linéaire. En effet, pour tous `,m ∈ L et
pour tous α, β ∈ K on a

(g ◦ f)(α`+ βm) = g (f(α`+ βm))

= g (αf(`) + βf(m))

= αg(f(`)) + βg(f(`))

= α(g ◦ f)(`) + β(g ◦ f)(m).

Exemple 2.7 Considérons les deux applications linéaires

f : R → M2,2 (R)

x 7→
(
x 0
0 2x

)
et

g :M2,2 (R) → C(
a b
c d

)
7→ a+ id

avec R,M2,2 (R) et C espaces vectoriels sur R (voir Exemples 2.4 et 2.5). La
fonction

g ◦ f : R → C
x 7→ x+ 2ix

est une application linéaire (Exercice).

En plus de la composition, on peut obtenir des applications linéaires à partir
d’application linéaire connues en définissant, pour toutes applications linéaires
f, g : L→M et pour tout scalaire γ ∈ K les fonctions

f + g : L → M

` 7→ f(`) + g(`)
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et

γf : L → M

` 7→ γf(`)

Proposition 2.8 Soient L,M des K espaces vectoriels, f, g : L → M des ap-
plications linéaires et γ ∈ K un scalaire. Alors, les fonctions f + g et αf sont
des applications linéaires.

Preuve. Considérons deux vecteurs `,m ∈ L et deux scalaires α, β ∈ K. Alors

(f + g) (α`+ βm) = f (α`+ βm) + g (α`+ βm)

= αf(`) + βf(m) + αg(`) + βg(m)

= α(f + g)(`) + β(f + g)(m)

et

(γf) (α`+ βm) = γ(αf(`) + βf(m))

= α(γf)(`) + β(γf)(m).

Donc les deux fonctions f + g et γf sont des applications linéaires de L à M.

Exemple 2.9 Soient f, g deux applications de C2 à C définies par f
(
(x, y)

)
= x

et g
(
(x, y)

)
= y. La fonction

f + g : C2 → C
(x, y) 7→ x+ y

est une application linéaire.

Exemple 2.10 Soit f : C2 → C comme dans l’exemple précédent et 3i ∈ C.
La fonction

3if : C2 → C
(x, y) 7→ 3ix

est une application linéaire.

Étant donnée deux K-espaces vectoriels L et M n note par L (L,M) l’en-
semble des applications linéaires de L à M, c’est-à-dire.

L (L,M) = {f : L→M | f est linéaire} .

Comme conséquence immédiate de la Proposition 2.8 on a le résultat suivant.

Corollaire 2.11 Soient L,M deux K-espaces vectoriels. Alors L (L,M) est un
espace vectoriel sur K.
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2.1.3 Formes linéaires
Considérons un K-espace vectoriel L. Une fonction linéaire f : L → K est

appelé forme linéaire sur L.

Exemple 2.12 Soit f : C2 → C la fonction définie par f((x, y)) = x+ y. Cette
fonction est une forme linéaire. En effet, pour tous vecteurs (x, y), (z, t) ∈ C2 et
tout scalaire α ∈ C on a

f
(
(x, y) + (z, t)

)
= f

(
(x+ z, y + t)

)
= (x+ z) + (y + t)

= (x+ y) + (z + t) = f
(
(x, y)

)
+ f

(
(z, t)

)
et

f
(
α(x, y)

)
= f

(
(αx, αy)

)
= αx+ αy

= α(x+ y) = αf
(
(x, y)

)
.

Étant donné un K-espace vectoriel L, on appelle espace dual de L, et on le
dénote par L∗, l’espace vectoriel

L∗ := L (L,K) = {f : L→ K | f forme linéaire} .

On reverra sur cet espace dans une des prochaines sections.

Soit L un K-espace vectoriel, n ≥ 1 et f : L→ Kn une application linéaire.
L’image par f d’un vecteur ` ∈ L sera un n-uplet de la forme

f(`) =
(
f1(`), f2(`), . . . , fn(`)

)
.

On appelle composantes de f les applications fi : L→ K pour i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Proposition 2.13 Une application f : L → Kn est linéaire si et seulement si
toutes ses composantes f1, f2, . . . , fn sont des formes linéaires.

Preuve. Soient `,m ∈ L deux vecteurs et α, β ∈ K deux scalaires. D’après la
définition des composantes et les règles de calcul das un espace vectoriel produit,
on a

f(α`+ βm) =
(
f1(α`+ βm), f2(α`+ βm), . . . , fn(α`+ βm)

)
et

αf(`) + βf(m) =
(
αf1(`) + βf1(m), αf2(`) + βf2(m), . . . , αfn(`) + βfn(m)

)
.

Donc on a

f(α`+ βm) = αf(`) + βf(m) ⇐⇒ fi(α`+ βm) = αfi(`) + βfi(m) ∀ i

c’est-à-dire que f est une application linéaire si et seulement si toutes ses com-
posantes sont des formes linéaires.
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2.1.4 Opérateurs linéaires
Une application linéaire d’un espace vectoriel L en lui même est dite un

endomorphisme ou opérateur linéaire.

Exemple 2.14 L’application idL : L → L définie par idL(`) = ` pour tout
` ∈ L est un opérateur linéaire appelé opérateur identité sur L.

Un endomorphisme bijectif est appelé un automorphisme. Un automorphisme
est donc un isomorphisme d’un espace vectoriel L en lui même.

Exemple 2.15 Considérons le R-espace vectoriel R2. La fonction

f : R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x)

est un automorphisme de R2. En effet, f est clairement bijective et pour tous
couples (x1, y1), (x2, y2) et tous scalaires α, β ∈ R on a

f
(
α(x1, y1) + β(x2, y2)

)
= f

(
(αx1 + βx2, αy1 + βy2)

)
= (αy1 + βy2, αx1 + βx2)

= α(y1, x1) + β(y2, x2)

= αf
(
(x1, y2)

)
+ β

(
(x2, y2)

)
.

Étant donné un espace vectoriel L on dénote l’ensemble des endomorphismes
de L par

End (L) = {f : L→ L | f linéaire}

et l’ensemble des automorphismes de L par

Aut (L) = {f : L→ L | f isomorphisme} .

Ce dernier est appelé aussi le groupe général linéaire de L et est dénoté par
GL (L) (on reverra sur cela plus tard dans ce Chapitre).

Soit L un K-espace vectoriel α ∈ K un scalaire. L’application linéaire

α idL : L → L

` 7→ α`

est appelée l’homothétie de rapport α. Remarquons que toute homothétie de L
est un automorphisme de L.

Exemple 2.16 Considérons le K espace vectorielM2,2 (K). L’endomorphisme

2id :

(
a b
c d

)
7→
(

2a 2b
2c 2d

)
est une homothétie de rapport 2.
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2.1.5 Projections et symétries
Un endomorphisme p ∈ End (L) est appelé un idempotent de L (ou simple-

ment idempotent) si p ◦ p = p.

Exemple 2.17 L’endomorphisme f0 est idempotent. En effet, pour tout ` ∈ L
on a (f0 ◦ f0)(`) = f0(`) = ~0.

Proposition 2.18 Soit L un K-espace vectoriel. Un endomorphisme p est idem-
potent si et seulement si idL − p est idempotent de L.

Preuve. Pour toute fonction p ∈ End (L) on a

(idL − p)2 = (idL − p) + (p ◦ p− p).

Donc (idL − p)2 = idL − p si et seulement si p ◦ p = p.

Exemple 2.19 Soit L un K-espace vectoriel. L’endomorphisme idL est claire-
ment un idempotent.

De plus, remarquons que l’on a idL = (idL − f0).

Un endomorphisme s ∈ End (L) est dit une involution de L (ou un endo-
morphisme involutif ) si s ◦ s = idL.

Exemple 2.20 L’homothétie f−1 tel que f−1(`) = −` pour tout vecteur ` ∈ L
est une involution. En effet, pour tout ` ∈ L on a (f−1 ◦ f−1)(`) = −(−`) = `.

Proposition 2.21 Soit L un K-espace vectoriel. Un endomorphisme s est une
symétrie si et seulement si s = 2p− idL avec p un idempotent de L.

Preuve. Posons p = 1
2 (s+ idL). Alors

p ◦ p = p ⇔ 1

4
(s ◦ s+ 2s+ idL) =

1

2
(s+ idL) ⇔ s ◦ s = idL.

Donc s est une symétrie si et seulement si p est un idempotent.

Exemple 2.22 L’involution f−1 peut s’écrire comme f−1 = 2f0 − idL.
Remarquons que l’identité sur L est aussi une symétrie car idL ◦ idL = idL.

De plus, on a idL = 2idL − idL.

Considérons maintenant un espace vectoriel L et deux de ses sous-espaces
vectoriels supplémentaires M,N. Rappelons que, puisque L = M⊕N, pour tout
vecteur ` ∈ L ils existent des uniques m` ∈M et n` ∈ N tels que ` = m` + n`.

L’endomorphisme πM défini par

πM : L → L

` 7→ m`
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est appelée la projection sur M parallèlement à N.
Remarquons que πM(`) = ` si et seulement si le vecteur ` appartient à M et

que πM(`) = ~0 si et seulement si ` ∈ N.
De plus, toute projection π sur un sous-espace vectoriel de L est un idem-

potent de L, c’est-à-dire que π ◦ π = π.

L’endomorphisme σM défini par

σM : L 7→ L

` 7→ m` − n`

est appelée la symétrie par rapport à M parallèlement à N.
Remarquons que σM(`) = ` si et seulement si le vecteur ` appartient à M et

que σM(`) = −` si et seulement si ` ∈ N.
De plus, toute symétrie σ par rapport à un sous-espace vectoriel de L est

une involution, c’est-à-dire que σ ◦ σ = id.
En particulier, pour chaque vecteur ` ∈ L on a

σM(`) = m` − n` = 2m` − (m` + n`) = (2πM − idL) (`).

Donc on a l’égalité des endomorphismes σM = 2πM − idL.

Exemple 2.23 Considérons le K-espace vectoriel M2,2 (K) et ses deux sous-
espaces supplémentaires (voir aussi l’Exemple 1.56)

M =

{(
a b
0 0

)
| a, b ∈ K

}
et N =

{(
0 0
a b

)
| a, b ∈ K

}
.

Alors on a les endomorphismes

πM :

(
a b
c d

)
7→
(
a b
0 0

)
, σM :

(
a b
c d

)
7→
(
a b
−c −d

)
et

πN :

(
a b
c d

)
7→
(

0 0
c d

)
, σN :

(
a b
c d

)
7→
(
−a −b
c d

)
.

2.2 Applications linéaires et sous-espaces vecto-
riels

2.2.1 Bases

Théorème 2.24 Soient L et M deux K-espaces vectoriels. Soit (e1, e2, . . . , en)
une base de L et {f1, f2, . . . , fn} une famille de n vecteurs de M.

Alors, il existe une et une seule application linéaire f ∈ L (L,M) telle que
f(ei) = fi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Preuve. Comme (e1, e2, . . . , en) est une base de L, chaque vecteur ` ∈ L s’écrit
de façon unique comme ` =

∑n
i=1 xiei, avec x1, x2, . . . , xn ∈ K ses coordonnes

par rapport à cette base.
Considérons l’application

f : L → M
n∑
i=1

xiei 7→
n∑
i=1

xifi.

Pour tout couple de vecteurs ` =
∑n
i=1 xiei et m =

∑n
i=1 yiei ∈ L et pour tout

couple de scalaires α, β ∈ K on a

f (α`+ βm) = f

(
α

n∑
i=1

xiei + β

n∑
i=1

yiei

)

= f

(
n∑
i=1

(αxi + βyi)ei

)

=

n∑
i=1

(αxi + βyi)fi

= α

n∑
i=1

xifi + β

n∑
i=1

yifi

= αf

(
n∑
i=1

xiei

)
+ βf

(
n∑
i=1

yiei

)
= αf(`) + βf(m).

Donc, l’application f est linéaire. De plus, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} on a
clairement f(ei) = fi.

Cette application linéaire est la seule avec cette propriété. En effet, soit
g ∈ L (L,M) telle que g(ei) = fi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}. Puisque tout
vecteur ` ∈ L s’écrit comme combinaison linéaire ` =

∑n
i=1 xiei pour certains

scalaires x1, x2, . . . , xn ∈ K, on a, d’après la linéarité de g

g(`) = g

(
n∑
i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xig(ei)

=

n∑
i=1

xifi =

n∑
i=1

xif(ei)

= f

(
n∑
i=1

xiei

)
= f(`).

Donc f = g.
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Corollaire 2.25 Soient L,M deux K-espaces vectoriels, (e1, e2, . . . , en) une base
de L et f, g ∈ L (L,M).

Alors f = g si et seulement si f(ei) = g(ei) pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Le Théorème 2.24 et le corollaire précédent nous dit que pour définir une
action linéaire il est suffisant de définir les images des éléments d’une base.

Exemple 2.26 Considérons la fonction f ∈ L
(
R2,M2,3 (R)

)
telle que

f : R2 → M2,3 (R)

~e1 = (1, 0) 7→
(

1 0 0
0 2 0

)
~e2 = (0, 1) 7→

(
0 2 0
0 0 1

)
Comme (~e1, ~e2) est une base de R2, la fonction f est bien définie. En effet, il
s’agit de la fonction

f : R2 → M2,3 (R)

(x, y) 7→
(
x 2y 0
0 2x y

)
Remarquons que dans le Théorème 2.24 on ne fait aucune hypothèse sur la

dépendance linéaire des vecteur f1, f2, . . . , fn.

Exemple 2.27 Considérons la fonction f ∈ L
(
R3,R2

)
telle que

f : R3 → R2

~e1 = (1, 0, 0) 7→ (1, 0)
~e2 = (0, 1, 0) 7→ (0, 1)
~e3 = (0, 0, 1) 7→ (1, 1)

Comme (~e1, ~e2, ~e3) est une base de R3, la fonction f est bien définie. En effet, il
s’agit de la fonction

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x+ z, y + z)

Toutefois, les vecteurs f(~e1), f(~e2), f(~e3) ne sont pas linéairement indépendants.

2.2.2 Isomorphismes et bases
Rappelons qu’un isomorphisme est une application f ∈ L (L,M) qui est

bijective. Donc, on peut considérer l’application réciproque f−1 : M→ L définie
par f−1(m) = ` si f(`) = m.

Proposition 2.28 Soient L,M deux K-espaces vectoriels et f un isomorphisme
de L à M. Alors l’application f−1 est un isomorphisme de M à L.
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Preuve. Comme f est une application bijective, l’application f−1 est aussi bi-
jective. Donc, il reste à démonter que f−1 ∈ L (M,L).

Soient m1,m2 ∈ M et α, β ∈ K. Comme f est bijective, ils existent des
uniques `1, `2 ∈ L tels que f(`1) = m1 et f(`2) = m2.

Alors

f−1 (αm1 + βm2) = f−1 (αf(`1) + βf(`2))

= f−1 (f(α1`1 + β`2))

= α`1 + β`2

= αf−1(m1) + βf−1(m2).

Donc l’application f−1 est linéaire.

Exemple 2.29 Considérons l’application linéaire

f : R4 → M2,2 (R)

(a, b, c, d) 7→
(
a 2b
3c 4d

)
Cette application est un isomorphisme entre R4 et M2,2 (R). Son application
réciproque

f−1 : M2,2 (R) → R4(
a b
c d

)
7→ (a, b2 ,

c
3 ,

d
4 )

est aussi un isomorphisme.

Théorème 2.30 Soient L,M deux K-espaces vectoriels et f ∈ L (L,M). Consi-
dérons des vecteurs e1, e2, . . . , en ∈ L.
i) Si f est un morphisme injectif et e1, e2, . . . , en sont linéairement indépen-

dants sur L, alors f(e1), f(e2), . . . , f(en) sont linéairement indépendants
sur M.

ii) Si f est un morphisme surjectif et L = span {e1, e2, . . . , en}, alors M =
span {f(e1), f(e2), . . . , f(en)}.

iii) Si f est un morphisme bijectif et (e1, e2, . . . , en) est une base de L, alors
(f(e1), f(e2), . . . , f(en)) est une base de M.

Preuve.
i) Soit f un morphisme injectif de L à M et e1, e2, . . . , en des vecteurs linéai-

rement indépendants sur L.
Considérons des scalaires α1, α2, . . . , αn ∈ K tels que

α1f(e1) + α2f(e2) + · · ·+ αnf(en) = ~0M.

D’après la linéarité de f on a

f
(
α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen) = ~0M.
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Comme f est injective, cela implique que

α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen = ~0L

et d’après l’indépendance linéaire de e1, e2, . . . , en on trouve αi = 0 pour
tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.

ii) Soit f un morphisme surjectif de L à M et e1, e2, . . . , en des vecteurs de L
qui engendrent tout l’espace vectoriel.
Considérons un vecteur m ∈ M. Comme f est surjectif, il existe un vec-
teur ` ∈ L tel que f(`) = m. De plus, ce vecteur peut être écrit comme
combinaison linéaire

` = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen

pour certains scalaires α1, α2, . . . , αn ∈ K. En utilisant la linéarité de f , on
a

m = f
(
α1e1 + α2e2 + · · ·+ αnen) = α1f(e1) + α2f(e2) + · · ·+ αnf(en).

Donc, tout vecteur de M peut s’écrire comme combinaison linéaire de
f(e1), f(e2), . . . , f(en), ce qui implique que span {f(e1), f(e2), . . . , f(en)} =
M.

iii) Le point iii) clairement suit des deux points précédents.

Exemple 2.31 Considérons l’isomorphisme f ∈ L
(
R4,M2,2 (R)

)
définie dans

l’Exemple 2.29. L’image de la base canonique (~e1, ~e2, ~e3, ~e4) de R4, c’est-à-dire
le quadruplet ((

1 0
0 0

)
,

(
0 2
0 0

)
,

(
0 0
3 0

)
,

(
0 0
0 4

))
est une base deM2,2 (R).

Dans le Chapitre précédent on a vu que tout K-espace vectoriel de dimension
finie n est isomorphe à Kn. Donc, en particulier, toute paire d’espaces vectoriels
L,M de la même dimension (finie) sont isomorphes entre eux.

Le Théorème 2.30 nous permet de montrer que cette condition est à la fois
nécessaire et suffisante.

Corollaire 2.32 Soient L,M deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors L 'M si et seulement si dimL = dimM.

Exemple 2.33 L’espace des matrices carré 2× 2 sur R a dimension 4, donc il
est isomorphe à R4 (voir Example 2.29).

En général pour tout corps K et pour tous entiersm,n ≥ 0 on aMm,n (K) '
Kmn. L’espace des matrices carrésMn,n (K) est donc isomorphe à Kn2

.
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Exemple 2.34 Considérons l’espace Kn[x] des polynômes de degré au plus n,
c’est-à-dire

Kn[x] = {P ∈ K[x] | degP ≤ n}.

Cet espace vectoriel a dimension n+1 sur K, car le (n+1)-uplet (1, x, x2, . . . , xn)
est une base de l’espace. Donc Kn[x] ' Kn+1.

2.2.3 Applications linéaires de Kn à Km

Les résultats des sections précédentes nous permettent de caractériser les
applications linéaires de L (Kn,Km) avec m,n des entiers positifs.

Pour ne pas alourdir la notation, on utilisera, quand on travaillera avec des
n-uplets, une seule parenthèse au lieu de la double parenthèse. C’est-à-dire que
l’on posera

f(x1, x2, . . . , xn) := f
(
(x1, x2, . . . , xn)

)
pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn.

On commence par le cas des formes linéaires sur Kn.

Proposition 2.35 Soit K un corps, n ≥ 1 et f : Kn → K une application.
L’application f est une forme linéaire si et seulement s’il existe α1, α2, . . . , αn ∈
K tels que

f(x1, x2, . . . , xn) = α1x1 + α2x2 + · · ·αnxn

pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn.

Preuve. On vérifie facilement qu’une application f définie comme dans l’énoncé
est linéaire.

Réciproquement, considérons (~e1, ~e2, . . . , ~en) la base canonique deKn. D’après
le Théorème 2.24 la fonction f est univoquement déterminée comme la seule
forme linéaire telle que f(~ei) = αi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Exemple 2.36 Considérons le deux fonctions suivantes de C3 à C

f : C3 → C
(x, y, z, t) 7→ 5x+ 3iz + 1

2 t

et
g : C3 → C

(x, y, z, t) 7→ 2xy + z
t2+1

D’après la Proposition 2.35, f ∈
(
C3
)∗ tandis que g /∈ (C3

)∗.
On peut maintenant décrire toute application linéaire de L (Kn,Km).
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Théorème 2.37 Soit K un corps, n,m ≥ 1 et f : Kn → Km une application.
L’application f est linéaire si et seulement s’il existe αij ∈ K avec 1 ≤ i ≤ m et
1 ≤ j ≤ n tels que

f(x1, x2, . . . , xn) =
( n∑
i=1

α1ixi,

n∑
i=1

α2ixi, . . . ,

n∑
i=1

αmixi
)

pour tout (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn.

Preuve. Soient f1, f2, . . . , fm les composantes de f . D’après la Proposition 2.13
on sait que f est linéaire si et seulement si chaque fi : Kn → K est une forme
linéaire. Or, la Proposition 2.35 nous dit que fi est une forme linéaire si et
seulement s’il existe αi1, αi2, . . . , αin ∈ K tels que

fi(x1, x2, . . . , xn) = αi1x1 + αi2x2 + · · ·+ αinxn

pour tout n-uplet (x1, x2, . . . , xn) ∈ K. Donc on a l’équivalence des conditions
de l’énoncé.

Exemple 2.38 Considérons l’application

f : Q2 → Q3

(a, b) 7→ (a, a+b2 , b)

L’application f appartient à L
(
Q2,Q3

)
car chaque composante est une forme

linéaire de Q2.

2.2.4 Noyau et image
Soient L,M deux K-espaces vectoriels et f ∈ L (L,M) une application li-

néaire. Le noyau de f est le sous-ensemble de L défini par

Ker (f) = {` ∈ L | f(`) = ~0M}.

L’image de f est le sous-ensemble de M défini par

Im (f) = {m ∈M | ∃ ` ∈ L avec f(`) = m}.

Proposition 2.39 Soient L,M deux K-espaces vectoriels et f ∈ L (L,M).
Alors Ker (f) et Im (f) sont des sous-espaces vectoriels de L et M respecti-
vement.

Preuve. D’après la Proposition 2.3 on sait que f(~0L) = ~0M. Donc Ker (f) et
Im (f) sont tous les deux non vides.
(a) Considérons deux vecteurs `1, `2 ∈ Ker (f) ⊂ L et deux scalaires α, β ∈ K.

Alors

f (α`1 + β`2) = αf(`1) + βf(`2)

= α~0 + β~0 = ~0

ce qui implique que α`1 + β`2 ∈ Ker (f) et donc que Ker (f) est un sous-
espace vectoriel de L.
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(b) Considérons deux vecteursm1,m2 ∈ Im (f) ⊂M et deux scalaires α, β ∈ K.
Alors, il existe deux vecteurs `1, `2 ∈ L tels que m1 = f(`1) et m2 = f(`2).
Donc,

αm1 + βm2 = αf(`1) + βf(`2)

= f (α`1 + β`2)

ce qui implique que αm1 + αm2 ∈ Im (f) et donc que Im (f) est un sous-
espace vectoriel de M.

Exemple 2.40 Considérons l’application linéaire suivante entre les deux R-
espaces vectoriels R2 et C2

f : R2 → C2

(x, y) 7→ (x− y, 0)

Le noyau de f est le sous-espace vectoriel de R2

Ker (f) = {(x, x) | x ∈ R}

tandis que l’image de f est le sous-espace vectoriel de C2

Im (f) = {(z, 0) | z ∈ R}.

Proposition 2.41 Soit f ∈ L (L,M) avec L,M deux K-espaces vectoriels.
a) f est injective si et seulement si Ker (f) = {~0L}.
b) f est surjective si et seulement si Im (f) = M.

Preuve.
a) Soit f injective. Alors le seul vecteur ` ∈ L tel que f(`) = ~0M est ~0L.

Réciproquement, si Ker (f) = {~0L}, alors

f(`1) = f(`2) ⇐⇒ f(`1 − `2) = ~0M ⇐⇒ `1 − `2 = ~0L ⇐⇒ `1 = `2.

Donc f est injective.
b) Évident.

Exemple 2.42 Considérons l’application linéaire

f : R2 → C2

(x, y) 7→ (x+ iy, x− iy)

L’application f est injective car Ker (f) = {(0, 0)}, tandis qu’elle n’est pas
surjective car l’élément (1, i) ∈ C2 \ Im (f).
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Étant donné une application linéaire f ∈ L (L,M) avec L,M deux K-espaces
linéaires, on appelle rang de f , et on le note par rg (f) la dimension de Im (f).
On note aussi par i (f) la dimension de Ker (f).

Théorème 2.43 (du rang) Soient L,M deux K-espaces de dimension finie et
f ∈ L (L,M). Alors on a

dim(L) = i (f) + rg (f) .

Preuve. Posons n = dim(L) et k = i (f) = dim(Ker (f)).
Considérons une base (e1, e2, . . . , ek) de Ker (f).
Par le Théorème de la base incomplète, on peut trouver n − k vecteurs

ek+1, . . . , en tels que le n-uplet (e1, . . . , ek, ek+1, . . . en) est une base de L.
On va montrer que le (n−k)-uplet (f(ek+1), f(ek+1), . . . , f(en)) est une base

de Im (f). Cela prouvera que i (f) = n− k.
• La famille de vecteurs {f(ek+1), f(ek+1), . . . , f(en)} est linéairement in-

dépendante. En effet, supposons que

~0M =

n∑
i=k+1

αif(ei) =

n∑
i=k+1

f(αiei) = f

(
n∑

i=k+1

αiei

)

pour certains scalaires αk+1, αk+2, . . . , αn. Alors

n∑
i=k+1

αiei ∈ Ker (f) .

Cela implique qu’il existe des scalaires α1, α2, . . . , αk tels que

n∑
i=k+1

αiei =
k∑
i=1

αiei,

et donc que
k∑
i=1

αiei +

n∑
i=k+1

(−αi)ei = ~0L.

Puisque (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en) est une base de L cela implique en par-
ticulier que αk+1 = · · · = αn = 0.

• Montrons que Im (f) = span {f(ek+1), . . . , f(en))}. En effet, soit m ∈

Im (f). Alors il existe un vecteur ` =

n∑
i=1

αiei ∈ L, avec αi ∈ K, tel que
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m = f(`). Donc

m = f

(
n∑
i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif(ei)

=

k∑
i=1

αif(ei) +

n∑
i=k+1

αif(ei)

=

k∑
i=1

αi~0M +

n∑
i=k+1

αif(ei)

=

n∑
i=k+1

αif(ei).

Donc (f(ek), f(ek+1), . . . , f(en)) est une base de Im (f), ce qui prouve la formule
de l’énoncé.

Exemple 2.44 Considérons l’application linéaire

f : Q3 → M2,2 (Q)

(a, b, c) 7→
(
a− b c
c a− b

)
On peut vérifier facilement que

Ker (f) = {(a, a, 0) | a ∈ Q} et Im (f) =

{(
a b
b a

)
| a, b ∈ Q

}
.

Donc on a dimQ3 = 3 = 1 + 2 = i (f) + rg (f).

En utilisant le Théorème précédent on peut prouver le résultat suivant.

Théorème 2.45 Soit f ∈ L (L,M) avec dim (L) = dim (M). Alors

f est injective ⇐⇒ fest surjective ⇐⇒ f est bijective .

Preuve. Une application est bijective si et seulement si elle est à la fois injective
et surjective. Donc il suffit de prouver seulement la première double implication.

D’après la Proposition 2.41 une application linéaire f est injective si et seule-
ment si Ker (f) = {~0L}, c’est-à-dire si et seulement si i (f) = 0.

D’autre part, toujours d’après la Proposition 2.41 il suit que f est surjective
si et seulement si Im (f) = M, c’est-à-dire si et seulement si rg (f) = dim (M) =
dim (L).

Donc, en utilisant le Théorème 2.43, on a

f est injective ⇐⇒ i (f) = 0 ⇐⇒ dim (L) = rg (f) ⇐⇒ f est surjective.
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Exemple 2.46 Considérons l’application linéaire entre les deux R-espaces vec-
torielsM2,2 (R) et C2.

f : M2,2 (R) → C2(
a b
c d

)
7→ (a+ ib, c− id)

Les deux espaces vectoriels ont la même dimension sur R

dimR (M2,2 (R)) = 4 = dimR
(
C2
)
.

De plus, l’application f est injective, car Ker (f) =

{(
0 0
0 0

)}
. Donc, l’appli-

cation f est un isomorphisme entre les deux espaces.

Une conséquence intéressante du théorème que l’on vient de montrer est la
suivante.

Corollaire 2.47 (Alternative de Fredholm) Soit L un K-espace vectoriel
et f ∈ End (L). Alors
a) soit l’équation

f(`) = m

possède une et une seule solution pour tout m ∈ L,
b) soit l’équation

f(`) = ~0

possède une infinité de solutions non nulles.

Preuve. Considérons un endomorphisme f : L→ L. On a deux cas.
• Soit f est injectif et donc, d’après le Théorème 2.45, f est aussi surjectif

et donc un isomorphisme. Cela implique que pour tout m ∈ L il existe
un et un seul vecteur ` ∈ L tel que f(`) = m.

• Soit f n’est pas injectif et donc on a dim (Ker (f)) ≥ 1. C’est-à-dire qu’il
existe un vecteur ` ∈ L \ {~0} tel que α` ∈ Ker (f) pour tout scalaire
α ∈ K. Donc on a f(α`) = ~0 pour tout α ∈ K.

Le théorème du rang nous permet aussi de calculer la dimension d’un hy-
perplan de Kn.

Remarquons que pour toute forme linéaire f 6= f0 on a rg (f) = 1, car
rg (f) > 0 (seulement l’application nulle f0 a rang zéro) et rg (f) ≤ dimK = 1.

Corollaire 2.48 Tout hyperplan de Kn a dimension n− 1.

Preuve. Soit

M~a = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn | a1x1 + a2x2 + · · · anxn = 0}
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un hyperplan de Kn, avec ~a = (a1, a2, . . . , an).
Considérons la forme linéaire

f~a : Kn → K
(x1, x2, . . . , xn) 7→ a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

Cette application est surjective, car tout α ∈ K est image par f de ( αa1 , 0, . . . , 0).
De plus, on a M~a = Ker (f~a). D’après le Théorème 2.43 et la remarque ci-dessus,
on a que dim (M~a) = i (f) = dim (Kn)− rg (f) = n− 1.

Exemple 2.49 Considérons le vecteur ~a = (2, 1,−1) ∈ R3. L’hyperplan de R3

Ma = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x+ y − z = 0}

a dimension 2.

2.3 Espace des applications linéaires

2.3.1 Matrice associée

Soient L et M deux K-espaces vectoriels de dimension finie et non nulle.
Considérons une base (e1, e2, . . . , en) de L et une base (d1, d2, . . . , dm) de M.

À toute application f ∈ L (L,M) on peut associer une matriceAf ∈Mm,n (K)
relative aux deux bases ci-dessus, dont les coefficients de la j-ème colonne sont
les coordonnées de f(ej) dans la base (d1, d2, . . . , dm).

C’est-à-dire que si pour i ∈ {1, 2, . . . , n} le vecteur f(ei) peut s’écrire comme

f(ei) =

m∑
j=1

ajidj .

avec aji ∈ K, alors la matrice Af ∈Mm,n (K) sera donnée par

Af =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn
f(e1) f(e2) f(en)

.

Cette matrice est dite la matrice associée à f (ou simplement la matrice de
f) dans les bases (e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dm).

Exemple 2.50 Considérons l’application linéaire

f : R2 → R3

(a, b) 7→ (2a, a+ b, 3b)
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La matrice associée à f dans les bases canoniques de R2 et R3 respectivement
est

Af =

2 0
1 1
0 3

 ∈M3,2 (R) .

Exemple 2.51 Soit f0 ∈ L (L,M) l’application nulle. Pour toute paire de bases
de L et de M on a

Af0 = 0m×n =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


m×n

∈Mm,n (K)

où n = dim (L) et m = dim (M).

Quand on travaille avec un endomorphisme f : L → L et on fixe une base
(e1, e2, . . . , en) à la fois comme base de départ et d’arrivée de L, on appelle Af
simplement la matrice associée à f dans la base (e1, e2, . . . , en).

Exemple 2.52 Soit idL l’endomorphisme identité d’un espace vectoriel L de
dimension n. Alors, pour toute base de L, on a

Aid = In×n =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1


n×n

∈Mn,n (K) .

Remarquons que l’ordre des deux bases est important. En effet, un endomor-
phisme f est, en général, représentée par des matrices différentes selon l’ordre
qu’on donne aux deux bases dans la définition (dans le cas d’une application
linéaire dans L (L,M) avec L 6= M, les deux bases sont forcement différentes).

Exemple 2.53 Considérons les deux bases E = (~e1, ~e2, ~e3) et D = (d1, d2, d3)
de R3, où la première est la base canonique et la deuxième est donnée par

d1 = (1, 1, 0), d2 = (1, 0,−1), et d3 = (0, 1, 2).

La matrice associée à l’identité dans les bases E et D est

A
(E,D)
id =

1 1 0
1 0 1
0 −1 2


tandis que la matrice associée à l’identité dans les bases D et E est

A
(D,E)
id =

−1 2 −1
2 −2 1
1 −1 1


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2.3.2 L’espace vectoriel L (L,M)

Rappelons que l’ensemble

Mn×m(K) =

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 | aij ∈ K


est un espace vectoriel avec opérations A+B, λA pour tout A,B ∈Mn×m(K)
et λ ∈ K. Cet espace a dimension n ·m. En effet, une base de Mn×m(K) est
donnée par les matrices Eij (voir Exemple 1.38).

Proposition 2.54 Soient L,M deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors L (L,M) est un espace vectoriel de dimension dim (L) · dim (M).

Preuve. D’après le Corollaire 2.11 on sait que L (L,M) est un espace vectoriel.
Posons n = dim (L) et m = dim (M). On va prouver que L(L,M) et

Mn×m(K) sont isomorphes.
On fixe (e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dm) deux bases respectivement de L et

de M.
Alors, on a vu que à tout f ∈ L(L,M) tel que f(ei) =

∑m
j=1 ajidj on peut

associer la matrice Af dans les bases (e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dm).
L’application

ϕ : L(L,M) → Mn×m(K)
f 7→ Af

est linéaire et bijective (Exercise), donc un isomorphisme.
Cela implique, en particulier, que dim (L(L,M)) = dim (Mn×m(K)) = n ·m.

Remarquons que la proposition précédente nous dit que, une fois fixés les
deux bases (e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dm) de L et M respectivement, on a
pour tout f ∈ L (L,M) et pour tout α ∈ K

Af+g = Af +Ag et Aαf = αAf

où Af , Ag, Af+g, Aαf sont les matrices associées respectivement aux applications
linéaires f, g, f + g et αf .

Exemple 2.55 Soient f, g ∈ L
(
R2,R3

)
avec f comme dans l’Exemple 2.50 et

g : R2 → R3

(a, b) 7→ (−a,−b, a)

Les matrices associées à g,−g, f + g et f − g sont

Ag =

−1 0
0 −1
1 0

 , A−g =

 1 0
0 1
−1 0

 , Af+g =

1 0
1 0
1 3

 etAf−g =

 3 0
1 2
−1 3

 .
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Corollaire 2.56 L’ensemble des endomorphismes End (L) d’un K-espace vec-
toriel L de dimension finie est un K-espace vectoriel de dimension dim (L)

2.

Dans le Corollaire 2.25 on a prouvé qu’une application linéaire est univoque-
ment déterminée par son action sur une base. À l’aide de la matrice associée,
on peut donner une méthode pour reconstruire l’action de l’application à partir
de l’action sur une base.

Rappelons que pour tout K-espace vectoriel L de dimension n on a

L ' Kn 'Mn,1 (K) ,

et que, fixé une base (e1, e2, . . . , en) de L on peut identifier

n∑
i=1

xiei ∈ L ←→


x1
x2
...
xn

 ∈Mn,1 (K)

où (x1, x2, . . . , xn) sont les coordonnés du vecteur dans la base fixé.

Proposition 2.57 Soit f ∈ L (L,M) avec L et M deux K-espaces linéaires.
Alors pour tout vecteur ~x ∈ L on a

f(~x) = Af~x

où Af est la matrice associée à f dans deux bases fixées (e1, e2, . . . , en) et
(d1, d2, . . . , dm) de L et M respectivement, ~x le vecteur colonne 1×n avec coor-
données dans la première base et f(~x) le vecteur colonne 1×m avec coordonnées
dans la deuxième base.

Preuve. Considérons un vecteur ~x ∈ L de coordonnées (x1, x2, . . . , xn) par rap-
port à la base (e1, e2, . . . , en). D’après la remarque ci-dessus, on peut associer à
ce vecteur le vecteur colonne

~x =

n∑
i=1

xiei ←→


x1
x2
...
xn

 .

Similairement, on peut associer au vecteur f(~x) ∈M le vecteur colonne

f(~x) =

m∑
i=1

yidi ←→


y1
y2
...
ym


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où (y1, y2, . . . , ym) sont les coordonnées de f(~x) dans la base (d1, d2, . . . , dm).
Comme

m∑
j=1

yjdj = f(~x) = f

(
n∑
i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xi

m∑
j=1

(ajidj) =

m∑
j=1

(
n∑
i=1

ajixi

)
dj

par unicité des coordonnées on a

yj =

n∑
i=1

ajixi

pour tout j ∈ {1, 2, . . . ,m} et donc, d’après la définition de la matrice associée
à f , 

y1
y2
...
ym

 = Af


x1
x2
...
xm

 .

Exemple 2.58 Soit f ∈ L
(
R3,R2

)
l’application linéaire définie dans l’Exemple 2.27.

La matrice associée à f dans les deux bases canoniques de R3 et R2 est

Af =

(
1 0 1
0 1 1

)
.

Pour tout vecteur (x, y, z) ∈ R3 on a(
1 0 1
0 1 1

)xy
z

 =

(
x+ z
y + z

)
et donc on trouve f(x, y, z) = (x+ z, y + z).

2.3.3 Composition d’applications linéaires
Soient L,M,N trois K-espaces vectoriels. Considérons deux application li-

néaires f ∈ L(L,M) et g ∈ L(M,N).
D’après la Proposition 2.6, l’application composée g ◦ f ∈ L (L,N) est bien

définie.

Proposition 2.59 Soient f ∈ L (L,M) et g ∈ L (M,N) avec L,M,N trois
K-espaces vectoriels.

Soient Af la matrice associée à f dans les bases (e1, e2, . . . , en) de L et
(d1, d2, . . . , dm) de M et Ag la matrice associée à g dans les bases (d1, d2, . . . , dm)
de M et (f1, f2, . . . , fp) de N.

Alors la matrice associée à g◦f dans les bases (e1, e2, . . . , en) et (f1, f2, . . . , fp)
est

Ag◦f = Ag ·Af .
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Preuve. D’après l’hypothèse on a dim (L) = n, dim (M) = m et dim(N) = p.
Cela implique que

dim (L (L,M)) = mn, dim (L (M,N)) = np, et dim (L (L,N)) = np.

Donc on a Af ∈ Mm,n (K), Ag ∈ Mp,m (K) et Ag◦f ∈ Mp,n (K). De plus, le
produit Ag ·Af ∈Mp,n (K) est bien défini.

Posons Af = (aij)m×n, Ag = (bjk)p×m et Ag◦f = (cji)p×n.
Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} on a

p∑
j=1

cjifj = (g ◦ f)(ei) = g(f(ei))

= g

(
m∑
k=1

akidk

)
=

m∑
k=1

akig(dk)

=

m∑
k=1

aki

 p∑
j=1

bjkfj


=

p∑
j=1

(
m∑
k=1

bjkaki

)
fj

Comme (f1, f2, . . . , fp) est une base de N cela implique que pour tout i ∈

{1, 2, . . . , n} et tout j ∈ {1, 2 . . . , p} on a cij =

m∑
k=1

bjkaki, ce qui implique

que
Ag◦f = (cji)p×n = (bjk)p×m(aki)m×n = Ag ·Af .

Exemple 2.60 Soit f ∈ L
(
R2,R3

)
comme dans l’Exemple 2.50 et g l’applica-

tion linéaire définie par

g : R3 → M2,2 (R)

(x, y, z) 7→
(
x y
−y z

)
L’application g ◦ f est donnée par

g ◦ f : R2 → M2,2 (R)

(a, b) 7→
(

2a a+ b
−a− b 3b

)
.

Les matrices associées aux applications f, g et g ◦ f dans les bases canoniques
de R2, R3 etM2,2 (R) sont

Af =

2 0
1 1
0 3

 , Ag =


1 0 0
0 1 0
0 −1 0
0 0 1

 et Ag◦f =


2 0
1 1
−1 −1
0 3


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et on vérifie facilement que Ag◦f = Ag ·Af .

Le résultat suivant est conséquence de la Proposition 2.59 ainsi que de la
Proposition 1.59.

Proposition 2.61 Soit f ∈ L (L,M) avec L,M deux K-espaces vectoriels de
la même dimension finie n et Af la matrice associée à f dans deux bases
(e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dn) de L et M respectivement. Alors

f est un isomorphisme ⇐⇒ Af est inversible.

De plus, dans ce cas-ci, la matrice associée à f−1 dans les bases (d1, d2, . . . , dn)
et (e1, e2, . . . , en) est

Af−1 = (Af )
−1
.

Preuve. D’après le Théorèmé 2.30 on sait que f est un isomorphisme si et seule-
ment si le n-uplet

(
f(e1), f(e2), . . . , f(en)

)
est une base de M.

Or, la matrice Af est exactement la matrice dont la j-ème colonne a pour
coefficients les coordonnées de f(ej) dans la base (d1, d2, . . . , dn).

D’après la Proposition 1.59,
(
f(e1), f(e2), . . . , f(en)

)
est une base si et seule-

ment si la matrice Af est inversible, d’où le résultat.

De plus, d’après la Proposition 2.59, la matrice associée à idL = f−1 ◦ f
dans la base (e1, e2, . . . , en) est donnée par le produit Af−1 ·Af , où Af−1 est la
associée à f−1 dans les bases (d1, d2, . . . , dn) et (e1, e2, . . . , en) et Af la matrice
associé à f dans les bases (e1, e2, . . . , en) et (d1, d2, . . . , dn).

Or, fid = In×n est la matrice identité, donc on a In×n = Af−1 ·Af , d’où on
en déduit Af−1 = (Af )−1

Exemple 2.62 Considérons l’automorphisme

f : C4 → M2,2 (C)

(x, y, z, t) 7→
(
ix y
z it

)
et son inverse

f−1 M2,2 (C) → C4(
a b
c d

)
→ (−ia, b, c,−id)

.

Les matrices associées à f et f−1 dans les bases canoniques sont

Af =


i 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i

 et Af−1 =


−i 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −i

 .
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2.3.4 Groupe général linéaire
Soit L un espace vectoriel. Rappelons que l’ensemble Aut (L) des automor-

phismes de L est aussi noté par GL (L) et il est appelé le groupe général linéaire
de L.

Exemple 2.63 f0 /∈ GL (L), tandis que idL ∈ GL (L).

L’exemple précédent nous montre que GL (L) n’est pas un sous-espace vec-
toriel de End (L). Néanmoins, à l’aide de la composition d’endomorphismes on
peut lui donner une structure algébrique.

Théorème 2.64 Soit L un espace vectoriel. Alors GL (L) est un groupe avec
opération la composition d’applications.

Preuve. Il suffit de remarquer que l’opération de composition g ◦ f pour deux
endomorphismes g, f ∈ End (L) est bien définie, que l’endomorphisme identité
idL est l’élément neutre (à gauche et à droite) de cette opération et que pour
tout f ∈ End (L) l’automorphisme f−1 est l’élément inverse (à gauche et à
droite) de f .

Remarquons que le groupe GL (L) n’est pas abélien, car la composition n’est
pas une opération commutative, c’est’à-dire que, en général, f ◦ g 6= g ◦ f .

L’ensemble GL (L) muni des opération de somme et de composition et de
produit par scalaire possède une structure d’algèbre associative 1. C’est-à-dire
que pour tous f, g ∈ GL (L) et tout α ∈ K, les applications f + g, f ◦ g, αf sont
bien définies et que

(αf) ◦ g = f ◦ (αg) = α(f ◦ g).

D’après la Section précédente, on sait que tout endomorphisme d’un espace
vectoriel L s’identifie avec une matrice n×n, avec n = dim (L). De plus, comme
conséquence de la Proposition 2.61 on a la caractérisation suivante.

Corollaire 2.65 L’espace GL (L) d’automorphismes d’un K-espace vectoriel L
s’identifie comme groupe avec le groupe général linéaire

GLn (K) = {A ∈Mn,n (K) | detA 6= 0}.

Le corollaire précédente nous dit que GL (L) et GLn (K) sont des groupes
isomorphes 2.

Rappelons que pour toutes matrices A,B ∈Mn,n (K) on a

det (AB) = det (A) det (B),

et donc que AB et A−1 ∈ GLn (K) pour tout A,B ∈ GLn (K).

1. Pas le but de ce cours de vous détailler ça !
2. Un isomorphisme φ de groupes se définit de façon similaire à un isomorphisme d’espaces

vectoriels : φ est bijectif et φ(A ·B) = φ(A) · φ(B).
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Exemple 2.66 Considérons les deux bases de R3 E = (~e1, ~e2, ~e3) et D =
(d1, d2, d3) comme dans l’Exemple 2.53.

Soit f ∈ R3 l’endomorphisme qui envoie la première base dans la deuxième,
c’est-à-dire tel que

f(~e1) = d1, f(~e2) = d2 et f(~e3) = d3.

La matrice Af associée à f dans la base canonique

Af =

1 1 0
1 0 1
0 −1 2


tandis que la matrice Af−1 associée à f−1 dans la base canonique est

Af−1 =

−1 2 −1
2 −2 1
1 −1 1

 .

En accord avec la proposition précédente on a Af−1 ·Af = I3×3.

2.3.5 Polynôme, déterminant et trace d’un endomorphisme
Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel. Notons

f0 = idL et fk := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k

pour tout k ≥ 1.

Depuis la section précédente on sait que pour tous f1, f2, . . . , fn ∈ End (L) et
pour tous scalaires α1, α2, . . . , αn ∈ L la combinaison linéaire d’endomorphismes

α1f
k1
1 + α2f

k2
2 + · · ·+ αnf

kn
n

est encore un endomorphisme de L.

Exemple 2.67 Considérons les deux endomorphismes de R2

f : R2 → R2

(a, b) 7→ (a− b, 2b) et g : R2 → R2

(a, b) 7→ (b, a)
.

Alors l’endomorphisme 2f2 − g4 + f0 est donné par

2f2 − g4 + f0 : R2 → R2

(a, b) 7→ (2a− 6b, 8b)
.

Étant donné un polynôme P = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ K[x] on note pour

tout endomorphisme f ∈ End (L)

P (f) := a0idL + a1f + · · ·+ anf
n

et similairement, pour toute matrice A ∈Mn,n (K)

P (A) := a0In×n + a1A+ · · ·+ anA
n.
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Proposition 2.68 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace linéaire. Alors, pour
tout P,Q ∈ K[x] on a

(P +Q)(f) = P (f) +Q(f) et (PQ)(f) = P (f) ◦Q(f) = Q(f) ◦ P (f).

De plus, si Af est la matrice associée à f dans une base de L, alors la matrice
associée à P (f) dans la même base est P (Af ).

Preuve. La première partie de l’énoncé résulte facilement de la définition des
opérations dans l’espace des endomorphismes (somme et composition) et des
opérations dans l’espace des polynômes (somme et multiplication) (Exercice).

Pour montrer la deuxième partie, on utilise les résultats montrés dans la
Section 2.3.2. Supposons d’abord que P soit un monôme et raisonnons par
récurrence sur le degré de P .
• Si P = a0 on a P (f) = a0f alors Aa0f = a0Af .
• Si P = anx

n, alors on peut écrire P (f) = (anf)◦f et d’après l’hypothèse
de récurrence on a

Aanfn = A(anfn−1)◦f = Aanfn−1 ·Af
= an(Af )n−1Af = an(Af )n.

Si maintenant P = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ K[x], on a, d’après les points

précédents

AP (f) = Aa0+a1f+···+anfn

= Aa0 +Aa1f + · · ·+Aanfn

= a0Aid + a1Af + · · ·+ an(Af )n

= P (Af ).

Exemple 2.69 Soient f ∈ End
(
R2
)
comme dans l’Exemple 2.67.

Soit P = 1 + 2x− 3x2 ∈ R[x]. Alors la matrice associée à P (f) dans la base
canonique est

AP (f) = Aid+2f−3f2

= Aid + 2Af − 3(Af )2

=

(
1 0
0 1

)
+ 2

(
1 −1
0 2

)
− 3

(
1 −3
0 4

)
=

(
0 7
0 −7

)
.

En effet on a
P (f) : R2 → R2

(a, b) 7→ (−b,−b)
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2.4 Rang et déterminant d’une application linéaire

2.4.1 Changement de bases

Dans les sections précédents on a vu que pour tout f ∈ L (L,M) avec L,M
espaces vectoriels de dimension finie, la matrice Af dépend du choix des bases
E et D de L et M respectivement.

La matrice A(E,D)
f est telle que


y1
y2
...
ym

 = A
(E,D)
f


x1
x2
...
xn


pour tout vecteur ~x de coordonnées (x1, x2, . . . , xn) dans la base E tel que le
vecteur f(~x) soit de coordonnées (y1, y2, . . . , ym) dans la base D.

Dans la Section 1.5.1 on a vu que, pour toute autre base E′ = (e′1, e
′
2, . . . , e

′
n)

de L il existe une matrice P = (pik)n×n, appelée matrice de passage de E à E′
telle que

e′i =

n∑
k=1

pkiek

pour tout i ∈ {1, 2 . . . , n}.
Considérons un vecteur ` ∈ L de coordonnées (x1, x2, . . . , xn) dans la base

E et de coordonnées (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) dans la base E′. On a donc

n∑
k=1

xkek =

n∑
i=1

x′ie
′
i

=

n∑
i=1

x′i

(
n∑
k=1

pkiek

)

=

n∑
k=1

(
n∑
i=1

pkix
′
i

)
ek.

Comme (e1, e2, . . . , en) est un base de L, cela implique que pour tout k ∈
{1, 2 . . . , n} on a xk =

∑
i pkix

′
i.

En passant aux matrices on trouve

P


x′1
x′2
...
x′n

 =


x1
x2
...
xn


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et donc 
y1
y2
...
ym

 =
(
A

(E,D)
f · P

)
x′1
x′2
...
x′n

 .

Comme, par définition de matrice associée dans deux bases on a aussi
y1
y2
...
ym

 = A
(E′,D)
f


x′1
x′2
...
x′n


et comme les deux équations sont vérifiés pour tout vecteur ` ∈ L, on trouve
l’égalité

A
(E′,D)
f = A

(E,D)
f · P.

Symétriquement, si l’on considère une nouvelle baseD′ deM, avec sa matrice
de passage T de D à D′, on peut trouver

A
(E,D′)
f = T−1 ·A(E,D)

f .

On peut résumer les deux égalités dans le théorème suivant.

Théorème 2.70 Soient E,E′ et D,D′ des bases respectivement de L et M avec
matrices de passage P et T respectivement. Alors

A
(E′,D′)
f = T−1 ·A(E,D)

f · P.

Donc, toute application linéaire f ∈ L (L,M), avec L,M deux K-espaces
vectoriels de dimension respectivement n et m est représentée par une famille
de matrices dansMn,m (K) liées par la relation

A1 ∼ A2 ⇐⇒ ∃ P ∈ GLn (K) , T ∈ GLm (K) A1 = T−1 ·A2 · P.

2.4.2 Rang d’une application
Une conséquence intéressante du Théorème 2.70 est que toute application

linéaire peut être représenté d’une matrice “simple”, comme dans le corollaire
suivant.

Rappelons que pour tout application linéaire f , i (f) est la dimension de
Ker (f) et rg (f) la dimension de Im (f).

Corollaire 2.71 Soit f ∈ L(L,M) avec L,M deux K-espaces vectoriels de di-
mension respectivement n et m. Posons r = rg (f) et i = i (f).

Alors il existe une base Ẽ de L et une base D̃ de M telles que

A
(Ẽ,D̃)
f =

(
Ir×r 0r×i
0i×r 0i×i

)
m×n
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Preuve. Soit (e1, e2, . . . , ek, ek+1, . . . , en) une base de L obtenue par completion
à partir d’une base (e1, e2, . . . , ei) de Ker (f).

D’après le Théorème du rang on a r = n− i. Posons donc

ẽ1 = ei+1, ẽ2 = ei+2, . . . ẽr = en et ẽr+1 = e1, ẽr+2 = e2, . . . ẽn = ei.

Posons aussi

d̃1 = f(ei+1), d̃2 = f(ei+2), . . . d̃r = f(en)

et complétons la base avec d̃r+1, . . . , d̃m. Alors, l’application linéaire f a comme
matrice associée dans les deux bases (ẽ1, ẽ2, . . . , ẽn) et (d̃1, d̃2, . . . , d̃m) exacte-
ment la matrice de l’énoncé.

Exemple 2.72 Considérons l’application linéaire f ∈ L
(
R2,R3

)
définie dans

l’Exemple 2.50. On a vu que sa matrice associée dans les deux bases canoniques
de R2 et R3 est 2 0

1 1
0 3

 .

Cette application a noyau trivial, donc de dimension 0, et rang 2. En utilisant
le Corollaire 2.71 on trouve que, en choisissant comme base de R2 le couple
Ẽ = (ẽ1, ẽ2) et comme base de R3 le triplet D̃ = (d̃1, d̃2, d̃3) avec

ẽ1 = (1, 0), ẽ2 = (0, 1) et d̃1 = (2, 1, 0), d̃2 = (0, 1, 3), d̃3 = (0, 1, 0)

(le vecteur d̃3 est un choix possible pour compléter (d̃1, d̃2) en base de R3), on
trouve comme matrice associée a f

A
(Ẽ,D̃)
f =

1 0
0 1
0 0

 .

Remarquons aussi que, d’après le Théorème 2.70 cette matrice peut être obtenue
comme produit

A
(Ẽ,D̃)
f =

2 1 0
0 1 3
0 1 0

−1Af (1 0
0 1

)
.

où les deux matrices sont les deux matrices de passage des bases canoniques aux
bases Ẽ et D̃.

Le rang d’une matrice A ∈ Mm,n (K) correspond au nombre de vecteurs
colonnes linéairement indépendants de A.

Pour toute application f ∈ L (L,M), le rang de f coïncide avec le rang de
la matrice associée Af dans deux bases (e1, e2, . . . , en) du premier espace et
(d1, d2, . . . , dm) du deuxième espace, c’est-à-dire avec le nombre des vecteurs
indépendants parmi {f(e1), f(e2), . . . , f(en)}.

Remarquons que la définition de rang ne dépend pas des bases choisies.
Deux matrices représentant la même application ont le même rang, tandis que
l’inverse, en général, n’est pas vrai.

65



Exemple 2.73 Considérons les deux matrices

A =

(
3 0 0
0 1 0

)
et B =

(
0 1 0
0 0 0

)
.

Elles ont rang différent, donc elles ne sont pas des matrices associées à la même
application linéaire.

2.4.3 Déterminant et trace d’un endomorphisme
Le corollaire suivant est un cas particulier du Théorème 2.70.

Corollaire 2.74 Soit f ∈ End (L) et Af une matrice représentant f dans une
certaine base. Alors l’ensemble de matrices qui représentent f est exactement{

Ã = T−1AT | T est inversible
}
.

Deux matrices A, Ã telles qu’il existe une matrice inversible T qui donne
Ã = T−1AT sont dites conjuguées.

Exemple 2.75 Considérons l’endomorphisme

f : R2 → R2

(a, b) 7→ (b− a, 0)

L’application f est représentée par les deux matrices

A =

(
−1 1
0 0

)
et B =

(
−1 −1
0 0

)
qui sont conjuguée par la matrice

T =

(
1 0
0 −1

)
.

En effet, les deux matrices sont des matrices associée à f , la première dans la
base canonique (~e1, ~e2) et la deuxième dans la base

(
(1, 0), (0,−1)

)
.

La conjugaison est une relation d’équivalence, c’est-à-dire que pour toutes
matrices A,B,C ∈Mn,n (K) l’on a (Exercice) :
i) A ∼ A (réflexivité)
ii) A ∼ B =⇒ B ∼ A (symétrie)
iii) A ∼ B et B ∼ C :=⇒: A ∼ C (transitivité)

De plus, comme le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit
des déterminants, on a

det (Ã) = det (TAT−1) = det (T ) det (A) det (T )
−1

= det (A)
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pour toutes matrices Ã ∼ A.
De ce fait, on peut définir le déterminant d’un endomorphisme f ∈ End (L),

et on le note par det (f), comme le déterminant de la matrice Af associée à f
dans n’importe quelle base de L.

Similairement, comme pour toute couple de matrices carrés A,B ∈Mn,n (K)
on a

trace (AB) = trace (BA)

on a
trace

(
Ã
)

= trace
(
TAT−1

)
= trace

(
A(TT−1)

)
= trace (A)

pour toutes matrices Ã ∼ A.
Donc, on peut définir la trace d’un endomorphisme f ∈ End (L), et on le

note par trace (f), comme la trace de la matrice Af associée à f dans n’importe
quelle base de L.

Exemple 2.76 Soit f ∈ End
(
R2
)
l’endomorphisme défini dans l’Exemple 2.75.

On a
det (f) = 0 et trace (f) = −1.

2.4.4 Forme multilinéaires alternées

Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1.
Considérons une application

f : L× L× · · · × L︸ ︷︷ ︸
p

→ K

avec p ≥ 1, telle que, pour tout i ∈ {1, 2 . . . , p} et pour tous x1, x2, . . . , xp les
applications

f(i) : L → K
` 7→ f(x1, . . . , xi−1, `, xi+1, . . . , xp)

soient des formes linéaires. Équivalemment, soit f telle que pour tous α, β ∈ K
et pour tous xj , `,m ∈ L avec i ∈ {1, 2, . . . , p} \ {i}, on a

f(x1, . . . , α`+ βm, . . . , xp) = αf(x1, . . . , `, . . . , xp) + βf(x1, . . . ,m, . . . , xp)

Une application de telle sorte est dite forme p-linéaire. Quand p = 1 on retrouve
la définition de forme linéaire tandis que cas p = 2 sera étudié plus en détail
dans un autre chapitre.

Exemple 2.77 L’application trace de Mn,n (K) à K est une application 1-
linéaire pour tout n ≥ 1 (Exercice).
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Exemple 2.78 Soit
f R2 → R

(a, b) 7→ ab

Cette application est un forme 2-linéaire. En effet, pour tout α, β, x, y, z ∈ R
on a

f(αx+ βy, z) = (αx+ βy) z

= α(xz) + β(yz)

= αf(x, z) + βf(y, z)

et symétriquement

f(x, αy + βz) = x (αy + βz)

= α(xy) + β(xz)

= αf(x, y) + βf(x, z)

Une forme p-linéaire f est dite alternée si pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . , p} avec
i 6= j on a

xi = xj avec i 6= j =⇒ f(x1, x2, . . . , xp) = 0

Proposition 2.79 Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit f : Lp → K une forme p-linéaire alternée.
Pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . , p} avec i 6= j on a

f(x1, . . . , xi
i
, . . . , xj

j

, . . . , xp) = −f(x1, . . . , xj
i

, . . . , xi
j
, . . . , xp)

Preuve. (Exercice)

L’espace des matrices carréesMn,n (K) de taille n× n sur un corps K peut
être vu comme produit de n fois l’espace des colonnesMn,1 (K), c’est-à-dire que

Mn,n (K) ' Mn,1 (K)× · · · ×Mn,1 (K)︸ ︷︷ ︸
n

' (Mn,1 (K))
n

On peut donc interpréter la fonction det comme une fonction n-linéaire

det : Mn,n (K) → K
A 7→ det (A)

En effet, pour tout scalaire α ∈ K on a

det


a11 · · · a1i + b1i · · · a1n
a21 · · · a2i + b2i · · · a2n
...

...
. . .

... a1n
an1 · · · ani + bni · · · ann

 =

det


a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

... a1n
an1 · · · ani · · · ann

+ det


a11 · · · b1i · · · a1n
a21 · · · b2i · · · a2n
...

...
. . .

... a1n
an1 · · · bni · · · ann


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et

det


a11 · · · α a1i · · · a1n
a21 · · · α a2i · · · a2n
...

...
. . .

... a1n
an1 · · · α ani · · · ann

 = α det


a11 · · · a1i · · · a1n
a21 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

... a1n
an1 · · · ani · · · ann


Exemple 2.80 Considérons la matrice

(
2 + i 3
i 1

)
∈M2,2 (C). On a

det

(
2 + i 3
i 1

)
= det

(
2 · 1 + i · 1 3
2 · 0 + i · 1 1

)
= 2 det

(
1 3
0 1

)
+ i det

(
1 3
1 1

)
= 2 · 1 + i · (1− 3) = 2− 2i

Remarquons aussi que si l’on change la première colonne avec la deuxième on a

det

(
3 2 + i
1 i

)
= 2i− 2 = −det

(
2 + i 3
i 1

)
.

2.5 Espace dual

2.5.1 Espace dual et applications linéaires
Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie. Rappelons que l’espace dual

de L est l’espace

L∗ = L(L,K) = {f : L→ K | f linéaire}.

D’après la Proposition 2.54 sa dimension est

dim (L∗) = dim (L) · dim(K) = dim (L).

Donc, d’après le Corollaire 2.32 les espaces L et L∗ sont isomorphes. De plus,
on peut construire un isomorphisme explicite de la façon suivante.

Considérons une base (e1, e2, . . . , en) de L. Sa base duale est le n-uplet
(e1, e2, . . . , en) où ej : L → K est la fonction qui associe à chaque vecteur
de L sa j-ème coordonnée dans la base (e1, e2, . . . , en), c’est-à-dire que pour
tout j ∈ {1, 2, . . . , n} on a

ej(α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen) = xj

où α1, α2, . . . , αn ∈ K.
Donc pour tout i, j ∈ {1, 2, . . . , n} on a

ej(ei) = δij =

{
1 si i = j
0 si i 6= j
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Proposition 2.81 Une base dual est une base de l’espace dual L∗.

Preuve. Soit (e1, e2, . . . , en) une base d’un K-espace vectoriel L. Considérons sa
base duale (e1, e2, . . . , en) construite comme ci-dessus.

Le n-uplet (e1, e2, . . . , en) engendre l’espace vectoriel L∗. En effet, pour tout
f ∈ L∗ et pour tout ` =

∑
i αiei ∈ L, on a

f(`) = f

(
n∑
i=1

αiei

)
=

n∑
i=1

αif(ei) =

n∑
i=1

ei(`)f(ei) =

(
n∑
i=1

f(ei)e
i

)
(`)

avec f(e1), f(e2), . . . , f(en) ∈ K. Donc on peut écrire

f = f(e1)e1 + f(e2)e2 + · · ·+ f(en)en.

Cela implique que L∗ = span
{
e1, e2, . . . , en

}
.

La famille de vecteurs {e1, e2, . . . , en} est linéairement indépendante dans
L∗. En effet, si l’on considère des scalaires α1, α2, . . . , αn ∈ K tels que

α1e
1 + α2e

2 + · · ·+ αne
n = f0

alors pour tout j ∈ {1, 2, . . . , n} on a

αj = (α1e
1 + α2e

2 + · · ·αnen)(ej) = f0(ej) = 0.

Donc les vecteurs e1, e2, . . . , en sont linéairement indépendants.

Exemple 2.82 Considérons la forme linéaire sur R3 définie par

f : R3 → R
(a, b, c) 7→ 2a+

√
5b− c

L’action de f sur la base canonique (e1, e2, e3) de R3 est donnée par

f(e1) = 2, f(e2) =
√

5 et f(e3) = −1

La fonction f ∈ L∗ peut s’écrire comme combinaison linéaire

f = 2e1 +
√

5e2 − e3

où (e1, e2, e3) est la base duale de la base canonique.

Étant donné une base E = (e1, e2, . . . , en) de L on peut donc construire un
isomorphisme

φE : L → L
ei 7→ ei

qui est univoquement déterminé d’après le Corollaire 2.25.
Cet isomorphisme n’est pas canonique. En effet, en général il n’existe pas

d’isomorphisme canonique entre un espace vectoriel L et son dual L∗.

70



2.5.2 Espace bidual
Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie. Son espace bidual est l’espace

L∗∗ := (L∗)
∗

=
{̂̀ : L∗ → K | ̂̀ linéaire}

où pour tout ̂̀∈ L∗∗, pour tous f, g ∈ L∗ et tous α, β ∈ K on posề(αf + βg) := α ̂̀(f) + β ̂̀(g).

Remarquons que

dim (L∗∗) = dim (L∗) = dim (L)

et donc que L∗∗ ' L.

Théorème 2.83 Soit L un espace vectoriel de dimension finie. Il existe un
isomorphisme canonique entre L et L∗∗.

Preuve. Considérons l’application φ : L→ L∗∗ qui envoie chaque vecteur ` dans
la forme linéaire

φ(`) = ̂̀ : L∗ → K
f 7→ f(`)

c’est-à-dire que pour tout ` ∈ L et pour tout f ∈ L∗ on a(
φ(`)

)
(f) = f(`).

On va montrer que l’application φ est un isomorphisme d’espace vectoriels.
• L’application φ : L → L∗∗ est bien définie, c’est-à-dire que pour tout
` ∈ L, on a φ(`) ∈ L∗∗.
En effet, considérons l’application ̂̀= φ(`) de L∗ vers K. Elle est linéaire
car pour tous f, g ∈ L et tous α, β ∈ K, on ầ(αf + βg) = (αf + βg) (`)

= αf(`) + βg(`)

= αˆ̀(f) + β ̂̀(g)

Donc ˆ̀ est dans L∗∗.
• L’application φ : L→ L∗∗ est linéaire.

En effet, pour tous `,m ∈ L et tous α, β ∈ K, l’application ̂α`+ βm =
φ (α`+ βm) de L∗ vers K est telle que pour tous f ∈ L∗ on a

̂(α`+ βm)(f) = f (α`+ βm)

= αf(`) + βf(m)

= α ̂̀(f) + β m̂(f)

=
(
α ̂̀+ β m̂

)
(f)

d’où on obtient φ (α`+ βm) = αφ(`) + βφ(m).
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• L’application φ : L→ L∗∗ est bijective
En effet, supposons que φ(`) = 0L∗∗ . Alors, pour tout f ∈ L∗ on a

f(`) = φ(`)(f) = 0L∗∗(f) = 0

et donc, en particulier, ` = id(`) = 0. Cela implique que Ker (φ) = {0L∗∗}
et donc que φ est injective. Comme L et L∗∗ sont deux espaces de la même
dimension finie, on a que φ est une application bijective.

De plus, l’isomorphisme φ que l’on vient de considérer ne dépend pas du
choix des bases. Il est donc un isomorphisme canonique.

Exemple 2.84 Considérons l’espace bidual
(
R3
)∗∗. D’après le Théorème pré-

cédent on a la bijection

R3 ←→
(
R3
)∗∗

(a, b, c) ←→ ̂(a, b, c)

Soit f ∈ L∗ comme dans l’Exemple 2.82. Alors

̂(a, b, c)(f) = f(a, b, c) = 2a+
√

5b− c
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Chapitre 3

Réduction des
endomorphismes

Dans le chapitre précédent on a vu que toute application linéaire f ∈ L (L,M),
avec L,M deux K-espaces vectoriels de dimension finie, peut s’exprimer, dans
des bases opportunes, dans une forme “simple”. En particulier, on peut traduire
le Corollaire 2.71 en terme de matrices.

Corollaire 3.1 Pour toute matrice A ∈ Mm,n (K) il existe deux matrices in-
versibles P ∈Mn,n (K) et T ∈Mm,m (K) telles que

T−1AP =



1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 · · · 0


Dans ce chapitre on s’occupe de trouver une représentation simple d’un

endomorphisme, et pour faire cela on utilisera des résultats sur les matrices
carrées. En particulier, étant donné un endomorphisme f et sa matrice associée
Af dans une certaine base, on va trouver des conditions sur f (et sur Af )
qui nous permettent de trouver une matrice conjuguée à Af ayant une forme
“simple”.

3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

3.1.1 Définitions
Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie n. Sup-

posons qu’il existe un scalaire λ ∈ K et un vecteur non nul ` ∈ L \ {~0L} tels
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que
f(`) = λ`.

Sous ces conditions on dira que λ est une valeur propre de f et que ` est un
vecteur propre pour la valeur propre λ.

Exemple 3.2 La seule valeur propre de l’endomorphisme identité idL est 1.
En général, pour toute homothétie fλ = λid de rapport λ la seule valeur

propre est le scalaire λ ∈ K.
Remarquons que tous vecteurs non nuls de L sont des vecteurs propres d’une

homothétie.

Exemple 3.3 Soit f ∈ End (L) et ` ∈ Ker (f) \ {~0}. Alors ` est un vecteur
propre de f pour la valeur propre 0.

Remarquons que si ` est un vecteur propre de f , alors la valeur propre
associée à ` est unique. En effet, si f(`) = λ` = µ`, alors on a (λ− µ)` = ~0. Or,
` 6= ~0, donc forcement on trouve λ = µ.

Proposition 3.4 Soit f ∈ End (L) et λ ∈ K. Le scalaire λ est une valeur propre
de f si et seulement si l’endomorphisme f − λidL n’est pas bijectif.

Preuve. D’après le Théorème 2.45, un endomorphisme est bijectif si et seulement
si il est injectif et, d’après la Proposition 2.41, cela est vérifié si et seulement si
Ker (f − λidL) = {~0L}.

Or, λ est une valeur propre de f si et seulement s’il existe un vecteur ` 6= ~0
tel que

f(`) = λ` ⇐⇒ (f − λidL) (`) = ~0 ⇐⇒ ` ∈ Ker (f − λidL) .

Exemple 3.5 Considérons l’endomorphisme

f : R2 → R2

(a, b) 7→ (b, 4a)

D’après la Proposition précédente, λ est une valeur propre de f si et seulement
s’il existe un vecteur (a, b) ∈ Ker (f − λid) \ {(0, 0)}, c’est-à-dire tel que

(b− λa, 4a− λb) = (0, 0) ⇐⇒
{

4a = λ2a
b = λa

Les seuls valeurs propres de f sont donc 2 et −2. Les vecteurs propres de f par
la valeur propre 2 sont de la forme (a, 2a), tandis que les vecteurs propres de f
par la valeur propre −2 sont de la forme (a,−2a).

En effet, pour tout a ∈ R on a

f(a, 2a) = (2a, 4a) = 2(a, 2a) et f(a,−2a) = (−2a, 4a) = −2(a, 2a).
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3.1.2 Polynôme caractéristique

Rappelons que le polynôme caractéristique pA ∈ K[x] d’une matrice carré
A ∈Mn,n (K) est le polynôme défini par

pA = det (A− xIn×n).

Ce polynôme a degré exactement n et peut être écrit comme

pA = (−1)nxn + (−1)n−1(trace (A))xn−1 + · · ·+ det (A).

Soit f ∈ End (L), avec L un K-espace vectoriel de dimension finie n. Le
polynôme caractéristique de f , noté pf , est le polynôme caractéristique d’une
matrice associée à f dans une base choisie, c’est-à-dire le polynôme

pf (x) = det (Af − xIn×n) ∈ K[x]

Remarquons que cette définition ne dépend pas du choix de la base dans laquelle
on représente f . En effet, si A et B représentent toutes les deux l’endomorphisme
f alors on a, d’après le Corollaire 2.74, B = P−1AP pour une certaine matrice
inversible P , et donc

det (B − xIn×n) = det (P−1AP − xP−1In×nP )

= det (P−1(A− xIn×n)P )

= det (P )−1 det (A− xIn×n) det (P )

= det (A− xIn×n).

Exemple 3.6 Considérons l’endomorphisme f défini dans l’Exemple 3.5. La
matrice associée à f dans la base canonique de R2 est

Af =

(
0 1
4 0

)
.

Son polynôme caractéristique est donc

pf = det (Af − xIn×n)

= det

((
0 1
4 0

)
− x

(
1 0
0 1

))
= det

(
−x 1
4 −x

)
= x2 − 4.

En évaluant le polynôme on trouve que pour tout scalaire λ ∈ K on a
pf (λ) = det (f − λidL). On a donc le résultat suivant.

Proposition 3.7 Soit f ∈ End (L). Le scalaire λ est une valeur propre de f si
et seulement si λ est une racine de pf .

75



Preuve. D’après la Proposition 3.4, un scalaire λ ∈ K et une valeur propre de
f si et seulement si l’endomorphisme f − λidL n’est pas bijective, ce qui est
équivalent à dire que det (f − λidL) = 0.

Donc λ est un vecteur propre de f si et seulement si λ est une racine du
polynôme caractéristique.

Calculer les valeur propres d’un endomorphisme n’est pas toujours facile,
mais en utilisant la caractérisation de la Proposition précédente, on a le résultat
suivant.

Proposition 3.8 Soit f ∈ End (L). Si la matrice Af associée à f dans une cer-
taine base est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure, alors les valeurs
propres de f sont exactement les coefficients diagonaux de Af .

Preuve. (Exercice)

Exemple 3.9 Soit g l’endomorphisme de Q3 ayant comme matrice associée
dans une certaine base la matrice

Ag =

1 0 2
0 1 −1
0 0 3

 .

Les valeurs propres de g sont 1 et 3. Les vecteurs propres pour la valeur 1 sont
tous les vecteurs de la forme (x, y, 0) ∈ Q3, tandis que les vecteurs propres pour
la valeur 3 sont les vecteurs de la forme (−2y, y,−2y) ∈ Q3.

Comme toute valeur propre λ est racine de du polynôme caractéristique,
alors le polynôme (λ− x) divise pf . On appelle multiplicité de la valeur propre
λ, et on le note m(λ), le plus grand entier m tel que (λ− x)m divise pf .

Exemple 3.10 Soit g comme dans l’Exemple 3.9. Le polynôme caractéristique
de g est pg = (1− x)2(3− x).

Les multiplicités des deux valeurs propres sont m(1) = 2 et m(3) = 1.

Soit f ∈ L avec L un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle
spectre de f l’ensemble Spect (f) de toutes ses valeurs propres.

Exemple 3.11 Soit g l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.9. Le spectre
de g est l’ensemble Spect (g) = {1, 3}.

On dit que f a un spectre simple si toutes les valeurs propres de f ont
multiplicité 1.

Exemple 3.12 L’endomorphisme f défini dans l’Exemple 3.5 a un spectre
simple car Spect (f) = {2,−2} et m(2) = m(−2) = 1, tandis que le spectre
de l’endomorphisme g défini dans l’Exemple 3.9 n’est pas simple, car la multi-
plicité de valeur propre 1 est m(1) = 2.

76



3.1.3 Espace des vecteurs propres

Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie n. Dans la
Proposition 3.4 on a montré qu’un vecteur ` ∈ L est un vecteur propre de f si
et seulement s’il appartient à Ker (f − λidL) pour une certain valeur propre λ.

Pour tout λ ∈ K (pas forcement une valeur propre) on pose

L(λ) := Ker (f − λid) .

De façon équivalente, L(λ) est l’ensemble de tous les vecteurs ` ∈ L tels que
f(`) = λ`.

Proposition 3.13 Pour tout λ ∈ K, L(λ) est un sous-espace vectoriel de L. De
plus, il est stable par f , dans le sens que pour tout ` ∈ L(λ) on a f(`) ∈ L(λ).

Preuve. L’ensemble L(λ) = Ker (f − λid) est clairement un sous-espace vectoriel
de L en tant que noyau d’un endomorphisme de L. Une façon plus directe de
montrer le même résultat est de vérifier que :

— L(λ) 6= ∅, puisque f(~0) = ~0 = λ~0 et donc ~0 ∈ Lλ,
— pour tous `,m ∈ L(λ) on a

f(`+m) = f(`) + f(m) = λ`+ λm = λ(`+m)

et donc `+m ∈ L(λ),
— pour tout ` ∈ L(λ) et α ∈ K on a

f(α`) = αf(`) = α(λ`) = λ(α`)

et donc α` ∈ L(λ).
De plus, L(λ) est stable par l’endomorphisme f , car pour tout ` ∈ L(λ) on a

f
(
f(`)

)
= f(λ`) = λf(`)

et donc f(`) ∈ L(λ).

Quand λ est une valeur propre de f on appelle l’espace L(λ) le sous-espace
propre de L (par rapport à f) pour la valeur propre λ. Remarquons que le
sous-espace propre L(λ) contient tous les vecteurs propres pour la valeur propre
λ.

Exemple 3.14 Soit f l’endomorphisme de R2 défini dans l’Exemple 3.5. Les
sous-espaces propres de L sont

R2(2) = {(a, 2a) | a ∈ R} et R2(−2) = {(a,−2a) | a ∈ R}.

Notons que R2(α) = {(0, 0)} pour tout α ∈ R \ {±2}.
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Dans le premier chapitre on a introduit la notation M⊕N pour deux sous-
espaces M,N d’un espace vectoriel L tels que chaque vecteur ` ∈ L peut s’écrire
de façon unique comme somme ` = m+ n d’un vecteur m ∈M et d’un vecteur
n ∈ N. Dans la suite utilisera la même notation M ⊕ N si chaque vecteur de
l’espace vectoriel M + N = {m+ n | m ∈M, n ∈ N} s’écrit de façon unique en
somme d’un élément de M et d’un élément de N.

En général, on dira que l’espace L1 +L2 + · · ·+Lr est une somme directe des
espaces vectoriels L1,L2, , . . . ,Lr, et on le notera par L1⊕L2⊕· · ·⊕Lr, si chaque
élément ` de cet espace s’écrit de façon unique comme ` = `1 + `2 + · · ·+ `r avec
`i ∈ Li pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Proposition 3.15 Soient λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres distincts de f . Alors
la somme des sous-espaces propres

L(λ1)⊕ L(λ2)⊕ · · · ⊕ L(λr)

est directe.

Preuve. On peut raisonner par récurrence sur r. Si r = 1 alors le résultat est
vrai. Supposons maintenant que les sous-espaces L(λ1),L(λ2), . . . ,L(λp) soient
en somme directe pour p < r et montrons que(

L(λ1)⊕ L(λ2)⊕ · · · ⊕ L(λp)
)
∩ L(λp+1) = {~0}.

Cela montrera que les sous-espaces propres de λ1, λ2, . . . , λp, λp+1 sont en somme
directe.

Soit donc ` ∈ (L(λ1)⊕ L(λ2)⊕ · · · ⊕ L(λp)) ∩ L(λp+1). Alors, ils existent
`i ∈ L(λi) avec i ∈ {1, 2, . . . , p} tels que ` = `1 + `2 + · · ·+ `p. Donc,

λp+1(`1 + `2 + · · ·+ `p) = λp+1` = f(`)

= f(`1 + `2 + · · ·+ `p)

= f(`1) + f(`2) + · · ·+ f(`p)

= λ1`1 + λ2`2 + · · ·+ λp`p

ce qui implique que

(λ1 − λp+1)`1 + (λ2 − λp+1)`2 + · · ·+ (λp − λp+1)`p = ~0.

Comme la somme L(λ1)⊕L(λ2)⊕ · · · ⊕L(λp) est directe et λi−λp+1 6= 0 pour
tout i ∈ {1, 2, . . . , p} on a forcement `1 = `2 = . . . = `p = ~0, d’où ` = ~0.

Exemple 3.16 Soit f comme dans l’Exemple 3.5. Alors les deux sous-espaces
propres R2(2) et R2(−2) de R2 sont en somme directe.

Exemple 3.17 Soit g comme dans l’Exemple 3.9. Alors les deux sous-espaces
propres Q3(1) et Q3(3) de Q3 sont en somme directe.
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Théorème 3.18 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie et soit λ une valeur propre de f . Alors on a 1 ≤ dimL(λ) ≤ m(λ).

Preuve. L’espace vectoriel L(λ) différent de {~0} si et seulement si λ est une valeur
propre. Donc dimL(λ) ≥ 1 pour toute valeur propre de f . Posons m = m(λ).
Si m = dimL l’énoncé est vrai car f = λid est une homothétie. Supposons donc
que m < dim(L).

Supposons par l’absurde que dimL(λ) ≥ m+1. Alors ils existent des vecteurs
e1, e2, . . . , em+1 linéairement indépendants que l’on peut compléter en une base
E de L. La matrice associée à f dans cette base E sera donc de la forme

Af =

(
λI(m+1)×(m+1) B

Ok×k C

)
avec k = dimL − (m + 1) et B,C des matrices à coefficients dans K de taille
opportune.

Donc pf sera de la forme

pf = det
(
(λ− x)I(m+1)×(m+1)

)
det (B − xIk×k)

= (λ− x)
m+1

det (B − xIk×k)

ce qui est impossible car m est la plus grande puissance de (λ − x) qui divise
pf .

Exemple 3.19 Soit g comme dans l’Exemple 3.9. On a

dimQ3(1) = dim {(x, y, 0) | x, y ∈ Q} = 2 ≤ 2 = m(1)

et
dimQ3(3) = dim {(−2z, z,−2z) | z ∈ Q} = 1 ≤ 1 = m(3).

Exemple 3.20 Soit h l’endomorphisme de C2 représenté par la matrice

Ah =

(
1 1
0 1

)
.

Le polynôme caractéristique de h est ph = (x−1)2 et sa seule valeur propre est 1
de multiplicité m(1) = 2. L’espace propre C2(1) = {(z, 0) | z ∈ C} a dimension

dimC2(1) = 1 < 2 = m(1).

3.2 Diagonalisation et triangularisation

3.2.1 Endomorphismes diagonalisables
Rappelons qu’une matrice A ∈ Mn,n (K) est dite diagonalisable s’il existe

une matrice inversible T telle que T−1AT est une matrice diagonale.

79



Un endomorphisme f ∈ End (L), avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie, est dit diagonalisable s’il existe une base E = (e1, e2, . . . , en) de L telle
que la matrice associé à f dans la base E soit diagonale, c’est-à-dire de la forme

Af = diag (λ1, λ2, . . . , λn) =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


pour certains λ1, λ2, . . . , λn ∈ K.

Donc un endomorphisme est diagonalisable si et seulement si sa matrice
associée dans n’importe quelle base est diagonalisable.

Proposition 3.21 Un endomorphisme f ∈ End (L) est diagonalisable si et
seulement s’il existe une base (e1, e2, . . . , en) de L telle que les vecteurs ei est
un vecteur propre de f pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Preuve. Pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable il faut et il suffit qu’ils
existent des scalaires λ1, λ2, . . . , λn tels que pour tout i ∈ {1, 2, . . . , n} on ait
f(ei) = λiei pour une certaine base (e1, e2, . . . , en).

Remarquons que, d’après la Proposition 3.8, les valeurs propres d’un endo-
morphisme diagonalisable sont exactement les coefficients diagonaux qui appa-
raissent dans la matrice diagonale associée à l’endomorphisme dans une base
opportune. Une preuve directe de ce résultat est donnée dans la proposition
suivante.

Proposition 3.22 Si f est un endomorphisme diagonalisable avec matrice dia-
gonale associée Af = diag (λ1, λ2, . . . , λn), alors λ1, λ2, . . . , λn sont exactement
les valeurs propres de f .

Preuve. Comme le polynôme caractéristique pf ne dépend pas du choix de la
matrice associée à f , alors les valeurs propres de f sont les racines du polynôme

det (A− xIn×n) = (λ1 − x)(λ2 − x) · · · (λn − x)

c’est-à-dire λ1, λ2, . . . , λn.

Exemple 3.23 Toute homothétie sur un espace vectoriel L de dimension finie
est diagonalisable. En effet, la matrice associée à une homothétie de rapport α
sera de la forme αIn×n avec n = dim (L).

Exemple 3.24 Soit f l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.5. La paire(
(1, 2), (1,−2)

)
est une base de R2. Les deux vecteurs de cette base sont des

vecteurs propres de f , car

f(1, 2) = (2, 4) = 2 · (1, 2) et f(1,−2) = (−2, 4) = −2 · (1,−2).
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Donc f est diagonalisable. La matrice associée à f dans cette nouvelle base est

A′f =

(
2 0
0 −2

)
= diag (2,−2) .

Exemple 3.25 Soit h l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.20, c’est-à-dire
l’endomorphisme ayant comme matrice associée par rapport à la base canonique
de C2 est

Ah =

(
1 1
0 1

)
.

Cet endomorphisme n’est pas diagonalisable. En effet, si on suppose par l’ab-
surde qu’il le soit, alors d’après la Proposition précédente, la matrice T devrait
être conjugué à la matrice diagonale ayant comme coefficients diagonaux les va-
leurs propres de h, c’est-à-dire 1 (avec multiplicité 2). Or, s’il existe une matrice
inversible T telle que

T−1AhT =

(
1 0
0 1

)
alors on trouve (

1 1
0 1

)
= T

(
1 0
0 1

)
T−1 =

(
1 0
0 1

)
.

Proposition 3.26 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie. Si Spect (f) est simple, alors f est diagonalisable.

Preuve. Si le spectre de f est simple, alors l’endomorphisme a n valeurs propres
distincts λ1, λ2, . . . , λn. Soient e1, e2, . . . , en les vecteurs propres de f pour les
valeurs λ1, λ2, . . . , λn respectivement. Montrons que (e1, e2, . . . , en) est une base.
Cela impliquera que la matrice associée à f dans cette base est diagonale.

Montrons par récurrence sur k, avec 1 ≤ k ≤ n, que les vecteurs e1, e2, . . . , ek
sont linéairement indépendants. Cela est vrai quand k = 1, car tout vecteur
non nul est linéairement indépendant. Supposons donc que e1, e2, . . . , ek−1, avec
1 ≤ k ≤ n soient linéairement indépendants. Si e1, e2, . . . , ek−1, ek ne sont pas
linéairement indépendants, alors on peut exprimer ek comme combinaison li-
néaire des autres, c’est-à-dire qu’ils existent α1, α2, . . . , αk−1 tels que

ek =

k−1∑
i=1

αiei.

Si on multiplie les deux membres par λk on obtient donc

λkek =

k−1∑
i=1

λkαiei.

Or, comme les vecteurs e1, e2, . . . , ek−1, ek sont les vecteurs propres pour les
valeurs λ1, λ2, . . . , λk−1, λk, en appliquant f on trouve

λkek = f (ek) = f

(
k−1∑
i=1

αiei

)
=

k−1∑
i=1

αif(ei) =

k−1∑
i=1

αiλiei.
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Donc,
k−1∑
i=1

λkαiei =

k−1∑
i=1

λiαiei =⇒
k−1∑
i=1

(λk − λi)αiei = ~0

mais cela donne une contradiction car λk 6= λi pour tout i 6= k est e1, e2, . . . , ek−1
sont linéairement indépendants.

Donc e1, e2, . . . , en sont linéairement indépendants. Or, n vecteurs linéaire-
ment indépendants dans un espace de dimension n forment une base, d’où le
résultat.

Remarquons que la Proposition 3.26 affirme que l’avoir un spectre simple
est une condition suffisante mais pas nécessaire pour que l’endomorphisme soit
diagonalisable.

Exemple 3.27 Soit g l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.9. L’endomor-
phisme est diagonalisable même si son spectre n’est pas simple. En effet, la
matrice associée à g dans la base

(
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (−2, 1,−2)

)
de Q3 est

A′g =

1 0 0
0 1 0
0 0 3

 .

Rappelons qu’un polynôme P ∈ K[x] est dit scindé sur K (ou qu’il a toutes
ses racines dans K) s’il s’écrit comme produit de polynômes de premier degré
dans K[x].

Exemple 3.28 Le polynôme x2 + 1 est scindé sur C, car x2 + 1 = (x− i)(x+ i)
mais il ne n’est pas sur R.

Les deux résultats suivants sont très importants, mais on les donne sans
preuve.

Théorème 3.29 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie n. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si

a) pf est scindé dans K et

b) pour chaque valeur propre λ de f on a dimL(λ) = m(λ).

Exemple 3.30 Soit h l’endomorphisme non diagonalisable de l’Exemple 3.25.
Le polynôme caractéristique de h est scindé sur C car (1−x)2 = (1−x)(1−x)

mais m(1) 6= dimC2(1).

Corollaire 3.31 Soit f un endomorphisme qui possède au moins une valeur
propre. Soient λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres distinctes de f .

Alors f est diagonalisable si et seulement si L = L(λ1)⊕L(λ2)⊕· · ·⊕L(λr).
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Exemple 3.32 Soit f comme dans l’Exemple 3.5. Les sous-espaces propres sont
donnés dans l’Exemple 3.14 et on vérifie facilement que

R2 = R2(2)⊕ R2(−2).

Exemple 3.33 Soit g comme dans l’Exemple 3.9. On vérifie que l’on peut-êcrire
Q3 = Q3(1)⊕Q3(3).

3.2.2 Puissance d’une matrice

Rappelons que pour toute matrice diagonale D = diag (α1, α2, . . . , αn), la
puissance k-ème de D, pour tout k ≥ 0, est la matrice diagonale ou chaque
coefficient est élevé à la puissance k-ème, c’est-à-dire

Dk = diag
(
αk1 , α

k
2 , . . . , α

k
n

)
.

Exemple 3.34 (
−2 0
0 5

)3

=

(
(−2)3 0

0 53

)
=

(
−8 0
0 125

)
.

Proposition 3.35 Soit A une matrice diagonalisable et soient P une matrice
inversible et D une matrice diagonale telles que A = P−1DP . Alors pour tout
k ≥ 0

Ak = P−1DkP.

Preuve. On raisonne par récurrence sur k.
La formule est vraie pour k = 0 car

A0 = I = P−1IP = P−1D0P.

Supposons maintenant la formule est vraie pour k. Alors

Ak+1 = AAk =
(
P−1DP

) (
P−1DkP

)
= P−1D

(
PP−1

)
DkP

= P−1DDk P

= P−1Dk+1P.

Exemple 3.36 Soit f l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.5. Dans l’Exemple 3.24
on a vu que la matrice Af associée à f dans la base canonique est conjuguée à
la matrice diagonale A′f = diag (2,−2). En effet on a A′f = P−1AfP avec

P =

(
1
2

1
4

1
2 − 1

4

)
.
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Donc la matrice associée à f7 sera la matrice Af7 = (Af )
7

(
0 1
4 0

)7

=

(
1
2

1
4

1
2 − 1

4

)−1(
2 0
0 −2

)7( 1
2

1
4

1
2 − 1

4

)
=

(
1 1
2 −2

)(
27 0
0 −27

)(
2−1 2−2

2−1 −2−2

)
=

(
0 26

28 0

)
=

(
0 64

256 0

)
.

3.2.3 Suites récurrentes linéaires
Dans le premier chapitre on a introduit l’espace vectoriel KN des suites nu-

mériques à coefficients dans K.
Considérons deux scalaires α, β ∈ K et une suite (un)n∈N ∈ KN telle que

un+2 = αun + βun+1 pour tout n ≥ 1

avec u1 et u2 connus.
Calculer la valeur de un pour un n quelconque en utilisant la définition récur-

sive est en général long et difficile. Une solution alternative consiste à traduire
cette récurrence linéaire en terme de matrices. En effet, on peut exprimer la
récurrence ci-dessus comme(

un+1

un+2

)
=

(
0 1
α β

)(
un
un+1

)
= · · · =

(
0 1
α β

)n(
u1
u2

)
.

Si la matrice trouvé est diagonalisable, le calcul de sa puissance n-ème sera
(relativement) facile et donc on aura trouvé une manière simple de calculer la
valeur un sans devoir connaître toutes les valeurs um avec 1 ≤ m ≤ n− 1.

Exemple 3.37 Considérons la récurrence linéaire vn+2 = 4vn pour tout n ≥ 1,
avec v1 = 1 et v2 = −1. On a donc(

vn+1

vn+2

)
=

(
0 1
4 0

)n(
1
−1

)
.

En faisant les calculs on trouve que pour tout m ≥ 1 on a v2m−1 = 4m−1 et
v2m = −4m−1, c’est-à-dire que (vn)n∈N est la suite numérique

(1,−1, 4,−4, 16,−16, . . . , 4m−1,−4m+1, . . .).

En généralisant, on peut considérer une suite récurrente linéaire (un)n d’ordre
k de la forme

un+k =

k−1∑
i=0

αiun+i avec u1, u2, . . . , uk connus

et, une fois récrite cette égalité sous forme matricielle, se ramener au calcul
d’une puissance de matrice d’ordre k.
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3.2.4 Endomorphismes triangularisables

Rappelons qu’une matrice A ∈ Mn,n (K) est dite triangularisable s’il existe
une matrice inversible T telle que T−1AT est une matrice triangulaire (supé-
rieure ou inférieure).

Un endomorphisme f ∈ End (L), avec L un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, est dit triangularisable s’il existe une base E = (e1, e2, . . . , en) de L
telle que la matrice associé à f dans la base E soit triangulaire (supérieure ou
inférieure), c’est-à-dire de la forme

Af =


α11 α12 · · · α1n

0 α22 · · · α2n

...
...

. . .
...

0 0 · · · αnn

 ou Af =


α11 0 · · · 0
α21 α22 · · · 0
...

...
. . .

...
αn1 αn2 · · · αnn


pour certains αij ∈ K.

Donc un endomorphisme est triangularisable si et seulement si sa matrice
associée dans n’importe quelle base est triangularisable.

Remarquons que si l’endomorphisme f est représenté par une matrice tri-
angulaire inférieure dans la base (e1, e2, . . . , en), alors il sera représenté par une
matrice triangulaire supérieure dans la base (en, en−1, . . . , e1).

La proposition suivant suivi directement de la Proposition 3.8.

Proposition 3.38 Si f est un endomorphisme triangularisable avec matrice
triangulaire associée Af , alors les valeurs propres de f sont exactement les co-
efficients diagonaux de Af .

Exemple 3.39 Tout endomorphisme diagonalisable est triangularisable.

Exemple 3.40 L’endomorphisme h défini dans l’Exemple 3.20 est triangula-
risable. En effet, la matrice Ah définie dans le même exemple est une matrice
triangulaire.

Théorème 3.41 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie. L’endomorphisme f est triangularisable si et seulement si son polynôme
caractéristique pf est scindé dans K.

Preuve. Posons n = dimL.
Si f est triangularisable alors, d’après la Proposition 3.38, les valeurs propres

sont les coefficients diagonaux λ1, λ2, . . . , λn ∈ K de la matrice Af associée dans
une certaine base.. Or, ces coefficients sont aussi les racines du polynôme carac-
téristique de pf = det (Af − xIn×n) = (λ1 − x)(λ2 − x) · · · (λn − x).

Réciproquement, supposons que pf ait toutes racines dans K et montrons
par récurrence sur n que l’endomorphisme est triangularisable.

Si n = 1 alors f est une homothétie et donc il est bien triangularisable.
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Supposons que tout endomorphisme dans un espace de taille n ayant poly-
nôme caractéristique scindé soit triangularisable.

Comme pf est scindé, il existe au moins une racine λ ∈ K de pf . Donc λ est
une valeur propre de f . Soit e1 un vecteur propre pour la valeur propre λ. On
complète e1 en une base (e1, e2, . . . , en) de L et on considère la matrice associée
à f dans cette nouvelle base. Celle-ci sera de la forme(

λ B
O(n−1)×1 C

)
avec B ∈M1,n−1 (K) un vecteur ligne et C ∈Mn−1,n−1 (K) une matrice carrée
de taille (n − 1) × (n − 1). Or, pf = (λ − x) det (C − xI(n−1)×(n−1)) = (λ −
x)pg, avec pg le polynôme caractéristique de l’endomorphisme g ayant C comme
matrice associée dans la base (e2, e3, . . . , en). Comme pf est scindé, pg l’est
aussi. Par hypothèse de récurrence, g est triangularisable et il existe une base
(d2, d3, . . . , dn) telle que la matrice T associée à g dans cette base est triangulaire.
La matrice associée à f dans la base (e1, d2, d3, . . . , dn) sera donc de la forme(

λ D
O(n−1)×1 T

)
et donc triangulaire, ce qui montre que f est triangularisable.

Exemple 3.42 Soit s l’endomorphisme sur R2 ayant comme matrice associée

S =

(
0 1
−1 0

)
.

Le polynôme caractéristique de l’endomorphisme est ps = x2 + 1. Celui ci n’est
pas scindé sur R. Donc l’endomorphisme n’est pas triangularisable.

Rappelons que tout polynôme est scindé sur C. Donc on a la conséquence
suivante du Théorème 3.41.

Corollaire 3.43 Tout endomorphisme défini sur un C-espace vectoriel de di-
mension finie non nulle (et donc toute matrice de Mn,n (C) pour n ≥ 1) est
triangularisable.

Exemple 3.44 Soit s′ un endomorphisme sur C2 ayant la même matrice asso-
ciée que l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.42. Cet endomorphisme est
triangularisable. En effet, matrice associée à s′ dans la base

(
(1, 1), (i,−i)

)
est

la matrice diagonale, et donc triangulaire(
i 0
0 −i

)
.
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3.3 Polynômes annulateurs d’un endomorphisme

3.3.1 Théorème de Hamilton-Cayley

Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie. Dans le
chapitre précédent on a vu que pour tout polynôme P ∈ K[x] de degré n ≥ 0
de la forme P = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n on note

P (f) = a0 + a1f + · · ·+ anf
n

où fk = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k

pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n}

Rappelons aussi que f0 est l’élément neutre pour la somme dans K[x] et il
est défini comme l’application telle que f0(`) = 0 pour tout vecteur ` ∈ L.

Proposition 3.45 Soit P ∈ K[x] tel que P (f) = f0. Alors les valeurs propres
de f sont des racines de P

Preuve. Considérons une valeur propre λ de f et deux vecteurs propres `,m
pour λ. Comme L(λ) est un espace vectoriel on a que `+m est aussi un vecteur
propre de f pour la valeur propre λ. En effet

f(`+m) = f(`) + f(m) = λ`+ λm = λ(`+m).

De plus, pour tout k ≥ 0 le vecteur ` est aussi un vecteur propre de fk pour la
valeur propre λk. En effet, cela est vrai pour k = 0, car f0(`) = λ0(`) et, si on
le suppose vrai pour k − 1, on a

fk(`) = f ◦ fk−1(`) = f
(
λk−1`

)
= λk−1f(`) = λk−1λ` = λk`.

Donc, pour tout polynôme Q ∈ K[x] on a (Q(f)) (`) = Q(λ) `. Cela implique
que

P (λ)` = (P (f)) (`) = f0(`) = 0

et comme ` 6= ~0 cela est possible seulement si λ est une racine de P .

Remarquons que l’inverse de la proposition précédente n’est pas vrai en
général. Un polynôme P ∈ K[x] qui annule f peut avoir des racines qui ne sont
pas des valeurs propres de f .

Le théorème suivant donne un exemple très important de polynôme qui
annule f : le polynôme caractéristique.

Théorème 3.46 (de Hamilton-Caylay) Soit f ∈ End (L) et pf son poly-
nôme caractéristique. Alors

pf (f) = f0.

Preuve. (idée) On suppose que le polynôme caractéristique pf est scindé dans
K (avec un raisonnement a fortiori on prouve que cela n’est pas restrictif ) et
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posons n = dimL. Comme pf a toutes ses racines dans K, d’après le Théo-
rème 3.41 il existe une matrice triangulaire A associée à f dans une certaine
base (e1, e2, . . . , en) de L. La matrice A sera donc de la forme

A =



λ1 α1,2 · · · α1,n−1 α1,n

0 λ2 · · · α2,n−1 α2,n

0 0 · · · α3,n−1 α3,n

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn−1 αn−1,n
0 0 · · · 0 λn


avec les coefficients diagonaux λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de f , c’est-à-dire
que

pf = (λ1 − x)(λ2 − x) · · · (λn − x) = (−1)n(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn).

Considérons maintenant l’endomorphisme g défini par

g = (f − λ1id) ◦ (f − λ2id) ◦ · · · ◦ (f − λnid) .

En utilisant le fait que pour tout k ∈ {1, 2, . . . , n} on a

f(ek) = α1,k e1 + α2,k e2 + · · ·+ αk−1,k−1 ek + λkek

on en déduit que (calcul long mais pas trop difficile) g = f0 et donc que pf (f) =
f0.

Exemple 3.47 Soient f et A = Af comme dans l’Exemple 3.6. On a pA =
pf = x2 − 4 et

pA(A) = A2 − 4I4×4 =

(
0 1
4 0

)2

− 4

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
.

De manière équivalente, l’endomorphisme pf (f) = f2−4id est l’endomorphisme
nul. Cela implique que l’endomorphisme f2 = 4id et donc f2n = 4nid pour tout
n ≥ 1.

Exemple 3.48 Soit B = Ag comme dans l’Exemple 3.9. Le polynôme caracté-
ristique de B est pB = (1− x)2(3− x) et

pB(B) =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
1 0 2

0 1 −1
0 0 3

23 0 0
0 3 0
0 0 3

−
1 0 2

0 1 −1
0 0 3


=

0 0 −2
0 0 1
0 0 −2

22 0 −2
0 2 1
0 0 0


=

0 0 4
0 0 −2
0 0 4

2 0 −2
0 2 1
0 0 0

 = O3×3
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Comme pB(B) = O3×3, on peut calculer aisément

B3 = 5B2 − 7B + 3I3×3.

Exemple 3.49 Soit C = Ah comme dans l’Exemple 3.20. Le polynôme carac-
téristique de C est pC = (1− x)2 et

pC(C) =

((
1 0
0 1

)
−
(

1 1
0 1

))2

(3.1)

=

(
0 1
0 0

)2

= O2×2. (3.2)

De plus, comme 1− 2C + C2 = O2×2 on trouve que(
1 1
0 1

)2

= 2

(
1 1
0 1

)
−
(

1 0
0 1

)
.

3.3.2 Polynôme minimal
Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie.
Avec le Théorème de Hamilton-Caylay on a montré que pf (f) = f0. Dans

cette section on va construire le “plus petit” polynôme de K[x] qui annule f .

Proposition 3.50 Soit f ∈ End (L). Il existe un unique polynôme M ∈ K[x]
unitaire tel que M(f) = f0 et que pour tout polynôme P ∈ K[x] on a

P (f) = f0 si et seulement si mf divise P.

Preuve. Considérons la famille

P = {Q ∈ K[x] | Q unitaire et Q(f) = f0}.

D’après le Théorème d’Hamilton-Caylay on sait que (−1)npf ∈ P et donc que
P est non vide. Choisissons M un polynôme de degré minimal dans P.

Si P est un multiple de M , c’est-à-dire si P = T ·M ∈ K[x] pour un certain
polynôme T , alors P (f) = T (f) ◦M(f) = f0, donc P annule f .

Réciproquement, si P est un polynôme qui annule f . Alors, en appliquant la
division euclidienne de P par M on trouve que P = QM +R pour des certains
polynômes Q,R ∈ K[x] avec R = 0 ou bien R de degré inférieur au degré de M .
Supposons par l’absurde que R 6= 0 et donc que R = a0 + a1x + · · · arxr pour
un certain r ∈ N et a0, a1, . . . , ar ∈ K. Alors, d’après l’hypothèse, on a

f0 = P (f) = Q(f) ◦M(f) +R(f) = f0 +R(f) = R(f).

Donc R annule f . Le polynôme 1
ar
R est unitaire e tel qu’il annule f , donc il est

dans P. De plus, il a le même degré de R et donc degré inférieur à celui de M ,
ce qui est impossible car on a choisi M de degré minimal dans P. Cela implique
que R = 0 et que M divise P .
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Montrons maintenant l’unicité deM . Soit maintenant N un autre polynôme
ayant les mêmes propriétés vues ci-dessus pour M . Cela implique que N divise
M et que M divise N . Comme les deux polynômes ne sont pas nuls (il sont
unitaires), il existe un α ∈ K \ {0} tels que N = αM . Mais comme N est
unitaire, on a forcement α = 1 et donc N = M .

Le polynôme défini dans la Proposition 3.50 est appelé le polynôme minimal
de f et est noté par mf .

D’après la proposition précédente et le Théorème d’Hamilton-Caylay on sait
que pour tout endomorphisme f le polynôme minimale mf divise le polynôme
caractéristique pf . Le résultat suivant nous dis, de plus, que le polynôme carac-
téristique et le polynôme minimal ont les mêmes racines dans K (la multiplicité
peut être différente).

Proposition 3.51 Soit f ∈ End (L). Un scalaire λ est une valeur propre de f
si et seulement si λ est une racine de mf .

Preuve. D’après la remarque précédente on sait que simf (λ) = 0 alors pf (λ) = 0
et donc λ ∈ Spect (f).

Soit maintenant λ ∈ Spect (f) et soit ` un vecteur propre de f pour λ. Pour
tout polynôme P ∈ K[x] on a P (f)(`) = P (λ)`. Donc

mf (λ)` = mf (f)(`) = f0(`) = 0

et comme ` 6= ~0 on a mf (λ) = 0.

La proposition précédente nous dis que si le polynôme caractéristique d’un
endomorphisme f est de la forme

pf = (λ1 − x)m1(λ2 − x)m2 · · · (λr − x)mR

avec λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres de f et mi = m(λi) les respectives multi-
plicités, alors le polynôme minimal de f est de la forme

mf = (−1)k(λ1 − x)n1(λ2 − x)n2 · · · (λr − x)nr

avec ni ≤ mi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r} et k = n1 + n2 + · · ·+ nr.
Comme pour le polynôme caractéristique, on peut montrer que toutes ma-

trices associées à un même endomorphisme ont le même polynôme minimal
(rappelez-vous de la définition de polynôme minimal d’une matrice vue cours
d’Algèbre Linéaire I).

Exemple 3.52 Soit f l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.5. Comme le
spectre de f est simple on a mf = pf = (2− x)(−2− x).

Exemple 3.53 Soit g l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.9. On sait que
polynôme minimal de g est de la forme mg = (−1)n+1(1 − x)n(3 − x) avec
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1 ≤ n ≤ 2. En effet, on trouve n = 1 car (1 − g)(3 − g) = f0 ou, de manière
équivalente

(I3×3 −Ag) (3I3×3 −Ag) = O3×3

où Ag est la matrice associée à g vue dans l’Exemple 3.9.

Le théorème suivant (donné sans preuve) nous explique l’importance du po-
lynôme minimal pour décider si un endomorphisme est diagonalisable ou moins.

Théorème 3.54 Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si mf

est scindé dans K et si les racines de mf sont simples.

Exemple 3.55 Soit h l’endomorphisme défini dans l’Exemple 3.20. On sait que
le polynôme minimal de h est de la forme mh = (−1)n(1− x)n avec 1 ≤ n ≤ 2.
Dans ce cas-ci on trouve n = 2 car l’endomorphisme id − h est différent de
l’endomorphisme nul, ou équivalemment

I2×2 −Ah 6= O2×2 tandis que (I2×2 −Ah)
2

= O2×2.

3.4 Décomposition d’un endomorphisme

3.4.1 Décomposition des noyaux
Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie. D’après

le Théorème d’Hamilton-Cayley on sait que pf (f) = f0, avec pf le polynôme
caractéristique de f . Donc l’endomorphisme pf (f) envoie tout vecteur de L dans
le vecteur nul ~0, c’est-à-dire que

L = Ker (pf (f)) .

D’après le Corollaire 3.31 on sait que si en plus f est diagonalisable on a
aussi

L = Ker (f − λ1id)⊕Ker (f − λ2id)⊕ · · · ⊕Ker (f − λrid)

avec λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres distinctes de f .
Pour un endomorphisme quelconque on a le résultat suivant (donné sans

preuve) 1.

Théorème 3.56 (de décomposition des noyaux) Soit f ∈ End (L) et soient
λ1, λ2, . . . , λr ses valeurs propres distincts. Alors

L = Ker
(

(f − λ1id)m(λ1)
)
⊕Ker

(
(f − λ2id)m(λ2)

)
⊕· · ·⊕Ker

(
(f − λrid)m(λr)

)
où m(λi) est la multiplicité de λi pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r}.

1. En considérant des polynômes quelconques P1, P2, . . . , Pr premiers entre eux, on peut
démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker (Pi(f)) sont en somme directe, ce qui généralise
à la fois le Corollaire 3.31 et le Théorème de décomposition des noyaux.
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Les sous-espace Ker
(
(f − λiid)m(λi)

)
est appelé le sous-espace caractéris-

tique pour la valeur propre λi.

Exemple 3.57 Soit h l’endomorphisme de C2 vu dans l’Exemple 3.20. La seule
valeur propre de h est 1 et elle a multiplicité 2.

Le sous-espace propre C2(1) = Ker (h− id) = {(z, 0) | z ∈ C} ' C a
dimension 1. On voit facilement que (h − id)2 = f0 et donc que le sous-espace
caractéristique vérifie

C2 = Ker
(
(h− id)2

)
.

Remarquons que pour les valeurs propres de multiplicité 1 les deux notions
de sous-espaces propres et sous-espaces caractéristiques coïncident. En général,
pour toute valeur propre λ de f on a L(λ) ⊂ Ker

(
(f − λid)m(λ)

)
. En effet, on

peut démontrer par récurrence sur k ≥ 1 que

L(λ) = Ker (f − λid) ⊂ Ker
(
(f − λid)k

)
. (Exercice)

De plus, similairement à ce que on a montré dans la Proposition 3.13, tout
sous-espace caractéristique est stable par f , c’est-à-dire que

` ∈ Ker
(

(f − λid)m(λ)
)

=⇒ f(`) ∈ Ker
(

(f − λid)m(λ)
)
. (Exercice)

3.4.2 Forme diagonale par blocs
Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension finie n. Suppo-

sons que pf est scindé sur K.
Soient λ1, λ2, . . . , λr les valeur propres distincts de f et notons pour tout

i ∈ {1, 2, . . . , r}, Li = Ker
(
(f − λiid)m(λi)

)
le sous-espace caractéristique pour

la valeur λi. D’après la section précédent on a L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr.
Pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r} posons fi la restriction de f à Li, c’est-à-dire

l’endomorphisme
fi : Li → Li

` 7→ f(`)

et considérons une base Ei = (ei,1, ei,2, . . . , ei,ki) de Li.
Le n-uplet E = (E1, E2, · · · , Er) = (e1,1, . . . , e1,k1 , e2,1, . . . , er,kr ) est une

base de L. La matrice associée à f dans cette base sera de la forme

A =


A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Ar


avec Ai la matrice associée à fi dans la base Ei. Le polynôme caractéristique
de f est

pf = det (A− xIn×n)

= det (A1 − xIk1×k1) det (A2 − xIk2×k2) · · · det (Ar − xIkr×kr )

= pf1 pf2 · · · pfr
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et comme pf est scindé, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r} on a que pfi est aussi scindé
et donc que Ai et fi sont triangularisables.

D’autre part, la seul valeur propre for fi est λi. En effet, chaque sous-espace
espace caractéristique Li contient le sous-espace propre L(λi) et Li ∩ Lj = {~0}
pour tout i 6= j, donc les seules vecteurs propres que l’on trouve dans Li sont
ceux pour la valeur propre λi.

Cela implique que chaque sous-espace Li peut être représenté dans une base
opportune par une matrice triangulaire de la forme

Ti =


λi ∗ · · · ∗
0 λi · · · ∗
...

...
. . .

...
0 0 · · · λi


et que f a comme matricé associée dans une base opportune la matrice diagonale
à blocs

T =



λ1 ∗
. . .

0 λ1

0 0 0

0

λ2 ∗
. . .

0 λ2

0 0

0 0
. . . 0

0 0 0

λr ∗
. . .

0 λr


De plus, pour tout i ∈ {1, 2, . . . , r} le polynôme caractéristique de fi est de la
forme pfi = (λi − x)ki , et comme pf = pf1 pf2 · · · pfr , on a dimLi = m(λi)
pour tout i.

Clairement, tout endomorphisme diagonalisable peut s’écrire comme une
matrice triangulaire par blocs avec les blocs de taille 1.

Exemple 3.58 Soit f l’endomorphisme de R3 ayant comme matrice associée
dans la base canonique de R3

Af =

−1 0 0
1 2 3
1 0 2


Le polynôme caractéristique de f est pf = (−1−x)(2−x)2, donc on a Spect (f) =
{2,−1} avec m(2) = 2 et m(−1) = 1. Les sous-espaces caractéristiques sont

M = Ker (f − 2id)
2

= {(0, a, b) | a, b ∈ R}
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et
N = Ker (f + id) {(−3a, 0, a) | a ∈ R}.

La matrice associée à f dans la base
(
(0, 1, 0), (0, 0, 1), (−3, 0, 1)

)
est

A′f =

 2 3 0
0 2 0
0 0 −1


3.4.3 Endomorphismes nilpotents

Un endomorphisme f ∈ End (L), avec L un K-espace vectoriel, est dit nil-
potent s’il existe un entier p > 0 tel que fp = f0. Le plus petit entier tel que
cette propriété est vérifié est appelé l’indice de f .

Exemple 3.59 Soit n l’endomorphisme de C2 ayant matrice associée dans la
base canonique

A =

(
0 1
0 0

)
.

L’endomorphisme est nilpotent avec indice 2. En effet la matrice associée à n2
est

A2 =

(
0 1
0 0

)2

= O2×2.

Proposition 3.60 Soit f un endomorphisme nilpotent. Alors Spect (f) = {0}.

Preuve. Soit p l’indice de f . La valeur 0 est une valeur propre de f . En effet
pour tout ` ∈ L

f
(
fp−1(`)

)
= fp(`) = f0(`) = ~0 = 0 · fp−1(`).

Montrons qu’elle est la seule. Soit λ ∈ K une valeur propre de f . Alors f(`) = λ`
pour un certain vecteur ` 6= ~0. En raisonnant par récurrence on montre que
λp` = fp(`) = ~0. Comme ` 6= ~0 on a forcement λ = 0.

Proposition 3.61 Soient f, g deux endomorphismes nilpotents de L qui com-
mutent. Alors f + g est aussi nilpotent.

Preuve. Supposons que f ◦ g = g ◦ f . Soient p, q les indices respectives de f et
g. Alors, en utilisant la formule du binôme de Newton on trouve

(f + g)
p+q

=

p+q∑
k=0

αk f
k ◦ gp+q−k avec αk =

(
p+ q
k

)
.

Dans chaque terme de la somme on a soit :
— k ≥ p et donc fk = f0,
— k < p et donc gp+q−k = f0.
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Donc (f + g)
p+q

= f0, ce qui montre que f + g est nilpotent.

Proposition 3.62 Soit f ∈ End (L) avec L un K-espace vectoriel de dimension
finie n. Alors f est nilpotent si et seulement si pf = (−x)n.

Preuve. Facile à démontrer en utilisant le Théorème de Hamilton-Cayley et la
Proposition 3.60. (Exercice)

Exemple 3.63 Le polynôme caractéristique de l’endomorphisme f défini dans
l’Exemple 3.59 est

pf = det

((
0 1
0 0

)
− x

(
1 0
0 1

))
= x2

La proposition 3.62 nous dit en particulier que tout endomorphisme nilpotent
est triangularisable et que sa matrice associée dans une base opportune sera de
la forme 0 ∗

. . .
0 0


c’est-à-dire une matrice strictement triangulaire supérieure (triangulaire supé-
rieure avec que des 0 dans la diagonale).

Remarquons aussi que f0 est le seul endomorphisme qui est à la fois diago-
nalisable et nilpotent.

3.4.4 Endomorphismes co-diagonalisables
Avec le Théorème suivant on prouve que deux endomorphismes diagonali-

sables qui commutent sont co-diagonalisables.

Théorème 3.64 (de la diagonalisation simultanée) Soient f, g ∈ End (L)
diagonalisables et tels que f ◦ g = g ◦ f . Alors il existe une base de L telle que
le matrices associées à f et à g dans cette base sont diagonales.

Preuve. Posons n = dim (L) et raisonnons par récurrence sur n. Si l’espace a
dimension 1 alors le résultat est trivialement vrai. Supposons maintenant que le
théorème soit vrai pour tout espace de dimension au plus n− 1.

Soit Spect (f) = {λ1, λ2, . . . , λr}. Si f est une homothétie, c’est-à-dire si
r = 1, alors la matrice associée à f sera diagonale dans n’importe quelle base,
et donc il suffit de choisir une base qui diagonalise g.

Si f n’est pas une homothétie, alors on peut décomposer l’espace vectoriel de
manière non triviale comme L = L(λ1)⊕L(λ2)⊕ · · ·L(λr). Chaque sous-espace
propre L(λi) a dimension strictement inférieure à n. De plus, ce sous-espace est
stable par g. En effet pour tout ` ∈ L(λi)

f (g(`)) = (f ◦ g)(`) = (g ◦ f)(`) = g (f(`)) = g(λi`) = λig(`)
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et donc g(`) ∈ L(λi). Par hypothèse de récurrence, on a que f et g sont co-
diagonalisables en L(λi) pour tout i. D’après la Section 3.4.2 on trouve donc
que f et g sont co-diagonalisables sur tout L.

3.4.5 Décomposition de Dunford

Avec le théorème suivant 2 on va montrer que tout endomorphisme trian-
gularisable peut s’exprimer de manière unique à partir d’un endomorphisme
diagonalisable et d’un endomorphisme nilpotent.

Théorème 3.65 (Décomposition de Dunford) Soit f ∈ End (L) avec pf
est scindé dans K. Alors f s’écrit de manière unique

f = d+ n

avec d un endomorphisme diagonalisable de L et n un endomorphisme nilpotent
de L tels que d ◦ n = n ◦ d.

Preuve. Soient λ1, λ2, . . . , λr les valeurs propres de f et posons pour tout i ∈
{1, 2, . . . , r}, Li = Ker

(
(f − λiid)m(λi)

)
le sous-espace caractéristique pour la

valeur propre λi. D’après le Théorème de décomposition des noyaux on sait que

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr.

Considérons l’endomorphisme d tel que sa restriction à chaque Li soit λiidLi
,

c’est-à-dire l’endomorphisme défini par

d : L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr → L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr
`1 + `2 + · · ·+ `r 7→ λ1`1 + λ2`2 + · · ·+ λr`r

Cet endomorphisme est clairement diagonalisable et sa matrice associée dans
une base opportune sera

Ad = diag

λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
m(λ1)

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
m(λ2)

, . . . , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
m(λr)

 .

Posons n = f − d et montrons que cet endomorphisme est nilpotent et qu’il
commute avec d. Chaque sous-espace propre Li est clairement stable par d (par
construction) et par f (d’après la Section 3.4.1), il suffit de le vérifier pour les
restrictions de ni et di aux Li de n et d respectivement. Or, chaque di = λiidLi

est une homothétie et donc il commute avec n’importe quel endomorphisme de
Li. De plus, ni = fi − di est un endomorphisme nilpotent car, par définition de
Li, on a (fi−di)m(λi) = f0. Donc on a bien la décomposition que l’on cherchait.

2. Théorème que les francophones attribuent à l’américain Nelson Dunford tandis que les
anglophones attribuent aux français Camille Jordan et Claude Chevalley !
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Montrons maintenant que cette décomposition est unique. Supposons qu’ils
existent deux endomorphismes diagonalisables d, d′ et deux endomorphismes
nilpotents n, n′ tels que

f = d+ n = d′ + n′.

D’après le Théorème 3.64, les endomorphismes d, d′ sont co-diagonalisables, et
donc d − d′ est diagonalisable. L’endomorphisme d − d′ = n − n′ est à la fois
nilpotent et diagonalisable, donc il est f0. Cela implique que d = d′ et que
n = n′.

Tout endomorphisme f diagonalisable peut s’écrire comme f = f + f0 avec
f ◦ f0 = f0 ◦ f = f0. Donc la décomposition de Dunford dans ce cas est triviale.

Exemple 3.66 Considérons l’endomorphisme h vu dans l’Exemple 3.20. Alors
h peut s’écrire comme id + n avec n l’endomorphisme vu dans l’Exemple 3.59.
Clairement n ◦ id = id ◦ n. En passant aux matrices associées on trouve(

1 1
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
+

(
0 1
0 0

)
.

3.4.6 Décomposition de Jordan

Soit λ ∈ K et k ≥ 1. La matrice Jk(λ) carré de taille k à coefficients dans K
de la forme

Jk(λ) =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · λ

 ∈Mk×k(K)

est appelée bloc de Jordan (ou cellule de Jordan).

Théorème 3.67 (de Jordan) Soit f ∈ End (L) tel que pf soit scindé dans K.
Alors il existe une base de L telle que la matrice associée à f est de la forme

Af =


Jk1(λ1) 0 · · · 0

0 Jk2(λ2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Jkr (λs)


où λ1, λ2, . . . , λs sont les valeurs propres de f (pas nécessairement distincts) et
ki ≥ 1 pour tout i ∈ {1, 2, . . . , s}.

Remarquons que dans le théorème une même valeur propre λ peut apparaître
dans plusieurs blocs différents. De plus, on peut démontrer que la multiplicité
d’une valeur propre λ dans le polynôme minimal est égale à la plus grande taille
ki des blocs Jki(λ) (Exercice).

97



Exemple 3.68 Considérons un endomorphisme ayant comme matrice associée
dans une base opportune

A =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .

La seule valeur propre de l’endomorphisme est 2 et sa décomposition de Jordan
est exactement

A =

(
J3(2)

J1(2)

)
.

Le polynôme minimal de l’endomorphisme est (2− x)3.
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Chapitre 4

Formes bilinéaires et formes
quadratiques

4.1 Formes bilinéaires

Soit L un K-espace vectoriel. Dans la Section 2.4.4 on a définit une forme
multi-linéaire comme une application

f : L× L× · · ·L→ K

telle que la restriction de f a chacune de ses composantes soit linéaire.
Quand l’application a comme domaine L× L on parlera de forme bilinéaire

(ou 2-linéaire). Une forme bilinéaire est donc une application

b : L× L→ K

telle que pour tous `,m, n ∈ L et tous α, β ∈ K on a
— b(α`+ βm, n) = α b(`, n) + β b(m,n) et
— b(`, αm+ βn) = α b(`,m) + β b(`, n).

Exemple 4.1 Dans l’Exemple 2.78 on a vu que l’application

f R× R → R
(x, y) 7→ xy

est bilinéaire.

En effet, cela est le cas de toute application de la forme

b(x, y) = g(x) h(y)

avec g, h formes linéaires sur K

99



Exemple 4.2 L’application

f : Q2 ×Q2 → Q(
(x, y), (z, t)

)
7→ (x+ 2y)(z − t) =

xz − xt+ 2yz − 2yt

est une forme bilinéaire.

4.1.1 Matrice associée à une forme bilinéaire

Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie et E = (e1, e2, . . . , en) une
base de L. À toute forme bilinéaire b : L×L→ K on peut associer une matrice
Ab ∈ Mn,n (K) relative à la base E dont le coefficient en position (i, j) est
égal a b(ei, ej). Cette matrice est dite la matrice associée à b (ou simplement la
matrice de b) dans la base E.

Exemple 4.3 Soit f la forme bilinéaire définie dans l’Exemple 4.2 et soit E la
base canonique de Q2. La matrice de f sera donc(

1 −1
2 −2

)
.

Dans les chapitres précédents on a vu que l’on peut associer à chaque vecteur
` ∈ L un vecteur colonne L ∈Mn,1 (K) ayant comme coordonnés les coefficients
de ` dans une base fixé, c’est à dire

` = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen ←→ L =


x1
x2
...
xn

 .

Proposition 4.4 Soit L,K, E et b comme en haut. Alors la matrice de b est la
seule matrice A telle que pour tous vecteurs `,m ∈ L on a

b(`,m) = L>AM

où L et M sont les vecteurs colonnes correspondants à ` et m respectivement.

Exemple 4.5 Soit f comme dans l’Exemple 4.3. Considérons les deux vecteurs
(1,−1), (0, 3) ∈ Q2. On a

b
(
(1,−1), (0, 3)

)
=
(
1 −1

)(1 −1
2 −2

)(
0
3

)
= 3.

La matrice que l’on vient de définir dépend du choix de la base. La propo-
sition suivante nous montre comment passer d’une représentation à une autre
d’une même forme bilinéaire.
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Proposition 4.6 (Changement de base) Soit b une forme bilinéaire sur L,
E,E′ deux bases de L et A,A′ les matrices de b dans les bases E et E′ respec-
tivement. Alors on a

A′ = P>AP

où P est la matrice de passage de E et E′.

Preuve. (Exercice)

L’espace des formes bilinéaires sur un K-espace vectoriel de dimension n est
donc en bijection avec l’espaces des matrices carrés de taille n à coefficients dans
K. Cela implique, en particulier, que la somme, le produit par scalaire et, en
général, toute combinaison linéaire de formes bilinéaires est encore une forme
bilinéaire.

4.1.2 Formes bilinéaires symétriques et antisymétriques
Dans la Section 2.4.4 on a introduit aussi la notion de forme multi-linéaire

alternée. Ici on va définir une nouvelle notion. Une forme bilinéaire b est dite
symétrique si pour tous vecteurs `,m ∈ L on a

b(`,m) = b(m, `).

Exemple 4.7 L’application vue dans l’Exemple 4.1 est symétrique, tandis que
celle vue dans l’Exemple 4.2 ne l’est pas.

Exemple 4.8 Les formes bilinéaires symétriques sur R2 × R2 sont toutes et
seules de la forme (Exercice)

b : R2 × R2 → R(
(x1, y1), (x2, y2)

)
7→ α x1x2 + β (x1y2 + y1x2) + γ y1y2

pour certains scalaires α, β, γ ∈ R.

Proposition 4.9 Soit b : L × L → K une forme bilinéaire et A la matrice
associée à b dans une certaine base. La forme bilinéaire b est symétrique si et
seulement si A est une matrice symétrique.

Preuve. Par définition b est symétrique si on a b = b′ avec b′(`,m) = b(m, `)
pour tous `,m ∈ L. D’après la Proposition 4.4 on a

b′(`,m) = b(m, `) = M>AL =
(
M>AL

)>
= L>A>M

où L,M sont les vecteurs colonnes correspondants à ` et m. Donc b est symé-
trique si et seulement si A = A>.

Un forme bilinéaire b est dite asymétrique si pour tous `,m ∈ L on a

b(`,m) = −b(m, `).
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Cette notion corresponde avec celle de forme alternée vue dans la Section 2.4.4 1.

Exemple 4.10 On a vu dans la Section 2.4.4 que le déterminant est une appli-
cation bilinéaire, si on la considère comme application sur les vecteurs colonnes.
Elle est asymétrique. Par exemple, pour une matrice dans M2,2 (K), on voit
facilement que

det

(
a b
c d

)
= ad− bc = −(bc− ad) = −det

(
b a
d c

)
.

Proposition 4.11 Toute forme bilinéaire se décompose de façon unique comme
somme d’une forme bilinéaire symétrique et d’une forme bilinéaire antisymé-
trique.

Preuve. Soit b : L × L → K une forme bilinéaire. Alors, pour tout vecteur
(`,m) ∈ L× L on peut écrire

b(`,m) =
b(`,m) + b(m, `)

2
+

b(`,m)− b(m, `)
2

.

Or, l’application
bs : L× L → K

(`,m) 7→ b(`,m)+b(m,`)
2

est clairement une forme bilinéaire symétrique, tandis que l’application

ba : L× L → K
(`,m) 7→ b(`,m)−b(m,`)

2

est une forme bilinéaire antisymétrique.

Exemple 4.12 Considérons l’application bilinéaire f défini dans l’Exemple 4.2.
Elle peut se décomposer comme f = fs + fa avec

fs : Q2 ×Q2 → Q(
(x, y), (z, t)

)
7→ xz + 1

2 (xt+ yz)− 2yt

une forme bilinéaire symétrique, et

fa : Q2 ×Q2 → Q(
(x, y), (z, t)

)
7→ 3

2 (yz − xt)

une forme bilinéaire antisymétrique.

4.2 Espaces euclidiens
Dans cette section on considère K = R.

1. Rappelons que l’on travaille uniquement avec des corps K où n · 1K 6= 0 pour tout
n > 0. Dans le cas où 2 · 1K = 0K, on peut trouver des formes antisymétriques qui ne sont pas
alternées.
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4.2.1 Produit scalaire

Soit L un R-espace vectoriel. Une forme bilinéaire symétrique b : L×L→ R
est appelée un produit scalaire si pour tout vecteur ` 6= ~0 on a b(`, `) > 0.

Exemple 4.13 L’application

f : R2 × R2 → R(
(x1, y1), (x2, y2)

)
7→ x1x2 + y1y2

est un produit scalaire. En effet, f est une forme bilinéaire symétrique (voir
Exemple 4.8). De plus, pour tout vecteur non nul ` = (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} on
a f(`) = x2 + y2 > 0.

Plus en général, pour tout n ≥ 1 l’application linéaire

f : Rn × Rn → R(
(a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn)

)
7→ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

est un produit scalaire appelé le produit scalaire usuel (ou canonique) de Rn.
Un R-espace vectoriel L muni d’un produit scalaire est appelé un espace

euclidien. Dans ce cas-ci on notera (` | m) le produit scalaires des deux vecteurs
`,m ∈ L.

Exemple 4.14 L’espace vectoriel R2 est un espace euclidien avec produit sca-
laire le produit scalaire usuel.

Proposition 4.15 Tout sous-espace vectoriel d’un espace euclidien est un es-
pace euclidien.

Preuve. Soit L un espace euclidien et M un sous-espace vectoriel de L. Alors,
il est facile de démontrer que la restriction du produit scalaire de L à M est
encore un produit scalaire.

4.2.2 Vecteurs orthogonaux

Soit L un espace euclidien. Deux vecteurs `,m ∈ L sont dits orthogonaux si
(` | m) = 0.

Exemple 4.16 Tout vecteur d’un espace euclidien est orthogonal au vecteur
nul ~0.

Exemple 4.17 Dans l’espace euclidien R2 les vecteurs (x, y) et (−y, x) sont
orthogonaux. En effet(

(x, y) | (−y, x)
)

= x(−y) + yx = 0.
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Soit M un sous-espace vectoriel de L. On dit qu’un vecteur ` ∈ L est ortho-
gonal à M s’il est orthogonal à tout vecteur de M, c’est-à-dire si

(` | m) = 0 pour tout m ∈M.

L’ensemble de tous les vecteurs de L orthogonaux à M est appelé le sous-
espace orhogonal de M et est noté avec M⊥.

Exemple 4.18 Pour tout espace L on a

L⊥ = {~0} et {~0}⊥ = L.

D’après la définition d’espace orthogonal on trouve facilement que pour tout
sous-espace M on a M ∩M⊥ = {~0} (Exercice).

De plus, on peut démontrer que M ⊂
(
M⊥

)⊥ (Exercice).

Théorème 4.19 Soit M un sous-espace vectoriel de dimension finie de L. Alors
M et M⊥ sont supplémentaires. De plus,

(
M⊥

)⊥
= M.

Exemple 4.20 Considérons l’espace euclidien Rn avec n ≥ 2. Pour tout n-uplet
~a = (a1, a2, . . . , an), l’hyperplan

H~a = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = 0}

est un sous-espace de dimension n + 1 (voir l’Exemple 1.21). L’orthogonal de
H~a est la droite

{λ~a | λ ∈ R} = {(λa1, λa2, . . . , λan) ∈ Rn | λ ∈ R}.

Donc H~a est l’ensemble des vecteurs ~x ∈ Rn tels que (~a | ~x) = 0.

4.2.3 Norme euclidienne
Un espace vectoriel L est dit normé s’il existe une application

‖ · ‖ : L→ R+

appelée norme sur L, telle que

• ∀ ` ∈ L
(
‖`‖ = 0 ⇒ ` = ~0

)
(séparation)

• ∀ ` ∈ L, ∀α ∈ R ‖α`‖ = |α| ‖`‖ (homogénéité)
• ∀ `,m ∈ L ‖`+m‖ ≤ ‖`‖+ ‖m‖ (inégalité triangulaire)

Exemple 4.21 Rappelons du cours d’analyse que l’application ‖·‖2 définie par

‖(x1, x2, . . . , xn)‖2 =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

est une norme sur Rn. On peut récrire cette norme, en terme de produit scalaire
usuel, comme

‖`‖ =
√

(` | `)
pour tout vecteur ` = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn.
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Théorème 4.22 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient `,m deux vecteurs
d’un espace euclidien. Alors on a

|(` | m)| ≤
√

(` | `)
√

(m | m)

avec égalité si et seulement si ` et m sont colinéaires.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on peut associer a chaque espace
euclidien une norme.

Proposition 4.23 Soit L un espace euclidien et soit

‖ · ‖ : L → R
` 7→

√
(` | `)

Alors ‖ · ‖ est une norme sur L.

Preuve.

i) Clairement ‖~0‖ =
√

(~0 | ~0) =
√

0 = 0. De plus, pour tout vecteur ` ∈ L\{~0}
on a (` | `) > 0 par définition de produit scalaire.

ii) Pour tout α ∈ R et ` ∈ L on a

‖α`‖ =
√

(α` | α`) =
√
α2(` | `) = |α|

√
(` | `) = |α| ‖`‖.

iii) Pour tout `,m ∈ L on a

(`+m | `+m) = (` | `) + 2 (` | m) + (m | m).

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a (` | m) ≤
√

(` | `)
√

(m | m),
d’où

(`+m | `+m) ≤ (` | `) + 2
√

(` | `)
√

(m | m) + (m | m)

=
(√

(` | `)
)2

+ 2
√

(` | `)
√

(m | m) +
(√

(m | m)
)2

=
(√

(` | `) +
√

(m | m)
)2

et puisque la fonction racine carrée est croissante, on trouve

‖`+m‖ =
√

(`+m | `+m) ≤
√

(` | `) +
√

(m | m) = ‖`‖+ ‖m‖.

La norme définie dans la proposition précédent est appelée la norme associée
au produit scalaire.

D’après la définition ci-dessus pour tout `,m ∈ L on a

‖`+m‖2 = (`+m | `+m)

= (` | `) + 2 (` | m) + (m | m)

= ‖`‖2 + 2 (` | m) + ‖m‖2.
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Théorème 4.24 (de Pythagore) Soit L un espace euclidien. Deux vecteurs
`,m ∈ L sont orthogonaux si et seulement si ‖`+m‖2 = ‖`‖2 + ‖m‖2.

Preuve. D’après la définition on a que ` et m sont orthogonaux si et seulement
si (` | m) = 0. Or, comme on a vu que

‖`+m‖2 = ‖`‖+ ‖m‖ + 2 (` | m)

on en déduit le résultat.

4.3 Formes quadratiques
Soit L un K-espace vectoriel. Une application q : L→ K est dite une forme

quadratique s’il existe une forme bilinéaire b : L× L→ K telle que

q(`) = b(`, `) pour tout ` ∈ L.

Un corpsK-espace vectoriel L muni d’une forme quadratique et appelé un
espace quadratique.

Exemple 4.25 Soit b la forme bilinéaire sur Q définie dans l’Exemple 4.2. L’ap-
plication

q : Q2 → Q
(x, y) 7→ b

(
(x, y), (x, y)

)
= x2 − xy − 2y2

est une forme quadratique sur Q.

Remarquons que, d’après la définition, pour tout scalaire α ∈ K et tout
vecteur ` ∈ L on a

q(α`) = α2q(`).

Exemple 4.26 Dans la Section 4.1 on a vu que le produit de deux formes
linéaires est une forme bilinéaire. Donc, pour toute forme linéaire g : L×L→ K
l’application

q : L → K
` 7→ g(`)2

est une forme quadratique.

Comme toute combinaison linéaire de formes bilinéaires est encore une forme
bilinéaire, le même résultat est vrai pour les formes quadratiques.

Exemple 4.27 Soient g1, g2, . . . , gr ∈ L∗ des formes linéaires et α1, α2, . . . , αr ∈
K des scalaires. L’application

q : L → K
` 7→ α1g1(`)2 + α2g2(`)2 + · · ·+ αrgr(`)

2

est une forme quadratique.
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On va voir dans la suite que toute forme quadratique dans un espace de
dimension finie peut se décomposer comme dans l’exemple ci-dessus.

Dans la définition de forme quadratique, la forme bilinéaire associée n’est
pas unique. Cela est le cas si l’on ajoute une hypothèse supplémentaire.

Proposition 4.28 Soit q : L→ K une forme quadratique. Il existe une unique
forme bilinéaire symétrique b : L × L → K telle que q(`) = b(`, `) pour tout
` ∈ L.

Preuve. D’après la définition de forme quadratique on sait qu’il existe une forme
bilinéaire f : L× L→ K telle que q(`) = f(`, `) pour tout ` ∈ L.

Considérons l’application bL× L définie par

b(`,m) =
f(`,m) + f(m, `)

2
.

L’application b est une combinaison linéaire de formes bilinéaires et donc une
forme bilinéaire. Elle est clairement symétrique. Pour tout vecteur ` ∈ L on a
b(`, `) = q(`). De plus,

q(`+m) = b(`+m, `+m)

= b(`, `) + 2b(`,m) + b(m,m)

= q(`) + 2b(`,m) + q(m)

d’où on trouve que b est univoquement déterminé par q, car

b(`,m) =
q(`+m)− q(`)− q(m)

2
.

L’unique forme bilinéaire symétrique définie dans la proposition précédente
est dite la forme bilinéaire symétrique associée à la forme quadratique q. La ma-
trice de q est définie comme la matrice associée à la forme bilinéaire symétrique
associée à q.

Exemple 4.29 Soit q comme dans l’Exemple 4.25. L’unique forme bilinéaire
symétrique associée à q est l’application h telle que

h
(
(x, y), (z, t)

)
=

q(x+ z, y + t)− q(x, y)− q(z, t)
2

=
(x+ z)2 − (x+ z)(y + t)− 2(y + t)2 − x2 + xy + 2y2 − z2 + zt+ 2t2

2
= xz − yz − xt− 2yt

et la matrice de q est (
1 −1
−1 −2

)
.

D’après la Proposition 4.9 la matrice d’une forme quadratique est une ma-
trice symétrique.
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4.3.1 Sous-espace orthogonale

Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie. Considérons une forme qua-
dratique q et sa forme bilinéaire symétrique associée b. Similairement à ce qu’on
a vue dans la Section 4.2.2, on dit que deux vecteurs `,m ∈ L sont orthogonaux
si b(`,m) = 0. De même, étant donné un sous-espace vectoriel M de L, on ap-
pelle orthogonal de M l’ensemble M⊥ des vecteurs qui sont orthogonaux à tous
vecteurs de M.

Proposition 4.30 Soit M un sous-espace vectoriel de L. Alors M⊥ est un
sous-espace vectoriel.

Preuve. (Exercice)

Malgré le fait que la définition d’orthogonalité est très semblable à celle vue
dans le cas d’un produit scalaire, les résultats que l’on trouve ne sont pas les
mêmes. Par exemple, dans le cas d’une forme quadratique en général les sous-
espaces M et M⊥ ne sont pas supplémentaires, car on peut avoir des vecteurs
non nuls qui appartient à l’intersection des deux.

L’orthogonal de L est appelé le noyau de q et il est noté par Ker (q).
Le rang de q, noté rg (q), est l’entier

rg (q) = dim (L)− dim (Ker (q)).

Une forme quadratique est dite non dégénérée si son noyau est le sous-espace
trivial {~0}, c’est-à-dire si son rang est égale à la dimension de l’espace.

De plus, on peut montrer que le rang d’une forme quadratique est égal au
rang de sa matrice associée dans une base quelconque (Exercice) et qu’elle est
non dégénérée si et seulement si sa matrice associée est inversible (Exercice).

Théorème 4.31 Soit L un espace vectoriel, M un sous-espace vectoriel de L
et q une forme quadratique non dégénérée sur L. Alors

dim (L) = dim (M) + dim (M⊥).

4.3.2 Bases orthogonales

Soit q une forme quadratique sur un K-espace vectoriel L et b sa forme
bilinéaire symétrique associée.

Une base E = (e1, e2, . . . , en) de L est dite orthogonale pour q si b(ei, ej) = 0
pour tout i 6= j.

La Proposition suivante suit facilement de la définition.

Proposition 4.32 Une base de L est orthogonale pour une forme quadratique
q si et seulement si la matrice de q dans cette base est diagonale.
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Preuve. Il suffit de remarquer que la matrice de q dans une base orthogonale a
la forme 

q(e1) 0
q(e2)

. . .
0 q(en)

 .

Théorème 4.33 Soit L de dimension finie. Alors toute forme quadratique sur
L admet une base orthogonale.

Une conséquence intéressante du théorème précédent est donnée dans le
corollaire suivant.

Corollaire 4.34 (Décomposition en carrés) Soit L un K-espace vectoriel
de dimension finie et q une forme quadratique sur L. Alors ils existent des
formes linéaires g1, g2, . . . , gr ∈ L∗ linéairement indépendantes sur L∗ et des
scalaires α1, α2, . . . , αr ∈ K tels que

q = α1g
2
1 + α2g

2
2 + · · · + αrg

2
r .

De plus, pour toute décomposition de ce type on a r = rg (q).

Si la forme quadratique est dégénérée, alors une base de Ker (q) peut être
obtenue à partir des vecteurs ei d’une base orthogonale tels que q(ei) = 0. De
plus, dans le cas réel, on peut donner le résultat suivant concernant les vecteurs
d’une base qui ne sont pas dans le noyau.

Théorème 4.35 Soit q une forme quadratique d’un R-espace vectoriel L. Il
existe un couple (s, t) d’entiers tel que pour toute base E de L orthogonale pour
la forme quadratique q on a

s = Card ({e ∈ E | q(e) > 0}) et r = Card ({e ∈ E | q(e) < 0}) .

Le couple dans le Théorème ci-dessus est dite la signature de la forme qua-
dratique q. Remarquons que si (s, r) est la signature de q alors rg (q) = s+ t.

4.3.3 Classification des formes quadratiques

Soit L un K-espace vectoriel de dimension finie.
Rappelons que deux matrices carrées A,B ∈Mn,n (K) sont congruentes s’il

existe une matrice inversible P ∈ GLn (K) telle que B = P>AP . La relation
de congruence est une relation d’équivalence (Exercice).

Soient maintenant q1, q2 : L→ K deux formes quadratiques. On dit que q1 et
q2 sont équivalentes s’il existe un automorphisme f ∈ End (L) tel que q2 = q1◦f .
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Proposition 4.36 Deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement
si les matrices associées aux deux formes dans une même base sont congruentes.

Preuve. (Exercice).

Dans la suite on va classifier les formes quadratique dans les cas complexe
et dans le cas réel.

Théorème 4.37 Soit q une forme quadratique sur un C-espace vectoriel de
dimension n. Soit r = rg (q). Alors il existe une base de l’espace vectoriel telle
que la matrice associée à q dans cette base est(

Ir×r 0
0 0(n−r)×(n−r)

)
.

Donc, dans le cas complexe, deux formes quadratiques sont équivalentes si
et seulement si elles ont le même rang.

Théorème 4.38 Soit q une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de
dimension n. Soit (s, t) la signature de q. Alors il existe une base de l’espace
vectoriel telle que la matrice associée à q dans cette base estIs×s 0 0

0 −It×t 0
0 0 0(n−s−t)×(n−s−t)

 .

Donc, dans le cas réel, deux formes quadratiques sont équivalentes si et
seulement si elles ont la même signature.
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