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Relazioni skein

Definizione
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Definizione

Una relazione skein & un'equazione del tipo

f(L+, L, Lo, Loo> ~0




RELAZIONI SKEIN

Relazzom skem
Flip e dis
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Bracket di Kauffman

Definizione

Definizione

Il polinomio a bracket di Kauffman di un diagramma piano D di un
link non orientato <D> S/ [Ail] e definito dalle regole:

(0) < D > & un invariante per isotopie planari;
(1) <O>=1,

(2) <N>=A<)(>+A <>

(2) <A>=AT<)(>+A<= >

(3) <DUQO>=(-A2-A*) <D>
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Bracket di Kauffman
Coefficienti

(O < o«

Q>
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Bracket di Kauffman
Coefficienti - Q»

<}>=<)(>=<Y>

<Y>=a<¥>+p<¥>
= a(a<}> +3<X>) +Ba<3®> +3<¥X>)
=a(a<X> +7<X>) +8a< ) (> +3< X>)
= (02 +aBy +BA<R> + ga<)(>=<)(>

af =1 B=a"1
a’+afy+6°=0 = v=—a2-a?

ALEXANDER, ConwAY E HOMFLY
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Bracket di Kauffman
Q

|¢:»)'\/~> = <X

e <R>= <>

<> =A< >+ AT <>
=SA<X>+ATI<HE>

=A< ':.-+A*1<:><::~ =y
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Bracket di Kauffman

e ?

<P c>=<—>=<00 >

<O>=A<E >+ A I >
= A(—AZ-A)<—~—> + AT l<——>
= —Ad<—>

<O =A< > +HAIS>
= A<—> + A I(-A2-A)<—>
=-A%<—>

ALEXANDER, ConwAY E HOMFLY
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Bracket di Kauffman

w(D) - Writhe

KX

Definizione
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Bracket di Kauffman

w(D) - Mosse di Reidemeister: €,
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Bracket di Kauffman

w(D) - Mosse di Reidemeister: 3
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w(D) - Mosse di Reidemeister:
P S P IS P S
¢ L] ¢ L] ’ L]
£ LY £ LY F LY
1 1 1 1 1
1 1 é 9 1 1 6 9 1 1
LY F LY F LY £
L] L L] L L] ’
L L n F
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AZIONI SKEIN

Definizione

Il polinomio X (L)

Definizione

ONWAY

HOMFLY

X(D)

(A<D < p >
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Il polinomio X (L)

Definizione

Definizione

X(D) = (-A%~P) < D >

Osservazione

X (D) & invariante per Q5 ed Q3 poiché w(-) e < - > lo sono.
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Il polinomio X (L)

Definizione

X(L') = (—A%) 20 <L'>

£ t_Aa}(—w[L}+l) <L'>

= (=A%)~ DD (—AP<L>)
= (-A})vO<L> = X(L)
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ONWAY HOMFLY

Il polinomio X (L)

Definizione

X(L') = (-A) 0 <[>
(_Aa)(—-m(LHl) <L'>
(—AY)~@EOHD (—AP<L>)
(—A) "<l > = X(1)

*b""h_’\_/"‘

L! L

Teorema

X (D) & un invariante di link.
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Il polinomio X (L)

Esempio - Link banale a due componenti

e <OO>=(-A2-A) <O>=-A2_A2
« w(O0) =0

S X(OO0) = (~A) O~ A R) = —A2 R
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Il polinomio X (L)

FEsempio - Link di Hopf

<@>=A<@@>+A47"1<QD>
=SAA<@>+AI<@>)+ATA<) > + A1 <BD >)

=AAAZ+ A Y+ AT + A 1A + A1 (—(AZ+ A7)
= —A% - A-4

e w( (D)

= X( @ ) = (_A3)_2( - A_4 — A4) = A2 + A]-O

2
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Il polinomio V(L)

Definizione

Si pone t = —A%,
1
V(t) € Z[t*4]
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Il polinomio V(L)

Definizione

Si pone t = —A*.
1
V(t) € Z[tF4]

Congettura

Vi) #1 YL#O
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Il polinomio V(L)

Proprieta

o V(1) € Z[t*7]

o V/(t) € Z[t*] per i link con un numero dispari di componenti

* Vi, (8) = Vi, (1) - Vi, (2)

e Vi (1) = (=2)P"* per i link di p componenti

e Vk(eF)=1 VK nodo

o [£Vk](1)=0 VK nodo

o Vipec(k)(t) = Vk(t™1), dunque se K & achirale = Vi(t) &
palindromo

e Vi(t) non dipende dall’orientamento (falso per i link)
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

Teorema

V(L) — tV(L_) + (t72 — t2)V(Lo) =0

y 1 / '> (
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

Dimostrazione
Poniamo:

D+-;X;; £
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Il polinomio di Jones
Relazione skein
Dimostrazione

Poniamo:

DK DXE Dy (s DLl

o0 \\,\"»

<D > =A<Dg>+A"1< Dy >
<D_> =A1<Dyg>+A< Dy >
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

Dimostrazione
Poniamo:

D +y\' D. ’X‘ D, ')(‘ D, x

<D > =A<Dg>+A"1< Dy >
<D_> =A1<Dyg>+A< Dy >

A<Dy > =A2<Dy>+ <Dy >
Al<D > =A2<Dy>+< Dy >
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1l polinomio di Jones

Relazione skein

= A<D, >-At<D >=(A2-A2)<Dy>
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

=A<D,>-A1<D >=(A>-A2)< Dy >
ma

° X(Do) =< Dy >
o X(Dy)=(-A) "' <Dy > = <Dy >=-AYDy)
¢ X(D_)=(-A)"<D_> = <D >=-A3D.)
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

= A<D, >-At<D >=(A2-A2)<Dy>
ma
e X(Dg) =< Dy >
e X(Dy)= (=A%) 1< D, > = <D, >=-A¥D;)
X(D_)=(-A)' <D > = <D >=-A3D.)
= —A*X(Dy) + A*X(D-) = (A2 — A=2)X(Dp)

OVVEro
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Il polinomio di Jones

Relazione skein

=A<D,>-A1<D >=(A>-A2)< Dy >
ma

° X(Do) =< Dy >
e X(Dy)= (=A%) 1< D, > = <D, >=-A¥D;)
¢ X(D_)=(-A)"<D_> = <D >=-A3D.)

—A*X(Dy) + A*X(D-) = (A* = A=2)X(Do)

t V(D)) — tV(D_) = (tz — t~2)V(Dp)
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Il polinomio di Jones
FEsempio - Link di Hopf

VD ) - V(@) = (2 - V()

V(@) =t2V( @) ) -t 1tz —t2)V(O) =
t_2(t2 +t- 2) — t—l(t% — t_%) =

= —t 2—t 2
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1l polinomio di Jones
Esempio - Nodo trifoglio
Sy A A L
v O - (O = - v @)
=
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1l polinomio di Jones
Esempio - Nodo trifoglio
Sy A A L
v O - (O = - v @)
=
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Il polinomio di Jones
Esempio - Nodo trifoglio
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Modelly statistict

Esempi fisici
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Modello di Kauffman

Modelli statistici
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Modello di Kauffman

Modelli statistici
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Modello di Kauffman

Modelli statistici
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Modello di Kauffman

Stati possibili

-

N ™R
"o

1
[T
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Modello di Kauffman

Stati possibili

|
>
oot

5] =2°
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Modello di Kauffman

Stati possibili

®

5] =2°

Uno stato finale sD ha < sD >= (—A=2 — A2)1(s)-1
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Modello di Kauffman

Stati possibili

-

5] =2°

N ™R
oo
[

Uno stato finale sD ha < sD >= (—A=2 — A2)¥(s)-1
Il fattore per cui & moltiplicato in < L > & A%(s) . A=5(s)



RELAZIONI SKEIN PoriNOMIO DI JONES CONGETTURA DI TAIT

ALEXANDER, ConwAY E HOMFLY
00 000000000

000 000000
000000 00000000 o]
00000 000
00080
Modello di Kauffman
Esempio - Nodo trifoglio
AlB
BfA =1
AXA =2
A B 1
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Modello di Kauffman
Esempio - Nodo trifoglio
B
BfA =1
AXA =2
B\A_~B =1
ANB

<[ >= Z Ac(s)=B(s) (_A—z _ Az)v(S)fl
seS
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Modello di Kauffman
Esempio - Nodo trifoglio
Q a=3 ¢ a=2 . a=2 A a=2
Bt oF B OF

5 Yy =3 y=2 P Yy = & y=2
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Modello di Kauffman
Esempio - Nodo trifoglio
Q a=3 g a=2 . a=2 A a=2
G B=0 B=1 G | B=1 h B=1
;0 y=3 Yy = p y=2 d y=2
: a=1 ; a=1 A a=1 o, a=0
O B B O
3 y=1 A y=1 y=1 B y=2

A2-1 (_A—z . A2)2—1 + A1
A1—2 (—A_2 o A2
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Proieziont ridotte

Diagrammi connessi

Definizione

Un diagramma piano & detto connesso se & rappresentabile tramite
una curva connessa (a meno che negli incroci).

0y OO

connesso non COonNnesso
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Proieziont ridotte

Diagramma connesst

Definizione

Un diagramma piano & detto connesso se & rappresentabile tramite
una curva connessa (a meno che negli incroci).

0y OO

connesso non COonNnesso

Osservazione

Un diagramma piano connesso con c incroci divide il piano in ¢ + 2
regioni omeomorfe a dischi.
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Proieziont ridotte

Istms

Definizione

Un istmo di un diagramma & un incrocio nel quale sono incidenti
meno di 4 regioni. Ovvero & possibile percorrere il piano da un
punto all’altro dell'incrocio senza toccare il diagramma.

l“‘t_ .‘-

S):

Q3 b .-’
N -
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Proieziont ridotte

Definizione

Definizione

Un diagramma alterno ¢ detto ridotto se non possiede istmi.
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Congettura di Tait

Teorema

Un diagramma alterno ridotto & minimale.

Proposizione

1. Due diagrammi piani ridotti alterni di uno stesso nodo hanno
ugual numero di incroci;

2. tale numero & quello minimo.
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Congettura di Tait

Span di un polinomio

Definizione
Si definisce span di un polinomio la differenza tra la potenza piu
grande e quella pit piccola.

Esempio:
span(A3 —2A%2 +1 - A1 —7A2)=3-(-2)=5

Osservazione

span(X(L)) = span( < L>)
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Congettura di Tait

Lemma

Lemma

Se K ha una proiezione alterna ridotta con n incroci =
span(< K >) = 4n.
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Congettura di Tait

Lemma

Lemma

Se K ha una proiezione alterna ridotta con n incroci =
span(< K >) = 4n.

Dimostrazione

span (< K >) non dipende dalla proiezione, scegliamone dunque una
ridotta.
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Congettura di Tait

Lemma

Lemma

Se K ha una proiezione alterna ridotta con n incroci =
span(< K >) = 4n.

Dimostrazione

span (< K >) non dipende dalla proiezione, scegliamone dunque una
ridotta.

Ogni termine contribuisce con A($)=A(s) (—A2 — Afz)y(s)fl.
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Congettura di Tait

Lemma

Lemma

Se K ha una proiezione alterna ridotta con n incroci =
span(< K >) = 4n.

Dimostrazione

span (< K >) non dipende dalla proiezione, scegliamone dunque una
ridotta.

Ogni termine contribuisce con A($)=A(s) (—A2 — Afz)y(s)fl.

Il termine maggiore sara dunque del tipo

20()-B(s)+2(2(s)-1)
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Congettura di Tait

Lemma

Massimizziamo a(s) — B(s) +2(y(s) — 1).
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Congettura di Tait

Lemma
Massimizziamo a(s) — 3(s) + 2(y(s) — 1).

Consideriamo uno stato con a(s) = ne 3(s) = 0.

Denotiamo con W il numero delle regioni bianche.
La potenza corrispondente allo stato sara dunque: n+2(W — 1)
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Congettura div Tait

Lemma

Mostriamo che tale potenza & quella massima.
Consideriamo due stati s; ed s, che differiscono solo per uno split.
Si avra:
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Congettura div Tait

Lemma

Mostriamo che tale potenza & quella massima.
Consideriamo due stati s; ed s, che differiscono solo per uno split.

Si avra:
05(52) = 04(51) -1
B(s2) = pB(s1)+1
Y(s2) =(s1) £1
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Congettura di Tait

Lemma

Mostriamo che tale potenza & quella massima.
Consideriamo due stati s; ed s, che differiscono solo per uno split.
Si avra:

05(52) = 04(51) -1
B(s2) =0B(s1)+1
Y(s2) =7(s1) £1
= a(s) = B(2) +2(1(2) = 1) =
=la(s1) —1] = [B(s1) +1] +2(7(s1) £1—1) =
=a(s1) + B(s1) +2(y(s1) —1) —2+£2 <
< a(s1) + B(s1) + 2(7(51) — 1)
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Congettura di Tait

Lemma

Similmente si dimostra che la potenza minima ¢ —n—2(D —1), con
D il numero delle regioni inscurite.
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Congettura div Tait

Lemma

Similmente si dimostra che la potenza minima ¢ —n—2(D —1), con
D il numero delle regioni inscurite.

= span(< K >) =[n+2(W-1)] - [-n—2(D—-1)] =
=2n4+2(W+D-2)=
=2n+2(n+2—-2)=4n
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Congettura div Tait
Corollario al Lemma
Corollario

Dati due diagrammi piani ridotti alterni di uno stesso nodo, questi
hanno entrambi span pari a 4n e dunque entrambi n incroci.
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Congettura di Tait

Teorema di Menasco

Teorema

Se Ki1#K> € un nodo alterno = K;# K, appare composto in og-
ni proiezione alterna. Ovvero & sempre possibile disegnare un cer-
chio che racchiude completamente uno dei due fattori e incontra la
proiezione solo due volte. (Menasco, 1983)
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Congettura di Tait

Teorema di Menasco

Teorema

Se Ki1#K> € un nodo alterno = K;# K, appare composto in og-
ni proiezione alterna. Ovvero & sempre possibile disegnare un cer-
chio che racchiude completamente uno dei due fattori e incontra la
proiezione solo due volte. (Menasco, 1983)

Corollario
Se Ki#K> € un nodo alterno = c(K1#Kz) = ¢(K1) + c(K>).



ALEXANDER, CONWAY E HOMFLY
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Polinomio di Alexander

Definizione

Definizione

Il polinomio di Alexander di un link L & definito dalle regole:
(1) AO) =1,
(2) A(Ly) — A(L-) + (t2 — t£72)A(Lo) = 0;
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00000

Polinomio di Alexander

Esempio - Link banale

A (00) =0
infatti per la Regola 2 si ha:
A(@)-A(Q@\)Jr(t%—t—%m(o@) ~0

OVVEro

1—1+(t% - t*%)A (QQ) =0
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Polinomio di Alexander
FEsempio - Link di Hopf

A(@):t—%—t%

infatti si ha:

A(Q)-a(@ )+-rHa(co) =0
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00 000000000 000 000®00
000000 00000000 o
00000 000
00000

Polinomio di Alexander
Esempio - Nodo trifoglio

A(@)zt‘l—l—i—t

infatti si ha:
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[o]e] 000000000 000 0000e0
000000 00000000 o]
00000
00000

[e]e]e}

Polinomio di Alexander
Difetti

A(L)=0 VL link banale di m componenti

u]
o)
I

i




RELAZIONI SKEIN POLINOMIO DI JONES CONGETTURA DI TAIT ALEXANDER, CONWAY E HOMFLY

[e]e] 000000000 000 000080
888880 00000000 800
00000
Polinomio di Alexander
Difetti
A(L)=0 VL link banale di m componenti J

A(O) =1=A((-3,5,7) — pretzel)

==
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Polinomio di Alexander

Albero di risoluzione

&
O=@/ \Q
oo=@)/ -0

Definizione

Si definisce profodinta di un link L il minimo tra le profondita di
tutti gli alberi di risoluzione.
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CONGETTURA DI TAIT

ALEXANDER, CONWAY E HOMFLY
000000000 000 000000
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00000 000
00000

Polinomio di Conway

Definizione

NI=
|
~
N=

Si pone x =t
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Polinomio di Conway

Definizione

. 1 1
Si pone x =t72 — t2.

«O>r «Fr <

it
-

DA
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[o]e] 000000000 000 000000
000000 00000000 [ ]
00000 000
00000
Polinomio di Conway
Definizione
. 1 1
Si pone x =t72 — t2.
V(Ly) = V(L) = xV(Lo) J

Esempi:

& o

Ax(t) =t 143t
° Cg) VZX) =1-x2
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Polinomio HOMFLY

Definizione

Definizione

(1) AO) =1,
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@00

Polinomio HOMFLY

Definizione

Definizione

(1) A(Q) =1,
(2) IP(Ly) + I71P(L_) + mP(Lo) = O;

Osservazione

Con un’opportuna posizione potremmo riscrivere la (2) come:

xP(Ly) — yP(L-) = P(Lo)
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(e]e}

Polinomio HOMFLY
Proprieta
o V(1) = P(it™Li(t72 - t2))
o A(t)=P(i,i(t — 7))
e P(L1U Lo) = (~17 — ym~" P(L1)P(L2)

* P(LUC) = (~17* = Nm (L)
* P(Littls) = P(L)P(L2)

@/:/@ P = (28 = o4 Py
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