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Fir die Entwicklung der logischen Wissenschaften wird es,
ohne Ricksicht auf etwaige Anwendungen, von Bedeutung
sein, ausgedehnte Felder fiir Spekulation ber schwierige
Probleme zu finden.
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Introduzione

Tale tesi prende spunto dal lavoro di J. Berstel, C. De Felice, D. Perrin, C.
Reutenaur e G. Rindone riguardante lo studio dei codici bifissi in insiemi
Sturmiani in [I] e dai risulati proposti da alcuni degli stessi autori nello stu-
dio dei gruppi sintattici in [12] e in [3] (nonché in [2] per una panoramica
d’insieme).

L’elaborato & cosi suddiviso.

Nel CaPITOLO [0 sono contenute le nozioni preliminari. I tre macro-
argomenti che vengono affrontati sono 1’Algebra (Sezione [[T]), la Combina-
toria delle Parole (Sezione [[.2)) e la Teoria degli Automi (Sezione [[3). Sono
qui presentati (ovviamente in maniera non esaustiva) tutti gli argomenti,
e soprattutto tutte le notazioni, utili per sviluppare le nozioni dei Capitoli
successivi.

Nel CapriToLO [ si introducono i concetti di parole Sturmiane, parole
su un alfabeto binario non periodiche di complessita minima, e le parole
episturmiane, estensione al caso di alfabeti finiti di cardinalita arbitraria.
Si riprendono anche i concetti di insiemi chiusi per prefissi e fattoriali e si
introducono quelli di insiemi ricorrenti, uniformemente ricorrenti e Sturmia-
ni. Questi formano una gerarchia discendente. Si affronta, quindi, lo studio
insiemi prefissi contenuti dentro un insieme fattoriale (Sezione 2.3)) ed infine
ci si concentra al caso di insiemi bifissi contenuti dentro insiemi ricorrenti
(Sezione 2.4)).

11 CaprrToLo Blspecializza ancor di piu i risultati del Capitolo precedente
studiando i codici bifissi dentro insiemi Sturmiani. Qui sono presenti i prin-
cipali risultati dell’elaborato, ovvero il Teorema della Cardinalita (Teorema
B.13) ed il Teorema della Base Sturmiana (Teorema B.4.4]) che caratterizza
in termini di codici bifissi in insiemi Sturmiani le basi dei sottogruppi del
gruppo libero.

Infine il CapPITOLO [ ¢ dedicato ai gruppi sintattici. Alcuni dei risultati
presenti riguardano il grado di un gruppo sintattico e sono ricavati da quan-
to dimostrato nel Capitolo precedente. Vi € poi un altro gruppo di risultati,
riguardante i codici sintattici di codici con nucleo vuoto, che sfrutta le in-
terpretazioni viste nel primo Capitolo.
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Una Congettura proposta in forma privata da C. Reutenaur nel 2010, e
postami indipendentemente dal Prof. A. Restivo, affermava che il Teorema
della Cardinalita (Teorema [B.1.3]) fosse in un qualche senso invertibile, ovve-
ro che fosse possibile dare una caratterizzazione delle parole Sturmiane pit
generale di quella nota.

Il contro-esempio qui presentato (originale, con una semplificazione
suggerita da D. Perrin) confuta tale Congettura, lasciando pero il problema
aperto rispetto a formulazioni piu restrittive.
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Capitolo 1

Nozioni preliminari

Questo Capitolo ¢ dedicato alle nozioni basilari di Algebra (Sezione [IT]),
Combinatoria delle Parole (Sezione [[.2]) e Teoria degli Automi (Sezione [L3)).
La maggior parte degli argomenti sono di livello elementare e sono qui
riportati, oltre che per un utile ripasso, soprattutto per fissare la notazione.
Per uno studio piu approfondito degli argomenti si rimanda a [10], [4] e
[14].

1.1 Richiami algebrici

In questa Sezione si introducono le strutture algebriche usate nella tesi —
semigruppi, monoidi, gruppi, semianelli — ed altre definizioni basilari ad esse
legate. Di fondamentale importanza risulteranno le nozioni di permutazione
introdotte nella Sottosezione e quella di monoide e gruppo libero, nella
Sottosezione

1.1.1 Semigruppi, monoidi, gruppi, semianelli

Sia S un insieme. Un’operazione binaria su S ¢ una funzione da S x S in
S. L’immagine della coppia (z,y) tramite questa funzione si dira prodotto
di = ed y e si denotera come z -y o, piu spesso, come zy. Seguendo tale
notazione 'operazione binaria sara detta moltiplicazione.

In alcuni casi si usera la notazione additiva chiamando somma 'imma-
gine della coppia (z,y) e denotandola = + y.

Un’operazione su S si dira associativa se per ogni z,y,z € S si ha
(xy)z = x(yz). Sara detta invece commutativa se per ogni z,y € S si
ha zy = yzx.

Una coppia (S, -) & detta semigruppo se S € un insieme e - & un’opera-
zione binaria su S. Quando non sussistono ambiguita sull’operazione si dira
semplicemente che “S € un semigruppo”.

Esempio 1.1.1.
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e (N4, +) ¢ il semigruppo degli interi positivi con operazione 1'usuale
somma di interi.

e (N \ {1}, -) ¢ il semigruppo degli interi maggiori di 1 con operazione
I'usuale prodotto di interi.

All'interno di un semigruppo vi sono degli elementi che godono di pro-
prieta particolari.

Un elmento 1 di S & detto elemento neutro, o identita, dell’operazione
se perogni x € Srisultaz-1 =12 = x. E facile dimostrare che se tale
elemento neutro esiste esso sara unico.

Chiameremo monoide una tripla (M, -, 1) dove (M, -) & un semigruppo
ed 1 ¢ I'elemento neutro per la sua operazione. Anche in questo caso, quando
non ci saranno ambiguita sull’operazione e sull’identita, diremo che “M e
un monoide”.

Esempio 1.1.2.

e (N, +) ¢ il monoide degli interi non negativi con operazione 1'usuale
somma di interi ed elemento neutro 0.

e (N4, -) ¢ il monoide degli interi non negativi con operazione 1'usuale
prodotto di interi ed elemento neutro 1.

Esempio 1.1.3. Preso un monoide M, 'insieme P (M) di tutti i sottoinsiemi
di M puo essere dotato esso stesso della struttura di monoide definendo come
prodotto di due elementi X,Y C M

XY ={zy|lzeX,yeY}
In tal caso l’elemento neutro sara il singleton {1}.
Se S & un semigruppo, si indichera con S! il monoide dato da:
e S, nel caso S sia gia un monoide;

e SU{1l},con 1¢S5, se S non ¢ un monoide, ed in tal caso 'operazione
di S si estendera ad S* definendo1-s=s5-1=s Vs S

Esempio 1.1.4. Il monoide additivo N! , ha come supporto N, U {0}.

Esempio 1.1.5. Consideriamo By il semigruppo dato delle matrici 2 x 2
con elementi in {0,1} ed al pit un 1.
Il monoide B ottenuto considerando anche I'identita sara:

s={(5 (a0 a) (00 (o) (o))
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Ponendo 1 la matrice identica, 0 la matrice nulla, a = ( 8 (1) > eb =

00 C 10 00 . R
<0 1>,Slott1eneab—<0 0>eba—<0 1>. Il monoide puo

dunque essere riscritto come
B3 ={1,a,b,ab,ba,0} .

Moltiplicando gli elementi tra loro si ottengono le relazioni aa = bb = 0,
aba = a e bab = b.

Un elemento e di S ¢ detto identita destra (risp. identita sinistra) di S
se per ogni s € S risulta se = s (risp. es = s).
Un elemento e di S & detto idempotente se e? = e. L’insieme degli

idempotenti di S di denota E(S).

Osservazione 1.1.6. Un elemento ¢ un’identita se e solo se € contempora-
neamente identita destra e sinistra. Inoltre un’identita destra (risp. sinistra)
¢ necessariamente un idempotente.

Un elemento 0 € S & detto zero se per ogni s € Ssiha0-s=s5-0=0.
Anche in questo caso ¢ facile dimostrare che se un semigruppo possiede uno
zero questo e unico.

Inoltre & possibile dare la nozione di zero destro (risp. zero sinistro) per
un elemento e € S tale che se = e (risp. es = e).

Se S & un semigruppo, si indichera con S il semigruppo dato da:

e S, nel caso S possegga gia uno zero;

e SU{0}, con 0 ¢ S, se S non ha zeri, ed in tal caso 'operazione di S
si estendera ad S° definendo 0-s=5-0=0 Vs S°.

Esempio 1.1.7. Il monoide moltiplicativo N9 | ha come supporto N, U{0}.

Un semigruppo sara detto nullo se possiede uno zero ed il prodotto di
due qualsiasi suoi elementi e zero.

Per definire gli inversi bisognera porre particolare attenzione. Vi sono
infatti due diverse definizioni di inverso: una “classica” ed un’altra “debole”
usata in teoria dei Semigruppi.

Sia M un monoide. Dato un elemento x € M, un elemento 2’ di M si
dira inverso destro (risp. inverso sinistro) di x se xz’ =1 (risp. 2’z = 1).

Un inverso di x ¢ un elemento 2’ che ¢ contemporaneamente inverso
destro ed inverso sinistro.

Dato un elemento x di un semigruppo S, un elemento ' € S si dira
inverso debole di x se xa'x =z e 2'zwa’ = 2.
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Chiaramente ogni inverso € un inverso debole, mentre il viceversa non
sempre ¢ verificato. Ad esempio, nel caso di un monoide finito si puo di-
mostrare che ogni elemento ha al piti un solo inverso ma puo avere diversi
inversi deboli.

Un monoide (G, +,1), o semplicemente G quando saranno chiari opera-
zione ed elemento neutro, tale che ogni suo elemento possiede un inverso e
detto gruppo.

In effetti € possibile dare una definizione equivalente piu debole, in quan-
to e facile vedere che un monoide & un gruppo se e solo se ogni suo elemento
ha un inverso destro ed un inverso sinistro. Nel caso di monoidi finiti la
condizione si riduce all’esistenza del solo inverso destro (o del solo inverso
sinistro).

Si dimostra facilmente che in un gruppo ogni elemento x ha un unico

inverso, che sara denotato come .

Esempio 1.1.8.

e (Z, +) ¢1il gruppo degli interi con operazione 'usuale somma di interi
ed elemento neutro 0.

e (Q4, -) e il gruppo dei razionali positivi con operazione 1'usuale pro-
dotto di interi ed elemento neutro 1.

e (Z/nZ, +) ¢ il gruppo degli interi modulo n.

Il numero di elementi in un semigruppo (risp. monoide, gruppo) ¢ detto
ordine del semigruppo (risp. del monoide, del gruppo).

Esempio 1.1.9. L’ordine del gruppo Z/nZ ¢ n.

Un semigruppo (risp. monoide, gruppo) & detto commutativo o Abeliano
se la sua operazione ¢ commutativa.

Esempio 1.1.10. I semigruppi Ny e N1\ {1}, i monoidi N e N, e i gruppi
Z e Q4 sopra definiti sono tutti Abeliani.
Il monoide P(M), con M monoide, invece, non ¢ commutativo.

Un semigruppo S (risp. monoide) dotato di una relazione d’ordine <
su S compatibile col prodotto, ovvero tale che per ogni x,y € S e per ogni
u,v € S' si ha I'implicazione

z <y = urv < uyv

e detto semigruppo (risp. monoide) ordinato.
Per enfatizzare il ruolo di una relazione d’ordine < in una struttura
algebrica S si usera la notazione (S, <).

Esempio 1.1.11. L’ordine naturale degli interi non negativi ¢ compatibile
con ’addizione, quindi N & un monoide ordinato.
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Fin’ora abbiamo studiato strutture algebriche con una sola operazione.
Consideriamo adesso il caso in cui le operazioni presenti siano due. Un
semianello & una quadrupla (T, 4, -, 0) tale che:

e (T, 4+,0) ¢ un monoide commutativo;
e (T, -) & un semigruppo;

e la moltiplicazione & distributiva rispetto all’addizione, ossia per ogni
S,t1,te € T si ha s(t; + to) = sty + st e (t1 +t2)s = t15 + tas;

e per ogni s € T si ha 0s = s0 = 0.

Anche in questo caso, quando non vi saranno ambiguita sulle operazioni,
diremo che “T" & un semianello”.

Nel caso in cui (T, +,0) sia un gruppo Abeliano, T" sara detto anello.

Nel caso anche la moltiplicazione ammetta un’elemento neutro 1, e dun-
que (T, -1) sia un monoide, il semianello (risp. anello) sara detto unitario
o con unitad.

Un semianello (risp. anello) ¢ detto commutativo se anche la moltiplica-
zione € commutativa.

Esempio 1.1.12. Preso un insieme X consideriamo l'insieme dei suoi sot-
toinsiemi P(X). Chiaramente (P(X),U, () ha una struttura di monoide
commutativo. Inoltre, seguendo quanto visto nell’Esempio [LT3] P(X) puo
essere dotato della struttura di monoide con operazione il prodotto di insie-
mi. Tale prodotto e distributivo rispetto all’unione, ossia presi tre elementi
L,Ly,Ly € P(X) si ha:

L(Ll U LQ) =LLi{ULLsy e (L1 U LQ)L =IL1LULsL

Dunque P(X) ¢ un semianello unitario.

1.1.2 Morfismi

Una funzione tra due strutture algebriche dello stesso tipo che preserva le
operazioni ¢ detta omomorfismo o, piu semplicemente, morfismo.

In particolare un morfismo di semigruppi ¢ una mappa @ da un semi-
gruppo S ad un semigruppo 1 tale che, per ogni s1,s9 € S si abbia

p(s152) = p(s1)p(s2).

Similmente un morfismo di monoidi & una morfismo di semigruppi ¢ da
un monoide M ad un monoide N tale che

e(lm) = 1n.
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Analogamente un morfismo di monoidi ordinati ¢ un morfismo di mo-
noidi ¢ che, in piu, preserva l'ordine, ovvero per cui si abbia I'implicazione

51 < 82 = p(s1) < p(s2).

Infine un morfismo di gruppi ¢ un morfismo di monoidi ¢ da un gruppo
G ad un gruppo H tale che per ogni s € GG si abbia

p(s™h) =p(s)7".

Si dimostra facilmente che ogni morfismo di semigruppi da un gruppo G
ad un gruppo H ¢ anche un morfismo di gruppi.

Un morfismo ¢ : S — T & detto isomorfismo se esiste un morfismo
¥ T — S tale che po ) =idr e o p =1idg.

E noto che gli isomorfismo di sottogruppi (risp. monoidi, gruppi) sono
tutti e soli i morfismi biettivi.

Osservazione 1.1.13. Quanto appena detto non vale per i morfismi di
monoidi ordinati. Considerariamo infatti due relazioni d’ordine distinte <
e =< su uno stesso monoide M. L’identita idps € un morfismo biettivo da
(M, <) a (M, <) pur non essendo un isomorfismo.

In effetti, un morfismo di monoidi ordinati ¢ : M — N & un isomorfismo
se e solo se € un morfismo biettivo e per ogni x,y € M si ha I'equivalenza

trax <yep() <epy).

Due semigruppi (risp. monoidi, gruppi, monoidi ordinati) sono detti
isomorfi se esistono due isomorfismi dall’uno all’altro.

Un morfismo che va da un semigruppo (risp. monoide, gruppo, monoide
ordinato) in se stesso sara detto endomorfismo. Un endomorfismo che ¢
anche isomorfismo sara detto automorfismo.

1.1.3 Sottostrutture, quozienti, ideali

Alcuni sottoinsiemi di una struttura possono essere essi stessi dotati di
struttra algebrica.

Un sottoinsieme T di S ¢ detto sottosemigruppo se € chiuso rispetto
all’operazione, ovvero se per ogni si,89 € T si ha s;s9 € T. Tale fatto &
esprimibile anche dall’espressione

TT CT.

Un sottoinsieme N C M di un monoide M sara detto sottomonoide se ¢
un suo sottosemigruppo e in piu contiene l’identita.

Analogamente un sottogruppo di un gruppo € un sottomonoide che con-
tiene gli inversi di tutti i suoi elementi.

Nel caso di sottogruppi useremo la notazione H < G per indicare che H
& un sottogruppo del gruppo G.
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Esempio 1.1.14. L’insieme degli interi pari 2Z ¢ un sottogruppo del gruppo
additivo Z, ovvero 27 < 7

Osservazione 1.1.15. Esistono monoidi contenuti in M che non sono suoi
sottomonoidi, ovvero puo capitare che N C M verifichi NN C N ma che si
abbia 137 # 1n.

Esempio 1.1.16. Consideriamo il monoide M3(N) delle matrici 2 x 2 ad
elementi in N, dotato dell’'usuale moltiplicazione riga per colonne, ed il suo

sottoinsieme
a O
N—{<00>|(ZEN}.

N ¢& un monoide con identita

(L) ()

Dunque N ¢ un monoide pur non essendo un sottomonoide di M.

Per ogni idempotente e di un monoide M, I'insieme eMe € un monoide
contenuto in M. Esso ¢ detto monoide localizzato in e ed e il piu grande
monoide contenuto in M ad avere e come elemento neutro.

Alcuni sottoinsiemi di una struttura possono avere una struttura piu
ricca.

Dato un monoide M, 'insieme degli elementi invertibili di M e un gruppo
detto gruppo delle unita di M.

In generale un sottosemigruppo G di un semigruppo (risp. monoide) S
¢ detto un gruppo in S se vi € un idempotente e € G tale che G dotato
dell’operazione di S risulti un gruppo con identita e.

Esempio 1.1.17. 1l singleton {1} formato dalla sola identita & banalmente
un gruppo in S per ogni semigruppo (risp. monoide) S.

Il seguente risultato ¢ una proprieta classica dei gruppi in un monoide.

Proposizione 1.1.18. Siano M un monoide, G un gruppo in M ed m,n €
M due elementi tali che mn € G. Allora nGm é isomorfo a G.

Dimostrazione. Da mn € G ricaviamo l'inclusione nGmnGm C nGm. L'e-
lemento e = n (mn) "' m € nGm & chiaramente un idempotente e nGm & un
monoide con e come elemento neutro. Inoltre, per ogni g € GG, ’elemento
h=n((mn)"" g~ (mn)"")m & I'inverso di ngm. Dunque nGm & un gruppo.

Si verifica facilmente che la mappa f : G — nGm data da f(g) =
n (mn)_1 gm & un isomorfismo tra i due gruppi. U

Riprenderemo nel Capitolo ] lo studio dei gruppi all’interno di un mo-
noide.
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Osservazione 1.1.19. Nel caso di gruppi finiti le strutture di sottosemi-
gruppi e sottogruppi coincidono, ovvero ogni sottosemigruppo di un gruppo
finito & un sottogruppo.

E noto che i morfismi e gli inversi dei morfismi preservano le sottostrut-
ture dei sottogruppi (risp. sottomonoidi, sottogruppi), ovvero se ¢ : S — T
¢ un morfismo di semigruppi (risp. monoidi, gruppi) ed S’ e T’ sono sottose-
migruppi (risp. sottomonoidi, sottogruppi) rispettivamente di S e 7', allora
©0(S") e ¢~ Y(T") sono rispettivamente sottosemigruppi (risp. sottomonoidi,
sottogruppi) di 7" e di S.

Un sottomonoide N di un monoide M sara detto unitario a destra se
e tale che u,uv € M = v € M. Analogamente si definisce la nozione di
unitario a sinistra se u,uv € M = u € M.

Un sottomonoide N di un monoide M sara, invece, detto stabile se, per
ogni u,v,w € M si ha u,v,uw,wv € N = w &€ N.

Dato un grupppo G ed un suo sottogruppo H < G chiameremo classi
laterali destre (risp. classi laterali sinistre) di H gli insiemi della forma
Hg={hg|h € H} (risp. gH = {gh|h € H}) al variare di g € G. Si mostra
facilmente che due classi laterali o sono disgiunte o coincidono.

L’indice [G : H] di un sottogruppo H < G di un gruppo G ¢ il numero
delle classi laterali destre disgiunte.

Se K < H < @G vale la formula

G: K] =[G: H|[H : K. (1.1)

Dunque se H, K < G sono due sottogruppi di indice d dello stesso gruppo e
H C K allora H=K.

Siano S e T due semigruppi (risp. monoidi, gruppi, monoidi ordinati).
T ¢ detto essere un quoziente di S se esiste un morfismo suriettivo da S in
T.

Altri sottoinsiemi notevoli di una struttura sono gli ideali. Sia S un se-
migruppo (risp. monoide). Un sottoinsieme R di S ¢ detto ideale destro se
RS C R, ovvero se per ogni r € R e per ogni s € S risulta rs € R. Simme-
tricamente, un ideale sinistro € un sottoinsieme L di S tale che SL C L.
Un ideale I ¢ un sottoinsieme di S che ¢ contemporaneamente ideale destro
e sinistro.

Osservazione 1.1.20. Equivalentemente si puo definire ideale di un semi-
gruppo (risp. monoide) S un sottoinsieme I tale che per ogni s € I e per
ogni =,y € S! si abbia zsy € I, ovvero se SIS C I.

Osservazione 1.1.21. Ogni intersezione di ideali (risp. ideali destri, ideali
sinistri) &€ ancora un ideale.

L’ideale (risp. ideale destro, ideale sinistro) generato da un sottoinsieme
R di un semigruppo (risp. monoide) S ¢ il piu piccolo ideale (risp. ideale
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destro, ideale sinistro) di S contenente R; questo & dato da S'RS! (risp.
RS, S'R).
Un ideale ¢ detto principale se € generato da un solo elemento.

Osservazione 1.1.22. L’ideale (risp. ideale destro, ideale sinistro) generato
da un idempotente e & uguale SeS (risp. eS, Se) anche se S non ¢ un
monoide. Infatti da e = eee si ottiene S'eS! = SeS.

E noto che i morfismi suriettivi e gli inversi dei morfismi preservano la
struttura di ideale (risp. ideale destro, ideale sinistro).

Un ideale I di un semigruppo S & detto minimale se per ogni ideale non
vuoto J di S si ha 'implicazione J C I = J =1.

Un semigruppo ha al pitt un ideale minimale. Infatti siano I; ed Is due
ideali minimali di un semigruppo S. Per I’Osservazione LUIL ¢
anch’esso un ideale e banalmente I; U Iy C I;. Dalla minimalita di I si
ricava I; U Iy = I1. Analogamente si ottiene Iy U Iy = I3 e dunque I1 = Is.

Vi sono due casi notevoli in cui sicuramente esiste un ideale minimale:
quando S ¢ finito e quando S possiede uno zero. In quest’ultimo caso un
ideale non vuoto I # 0 tale che per ogni ideale J C I di S si abbia J =00
J = I ¢ detto ideale 0-minimale.

Osservazione 1.1.23. Mentre 'ideale minimale se esiste ¢ unico, un semi-
)
gruppo (risp. monoide) pud avere piu ideali O-minimali.

Esempio 1.1.24. Sia S = {0,a,b} il semigruppo con operazione zy = 0
per ogni x,y € S. L’ideale minimale di S & {0}, mentre sia {0,a} che {0, b}
sono due ideali O-minimali.

Un gruppo in un monoide ¢ contenuto in un unico ideale, ovvero dati un
monoide M, un suo ideale I ed un gruppo G contenuto in M si ha GNI =0
o G C I. Infatti, se x € GN I, allora per ogni g € G si ha g = 2 tag € I.

1.1.4 Relazioni e congruenze

Sia S un semigruppo (risp. monoide, gruppo). Una congruenza su S & una
relazione di equivalenza ~ stabile su .S, ovvero per ogni s,t € S e per ogni
u,v € S, si ha I'implicazione

s~t = wusv~ utv.

Si puod dotare I'insieme delle classi di equivalenza S/ ~ di una struttura
naturale di semigruppo (risp. monoide, gruppo) e la funzione che manda
ogni elemento s € S nella sua classe di equivalenza [s] & detta proiezione
canonica ed ¢ un morfismo da S in S/ ~.

Diamo di seguito due importanti esempi di congruenze.
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Esempio 1.1.25. Sia C C S un sottoinsieme di un semigruppo (risp. mo-
noide) S. La relazione di equivalenza ~¢ su S per cui s ~¢ t se e solo se
per ogni x,y € S' si abbia

zsye C <— atyeC

€ una congruenza.

La congruenza definita nell’Esempio ¢ detta congruenza sintattica
di C ed il semigruppo (risp. monoide) quoziente S/ ~¢ ¢ detto semigruppo
sintattico di C.

Nel caso in cui C' = S si omettera la dizione “di C”.

Esempio 1.1.26. Sia ¢ : S — T un morfismo di semigruppi (risp. monoidi).
L’equivalenza ~, su S definita da

s~pt = (s) = p(t)
€ una congruenza.

La congruenza definita nell’Esempio [[LT.26] ¢ detta congruenza nucleare
di ¢ e gode della seguente ben noto proprieta.

Proposizione 1.1.27 (Primo Teorema d’Isomorfismo). Sia ¢ : S — T un
morfismo di semigruppi (risp. monoidi, gruppi) e siaw: S — S/ ~ la pro-
iezione canonica. FEsiste un unico morfismo di semigruppi (risp. monoidi,
gruppi) @ : S/ ~,— T tale che ¢ = ¢ om. Inoltre ¢ é un isomorfismo tra

S/ ~p € p(S).

1.1.5 Trasformazioni, azioni

Una trasformazione (risp. trasformazione parziale) su un insieme @ & una
funzione (risp. funzione parziale) da @ in se stesso. Una trasformazione
biettiva e detta permutazione.

Per indicare una trasformazione s su un insieme ) di cardinalita n si
usera una matrice 2 X n in cui in ogni colonna compaiono nelle due righe
rispettivamente gli elementi di @ e le immagini attraverso s. Nel caso di
trasformazioni parziali useremo il simbolo — nella seconda riga nel caso
I'immagine dell’elemento corrispondente sia l'insieme vuoto.

Esempio 1.1.28. Sia Q = {a,b,c,d,e}.

a b c d e
b a b e d

¢ una trasformazione totale su Q.

e La funzione
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e La funzione

¢ una trasformazione parziale su Q).

(

€ una permutazione su Q).

e La funzione
b ¢ d e
b a e d
Se l'insieme @ & ordinato e qualora non sussista ambiguita si scrivera
soltanto la seconda riga.

Esempio 1.1.29. Ordinando l'insieme @) dell’Esempio [.T.28 ponendo a <
b < ¢ < d < e possiamo riscrivere le tre trasformazioni rispettivamente come

(babed), (e — add) e (cbaed).

Sia @ un insieme e sia S un semigruppo (risp. monoide, gruppo).
Un’azione destra di S su @ & una funzione @ x S — @, denotata (q, s) — ¢-s,
tale che per ogni s,t € S e per ogni g € @ si abbia (¢-s)-t=q- (st).

Un’azione sara detta fedele se

g-s=q-tVgeg = s=t.

Un semigruppo di trasformazioni (risp. monoide di trasformazioni, grup-
po di trasformazioni) su @ ¢ un semigruppo S dotato di un’azione fedele di
S su Q.

Un monoide (risp. gruppo) di trasformazioni S su @ si dira transitivo se
per ogni p,q € () esiste un g € S tale che p-g = 5.

Dato S un semigruppo (risp. monoide) di trasformazione su @, la
relazione di equivalenza

s~t = q-s=q-t VqgeQ

¢ una congruenza su S. Tale azione induce un’azione fedele sul semigruppo
(risp. monoide) quoziente S/ ~.

Il risultante semigruppo (risp. monoide) di trasformazione (Q,S/ ~) &
detto semigruppo (risp. monoide) di trasformazione indotto dall’azione ~

di S su Q.

Esempio 1.1.30. Ogni semigruppo S definisce banalmente un semigruppo
di trasformazioni (S!,S) dato dall’azione fedele q - s = ¢s.

Il semigruppo di tutte le trasformazioni su un insieme () si denota con
T(Q), quello di tutte le trasformazioni parziali con F(Q) e quello delle
permutazioni su @ con S(Q). Quest’ultimo ¢, in effetti, un gruppo ed &
chiamato gruppo simmetrico dell’insieme Q).
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Nel caso particolare @ = {1,2,...n} vengono usate anche le notazioni
Tn, Fn ed S,,.

Tali semigruppi di trasformazioni sono di fondamentale importanza nello
studio dei semigruppi. Vale infatti il seguente risultato.

Proposizione 1.1.31. Ogni semigruppo S é isomorfo ad un sottosemi-
gruppo di T(SY). In particolare, ogni semigruppo finito & isomorfo ad un
sottosemigruppo di T, per qualche n.

Cayley ha dimostrato un simile risultato per i gruppi.

Teorema 1.1.32 (Teorema di Cayley). Ogni gruppo G ¢ isomorfo ad un
sottogruppo di S(G). In particolare ogni gruppo finito é isomorfo ad un
sottogruppo di S, per qualche n.

Dato G un gruppo di permutazioni su un insieme @ si definisce grado di
G la cardinalita di Q.

Proposizione 1.1.33. Siano G un gruppo di permutazioni transitivo su un
insieme QQ e p € Q. Il sottogruppo H < G di permutazioni che fissano p ha
indice Card(Q).

Dimostrazione. Per ogni q € @ esistera, essendo G transitivo, un elemento
gq € G tale che p- g, = q. Per ogni altro g € G tale che p-g = ¢ si avra
p- ggq_1 = p il che implica ggq_1 € H da cui g € Hy,. Dunque ogni g € G ¢
in una classe laterale Hy, con ¢ € Q. Essendo tali classi laterali a due a due
disgiunte il loro numero ¢ esattamente Card (Q). O

Due gruppi di permutazioni G su un insieme R ed H su un insieme S
saranno detti equivalenti se esiste una biezione 8 : R — S ed un isomorfismo
o : G — H tale che

B(rg) = B(r)o(g) VgeG,reR, (1.2)

ovvero se il diagramma in Figura [Tl ¢ commutativo per ogni g € G.

R g R
B B
g o(g) g

Figura 1.1: G ed H, gruppi di permutazioni rispettivamente su R e su .5,
sono equivalenti.
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Un gruppo di permutazioni G sara detto regolare se tutti gli elementi
g € G\ {1g} sono privi di punto fisso, ovvero se

g-g=gqperqualche e Q — g=1g.

Proposizione 1.1.34. Un gruppo di permutazioni transitivo e Abeliano ¢
regolare.

Dimostrazione. Sia g € G un elemento avente un punto fisso p € @Q, ovvero
tale che pg = p. Mostriamo che g = 14, ovvero che per ogni ¢ € @ si ha
q9 = q.

Poiché G transitivo esistera un h € G tale che p = gh. Dall’Abelianita di
G ricaviamo q(hg) = q(gh) = (qg9)h = gh ed essendo h & una permutazione
cio implica gg = gq. O

1.1.6 Generatori, grafo di Cayley

Dato un sottoinsieme A di un semigruppo S, il sottosemigruppo di .S gene-
rato da A ¢ il piu piccolo semigruppo di S contenente A. Esso si denota con
(A) ed e ottenuto intersecando tutti i sottogruppi di S contenenti A, ovvero
considerando tutti i possibili prodotti aias - - - a, di elementi di A.

In maniera simile, dato un monoide M ed un suo sottoinsieme A si
definisce sottomonoide generato da X il sottosemigruppo generato da A con
I'aggiunta dell’identita 1g.

Nel caso di un gruppo G, il sottogruppo generato da A C G ¢ definito
analgomente ed ¢ formato da tutti i prodotti aqas - - - a, dove gli a; sono o
elementi di A o inversi di elementi di A.

Un semigruppo (risp. monoide, gruppo) generato da un insieme A sara
detto A-generato.

Dato un monoide (risp. gruppo) A-generato M, si definisce grafo di
Cayley destro di M il grafo che ha per vertici gli elementi di M e per lati le
triple (m,a,ma) con m € M e a € A.

In maniera analoga si definisce grafo di Cayley sinistro di M il grafo che
ha per vertici gli elementi di M e per lati le triple (m,a,am) con m € M e
a€ A

In Figura ¢ rappresentato il grafo di Cayley destro del monoide Bl
visto nell’Esempio

Un semigruppo (risp. monoide, gruppo) generato da un solo elemento &
detto semigruppo ciclico (risp. monoide ciclico, gruppo ciclico). Ovvero S
e ciclico se ¢ della forma

S ={a"|n € N}

con, nel caso S possegga un’identita, a® = 1.

Se S ¢ un semigruppo ciclico infinito (risp. monoide ciclico infinito,
gruppo ciclico infinito) allora esso ¢ isomorfo al semigruppo additivo N
(risp. al monoide additivo N, al gruppo additivo Z).
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Figura 1.2: Grafo di Cayley destro di Bi.

Nel caso S sia invece un gruppo ciclico finito, si chiamano indice e periodo
di S i pil piccoli interi positivi i e p tali che a**P = a’.
In tal caso il semigruppo S avra ¢ + p — 1 elementi e sara della forma

_ _ 2 i—1 i i+p—1
S=8ip={a,a*...;a"" " a",...,a""PT}.

Il grafo destro di Cayley del monoide M;, = St

ipe con i + p elementi ¢
rappresentato in Figura L3l

Figura 1.3: Grafo di Cayley destro di M; .

Una struttura fondamentale nel nostro studio € quella del monoide libero.
Dato un insieme A, detto base del semigruppo, il semigruppo libero & il
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semigruppo AT ottenuto considerando tutte le possibili concatenazioni non
vuote di elementi di A.

Il monoide libero A* & il monoide (AJF)1 con elemento neutro la parola
vuota.

11 gruppo libero A° generato da A & definito come segue. Sia A un insieme
in corrispondenza biunivoca con A e tale che AN A = (). Denotiamo con
~: A — A tale corrispondenza e con @ 'immagine di a; possiamo estendere
la funzione ™ ad a € AU A ponendo a = a.

Sia ~y la relazione di equivalenza su (A U A)* definita da

uaav ~5 uv  Vu,v € (AU/_l)* ac AUA.

Sia ~, la chiusura riflessiva e transitiva di ~s. La relazione ~, ¢ una con-
gruenza ed il monoide quoziente A° = (A U fl)* / ~p € un gruppo. Infatti,
per ogni a € AU A si ha
aa ~, 1.

Cio mostra che le immagini dei generatori, e dunque tutti gli elementi di A°,
sono invertibili.

Ogni elemento di A° ¢ una classe di equivalenza di elementi di (A U A)
Chiameremo ridotto il rappresentante di lunghezza minima di una classe di
equivalenza. Esso ¢ unico ed e caratterizzato dal non contenere come fattore
aa per a € AUA. Ovvero w = ajas ... a1 ¢ ridotto se a; 11 # @; per ogni
1< <n.

Anche gli elementi del monoide libero A* possono esser visti come ele-
menti ridotti di A° poiché non contengono lettere di A. Dunque A* pud
essere pensato come sottomonoide di A°.

Chiameremo rango di A° il numero di elementi Card (A) dell’insieme A.

Tutti gli insiemi generanti un gruppo libero di rango k& hanno almeno k
elementi. In tale ambito useremo il termine base per indicare un insieme
minimale di generatori per il gruppo. Si dimostra che tutte le basi di un
gruppo libero di rango k£ hanno esattamente k elementi.

Sia H un sottogruppo di rango n e di indice d del gruppo libero di rango
k. Allora vale la seguente formula detta formula di Schreier

*

n=dk—-1)+1. (1.3)

Nel caso di un gruppo generico G chiameremo rango minimo di G la
cardinalita di un insieme minimale di generatori per G. Dunque nel caso di
gruppi liberi le nozioni di rango e di rango minimo coincideranno.

1.1.7 Residuali, fattori
Sia M un monoide e siano x,y € M. Si definiscono gli insiemi

s ly={zeM|zz=1y9} e zy t={zeM|x =2y}
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Tale notazione ¢ estesa anche ai sottoinsiemi X, Y C M

Xy = U U zly e Xy != U U zy L.

rzeX yeY rzeX yeY

L’insieme XY ¢ detto residuale sinistro di Y, mentre XY ! ¢ il residuale
destro di X.
Dati tre sottoinsiemi X, Y, X C M, valgono le seguenti identita

XV 'z=Y1'(x"'2) e Xx'(YzY)=(X'v)z7l

Di seguito useremo le piu sintetiche notazioni XA~ ed A~ X al posto
rispettiamente di X (A‘F)_1 e (A+)_1 X.

Dato un sottoinsieme X di un monoide M si definisce I'insieme dei fattori
degli elementi di X, o piu sinteticamente 'insieme dei fattori di X

F(X)={meM|Ju,veM : umv e X},

ovvero I'insieme F(X) = M~'XM~'. 1l complementare M \ F(X) & spesso
denotato come F(X) o F(X)e.

1.1.8 Serie formali

Uno strumento molto utile in teoria dei codici € lo studio delle serie formali
(si veda [4]).

Siano A un insieme e K un semianello. Una serie formale, o sempli-
cemente serie, su A a coefficienti in K ¢ una funzione o : A* — K. Per
lo studio delle serie useremo la notazione (o, w) al posto di o(w). In tale
ambito, il valore o(w) viene denotato con (o, w).

L’insieme di tutte le serie formali su A sara indicato con K((4)). 1l
supporto di una serie sara l'insieme

supp(0) = {w € A" | (0,w) # 0} .

Denoteremo con K (A) I'insieme delle serie o € K ({A)) a supporto finito.

Un elemento p di K(A) sara chiamato polinomio. Se p # 0, si definisce
il grado di p, e lo si denota con deg(p), la lunghezza massima delle parole in
supp(p). Il grado del polinomio nullo lo si pone pari a —oc.

Date due serie 0,7 € K((A)) e dato k € K, ¢ possibile definire le serie
o+ 7, 01 e ko ponendo:

(0 +1,w) = (0,w) + (1,w),

(or,w) = Y (o,u)(r,w),

UV=w

(ko,w) = k(o,w).
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Nella seconda equazione la somma ¢ finita, poiché scorre tra le 1+ |w| coppie
(u,v) tali che w = uw.
K ((A)) contiene due serie importanti, denotati con 0 e 1 e definite come

" 1 sew=1,

(0,w) =0Vwe A (1, w) = { 0 altrimenti.

Si usera la scrittura compatta o™ per indicare il prodotto oo ---0 (n
volte) e si porra 0¥ = 1.

Con le operazioni su definite I'insieme K ({A)) risulta essere un semia-
nello.

L’elemento (o, 1) sara detto termine costante della serie o.

Denoteremo con o* e o le serie

n>0 n>0

Notiamo che ¢* =1+ 071 e che 67 = g0* = o*0.

Proposizione 1.1.35. Sia K un anello con unita e sia 0 € K{((A)) una
serie con termine costante nullo. Allora 1—o é invertibile e o* = (1 — 0)71.

Dimostrazione. Per quanto visto sopra si ha

l=0"~0t=0"~0"0c=0"(1-0).

Simmetricamente si ha 1 = (1 — o)™, da cui la tesi. O

Dato un insieme X C A* si definisce la serie caratteristica di X, e la si
denota con X, la serie data da

1 seze X
0 altrimenti

o) ={

Quando l'insieme X = {x} ¢ un singleton, si scrivera semplicemente x
al posto di z. Data questa notazione & possibile scrivere

X:Zx.

zeX
Vediamo di seguito alcune proprieta delle serie caratteristiche
Proposizione 1.1.36. Siano X,Y C A*. Allora

0 sew¢ XUY
X+Y,w)y=<¢ 1 sewe(XUY)\(XNY)
2 seweXNY
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Dalla Proposizione si deduce, in particolare, che se Z = X UY
allora
X+Y=2Z2 > XNy =0.

Dati due insiemi X,Y C A* il prodotto XY & detto non ambiguo se
ogni parola w € XY puo essere scritta come w =zxyconz € X ey €Y.

Proposizione 1.1.37. Siano X, Y C A*. Allora
(XY, w) = Card{(z,y) € X xY|w=zxy}.

In particolare, dalla Proposizione [[L1.37] si deduce che, dato Z = XY si
ha
Z=XY <= XY & non ambiguo.

Dalle proposizioni viste si ricava il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 1.1.38. Sia X C A™. Allora
(X)",w) = Card{(x1,...,2,)|n >0, 2, € X, w=1x129 Ty }.

Dimostrazione. Per la definizione di (X)*, si ha

k>0
Applicando la Proposizione [[LT.37] si ottiene
(X)F w) = Card {(z1,...,21) |2 € X, w = 2139 71},

da cui la tesi. O

1.2 Parole, Linguaggi, Codici

In questa Sezione riprenderemo il concetto di monoide libero definito nella
Sottosezione che qui sara definito monoide delle parole finite. Nella
Sottosezione vedremo varie possibilita per rendere tale monoide ordi-
nato. Nella Sottosezione [[.2.3] estenderemo le nozioni viste al caso infinito
(a destra) e nella Sottosezione [[.2.4] consideremo una classe particolare di
parole. Il concetto di fattorizzazione sara introdotto nella Sottosezione
Dopo aver introdotto nella Sottosezione [L2.6]1 linguaggi, ossia degli insiemi
di parole, ci concentreremo nella Sottosezione [[L2.7]su una particolare classe
di essi, i codici, definiti dal fatto che ogni parola ha un’unica fattorizzazione
in termini di suoi elementi. Infine nella Sottosezione [L2.8] ci concentreremo
sui parse e sulle interpretazioni, argomenti che svilupperemo poi nei Capitolo

Rleld
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1.2.1 Parole

Sia A un insieme detto alfabeto i cui elementi sono chiamati lettere. Una
parola finita w nell’alfabeto A & una sequenza finita di elementi di A della
forma (ai,asz,...,a,) con a; € Aedn e N.

Prese due parole u = (ai,as2,...a,) € v = (by,be,...by) il prodotto, o
concatenazione, di u e v & la parola

wo = (a,a2,...,an,b1,b2,...by).

Tale prodotto ha come identita la parola vuota 1, o €, corrispondente alla
sequenza vuota. KEsso € inoltre associativo. Per tale ragione si possono
indicare le parole tramite semplice giustapposizione di lettere, ossia nella
forma w = ajas ... ay,.

Come gia visto nella Sezione precedente (Sottosezione [[LT.6]), l'insieme
di tutte le parole non vuote, denotato AT, dotato dell’operazione di conca-
tenazione ¢ un semigruppo detto semigruppo libero. Aggiungendo la parola
vuota come elemento neutro, otteniamo il monoide libero A*. Tale monoide
sara detto, appunto, monoide delle parole (finite).

Data una parola w = ajas...a, con a; € A, si definisce lunghezza di
w, e la si denota con |wl, il numero n di lettere in w. Per definizione la
lunghezza della parola vuota 1 ¢ 0. La funzione ¢ : A* — N che associa
w + |w| & un morfismo di monoidi. Il sottoinsieme di A* dato dalle parole
di lunghezza n & denotato A™, ovvero A" = {w € A* | |w| = n}.

Data una parola w = ajas ... a,, I'intero ¢ & detto occorrenza della lettera
ain w se a; = a.

Il numero di occorrenze di una lettera a in una parola w si denota |w|q.
Sussiste, chiaramente, la relazione

[w] = [w]a-

a€A

L’insieme delle lettere che compaiono in una parola w si indica con
alph(w), ovvero alph(w) = {a € A | |w|, > 0}. Tale notazione si estende ai
sottoinsiemi X di A* ponendo

alph(X) = U alph(z).

reX

Esempio 1.2.1. Consideriamo la parola w = abbab nell’alfabeto A =
{a,b,c,}. Siha |w|, =2, |w|y =3 e |w|. = 0. La lunghezza della parola &
|w| = 5 mentre alph(w) = {a, b}.

Data una parola w = ajas - --an, un intero p > 1 & detto periodo di w
se a; = ajqp per ogni ¢ = 1,...n — p. Il piu piccolo periodo di w ¢ detto
periodo di w.
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Una parola w € AT ¢ detta primitiva se non ¢ potenza di alcuna altra
parola di AT, ovvero se si ha I'implicazione

w=u"conue AT = n=lew=u.

1.2.2 Ordine delle parole

Nell'insieme delle parole ¢ possibile definire delle relazioni d’ordine, sia
parziali che totali.

La prima e piu semplice relazione d’ordine totale che si puo dare su A*
¢ quella data delle lunghezze, ponendo u < v se e solo se |u| < |v].

Sia w = ajas...a, € A*. La parola u & detta fattore di w se u =
a;aiy1...a; per 1 < i < j < n. Ovvero u ¢ un fattore di w se esistono due
parole v,v’ € A* tali che w = vuv’. Nel caso u # w, ovvero se w = vuv’
con v e v non entrambi uguali alla parola vuota, si dird che u ¢ un fattore
proprio di w. In particolare se w = vuv’ con v,v' € AT, allora u sara detto
fattore interno di w.

La relazione “essere fattore di” ¢ una relazione d’ordine parziale su A*
(totale se |A| = 1).

L’insieme di tutti i fattori di una parola w & denotato con F'(w). La nota-
zione si estende ad un insieme X C A* denotando con F(X) = (J,cx F'(z).

Una parola u sara detta prefisso di w se u € un fattore sinistro di w,
ovvero se esiste una v € A* tale che w = uwv; nel caso v € AT, u sard detto
prefisso proprio di w.

Analogamente si definisce suffisso (risp. suffisso proprio), o fattore destro
di w una parola u per cui esiste una v € A* (risp. A1) tale che w = vu.

Anche le relazioni “essere prefisso di” ed “essere suffisso di” sono rela-
zioni d’ordine parziali su A* (totale se |A| = 1). In particolare riferendoci
all’ordine prefisso scriveremo v < v quando u € un prefisso di v e u < v
quando u < v e u # v.

Osservazione 1.2.2. Se due parole w e w’ sono entrambe prefisse di una
parola u allora w e w’ sono comparabili, ovvero si ha w < w' o w' < w.

Dato un insieme X diremo che una parola w ¢ un prefisso per X se essa
¢ prefissa di una parola z € X.

Un insieme P C A* sara detto chiuso per fattori (risp. chiuso per pre-
fissi, chiuso per suffissi) se contiene tutti i fattori (risp. prefissi, suffissi)
dei suoi elementi, ovvero se uwv € P = w € P (risp. uv € P = u € P,
uw € P = veP).

Data una parola z € A*, indicheremo con F'(x) I'insieme di tutti i fattori

di z.
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Due relazioni d’ordine totali di fondamentale impotanza sono ’ordine
lessicografico, ossia quello dei vocabolari, e quello militare. In entrambi i
casi supponiamo di avere un ordine totale sull’alfabeto A.

L’ordine lessicografico, o alfabetico, ¢ definito ponendo u < v se u € un
prefisso proprio di v oppure se u = ras,v = rbt, con a,b € A, r,s,t € A* e
a < b. Chiaramente si usera la notazione ©u <vseu < v o u = v.

Osservazione 1.2.3. L’ordine lessicografico ¢ stabile a sinistra, ovvero
u X v = wu X wo.

L’ordine militare, o metrico-lessicale, ordina le parole prima in base
alla lunghezza e poi in base all’ordine lessicografico, ovvero lo si definisce
ponendo u < v se |u| < |v| o0 se |u| = |v] e u < v.

Osservazione 1.2.4. L’ordine militare ¢ stabile sia a sinistra che a destra,
ovvero se u < v allora zuy < xzvy per ogni x,y € A*.

1.2.3 Parole infinite

Molti dei concetti e delle definizioni espresse sin d’ora (e molte di quelle che
esprimeremo in seguito) sono estendibili alla classe delle parole infinite.

Cosl come le parole finite sono state definite come sequenze finite di
lettere, & possibile definire le parole infinite (a destra) come le sequenze di
lettere in A con indice in N. L’insieme di tutte le parole infinite lo si denota
con AN o A¥. L’insieme di tutte le parole finite ed infinite (a destra) &
denotato con A® = A* U A¥.

Esempio 1.2.5. Sia @ € A. La parola infinita a* & la sequenza infinita
(a,a,...).

Il prodotto uv & definito per ogni u € A* e v € A“. Una parola finita w
¢ detta fattore di una parola infinita v se u = zwy con x € A* e y € A¥.
Anche in questo caso l'insieme F(w) sara U'insieme di tutti i fattori della
parola w. Un prefisso (risp. suffisso) di una parola w € A“ & una parola
u € A* (risp. v € A¥) tale che esiste v € A“ (risp. u € A*) per cui si abbia
w = uv.

Anche l'ordine lessicogafico si puo estendere al caso infinito, ponendo
u < v se e soltanto se u = wau’,v = whv' per qualche w € A*, a,b € A, con
a<beu v eAv.

Una parola infinita x = ajas - - - con a; € A & detta periodica se esiste un
intero n > 1 tale che a;4+, = a; per ogni ¢ > 1. Sara detta definitivamente
periodica se da un certo punto in poi tutti i suoi suffissi sono periodici, ovvero
se x = uy con u € A* e y una parola infinita periodica. Il seguente risultato,
dovuto a Coven e Hedlund, ¢ ben noto (si veda [10, Teorema 1.3.13]).

Teorema 1.2.6 (Coven e Hedlund, 1973). Sia x € A“ wuna parola infinita
su un alfabeto A di k lettere. x ¢ definitivamente periodica se e solo se esiste
un intero d > 1 tale che x ha al piv d + k — 2 fattori di lunghezza d.



22 CAPITOLO 1. NOZIONI PRELIMINARI

Nella Sezione generalizzeremo tale risultato.

1.2.4 Palindrome

Il rovescio di una parola w = ajas...a, ¢ la parola W = apap_1...0a1
ottenuta leggendo w da destra verso sinistra. In particolare il rovescio della
parola vuota sara la parola vuota.

Osservazione 1.2.7. Per ogni coppia di parole u,v € A* si ha uv = v .

Un insieme X di parole & detto chiuso per rovescio se contiene i rovesci
di tutti i suoi elementi, ovverose z € X = 7 € X.

Una parola palindroma € una parola w che coincide col proprio rovescio
w. Se |w| ¢ pari, allora w ¢ palindroma se e solo se ¢ della forma w = 2T
per x € A*; se invece la sua lunghezza e dispari la condizione necessaria e
sufficiente ¢ w = xaZ per x € A* e a € A.

La chiusura palindromica di una parola w € la piu piccola parola palin-
droma che ha w come prefisso ed ¢ denotata come w(t). La chiusura palin-
dromica iterata di una parola w ¢ la parola Pal(w) definita ricorsivamente
come

e Pal(1l) =1;
e Pal(ua) = (Pal(u)a)?) Vue A*ac A.

Essendo Pal(u) un prefisso proprio di Pal(ua), ha senso definire la chiusu-
ra palindromica iterata di una parola infinita x come il limitie delle chiusure
palindromiche iterate dei prefissi di x.

Definiamo adesso, per ogni lettera a € A, il morfismo ¥, da A* in se
stesso, detto morfismo elementare, come

wa(b):{ ab seb#a

a altrimenti.

Tale notazione si estende anche alle parole u € A* definendo v, = 1(u)
dove ¢ : A* — End(A*) ¢ il morfismo da A* nel monoide degli endomorfismi
di A* definito da v (a) = ¢, per ogni a € A. Dunque date tre parole u, v, w
in A* si ha la relazione

Si puo dimostrare che tali morfismi elementari, che nel caso del monoide
A* sono degli endomorfismi, definiscono degli automorfismi nel gruppo libero
A°.

Usando i morfismi elementari ¢ possibile dare una forma elegante per la
chiusura palindromica di un prodotto di due parole. La formula di Justin &
la seguente:

Pal(uv) = 1, (Pal(v)) Pal(u).



1.2. PAROLE, LINGUAGGI, CODICI 23

Tale formula puo essere estesa al caso in cui w sia una parola in A* e v
sia una parola infinita, ottenendo

Pal(uv) = 1, (Pal(v)) .

1.2.5 Fattorizzazioni

Definiamo fattorizzazione di una parola w € A* una sequenza (u1, ug, . .., Uy)
conn>1,u € AT per2<i<n-—1eu,u, € A* tali che w = ujug - --u
Il contenuto di una sequenza o = (uy,usg,...u,) di parole u; € A* & la
parola c(a) = ujusg - - - Uy,
Data una fattorizzazione oo = (uy,us,...,u,) denotiamo con

P(a) = {u15u1u2,' S, ULUR - 'unfl}'

Date due fattorizzazioni o, di w € A* diremo che § & piu fine di
a, e scriveremo o < 3, se P(a) C P(B). La relazione “essere piu fine
di” & una relazione d’ordine parziale. Il supremum di due fattorizzazioni

a = (u1, ug, ... up)e B = (v1,va,...0y,) di una parola w, denotato con
a V 3, ¢ 'unica fattorizzazione v = (wy,ws,...wp) di w tale che P(y) =
P(a) U P(B).

Esempio 1.2.8. La parola ab ha 8 fattorizzazioni distinte rappresentate in
Figura [[.4] ordinate verticamente per finezza.

(1,a,0,1)

/1N

(1ab (1,ab,1) (a,b,1)

XX

(1,ab) (a,b) (ab,1)

(ab)

Figura 1.4: Fattorizzazioni della parola ab.

Due fattorizzazioni o« = (uy, ug,...uy) e 8 = (v1, v2,. .. vy) di una parola
w sono dette adiacenti, se ugus - - - u; = v1v2 - - - vj (e dunque w1 Ui - - - Uy =
Vj41Vj4+2 - - Um) per opportunié, jconl <i<n—-1lel <j<m—1. Ovvero
a e [ sono adiacenti se P(«) N P(B) # 0. Due fattorizzazioni non adiacenti
sono dette disgiunte.
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Diremo che una fattorizzazione o = (u1, usg, .. ., Un) € n-periodica rispet-
to ad un codice X se e solo se il numero di fattori non vuoti consecutivi u;
con 2 <17 <m —1il cui prodotto € in X e costante ed e pari ad n.

Formalmente « sara n-periodica rispetto ad X se dati 7,£ con 1 < ¢ <
r<m —1siha

Upp1Upyo--Up € X <= r—~L=n.

Qualora non sussistano ambiguita si indichera una fattorizzazione o =
(ujusg - - - uy) di w semplicemente con w = ujug - - - Up,.

1.2.6 Linguaggi

Dato un alfabeto finito A, un sottoinsieme L di A* & detto linguaggio. In
altre termini un linguaggio ¢ una collezione, finita o infinita, di parole su un
certo alfabeto.

Esempio 1.2.9. Sia A = {0,1}. L’insieme {0"10™ |n,m > 0} ¢ il linguag-
gio delle parole in A contenenti un solo 1.

Sui linguaggi ¢ possibile definire diverse operazioni. Oltre alle classiche
operazioni Booleane — ossia unione, intersezione, complemento rispetto ad
A*, differenza e differenza divisa — si puo definire il prodotto di linguaggi
come gia definito per gli insiemi nell’Esempio [[LT.3]

Per quanto visto nell’Esempio [[LT.12]'insieme dei linguaggi ha una strut-
tura di semianello. Per tale ragione spesso si usa il simbolo + al posto di U
e si denota il linguaggio vuoto () con 0 ed il linguaggio {1} con 1. Un’altra
convenzione ¢ quella di denotare il singleton {w} semplicemente con w.

Osservazione 1.2.10. Se l'alfabeto A contiene almeno due lettere, allora
il semianello dei linguaggi non € commutativo.

Dato un linguaggio L, si definisce la sua potenza n-sima L™ come il
prodotto di L per se stesso n volte, ovvero

=1, L"=L"'L

Osservazione 1.2.11. Nonostante la notazione uguale bisogna stare atten-
ti a non confondere le potenze dei linguaggi L° ed L! con i semigruppi e
monoidi dotati di zero ed identita definiti nella sezione [LT.1

La star di un linguaggio L, denotata con L* & I'unione, denotata come
somma, di tutte le potenze di L, ossia L* = Y -, L". L’operatore piu di
un liguaggio L & definito considerando 1'unione delle potenze non negative
di L, ovvero Lt = Y nso L. Ovviamente si ha 'uguaglianza L* = LTuUl

Secondo quanto appena definito si hanno le seguenti formule:

0F=1*=1 mentre 0F=0e 1t =1.
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Un linguaggio ¢ detto razionale, o regolare, se € possibile ottenerlo a
partire dai linguaggi 0 e a con a € A usando un numero finito di volte le
operazioni unione, prodotto e star.

Esempio 1.2.12. Sia A = {a,b}. 1l linguaggio L = (a+ ab+ba)" ¢
razionale.

Si dimostra che i linguaggi razionali sono stabili per morfismi, ossia se
¢ : A* — B* & un morfismo ed L ¢ un linguaggio razionale di A* allora (L)
sara un linguaggio razionale di B*.

1.2.7 Codici

Se prendiamo un linguaggio L ed una parola w € L*, per definizione esiste-
ranno delle parole uq,uo,...u, € L tali che w = uqus...u,. Tale fattoriz-
zazione (ui,usg,...u,) di w sara detta essere una L-fattorizzazione. E utile
spesso rappresentare una L-fattorizzazione come in Figura

Cat Uz Un,

w

Figura 1.5: Una L-fattorizzazione di w

Un sottoinsieme X di A* & un codice su A se per ogni n,m > 0 e per
ogni T1,9,...,Tn, Y1,Y2,---,Ym € X si ha 'implicazione:

1T Ty =Y1Y2 " Yn — n=mex;, =1y vVi=1,...n.
Ovvero X & un codice se ogni parola di X™* ha un’unica X-fattorizzazione.

Osservazione 1.2.13. Chiaramente un codice non conterra mai la parola 1.
Inoltre ogni sottoinsieme di un codice € esso stesso un codice. In particolare
I’insieme vuoto € un codice.

Esempio 1.2.14. Per ogni alfabeto A, I'insieme X = A ¢ un codice. Piu
in generale, per ogni n € N, I'insieme X = A™ & un codice, detto il codice
uniforme su A delle parole di lunghezza n.

Si dimostra, inoltre, che se X C A* & un codice allora sara un codice
anche X™ al variare di n > 0.

Esempio 1.2.15. L’insieme X = {a,ab,ba} non & un codice poiché, ad
esempio, la parola w = aba ha due X-fattorizzazione distinte: w = (a)(ba) =
(ab)(a).

Un sottoinsieme X di A* sara detto prefisso se nessun elemento di X &
prefisso di un altro elemento di X, ovvero se dati due elementi z, 2’ € X si
ha I'implicazione

r<i =>z=1
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Analogamente si definisce suffisso un sottoinsieme X di A* tale che
nessun elemento di X e suffisso di un altro elemento di X.

Un insieme sara detto bifisso se ¢ sia prefisso che suffisso.

E facile dimostrare che ogni insieme X # {1} prefisso (risp. suffisso,
bifisso) € un codice. Per tale ragione ogni insieme prefisso (risp. suffisso,
bifisso) X # {1} sara detto codice prefisso (risp. suffisso, bifisso).

Esempio 1.2.16. I codici uniformi sono bifissi.

Un codice X sara detto massimale su A se non & contenuto propriamente
in nessun altro codice su A, ovvero se

X C X'con X' codice = X=X

Si dimostra (si veda, ad esempio, [4, Proposizione 2.1.14]) che ogni codice
X su un alfabeto A ¢ contenuto in un codice massimale su A.

Un codice X sara detto massimale prefisso (risp. massimale suffisso,
massimale bifisso) su A se non ¢ contenuto propriamente in alcun altro
codice prefisso (risp. suffisso, bifisso) su A.

Esempio 1.2.17. I codici uniformi A", con n € N sono codici massimali
bifissi.

Sia X un codice prefisso (risp. suffisso). Il sottomonoide M = X* gene-
rato da X ¢ unitario a destra (risp. a sinistra). Viceversa, ogni sottomonoide
unitario a destra (risp. a sinistra) di A* & generato da un codice prefisso
(risp. suffisso) (si veda [4]).

Dato un sottogruppo H < A° del gruppo libero, il sottomonoide H N A*
¢ unitario a destra e a sinistra e quindi, per quanto appena visto, generato
da un codice bifisso.

Un sottogruppo H < A° di A° ¢ detto positivamente generato se esiste
un insieme X C A* che genera H.

Proposizione 1.2.18. Sia H < A° un sottogruppo positivamente generato
del gruppo libero A°. Allora esiste un codice bifisso X che genera H.

Dimostrazione. Se H & positivamente generato allora un insieme che lo ge-
nera e proprio H N A*. Tale H N A* &, per quanto gia visto, generato da un
opportuno codice bifisso X. Dunque X genera il sottogruppo H. O

Importante nello studio algebrico dei codici ¢ lo studio della serie carat-
teristica X di un insieme X C A* (si veda Sottosezione [[T.§). Ad esempio,
si vede facilmente che X C A* & un codice se e solo se ((X)*,w) < 1 per
ogni w € A*.

11 seguente risultato & in [4, Proposizione 3.1.6]
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Proposizione 1.2.19. Sia X un codice prefisso su A e sia P = A*\ X A*.
Allora
X-1=PA-1) ¢ A*=X'P

In particolare la seconda equazione della Proposizione precedente ci dice
che, se X ¢ un codice prefisso, ogni parola puo essere scritta in un’unica
maniera come composizione di parole di X e di una parola incomparabile
per prefissi con X.

Un risultato duale rispetto alla Proposizione [[.2.19] vale nel caso X sia
un codice suffisso ed S = A* \ A*X. in tal caso si avra A" = SX* e
X—1=(A-1)8

1.2.8 Parse ed interpretazioni

Sia X C A* un insieme. Un parse di una parola w rispetto ad X ¢ una tripla
(u, z,v) tale che w non ha suffissi in X, z ¢ una concatenazione di parole di
X, v non ha prefissi in X e uzv sia una fattorizzazione di w (Figura [LG).
Formalmente (u,x,v) € un parse se si ha w = uzv con u € A*\ A*X, x € X*

eve A"\ XA*.

u X v

w ©

Figura 1.6: Un parse di w rispetto ad X.

Consideriamo adesso il caso in cui X C At sia un codice. Siano P =
XA" ed S = A~ X gli insiemi rispettivamente dei prefissi propri e dei suffissi
propri di X. Una interpretazione di una parola w € A* rispetto ad X ¢ una
fattorizzazione w = uxv con u € S, x € X* e v € P.

Osservazione 1.2.20. Se X ¢ un codice bifisso, ogni interpretazione di una
parola w rispetto ad X € anche un parse di w rispetto ad X. Infatti in tal
caso si avrebbe

A"X CA*\A*X e XA C A"\ XA

Ricorrendo alla notazione della Sottosezione [L2.5] chiameremo interpre-
tazione rispetto al codice X una fattorizzazione o = (u,x1,x2,...,Ty,v) di
w tale cheue S, n>0, 2, € X eveP.

Dunque un’interpretazione « ¢ una fattorizzazione con almeno due termi-
ni: uno iniziale, che indicheremo con s, suffisso proprio di X ed uno finale,
che indicheremo con p,. Come termine intermedio tra i due vi ¢ una sequen-
za (r1,T2,...,Ty), eventualmente vuota, di parole di X che denoteremo con

Ja-
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Due interpretazioni di una parola w saranno dette adiacenti se le fatto-
rizzazioni corrispondenti sono adiacenti (si veda Figura[L.7]). Analogamente
si definisce il concetto di interpretazioni disgiunte.

T Z2

/M

u Y1 Y2
Figura 1.7: Due interpretazioni adiacenti.

Due interpetazioni «, 8 di una stessa parola w sono dette connesse se
w = uxv con u,v € A* e x € X* tali che u € P(«a) e ux € P(f).

Due interpretazioni «, 8 di w sono dunque connesse se e solo se esiste
un’interpretazione v di w adiacente sia ad o che a 8 (si veda Figura [L.§]).

Figura 1.8: Due interpretazioni connesse.

Due interpretazioni adiacenti sono sempre connesse. In generale, pero,
non vale il viceversa, come mostrato nel seguente Esempio.

Esempio 1.2.21. Siano A = {a,b} ed X = {aab, aabbb, baa, bba,bbb}. La
parola w = aabbba ha due interpretazioni disgiunte, ovvero a = (aa, bbb, a)
e 8 = (1,aab,bba,1). Entrambe sono pero adiacenti all’interpretazione v =
(1, aabbb, a), quindi connesse tra loro.

Due interpretazioni di una stessa parola che non risultano connesse sa-
ranno dette indipendenti.

Poiché per quanto visto ogni interpretazione € una fattorizzazione, dato
un insieme J di interpretazioni di una parola w e possibile considerare il
supremum di J. Esso sara della forma (uy,us, ... u,,) e sara tale che per ogni
k con 1 <k <m —1 esistera un elemento di J che raflina la fattorizzazione
(up - U, U1 U

Abbiamo gia definito nella Sottosezione [[LT.7lil concetto di residuale di un
insieme X. Nel caso di un insieme formato da una sola parola X = {w} C A*
sard equivalente scrivere u~{w} o u~'w. Esso sara un sottoinsieme di A*
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Lw sia non vuoto identificheremo tale

insieme con la parola v tale che w = uw.

Trasportando il concetto di residuale di un insieme alle sequenze, defini-
remno per ogni lettera a € A ed ogni sequenza o = (u1, us, ... u,) di parole
u; € A* con n > 1 la seguenza a '« data da

di cardinalita al piu 1. Nel caso u~

-1
a” " (ug,us, ... up) seu; =1,
a o= a lui,ug, ... u,) seu; € aA¥,
0 altrimenti.

Data una lettera a € A ed una fattorizzazione « di una parola w € A"
si ha che a Y ed a~Yw sono non vuote se e solo se w € aA*. In tal caso
a~ Lo sard una fattorizzazione di a lw.

Esempio 1.2.22. Abbiamo gia visto nell’Esempio[[.2.8 che la parola w = ab
ha 8 fattorizzazioni distinte (si veda Figura[[.4]). La 4 fattorizzazioni distinte
della parola a~'w sono rappresentate in Figura [9

(1’ b? 1)
/ N\
(15 (b

(0)
Figura 1.9: Fattorizzazioni della parola a~!(ab) = b.

Interpretazioni e residuali sono legati dai due seguenti risultati.

Proposizione 1.2.23. Siano a € A, w € aA* una parola non vuota ini-
ziante per a ed o un’interpretazione di w rispetto ad un codice X. Se sq # 1
0 fa € non vuoto, allora a'a & un’interpretazione di o w.

Dimostrazione. Sia o = (s,21,22,...Zp,p) con s € A~ X, n>0,2, € X e
pe XA,

o Se s# 1alloraata=(a"ts,x1,29,...,7n,p).
oSes=gqgedn>1alloraala=(a"tzy,20,...,2,,p).
In entrambi i casi la tesi ¢ verificata. U

Proposizione 1.2.24. Siano a € A, w € aA* una parola non vuota ini-
ziante per a ed o, due interpretazioni indipendenti di w rispetto ad un
codice X. Se soq # 1 0 fo & non vuoto, allora a 'a ed a™'f sono due
interpretazioni indipendenti di o™ ‘w
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Dimostrazione. Per la Proposizione [[2.23] sappiamo che a ‘o ed =13 sono
entrambe interpretazioni di a~'w.

Supponiamo, per assurdo, che a ‘o ed a~ '8 siano connesse. Allora
esisterebbero u,v € A* ed x € X* tali che a~'w = uxv con u € P(a"a) ed
uxr € P(a!B). Dunque si avrebbe w = auxv con au € P(a) ed aux € P(B),
contraddicendo l'indipendenza di a e . O

Consideriamo adesso un insieme J di n interpretazioni di una parola w
rispetto ad un codice X. Sia 0 = (u1, ua, ... Uy,) il supremum di J. Per ogni
a € J avremo w = STp con S = Sq, T = ¢(fo) € P = Pa-

Per quanto visto in precedenza esisteranno (e saranno unici) degli interi
,jeonl1 <i<nei<j<m—1tali che

S =UjUQ * - * Uq, T = Uj41Ui42 "+ - Ujy, P = Ujp1Uj42 " U (1.4)
Definiamo le seguenti quantita
Mo, J)=i—-1, pla,J)=37-1, v(ieyJ)=m—j—1. (1.5)

Dunque A\(«, J), p(a, J) e v(a, J) rappresentano il numero di parole uy che
compongono ciascuno dei tre termini dell’interpretazione, non contando le
due parole estremali (eventualmente vuote).

Un insieme J di n interpretazioni di una parola w rispetto ad un codice
X sara detto ciclico se il suo supremum (ug, usg, . . . Uy, ) € n-periodico rispetto

ad X.

Proposizione 1.2.25. Sia J un insieme ciclico di n interpretazioni di una
parola w rispetto ad un codice X. Allora per ogni o € J si avra u(a,J) =
0 (mod n).

Dimostrazione. Sia o = (uy,usg, ... Uy) il supremum di J. Essendo J ciclico,
o, vista come fattorizzazione, & n-periodica. Dunque, ogni parola di X che
appare in ¢(f,) € un prodotto di n elemento consecutivi non vuoti di o. 0O

Proposizione 1.2.26. Sia J un insieme ciclico di n interpretazioni di una
parola w rispetto ad un codice X. Allora gli elementi di J sono a due a due
disgiunti.

Dimostrazione. Siano o = (uy,ug, ... Uy,) il supremum di J ed o, 8 € J due
interpretazioni connesse.

Poiché a € un elemento di J avremo s, = ujus---u; per un opportuno
1 < i <n—1. Dalla Proposizione ricaviamo che per ogni r tale che
1 <r<m-—1siha

uug - up € P(a) = uipitipo - u, € X* = r =i(modn),
da cui, sottraendo 1 ad entrambi i membri, otteniamo

uiug - up € Pla) = r—1= Aa, J) (mod n).



1.3. AUTOMI 31

Essendo «, 8 connessi, per definizione, esisteranno u,v € A* ez € X™* tali
che w = uzv con u € P(«a) e ux € P(f). Possiamo scrivere u = ujug - - uy
€ T = Upq1Ugy2 - - Uy PEr Opportuni £, 7.

Per quanto visto sopra si ha, dunque, A\(a, J) = ¢—1( mod n)e (3, J) =
r — 1 (modn). Essendo z € X* si ha anche, per la Proposizione [[.2.25]
r — ¢ = 0(modn). Dunque otteniamo A(«,J) = A(B,J) (modn) e da cio
Ma, J) = A8, J).

Analogamente si dimostra che v(a, J) = v(5,J). Quindi o = S. O

Esempio 1.2.27. Siano A = {a, b} un alfabeto, X = {aab, abaa, abab, baba}
un codice su A e w = ababaababa una parola di A*.

L’insieme J = {(1, abab, aab, aba), (a, baba, abab, a), (ab, abaa, baba, 1)} &
un insieme di interpretazioni per w. J e ciclico, infatti il suo supremum
¢ la fattorizzazione 3-periodica (1, a,b,ab,a,a,b,ab,a,1) di w con m = 10
fattori.

1.3 Automi

In questa Sezione introdurremo gli automi, uno degli argomenti principali
dell’informatica teorica nonché uno strumento importantissimo in combina-
toria delle parole. Le nozioni basilari compariranno nella Sottosezione [[.3.1]
mentre nelle Sottosezioni e [L33] si definiranno delle particolari fami-
glie di automi, ossia gli automi deterministici, gli automi non ambigui, gli
automi completi, gli automi trim e quelli semplici.

Nella Sottosezione [[L3.4] parleremo del concetto fondamentale di monoide
sintattico. Infine, nell’ultima Sottosezione definiremo gli automi di gruppi
che sfrutteremo poi nel Capitolo Ml

1.3.1 Automi, cammini, linguaggi riconosciuti

Un automa (finito) € una quintupla A = (Q, A, E, I,T) dove @ ¢ un insieme
(finito) chiamato insieme degli stati, A & un alfabeto, E C Q x Ax Q & I'insie-
me dei lati o transizioni ed I e T sono sottoinsiemi di () detti rispettivamente
insiemi degli stati iniziali e finali.

Quando non sussistono ambiguita sull’alfabeto e sull’insieme delle tran-
sizioni, si scrivera piu semplicemente A = (Q,1,T).

Graficamente un automa viene rappresentato tramite un grafo etichetta-
to e orientato con vertici gli stati ed archi le transizioni. Gli stati iniziali sono
indicati tramite frecce entranti mentre quelli finali con un doppio bordo.

Esempio 1.3.1. L’automa rappresentato in Figura [[.1I0l ha come insieme
degli stati {1,2} e come transizioni le triple (1, a, 2), (1,b,1),(2,a,1),(2,b,2).
Lo stato 1 ¢ sia iniziale che finale.
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a
@GoWlOU.
a

Figura 1.10: Un automa.

Due transizioni f1 = (p1,a1,q1) ed fo = (p2, ag, g2) sono dette consecutive
se g = p2. Un cammino (finito) nell’automa A & una sequenza (finita)
¢ = (f1, f2,-.. fn) di transizioni consecutive f; = (¢;,a;,¢i+1) con 1 <i < n.
L’intero n ¢ detto lunghezza del cammino ¢, la parola w = ajas---a, €
I’etichetta del cammino ¢ mentre gli stati g1 € ¢,+1 sono detti rispettivamente
origine e fine del cammino.

Per indicare un cammino ¢ con origine p, fine ¢ ed etichetta w useremo
la notazione

cip—5gq
0, piu semplicemente, scriveremo p - w = ¢. Quando non esiste alcun
cammino con origine p ed etichetta w scriveremo p - w = ().

Per convenzione si considera, per ogni stato ¢ € () un cammino, detto
cammino nullo, di lunghezza 0 da ¢ in se stesso con etichetta la parola vuota
1, ovvero si pone q- 1 = gq.

Un automa puo esser visto come un multigrafo etichettato dotato di due
particolari sottoinsiemi di vertici, gli stati iniziali e quelli finali. Il multigrafo
avente come vertici gli stati ¢ € @) e come insieme di lati E ¢ detto grafo
sottostante Pautoma. Un automa e detto fortemente connesso se il suo
grafo sottostante ¢ fortemente connesso, ovvero se per ogni p,q € () esiste
un cammino ¢ avente origine in p e fine in q.

Un cammino ¢ : ¢ — t da uno stato iniziale ¢ € I ad uno stato finale
t € T & detto accettato. L’insieme delle etichette dei cammini accettati da
un automa A ¢ un linguaggio su A detto linguaggio riconosciuto da A ed ¢
indicato con L(A). Dunque L(A) = {w € A*[i-w € T per qualche i € I}.

Due automi che riconoscono lo stesso linguaggio sono detti equivalent.

Un linguaggio L C A* & detto riconoscibile se € riconosciuto da un
automa finito, ovvero se esiste un automa finito A tale che L = L(A).

Una generalizzazione degli automi e data dai transduttori, in cui ad ogni
cammino e associata una doppia etichetta. Formalmente un transduttore
(finito) ¢ una sestupla 7 = (Q,A,B,E,I,T) dove @ ¢ un insieme detto
degli stati, I, T C @ due suoi sottoinsiemi detti rispettivamente degli stati
iniziali e finali, A, B due alfabeti detti rispettivamente di input e di output
ed FE CQ x Ax B x Q l'insieme delle transizioni.

Estendendo la notazione degli automi indicheremo un cammino, ovvero

una sequenza di transizioni consecutive, tramite la notazione ¢ : p Sl q con
p,q € @ stati rispettivamente iniziale e finale, u € A* e v € B* etichette
rispettivamente di input e di output.
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Analogamente si estenderanno i concetti di lunghezza di un cammino,
cammino accettato, etc.
Un transduttore sara detto ad input semplice se si ha I'implicazione

. u,0,9), (p,u, v q) €E = v=0.
Un transduttore ad input semplice definisce in maniera naturale un automa
sull’alfabeto di input chiamato automa di input, ottenuto considerando solo

le etichette di input.
Un esempio di transduttore & mostrato in Figura [L.IT]

bla ala
@ blab 8 alb %
blb

Figura 1.11: Un transduttore.

1.3.2 Automi deterministici ed automi completi

Un automa A = (Q,I,T) ¢ detto deterministico se I = {i} ¢ un singleton di
Q e se per ogni stato p € Q) e per ogni lettera a € A esiste al piu un unico
q € Q tale che (p,a,q) ¢ una transizione di A, ovvero se

/

(p.a,q),(p,a,d) e E = q=4¢.

Nel caso 'automa abbia come unico stato iniziale 7 useremo la notazione

A= (Q,i,T) invece di A= (Q,{i},T).
Esempio 1.3.2. L’automa rappresentato in Figura [[LT12] ¢ deterministico.

Figura 1.12: Un automa deterministico.

Proposizione 1.3.3. Ogni automa finito é equivalente ad un automa de-
termuinistico.
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La Proposizione [[L3.3] ¢ ben nota e la sua dimostrazione si basa sulla
cosiddetta costruzione dei sottoinsiemi (si veda [14]). Essa trasforma un
automa A = (Q,I,T) nell’automa D(A) = (P(Q),I,F) dove P(Q) & l'in-
sieme delle parti di Q, F = {P C Q| P NF # 0} e le transizioni sono date
da

P-a={q€Q]|p-a=qper qualche p € P}.

Tale costruzione converte un automa non deterministico avente n stati in
un automa deterministico con al piu 2" stati.

Un automa A = (Q,I,T) ¢ detto non ambiguo se per ogni w € A* vi
¢ al pit un cammino da p in ¢ etichettato con w. Chiaramente un automa
deterministico € non ambiguo.

Un automa A = (Q,i,T) ¢ detto completo se per ogni stato p € Q e
per ogni lettera a € A esiste almeno uno stato g € @ tale che (p,a,q) ¢ una
transizione di A, ovvero se Vp € Q,a € A sihap-a# 0.

Esempio 1.3.4. L’automa rappresentato in Figura[[.10] ¢ sia deterministico
che completo.

1.3.3 Automi trim ed automi semplici

Uno stato ¢ € @ & detto accessibile (risp. coaccessibile) se esiste un cammino
c:i—>qconi €l (risp. c: q— tcont€T)ovvero se esiste un w € A*
tale che i - w = ¢ per qualche ¢ € I (risp. ¢ -w =t per qualche t € T'). Un
automa in cui ogni stato e sia accessibile che coaccessibile & detto trim.

Dato un automa A la parte trim di A ¢ 'automa A" = (P, PUI, PUT)
dove P & l'insieme degli stati di A contemporaneamente accessibili e coac-
cessibili.

Si puo dimostrare che ogni automa deterministico ¢ equivalente ad un
automa trim.

Proposizione 1.3.5. Per ogni codice X C AT esiste un automa semplice
non ambiguo che riconosce X*.

Dimostrazione. Siano A = (Q,I,T) un automa trim e non ambiguo tale da
riconoscere X ed F il suo insieme delle tranzizioni. Consideriamo 'automa
B=(QUuw,w,w), con w ¢ @ un nuovo stato, con transizioni quelle di E piu
le triple (w, a, q) tali che (i,a,q) € E per qualche i € I, le triple (p, a,w) tali
che (p,a,t) € E per qualche t € T e le triple (w,a,w) tali che (i,a,t) € E
per qualche i e T et € T.

Si vede facilmente che la parte trim di B, che denoteremo con A*, & un
automa semplice e non ambiguo che riconosce X*. U

Osservazione 1.3.6. L’insieme delle etichette dei cammini semplici in A*
¢ esattamente X.
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Un automa sara detto semplice se € trim e se ha un unico stato iniziale,
un’unico stato finale e questi due coincidono.

Sia A = (Q,4,7) un automa semplice. Un cammino p — ¢ & detto
semplice se esso non € il cammino nullo e se esso non passa per lo stato
iniziale. Ovvero, se w # 1 e se per ogni fattorizzazione w = wwv si ha
p —r — q con r # i.

1.3.4 Automi minimali, monoide sintattico

In maniera analoga a quanto visto nella sottosezione [LI.7] definiamo per
ogni u € A* gli insiemi non vuoti

u X ={ve A |uw € X}

Per ogni insieme X C A* si dird automa minimale di X Dautoma
A(X) = {Q, X, T} che ha come insieme degli stati Q = {u™1 X |u € A*},
come stato iniziale X, come insieme degli stati finali 7' = {u™'X |u € X}
e come transizioni le triple (u™'X,a,(ua)* X) con a € A. L’automa
minimale A(X) ¢ trim e riconosce I'insieme X.

Sia A = (Q,7,T) un automa. Denotiamo con ¢ 4 il morfismo da A* nel
monoide 7 (Q) delle trasformazioni parziali da @ in @ definito da pp4(w) =
q per ogni q € @ tale che p-w = ¢. Il monoide M = p 4(A*) & detto monoide
di transizione dell’automa A.

Esempio 1.3.7. Il monoide di transizione dell’automa dell’Esempio [[3.4]
ha due elementi, immagini rispettivamente di a e b. Esso & il gruppo ciclico
7)27.

Un automa ¢ fortemente connesso se e solo se il suo monoide di transi-
zione ¢ transitivo.

Il monoide di transizione dell’automa minimale A(X) & detto monoide
sintattico di X (si veda anche Esempio [[.T.25)).

Sia X C AT un codice prefisso. L’automa minimale di X* ¢ un automa
semplice tale da riconoscere X*. Viceversa si dimostra che ogni insieme
riconosciuto da un automa semplice ¢ un sottomonoide di A* generato da
un codice prefisso.

Siano X C AT un codice prefisso e P = X A~ l'insieme dei suoi prefissi
propri. L’automa letterale di X* ¢ l'automa semplice A = (P,1,1) con
transizioni definite per p € P ed a € A da

pa  se pa € P,
p-a= 1 sepac€ X,

@  altrimenti.

Si puo verificare che tale automa riconosce X*.
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1.3.5 Automi invertibili, automi di gruppo

Un automa semplice A = (Q,1,7) ¢ detto invertibile se per ogni a € A la
trasformazione parziale p 4 : p — p-a definita nella Sottosezione precedente
¢ iniettiva. Sotto tale ipotesi € possibile costruire 'inverso dell’automa A
come 'automa A~! = (Q,i,7) avente lo stesso insieme degli stati, lo stesso
stato iniziale e finale e come transizioni ¢-a = p per ogni transizione p-a = ¢
di A.

Ogni automa invertibile & minimale (si veda [13]). L’insieme riconosciuto
da un automa invertibile ¢ unitario sia a destra che a sinistra e, dunque, per
quanto visto nella Sottosezione [[2.7] ¢ generato da un codice bifisso.

Vi & un collegamento tra i codici bifissi e gli automi invertibili, come
mostrato nella seguente Proposizione (si veda [13]).

Proposizione 1.3.8. Sia X C A" un codice bifisso. Le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(i) X*=(X)nA*;
(73) Uautoma minimale di X* é invertibile.

Un automa A = (Q,i,1) tale che per ogni a € A la funzione p 4(a) : p —
p - a € una permutazione su ) ¢ detto automa di gruppo.

Esempio 1.3.9. L’automa dell’Esempio[[.3.4]¢ un automa di gruppo poiché
wA(w) & una permutazione per ogni w € A*, essendo p_4(a) e p.4(b) permu-
tazioni e la composizione di permutazioni ancora una permutazione.

Si dimostra che, se @ ¢ un insieme finito, un automa di gruppo & sia
invertibile sia completo.

Il monoide di transizione di un automa di gruppo ¢ un gruppo di permu-
tazioni su @ di grado Card (Q). Poiché l'automa & trim, tale gruppo sara
transitivo.

11 seguente risultato e presente in [1, Proposizione 6.1.5].

Proposizione 1.3.10. Sia M un sottomonoide di A*. Le sequenti condi-
zioni sono equivalenti:

(1) M é riconosciuto da un automa di gruppo con d stati;

(i) M = ¢~ (H) con H < G un sottogruppo di indice d di un gruppo G e
@ A* — G un morfismo surgettivo;

(#i1) M = HNA* con H < A° un sottogruppo di indice d del gruppo libero
A°.

Un codice bifisso Z tale che Z* verifica una delle condizioni equivalenti

della Proposizione L3I0 ¢ detto codice di gruppo e lintero d ¢ detto il

suo grado. Il monoide di transizione dell’automa minimale di Z* e detto il
gruppo di Z ed & denotato con G(Z).
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Osservazione 1.3.11. Poiché un automa di gruppo ¢ minimale, I’automa
di gruppo che riconosce Z* & unico. Inoltre il grado di Z & uguale sia al
grado del gruppo di permutazioni G(Z) sia all'indice [A° : (Z)].

Esempio 1.3.12. L’insieme X = a U ba*b & un codice di gruppo di grado
2. 11 sottomonoide X*, formato dalle parole in {a, b} con un numero pari di
b, ¢ infatti riconosciuto dall’automa di gruppo dell’Esempio [L.3.4]

Sia A = (Q,7,T) un automa deterministico. Un cammino generalizzato
& una sequenza (Pg, a1, P1,a2, ..., Pn—1,0n,Pp) con a; € AU A e p; € Q tale
che per ogni 1 <7 < n si abbia

pi1-ai=pisea; €A e  pi-a=pi1seaq €A

L’etichetta del cammino generalizzato & ’elemento ajas---a, € A°. Un
cammino in un automa puo esser visto come un particolare cammino gene-
ralizzato.

Dato un automa A = (Q, 1,1), I'insieme delle etichette dei suoi cammini
generalizzati da 1 in 1 € un sottogruppo di A°. Esso ¢ detto sottogruppo de-
scritto da A. In tal caso il sottomonoide di A* riconosciuto da A & contenuto
nel sottogruppo di A° descritto da A.

Esempio 1.3.13. Sia A = (Q, 1,1) 'automa con insieme di stati @ = {1, 2}
e transizioni 1-a=1-b=2e2-a =2-b= (. Il sottomonoide riconosciuto
da A ¢ {1} mentre il sottogruppo descritto da A ¢ il gruppo ciclico generato
da ab™ 1.

Si puo dimostrare che per ogni sottogruppo positivamente generato H di
A°| esiste un unico automa invertibile A tale che H ¢ il sottogruppo descritto
da A (vedi [I, Proposizione 6.1.4]).

L’automa invertibile A tale che H ¢ il sottogruppo descritto da A & detto
automa di Stallings del sottogruppo H.






Capitolo 2

Insiemi fattoriali

In questo Capitolo riprenderemo il concetto di insieme fattoriale ed intro-
durremo quelli di insieme ricorrente, uniformemente ricorrente (Sezione [2.1])
e Sturmiano (Sezione 2.2).

Nella Sezione 23] ci si occupera di codici prefissi contenuti dentro un in-
sieme fattoriale. La maggior parte dei risultati di tale Sezione sono estensioni
di nozioni ben note nel caso generale.

Infine nella Sezione 2.4] specializzeremo tali risultati al caso di codici
bifissi all’interno di insiemi ricorrenti.

2.1 Insiemi ricorrenti e parole ricorrenti

Di seguito studieremo una famiglia particolare di insiemi fattoriali: gli in-
siemi ricorrenti. Essi sono tali che per ogni coppia di parole w,v che vi
appartengono ne esiste una terza w per cui anche uwv vi appartiene.

Anche per le parole esiste una nozione di ricorrenza. Una parola &
ricorrente se ogni suo fattore compare infinite volte.

Vi & una profonda relazione tra insiemi e parole ricorrenti. La Proposi-
zione 2.T.4] ci mostrera, infatti, che gli insiemi ricorrenti sono tutti e soli gli
insiemi dei fattori di una parola ricorrente.

Una proprieta piu forte della ricorrenza ¢ l'uniforme ricorrenza. Un
insieme sara detto uniformemente ricorrente se ogni suo elemento appare
come fattore di tutti gli elementi di lunghezza opportuna. Analogamente,
una parola sara detta uniformemente ricorrente se il suo insieme dei fattori
¢ uniformemente ricorrente.

2.1.1 Insiemi ricorrenti ed uniformemente ricorrenti

Dato un insieme F' C A*, Vordine destro (risp. sinistro) di una parola w
rispetto ad F' & il numero delle lettere a € A tali che wa € F' (risp. aw € F).

39
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Un insieme F' ¢ detto essenzialmente destro (risp. sinistro) se ¢ chiuso
per prefissi (risp. per suffissi) ed ogni parola w € F ha ordine destro (risp.
sinistro) positivo. Chiaramente se F' & essenzialmente destro (risp. sinistro),
allora per ogni u € F e per ogni intero n > 1 esistera una parola v di
lunghezza n tale che uv € F (risp. vu € F).

Una parola u € F sara detta speciale a destra (risp. a sinistra) se il suo
ordine destro (risp. sinistro) ¢ almeno 2. Una parola speciale a destra sara
stretta se il suo ordine ¢ esattamente pari al numero Card (A) delle lettere
dell’alfabeto A.

Ricordiamo che un insieme F' ¢ detto fattoriale se contiene i fattori di
tutti i suoi elementi. Un insieme F' & detto essere ricorrente se ¢ fattoriale e
se per ogni u,v € F esiste una parola w € F' tale che uwv € F. Un insieme
ricorrente F' # {1} ¢ sia essenzialmente destro che essenzialmente sinistro.

Esempio 2.1.1. Sia A = {a, b} e consideriamo F' I'insieme delle parole in A
che non presentino come fattore bb. Dunque F' = A*\ A*bbA*. Tale insieme
e ricorrente poiché, dati u,v € F, sicuramente anche uav € F'.

Un insieme F' ¢ detto essere uniformemente ricorrente se e fattoriale,
essenzialmente destro e se per ogni u € F esiste un intero n > 1 tale che u e
un fattore di ogni parola in F' di lunghezza n, ovvero se u & fattore di ogni
parola w € F'N A™ per un opportuno n.

Proposizione 2.1.2. Un insieme uniformemente ricorrente € ricorrente.

Dimostrazione. Siano u,v € F' e sia n I'intero tale che v € un fattore di ogni
parola in F'N A™. Poiché F ¢ essenzialmente destro, esiste una parola w di
lunghezza n tale che uw € F. Dunque v ¢ fattore di w, ovvero si ha w = rvs
per opportune parole r, s. Da cui si ricava che urw € F. ]

L’implicazione inversa della Proposizione 2. 1.2l non vale, come mostrato
nel seguente Esempio.

Esempio 2.1.3. L’insieme F' = A*, con A = {a, b}, & banalmente ricorrente
ma non ¢ uniformemente ricorrente in quanto b € F ma, per ognin > 1, b
non ¢ fattore di a™ € F.

2.1.2 Parole ricorrenti ed uniformemente ricorrenti

L’insieme F(z) dei fattori di una parola infinita x € A“* & un insieme
fattoriale ed essenzialmente destro.

Una parola infinita z € A% ¢ detta ricorrente se ogni suo fattore ha un
infinito numero di occorrenze in x, ovvero se per ogni u € F(x) esiste una
v € F(x) tale che uvu € F(x).

Le nozioni di insieme ricorrente e di parola ricorrente sono strettamente
correlate come afferma la seguente Proposizione.
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Proposizione 2.1.4. Gli insiemi ricorrenti sono tutti e soli della forma
F(x) per un’opportuna parola infinita x ricorrente.

Dimostrazione. Consideriamo un insieme ricorrente F' = {uj,ug,...}. Es-
sendo F' ricorrente, presi ui,us € F' esistera una parola v; € F tale che
uiviug € F. Inoltre, presi uijviug,us € F esistera una parola vo € F tale
che ujviuovoug € F. Procedendo in tal modo otterremo una parola infinita
T = ujviugvy - - tale che F(z) = F. Tale x ¢ ricorrente, infatti per ogni
u € F' = F(x) esistera una v € F tale che uvu € F.

Supponiamo adesso che x sia una parola ricorrente. L’insieme F' = F(x)
e ricorrente. Siano, infatti, u,v € F(z). Vi ¢ dunque una fattorizzazione
x = puy per opportuni p € F' e y € A¥. Essendo x ricorrente, v sara un
fattore anche di y, ovvero possiamo fattorizzare y = quz per opportuni ¢ € F'
e z € A¥. Dunque si ha x = puquz, ovvero uqu € F, da cui la tesi. ]

Similmente a quanto visto sopra, una parola infinita z € A“ sara det-
ta uniformemente ricorrente se 'insieme F'(z) ¢ uniformemente ricorren-
te. Anche in questo caso esistono parole infinite ricorrenti che non sono
uniformemente ricorrenti, come mostrato nel seguente Esempio.

Esempio 2.1.5. Consideriamo la parola infinita x ottenuta concatenando
tutte le parole in A = {a,b} seguendo l'ordine metrico-lessicale. Dunque z
¢ la parola

T = abaaabbabbaaa aab aba abb baa bab bba bbb aaaa aaab - - -

Tale parola, detta di Champernowne, ¢ ricorrente poiché ogni fattore appare
infinite volte. Essa non & pero uniformemente ricorrente poiché, essendo a”
un fattore di x per ogni n > 1, si possono trovare due occorrenze consecutive
della lettera b a distanza arbitraria.

2.2 Insiemi Sturmiani

Di seguito introdurremo una particolare famiglia di parole su un alfabeto
binario, le parole Sturmiane, e la loro estensione ad alfabeti con cardinalita
arbitraria, le parole episturmiane. Esse sono le parole non periodiche di
complessita minima.

Una caratterizzazione degli insiemi di fattori di una parola episturmiana
stretta, detto insieme Sturmiano, sara data nella Proposizione 2.2.7]

2.2.1 Parole episturmiane

Di seguito chiameremo sostituzione un morfismo di monoidi da A* in se
stesso.

Sia f : A* — A* una sostituzione tale che vi sia una lettera a € A che
venga mandata in una parola che abbia come prefisso proprio a, ovvero tale
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che f(a) € aA™. Da tale ipotesi segue che le parole f™(a) per n > 1 sono
ognuna un prefisso proprio della successiva e che |f"(a)| — co. Denotiamo
con f“(a) la parola infinita avente f™(a), al variare di n € N, come prefissi.
Essa sara detta un punto fisso di f.

Esempio 2.2.1. Sia A = {a,b}. Il morfismo di Thue-Morse ¢ la sostituzione
f i A* — A* tale che f(a) = ab e f(b) = ba. Il punto fisso f“(a) di f ¢ la
parola

x = abbabaabbaababbabaababba - - -

Tale parola, detta parola di Thue-Morse, ¢ uniformemente ricorrente. Infat-
ti, né aaa né bbb sono fattori di x, dunque due occorrenze successive di a, o di
b, sono separate al piu da due simboli. Cio implica che anche due occorrenze
del blocco f™(a), o di f™(b), con n > 1, sono separati da al pitt due blocchi.
Poiché ogni fattore di x appare in f¥(a) o in f*(b) per un opportuno k,
segue che tale fattore riapparira in x dopo una distanza limitata.

L’insieme dei fattori di x ¢ detto insieme di Thue-Morse.

Una parola infinita w nell’alfabeto A = {a, b} sara detta parola Sturmia-
na se per ogni n > 0 vi sono esattamente n + 1 fattori di w di lunghezza n,
ovvero se Vn > 0 si ha Card (F(z) N A") =n+ 1.

Esempio 2.2.2. Il morfismo di Fibonacci sull’alfabeto A = {a,b} & la so-
stituzione ¢ : A* — A* definita da ¢(a) = ab e ¢(b) = a. La parola di
Fibonacci

f = abaababaabaababaababaabaababaabaab - - -

¢ il punto fisso f = ¢p*(a) di ¢. Per dimostrare che f ¢ Sturmiana introdu-
ciamo le parole finite di Fibonacci f_1 = b, f; = ¢'(a) per i > 0.

Poiché f = ¢(f), essa sara un prodotto di vari ab e a. Quindi la parola
bb non sara mai un fattore di f. Dunque i fattori di lunghezza 2 sono
esattamente 3. Inoltre la parola aaa non ¢ mai un fattore di f = ¢(f)
in quanto, altrimenti, questa sarebbe un prefisso di un qualche ¢(z) con z
un fattore di f e cio implicherebbe che x inizi con bb. Dunque i fattori di
lunghezza 3 sono esattamente 4.

Mostriamo adesso che f ha esattamente un fattore speciale a destra di
lunghezza n per ogni n > 0.

Per prima cosa notiamo che data una parola z, axza e bxb non possono
essere contemporaneamente in F'(f). Dimostriamolo per induzione sulla
lunghezza di . Abbiamo gia visto la validita nel caso in cui consideriamo la
parola vuota. Supponiamo adesso, per assurdo, che vi sia una parola z tale
che sia aza che bzb siano fattori di f. Non essendo bb in F(f) sicuramente x
iniziera e terminera con a, ovvero sara della forma x = aya per un’opportuna
y € F(f). Dunque sia aayaa che bayab saranno fattori di ¢(f). Da cio
ricaviamo che esistera una parola z € F(f) tale che ¢(z) = ay. Quindi
avremo aaya = p(bzb) € F(f); inoltre, poiché f non inizia conbe bb ¢ F(f)
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avremo anche abayab = p(aza) € F(f). Ovvero aza,bzb € F(f) con |z| <
©(z) < |z|, contraddicendo l'ipotesi induttiva.

La parola f ha al piu un fattore speciale a destra per ogni lunghezza. In-
fatti supponiamo, per assurdo, che esistano due parole distinte u, v € F(f)
entrambe fattori speciali a destra di f della stessa lunghezza e sia x il
pit lungo suffisso comune ad u e v. Dunque aza,azb,bra,bxb € F(f)
contraddicendo quanto osservato prima.

Per dimostrare che f ha almeno un fattore speciale a destra per ogni
lunghezza usiamo la seguente relazione.

frr2 = 9n ’f;ff;tn (TL > 2) (2.1)
dove go =1 e per n > 3 si ha

ab sen e dispari,
ba sen & pari.

gn = fn-3---fifo e th{

L’Equazione 2.1] puo essere dimostrata per induzione. Infatti foyo = f4 =
1 (aba)(aba)ba e fsyo = f5 = a(baaba)(baaba)ab. Si puod poi dimostrare per
induzione che ¢(u)a = ag/ozu/) per ogni u e dunque che go(};tn) = afniitnil.
Da cio e dal fatto che ¢(gn)a = gn+1 si ottiene la formula dell’Equazione
2.0 _

Poiché la prima lettera di f,, ¢ I'opposta della prima lettera di t,, il
fattore f,, ¢ speciale a destra per ogni n > 2. Essendo un suffisso di una
parola speciale a destra anch’esso sara speciale a destra, cio prova ’esistenza
di fattori speciali a destra per ogni lunghezza.

Chiameremo insieme di Fibonacci I'insieme dei fattori di f.

Le parole episturmiane sono un’estensione delle parole Sturmiane per
alfabeti finiti con un numero arbitrario di lettere.

Per definizione, una parola infinita x & episturmiana se F'(x) & chiuso per
rovesci e se, per ogni n > 1, F'(z) contiene al pitt una parola di lunghezza n
speciale a destra.

Dalla proprieta di chiusura per rovescio si ottiene che il rovescio della
parola speciale a destra ¢ anche 'unica parola speciale a sinistra di lunghezza
n di z. Ricordiamo inoltre che un suffisso (risp. prefisso) di un fattore
speciale a destra (risp. a sinistra) ¢ ancora speciale a destra (risp. a sinistra).

Diremo che una parola episturmiana x ¢ stretta se x ha esattamente un
fattore speciale a destra di lunghezza n, per ogni n > 1 e se tale fattore u &
stretto, ovvero se uA C F(x).

Si vede facilmente che, nel caso di una parola episturmiana stretta su un
alfabeto A di k lettere, 'insieme F'(x) N A™ ha esattamente (k—1)n+ 1 ele-
menti per ogni n. Dunque, nel caso di alfabeti binari, le parole episturmiane
strette sono proprio le parole Sturmiane.

Una parola episturmiana z ¢ detta standard se tutti i suoi fattori speciali
a sinistra sono prefissi di . Per ogni parola episturmiana z esiste una parola
episturmiana standard y tale che F'(z) = F(y) (si veda [0]).
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Esempio 2.2.3. Consideriamo 'estensione della parola di Fibonacci, vista
nell’Esempio 2.2.2] ad un alfabeto ternario A = {a,b,c}. Consideriamo il
morfismo ¢ : A* — A* definito da p(a) = ab, p(b) = ac e ¢(c) = a. La
parola di Tribonacci € il punto fisso

¢“(a) = abacabaabacababacabaabacabacabaabacab - - -
Essa ¢ una parola episturmiana standard, come dimostrato in [§].
Una parola episturmiana ¢ uniformemente ricorrente (si veda [5]).

Esempio 2.2.4. La parola di Thue-Morse, vista nell’Esempio 2.2.1] non ¢
episturmiana. Infatti essa ha quattro fattori di lunghezza 2.

Per le parole episturmiane standard vi € una descrizione combinatoria
ben precisa (si vedano, ad esempio, [§] e [6]).

Teorema 2.2.5. Una parola infinita w €& episturmiana standard se e solo
se esiste una parola infinita A = agaq, ..., con a; € A, tale che

w= lim u,,
n—oo

dove la sequenza (uy) € definita da u, = Pal(apay - an—1).
Inoltre, w ¢é episturmiana stretta se e solo se ogni lettera appare in A
infinite volte.

La parola infinita A del Teorema precedente ¢ detta parola direttiva della
parola standard w. Il Teorema [2.2.5] puo essere riassunto dall’equazione

w = Pal(A).
Come caso particolare della formula di Justin, si ha

Un+1 = ¢ao---an71(an)un-
Le parole u,, sono i soli prefissi di w palindromi.

Esempio 2.2.6. La parola di Fibonacci x dell’Esempio ¢ una parola
episturmiana standard con parola direttiva (ab)”, ovvero x = Pal((ab)“) (si
veda [6]). Quella di Tribonacci dell’Esempio 2.2.3] ha, invece, come parola
direttiva (abc)®” (si veda [8]).

2.2.2 Insiemi Sturmiani

Un insieme F' ¢ detto Sturmiano se ¢ I'insieme dei fattori F'(z) di una parola
episturmiana stretta x. Per quanto visto nella Sottosezione Z2.1] una parola
episturmiana ¢ uniformemente ricorrente, dunque un insieme Sturmiano &
un insieme uniformemente ricorrente. Inoltre ogni parola speciale a destra
(risp. speciale a sinistra) in F' & stretta.

Una caratterizzazione degli insiemi Sturmiani ¢ data dalla seguente Pro-
posizione.
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Proposizione 2.2.7. Un insieme F' ¢ Sturmiano se e solo se é uniforme-
mente ricorrente e verifica le due condizioni

(i) ¢é chiuso per rovescio,

(7i) per ognin > 0 esiste esattamente una parola speciale a destra in F di
lunghezza n e questa ¢ stretta.

Dimostrazione.

(=) Sia F' = F(z) per qualche parola episturmiana stretta . Allora le con-
dizioni sono verificate per quanto visto nella Sottosezione precedente.

(<) Sia F' un insieme uniformemente ricorrente verificante le condizioni (7)
e (i1). Per ogni n > 0 il rovescio u,, dell’'unica parola speciale a destra
u, di lunghezza n ¢ una parola speciale a sinistra. Essendo tali u,
una successione di parole ognuna prefissa del successivo, esistera una
parola infinita = avente le u,, come prefissi. Chiaramente F'(z) C F.

Per mostrare che x ¢ episturmiana stretta verifichiamo che F(x) ¢
chiuso per rovescio. Sia v € F(z) C F. Essendo F' uniformemente
ricorrente, esiste un intero m tale che v & fattore di tutte le parole di
lunghezza m in F'. In particolare v sara fattore di u,,. Dunque anche
v sara un fattore di u,, e dunque v € F(z).

Infine sia v € F. Essendo F' uniformemente ricorrente, esistera un
intero m tale che v e fattore di tutte le parole di lunghezza m in F.
In particolare v sara fattore di u,, € F(z). Dunque anche v € F(z),
ovvero si ha F' C F(x), da cui la tesi.

O

2.3 Codici prefissi in insiemi fattoriali

In questa Sezione studieremo i codici prefissi all’interno di un insieme fatto-
riale.

Come gia visto nella Sottosezione [L2.7] un codice prefisso ¢ un insieme
non vuoto X C AT tale che i suoi elementi siano a due a due incomparabili
per lordine prefisso. Esso € inoltre un codice, ovvero ogni parola in X*
ammette un’unica fattorizzazione in elementi di X.

Sia ' C A* un sottoinsieme di A*. Un insieme X C A* si dira denso
a destra in F' o F-denso a destra, se ogni v € F & un prefisso di X. Un
insieme X C F' si dira completo a destra in F', o F'-completo a destra, se X*
¢ denso a destra in F', ovvero se ogni v € F' & un prefisso di X*.

Un codice prefisso X C F sara detto massimale prefisso in F', o F-
prefisso massimale, se non & propriamente contenuto in alcun altro codi-
ce prefisso Y C F. Analogamente si definisce la nozione di F-massimale
suffisso.
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Alcuni dei risultati classici per i prefissi massimali in A* possono essere
estesi al caso di codici F-massimali.

Proposizione 2.3.1. Siano F' C A* un sottoinsieme fattoriale di parole ed
X C F un codice prefisso in F. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) ogni elemento di F' é comparabile per prefisso con qualche elemento di

X .

(i) X ¢ un codice F-massimale prefisso;

(tit) XA* é F-denso a destra;

(iv) X é F-completo a destra.
Dimostrazione. Mostriamo che (i) vale se e solo se vale (i7).

((7) = (23)) Supponiamo, per assurdo, esista Y 2 X codice prefisso conte-
nuto in F. Preso un elemento u € Y \ X l'insieme X U u sara prefisso
e dunque z non sara comparabile per prefisso con alcun elemento di x.

((i7) = (4)) Viceversa se, per assurdo, vi fosse un elemento u € F' non com-
parabile per prefisso con ogni parola di X, allora X U u sarebbe un
codice prefisso, contraddicendo la F-massimalita di X.

Notiamo che in questa doppia implicazione non abbiamo usato come ipotesi
dell’essere chiuso per fattori di F'.

Mostriamo adesso ’equivalenza tra le prime due condizioni e le ultime
due. Per far cio sara superflua l'ipotesi che X sia un codice bifisso e bastera
il suo essere non vuoto e contenuto in F'.

((i) = (uit)) Sia u € F. Per ipotesi esiste un elemento x € X comparabile
per prefisso con u, ovvero tale che uv = zw per opportuni v, w € A*.
Dunque X A* & F-denso a destra.

((i4i) = (w)) Sia u € F e dimostriamo per induzione. Se |u| = 1 banal-
mente si ha v = 1 prefisso di ogni parola di X*. Supponiamo adesso
|u| > 1. Essendo X A* F-denso a destra, si ha uv = zw per opportuni
z € X ev,we A*. Se u & un prefisso di X C X* allora non c¢’¢ niente
da provare. Altrimenti, se x ¢ un prefisso proprio di u, si ha u = zu’
per un opportuno u’ € A*. Essendo F fattoriale si ha v’ € F e poiché
x # 1 risulta |u/| < |u|. Dunque, per ipotesi induttiva, u’ & un prefisso
di X*, da cui si ricava che anche u ¢ un prefisso di X*. Dunque X* ¢
F-denso a destra, ovvero X & F-completo a destra.

((iv) = (i)) Sia u € F. Per ipotesi u ¢ un prefisso di X* dunque u &
comparabile per prefisso con qualche parola di X.

O
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La Proposizione 2.3.Jlammette una formulazione duale sostituendo “pre-
fisso” con “suflisso”, “destro” con “sinistro” e “XA*” con “A*X”.

Esempio 2.3.2. L’insieme X = {a,ba} & un codice prefisso massimale
nell’insieme di Fibonacci poiché X A* ¢ F-denso a destra.

2.4 Codici bifissi in insiemi ricorrenti

Di seguito specializzeremo quanto visto nella Sezione precedente, studiando
il caso di codici bifissi all’interno di insiemi ricorrenti.

Con il Teorema vedremo che quando F' ¢ un insieme ricorren-
te, contrariamente al caso generale, vi € solo un numero finito di codici
massimali bifissi in F.

2.4.1 Parse

Abbiamo introdotto nella Sottosezione [[.2.81a nozione di parse di una parola
rispetto ad un insieme X C A*. Mostriamo adesso che, nel caso di codici
bifissi, ad ogni fattorizzazione corrisponde un parse.

Proposizione 2.4.1. Siano F un insieme fattoriale ed X C F un codice
bifisso. Per ogni fattorizzazione w = uv di una parola w € F esiste un parse
(s,yz,p) diw cony,z € X*, u=sy ev=2zp.

Dimostrazione. Abbiamo visto nella Proposizione [[.2.79] che possiamo scri-
vere v = zp per opportuni z € X* ep € P = A*\ XA*. Analogalmente,
dal duale della stessa Proposizione, si ha u = sy per opportuni y € X*
ed s € S = A"\ A*X. Dunque (s,yz,p) ¢ un parse di w che soddisfa le
condizioni dell’enunciato. U

Esempio 2.4.2. L’insieme X = {a,bab} & un codice bifisso. La parola bab
ammette due parse: (1,bab,1) e (b,a,b).

Data una parola w € A* denotiano con dx(w) il numero di parse di
questa rispetto ad un insieme X. La funzione dx : A* — N ¢ detta enume-
ratore di parse rispetto ad X. La serie Lx definita da (Lx,w) = dx(w),
per w € A*, ¢ detta indicatore dell’insieme X.

Esempio 2.4.3. Sia X = A*. Allora dx(w) = 1.
Esempio 2.4.4. Sia X = (. Allora dx(w) = |w| + 1.

Osservazione 2.4.5. Possiamo esprimere la serie Lx in termini di serie
caratteristiche. Infatti, ponendo P = A*\ XA* ed S = A*\ A* X, si ottiene
la formula

Lx =8SX"P.
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Un’importante caratterizzazione per ’enumeratore di parse nel caso di
codici prefissi all’interno di insiemi fattoriali ¢ data dalla seguente Proposi-
zione.

Proposizione 2.4.6. Siano F' un insieme fattoriale ed X C F un codice
prefisso. Per ogni parola w € F, il valore dx(w) é pari al numero di prefissi
di w privi di suffissi in X.

Dimostrazione. Sia u € A*\ A*X tale che w = ww’. Essendo X un codice
prefisso, possiamo fattorizzare w’ = xv per opportuniz € X* ev € A*\ X A*.
Otteniamo dunque il parse di w (u,z,v). Poiché ogni parse si ottiene in
questa maniera, I’enunciato ¢ verificato. ]

La Proposizione 2.4.6]l ammette un enunciato duale per i codici suffissi.
Un Corollario immediato della Proposizione ¢ il seguente (si veda anche

Figura 2.7)).

Corollario 2.4.7. Sia X un codice prefisso. Per ogni w € A* ea € A, si
ha

| dx(w) se wa € A*X
Ox (wa) = { dx(w) +1 altrimenti (2:2)
T Y
v u
m N
w a w a

Figura 2.1: La funzione dx determina X.

Siano X,Y due codici prefissi. Se X C Y allora una parola priva di
suffissi in Y sara priva di suffissi anche in X. Dunque per ogni w si avra

X - Y = 5y(w) < (5)((11)). (2.3)

Osservazione 2.4.8. Il risultato della Proposizione lo si puo® otte-
nere anche dalla Proposizione [[2.J91 Infatti per 1’Osservazione si ha
Ly = S X* P, con P = A*\ XA* ed X codice prefisso. Dunque
X*P = A*, da cui

Ly=SA" (2.4)

Proposizione 2.4.9. Sia X un codice bifisso ed Lx [indicatore di X.
Allora si ha

1-X=(1-4)Lx(1-A4). (2.5)
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Dimostrazione. Essendo X un codice prefisso si ha, per I'Equazione [2.4]
Lx = S A*. Moltiplicando su entrambi a destra per (1 — A) otteniamo, per

la Proposizione [[L.1.35],
Lx(1-A)=5S.

Essendo X un codice suffisso si ha, per il duale della Proposizione [[.2.19]
1—-X=(1-A)S. Da cui, per quanto appena visto,
1-X=(1-A)Lx(1-A).

O

La Proposizione [2.4.9] ci dice che un codice bifisso X ¢ determinato dal
suo indicatore Ly e dunque dalla funzione dx. Viceversa, essendo la formula
equivalente a Lx = A* (1 — X)) A", 'indicatore Ly, e dunque la funzione
dx, sono determinati dall’insieme X.

Nel caso di codici bifissi, i due Esempi[2.4.3] e [2.4.4] sono estremali. Infatti
vale il seguente risultato (si veda [4, Proposizione 6.1.8]).

Proposizione 2.4.10. Sia X C A% un codice bifisso. Allora per ogni
w € A* siha
1< 6x(w) < |w|+ 1.

In particolare, 6x(1) =1 e per ogni u,v,w € A*

Ox (v) < dx(uvw). (2.6)

Osservazione 2.4.11. Se, nella Proposizione precedente, u,v € AT sono
parole non vuote, allora la disuguaglianza é stretta, ovvero dx (v) < dx(uvw).

Diamo adesso una caratterizzazione dell’enumeratore di parse per i codici
bifissi (si veda [4, Proposizione 6.1.11]).

Proposizione 2.4.12. Una funzione 6 : A* — N ¢é l’enumeratore di parse
di un qualche codice bifisso se e solo se sono verificate le sequenti condizions.

(i) Per ognia € A ew € A*
0 <é(aw) — d6(w) < 1. (2.7)
0 < éd(wa) —d(w) < 1. (2.8)

(ii) Per ogni a,be A ew € A*

d(aw) + 5(wb) > §(w) + d(awbd). (2.9)

(iii) 6(1) = 1.
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2.4.2 Codici F-thin

Sia I' C A*. Un insieme X C F ¢ detto thin in F', o F-thin, se esiste una
parola di F' che non ¢ fattore di alcuna parola di X.

Esempio 2.4.13. Sia F' = A*. L’insieme X = {a"b"|n > 1} ¢ thin in A*
poiche, ad esempio, ba non ¢ fattore di alcuna parola di X.

Osservazione 2.4.14. Se F' ¢ un insieme infinito ogni insieme finito X C F
¢ F-thin.

Come gia visto nella Sottosezione [L22] un fattore interno di una pa-
rola z € una parola v tale che x = wvw per opportune parole non vuote
u, w € AT. Nel caso di un insieme X C F con F un insieme fattoriale di
parole, denoteremo l'insieme dei fattori interni di parole in X come

HX)=A"XA" ={we A" |ATwATnX #0}.
I fattori interni di una parola sono, chiaramente, fattori della stessa.

Proposizione 2.4.15. Sia F' un insieme fattoriale essenzialmente destro ed
essenzialmente sinistro. Un insieme X C F' & F-thin se e solo se F\H(X) #

Dimostrazione.

(=) Se X ¢ F-thin esistera una parola w € F' che non sara fattore di alcuna
parola di X. Dunque, in particolare, essa non sara in H(X).

(<) Siaw € F'\ H(X) e siano a,b € A tali che awb € F. Per costruzione
awb non sara fattore di alcuna parola di X. Dunque X ¢ F-thin.

O

Un codice bifisso X C F'sara detto massimale bifisso in F', o F-massimale
bifisso, se non & contenuto propriamente in alcun altro codice bifisso Y C F.

Esempio 2.4.16. Siano A = {a,b} ed FF = A* \ A*(bb)A* I'insieme delle
parole senza il fattore bb. L’insieme X = {aaa,aaba,ab,baa,baba} & un
codice F-massimale, come si puo evincere dalla Figura

Una caratterizzazione dei codici F-massimali bifissi che siano anche F-
thin ¢ data dal seguente risultato (si veda [I, Teorema 4.2.2]).

Teorema 2.4.17. Siano F un insieme ricorrente ed X C F un insieme
F-thin. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) X é un codice F-massimale bifisso;

(i) X ¢é un codice prefisso F-completo a sinistra;



2.4. CODICI BIFISSI IN INSIEMI RICORRENTI 51

Figura 2.2: Rappresentazione del codice F-massimale X =
{aaa, aaba, ab, baa,baba}.

(iii) X ¢é un codice suffisso F-completo a destra;
(iv) X é un codice F-massimale prefisso ed F-massimale suffisso.

Il caso F' = A* ¢ stato studiato da Schiitzenberger nel 1961 (si veda
[15]). Egli dimostrd che per gli insiemi thin (in A*) 1’essere massimale bifisso
equivaleva ad essere massimale prefisso e massimale suffisso.

Esempio 2.4.18. Sia F' = a*b*. L’insieme X = {aa,ab,b} ¢ un codice
F-massimale prefisso ed F-completo a sinistra. Esso non ¢ pero suffisso.

Sia FF C A* un insieme fattoriale. L’F-grado di un insieme X C A*,
denotato con dp(X), € il numero massimo di parse rispetto ad X di parole
di F', ovvero

dp(X) = max{dx (w)}.

Esso puo essere finito o infinito. L’A*-grado di un insieme X si chiamera
semplicemente grado di X, denotandolo con d(X).

Osservazione 2.4.19. Si osservi che dp(X) = dp(X N F). Inoltre si avra
dr(X) < d(X).

La nozione di grado di un insieme ci permette, nel caso di codici bi-
fissi all'interno di insiemi ricorrenti, di caratterizzare i codici F-thin ed
F-massimali bifissi. Il seguente risultato & in [I, Teorema 4.2.8].

Teorema 2.4.20. Siano F' un insieme ricorrente ed X C F un codice bifis-
so. L’insieme X & F-thin ed F-massimale bifisso se e solo se il suo F'-grado
drp(X) é finito. In tale caso le parole di grado massimo sono quelle che non
risultano fattori interni di X, ovvero

H(X) ={w € F|dx(w) <dp(X)}.
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Esempio 2.4.21. Sia F' l'insieme di Fibonacci. L’insieme X = {a, bab, baab}
¢ un codice F-thin (poiché finito) ed F-massimale bifisso. Il grado di X &
drp(X) = 2, infatti bab non ¢ un fattore interno di X ed esso ha due parse:
(1,bab, 1) e (b,a,b).

Esempio 2.4.22. Sia F l'insieme di Fibonacci. L’insieme X = {aaba, ab,
baa,baba} ¢ un codice F-massimale bifisso di F-grado 3. Infatti la paro-
la aaba ha tre parse, ovvero (1,aaba,a), (a,ab,a) e (aa,1,ba), e aaba €

Dal Teorema [2.4.20] segue un’importante relazione tra i codici bifissi
massimali e quelli F-massimali.

Corollario 2.4.23. Siano F un insieme ricorrente ed X C At un codice
massimale bifisso di grado d. Allora Uinsieme Y = X N F ¢ F-thin ed
F-massimale bifisso. Inoltre dp(Y) < d con uguaglianza nel caso X sia
finito.

Dimostrazione. Dall’Osservazione [2.4.19] otteniamo
dF(Y) = dF(X N F) = dF(X) < d(X) =d.

Dunque, avendo Y F-grado finito, per il Teorema 2420, X ¢ F-thin ed
F-massimale bifisso.

Inoltre, essendo X finito, sara possibile trovare una parolaw € F' \ H(X)
(basta sceglierne una di lunghezza maggiore di quella della parola piu lunga
di X). Tale parola avra d parse, da cui si ottiene dp(Y) =dp(X) =d. O

Esempio 2.4.24. L’insieme X = a U ba*b ¢ un codice massimale bifisso di
grado 2, poiché bb ¢ H(X) ha due parse: (1,bb,1) e (b,1,b).

Sia F' l'insieme di Fibonacci. Allora X N F = {a, baab, bab} & un codice
F-massimale bifisso di F-grado 2.

Un Esempio che mostra come nel caso di insiemi infiniti la disuguaglianza
sia stretta e il seguente.

Esempio 2.4.25. Siano A = {a, b} ed F' = a* un insieme ricorrente. L’insie-
me X = aUba™b & un codice bifisso di grado 2 per quanto visto nell’Esempio
precedente. L’intersezione Y = X N F = {a} ha pero F-grado 1.

2.4.3 Nucleo, codice derivato

Dato un insieme X definiamo il suo nucleo K(X) 'insieme delle parole di
X che sono fattori interi di parole di X, ovvero K(X) = H(X) N X.
Il seguente risultato ¢ in [I, Teorema 4.3.1].
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Teorema 2.4.26. Siano F un insieme ricorente ed X C F un codice bi-
fisso di F-grado finito d > 2. Poniamo H = H(X), K = K(X), G =
(HANF)\ HeD=(AHNF)\H.

L’insieme X' = K U (G N D) ¢ un codice bifisso di F-grado d — 1.

Il codice X' definito nel Teorema 2.4.26] & detto codice derivato di X
rispetto ad F', o F'-derivato.

Esempio 2.4.27. Siano F' 'insieme di Fibonacci ed X = {a, bab, baab} il
codice bifisso di F-grado 2 dell’Esempio 2.42.2Tl Abbiamo

K = {a}, H ={1,a,aa},
G = {a,b,aa,ab,aab} \ {1,a,aa} = {b,ab, aab},
D ={a,b,aa,ba,baa} \ {1,a,aa} = {b,ba,baa}.
Dunque il codice derivato &
X' ={a} U ({b,ab,aab} N {b,ba,baa}) = {a,b}.

Mostriamo adesso come un codice F-thin ed F-massimale bifisso sia
determinato dal suo F-grado e dal suo nucleo.

Lemma 2.4.28. Siano F' un insieme ricorrente ed X C F un codice bifisso
di F-grado finito d. Sia' Y un insieme tale che K(X) CY C X. Allora per
ogniw € HX)UY,

5y(w) = (5)((?1}). (2.10)
Inoltre, per ogni w € F,
0x (w) = min{d, oy (w)}. (2.11)

Dimostrazione. Per quanto visto nella Sottosezione 24T Ly = A*(1—X)A*.
Dunque per provare la2.I0l¢ sufficiente far vedere che per ogni w € H(X)UY
si ha F(w)NX = F(w)NY, dove F(w) ¢ l'insieme dei fattori di w.

L’inclusione F(w)NY C F(w) N X ¢& banale.

Mostriamo l'inclusione inversa. Certamente si avra F'(w)NX C F(w). Se
w e H(X) allora F(w)NX C K(X) CY e dunque l'inclusione ¢ verificata.
Se w € Y C X allora nessun prefisso proprio o suffisso proprio di w sara in
X poiché X ¢ un codice bifisso. Dunque tutte le parole in (F'(w)NX)\ {w}
saranno in K (X), ovvero, si avra

Fw)ynX ={w}U (A wA " nX) C{w}UK(X)CY,

e quindi anche in questo caso l'inclusione ¢ verificata.

Dall’Equazione 2.J0 ricaviamo che per ogni w € F' si ha dx(w) < dy (w).
Sew € F\H(X), siha dx(w) = dper il Teorema2.4.20le dunque I'Equazione
¢ verificata. Se invece w € H(X) allora, dx(w) < d per il Teorema 2.4.20] e,
per 'Equazione 210, dx (w) = dy (w). Cid prova 2T} O
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Teorema 2.4.29. Siano F' un insieme ricorrente ed X C F un codice bifisso
di F-grado finito d. Per ogni w € F' si ha

dx (w) = min{d, § g (x)(w)}.

Dimostrazione. La formula segue immediatamente da [2.11] scegliendo Y =
K (X) nel Lemma [2.4.28] O

Per quanto visto nella Sottosezione [2.4.1] il Teorema precedente afferma
che un codice bifisso X all’interno di un insieme F' ricorrente e di F-grado
finito & determinato dal suo F-grado e dal suo nucleo.

Diamo adesso una caratterizzazione dei nuclei dei codici bifissi di F-grado
finito.

Teorema 2.4.30. Sia F' un insieme ricorrente. Un codice bifisso Y C F ¢
il nucleo di un qualche codice bifisso di F-grado finito d se e solo se sono
verificate le due condizioni

(i) Y non é un codice F-massimale bifisso;
(11) max{dy(w)|w e Y} <d-1.
Dimostrazione.

(=) Sia X un codice F-thin ed F-massimale biffiso di F-grado d tale che
Y = K(X) sia il suo nucleo. La condizione (i) & verificata poiché
Y C X, avendo i due insiemi F-grado diversi. Anche la condizione
(79) & verificata poiché, per I'equazione [Z10] dx (w) = dy (w) per ogni
w €Y e essendo Y = K(X) C H(X), per il Teorema 2420} 0x (w) <
d—1.

(<) Sia Y C F un codice bifisso soddisfacente le condizioni (i) e (ii).
Consideriamo la funzione 6 : A* — N definita da

d(w) = min{d, dy (w)}.

Si pud verificare che tale funzione verifica le condizioni (i) — (7i7) della
Proposizione 2.4.12] e dunque che esiste un codice bifisso Z tale che §
sia il suo enumeratore di parse.

Sia X = ZNF. La funzione dx € limitata su F' poiché lo ¢ 9, dunque,
per il Teorema 2420, X ¢ un codice F-thin ed F-massimale bifisso.
Essendo Y un codice non F-massimale bifisso, invece, la funzione dy
diverge e dunque max{d(w)|w € F} = d, mostrando che X ha F -
grado d.

Mostriamo, infine, che il nucleo di X & proprio Y.
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Dalla condizione (ii) e dal Teorema [2.4.20] ricaviamo Y C H(X). Con-
sideriamo una parola w € H(X). Sempre dal Teorema [2.4.20] ricavia-
mo che dx(w) = dy(w). Per quanto visto nella sottosezione [ZZ.T]
questo implica che per ogni w € H(X) si ha (X,w) = (Y, w), ovvero
che i fattori interni di X stanno in X se e solo se stanno in Y. Quindi
K(X)=H(X)NX =HX)NY =Y.

O

Esempio 2.4.31. Sia F' I'insieme di Fibonacci. I codici F-massimali bifissi
di F-grado 2 sono soltanto tre (Figura [2.3)). Infatti, per il Teorema [2.4.30] i
possibili nuclei sono 0, {a} e {b}.

Figura 2.3: I tre codici F-massimali bifissi di F-grado 2, con F' l'insieme di
Fibonacci.

2.4.4 Codici F-massimali bifissi finiti

Nel caso di insiemi ricorrenti, il numero di codici F-massimali bifissi finiti
di F-grado dato e limitato, come mostrato nel seguente Teorema.

Teorema 2.4.32. Siano F un insieme ricorrente e d > 1. Vi & solo un
numero finito di codici F-massimali bifissi finiti X C F di F-grado d.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sull’ F-grado.

o Il caso d = 1 ¢ banale poiché vi ¢ un solo codice F-massimale bifisso
di F-grado 1, ovvero F'N A.

o Supponiamo adesso che i codici F-massimali bifissi finiti di F-grado d
siano in numero finito. Ogni codice F-massimale bifisso finito X C F
di F-grado d + 1 ¢ determinato dal suo nucleo che ¢ un sottoinsieme
del suo codice derivato X’. Poiché X’ ¢ un codice F-massimale bifisso
finito di F-grado d, per ipotesi induttiva vi saranno solo un numero
finito di nuclei, da cui la tesi.

O

Il numero dei codici F-massimali bifissi di F-grado d nel caso F' sia
I'insieme di Fibonacci ¢ mostrato nella tabella 2.4.4] per d < 8.
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d|1 2 3 4 5 6 7 8
|1 3 13 71 461 3447 29092 273343

Mentre nel caso classico F' = A*, se Card (A) > 2, esistono codici mas-
simali bifissi infiniti per ogni grado fissato (si veda [4, Teorema 6.4.6 ed
Esempio 6.4.7]), nel caso di insiemi uniformemente ricorrenti vale il seguente
risultato.

Teorema 2.4.33. Sia F' un insieme uniformemente ricorrente. Ogni codice
bifisso F-thin X C F ¢ finito. Inoltre ogni codice bifisso finito é contenuto
in un codice F-massimale bifisso finito.

Dimostrazione. Sia X un codice bifisso F-thin. Essendo X F-thin, esistera
una parola w € F'\ H(X) e, poiché F' ¢ uniformemente ricorrente, esistera
un intero r tale che w & un fattore per ogni parola di F,, = FN A". Le
parole di X hanno lunghezza al piu r + 1. Infatti supponiamo per assurdo
che esista un k > r + 2 tale che Fy N X # () e sia x € F, N X. Possiamo
fattorizzare x = pus con u € F, N H(X) e p, s parole non vuote. Essendo w
un fattore di u, avremo w € H(X), ottenendo una contraddizione. Dunque,
poiché X ha parole di lunghezza limita, esso ¢ finito.

Sia X C F' un codice bifisso non F-massimale e sia d = maxzex{dx (x)}.
Per il Teorema X ¢ il nucleo di un codice Z di F-grado d + 1, F-
massimale bifisso ed F-thin e dunque, per quanto appena visto, finito. [

2.4.5 Immagine e rango di una parola

Diamo infine alcuni risultati che sfrutteremo nel Capitolo [l

Siano F' un insieme ricorrente ed X C F un codice bifisso di F-grado
d. Sia A = (Q,1,1) un automa semplice tale da riconoscere X*. Per ogni
parola w € A* denotiamo con (w) I'immagine di w rispetto ad A, ovv-
vero 'insieme I(w) = {p- w|p € @Q}. Chiameremo rango di w (rispetto
all’automa .A) il numero rank(w) = Card ((w)).

Osservazione 2.4.34. Data una parola w, l'immagine J(w) ed il ran-
go rank(w) sono uguali all'immagine ed al rango (ovvero alla cardinalita
dellimmagine) della funzione ¢ 4(w).

Osservazione 2.4.35. Date tre parole u,v,w € A* si ha
rank(uwv) < rank(w).

11 seguente Lemma ci da una caratterizzazione di J(w) per una parola
w € F con d parse rispetto ad X.

Lemma 2.4.36. Siano F, X, A come sopra e w € F wuna parola con
0x (w) =d. Allora rank(w) = d. Inoltre I(w) ¢é l'insieme degli stati 1-p tali
che (s,x,p) € un parse di w, ovvero

S(w) ={1-p|(s,z,p) é un parse di w, per un opportuno s}.
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Per ogni r € I(w) vi € un unico prefisso proprio p di X che é suffisso di w
e tale che r =1 - p.

Dimostrazione. Per ogni r € I(w) esiste un unico p € XA~ suffisso di w
tale che r = 1 - p. Infatti.

o Siano r € Y(w) e ¢ € Q tale che ¢-w = r. Essendo A trim, in
quanto semplice, esisteranno due parole u,v € A* tali che 1-u = ¢
e r-v = 1. Dunque uwv € X*. Essendo dx(w) = d, per il Teorema
w ¢ H(X). Dunque esistera un parse (s,z,p) di w tale che
us,pv € X*. In particolare, quindi, r = 1-p con p € XA~ suffisso di
w.

o Tale scelta di p ¢ unica, ovvero che la relazione r — (s,x,p) ¢ una
funzione. Supponiamo infatti che esistano due parse di w (s, z,p) e
(s',2',p') con 1-p = 1-p'. Allora esistera una parola v € A* tale
che pv,p'v € X*. Tali p e p’ sono entrambi suffissi di w e quindi
comparabili per suffissi. Ma, essendo X un codice bifisso, cio implica
p=17p e dunque (s,z,p) = (s',2/,p').

Per dimostrare che S(w) = {1-p]|(s,z,p) & un parse di w} verifichiamo
che la funzione r — (s,z,p) & biettiva.

o L’iniettivita € verificata poiché A ¢ un automa deterministico.

o Sia (s,z,p) un parse di w. Essendo X un codice F-massimale bifis-
so, per il Teorema 2477, esisteranno due parole u,v € A* tali che
us, pv € X* equindi tali che 1-us=1-2=1-pv = 1. Dunque

(1-u)-w=1-uszp=1-2zp=1-p.
dacuir=1-peJ(w).
Per quanto appena visto si ha, in particolare,

rank(w) = Card (J(w)) = dx (w) = d.

Dal Lemma precedente ricaviamo il seguente risultato.

Proposizione 2.4.37. Siano F, X, A come sopra e u € F' una parola con
rank(u) = d. Allora rank(uv) = d per ogni v € u"'F.

Dimostrazione. Per il Teorema[Z.4.20] X ¢ F-thin, dunque esistera una paro-
law e F\F(X)C F\H(X) e, sempre per il Teorema 2.4.20] si avra dx (w).
Sia v tale che uwv € F. Allora, essendo F' ricorrente, esistera una parola
t € F tale che uvtw € F. Anche uvtw avra d parse e, per il Lemma 2.4.36]
cia implica che rank(uwvtw) = d. Dunque, d = rank(uvtw) < rank(u) = d,
da cui la tesi. O






Capitolo 3

Codici bifissi in insiemi
Sturmiani

Il risultato principale della Sezione B.1] & il Teorema [B.1.3] che ci permette di
stabilire la cardinalita di un codice F-massimale bifisso nel caso F' sia un in-
sieme Sturmiano. La Sezione termina con un esempio sulla non invertibilita
del Teorema.

Nella Sezione ¢ data una condizione sufficiente affinché una parola x
sia definitivamente periodica (Teorema B.2.5]). La dimostrazione sfrutta il
Teorema della Fattorizzazione Critica (Teorema [3.2.2]).

Nella Sezione B.3] sono definite le parole di ritorno, una base del gruppo
libero (Corollario B.3.3]). Queste sono usate per dimostrarare il Teorema
della Base Sturmiana (Teorema [B.4.4]) che caratterizza i codici F-massimali
bifissi di grado d, per un insieme Sturmiano F' come tutte e sole le basi
di un sottogruppo di indice d del gruppo libero. Da questo si ricava, tra
le altre cose, che per ogni insieme F Sturmiano, F N A% & una base del
sottogruppo (A?). Infine viene fornita una formula (Corollario B.A8) per
contare il numero di codici F-massimali bifissi finiti di F-grado d, quando
F' & Sturmiano.

3.1 Cardinalita

Nella Sottosezione [2.4.4] abbiamo studiato 1 codici F-massimali bifissi finiti
nel caso in cui F' sia un insieme ricorrente. Vedremo adesso che nel caso
I'insieme F' sia Sturmiano ¢ possibile dare informazioni piu precise sulla
cardinalita dei codici.

Diamo due risultati preliminari.

Lemma 3.1.1. Siano F un insieme Sturmiano, X C F un codice bifisso
finito di F-grado d e P = XA~ [linsieme dei prefissi propri di X. Fsiste
una parola u € F speciale a destra tale che dx (u) = d. Inoltre i d suffissi di
u che sono in P sono tutte e sole le parole speciali a destra in P.

59
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Dimostrazione. Poiché X e un insieme finito esistera un intero n > 1 mag-
giore delle lunghezze delle parole di X. Per la Proposizione 2.2.7] vi sara
una parola u di lunghezza n speciale a destra. Questa sicuramente non
apparterra ad H(X) e dunque, per il Teorema si avra dx(u) = d.

Dal duale della Proposizione 2.4.6]sappiamo che u ha esattamente dp(X)
suffissi in P. Essendo u una parola speciale a destra anche tali suffissi
saranno speciali a destra.

Inoltre, essi sono i soli ad avere questa proprieta poiché, per la Proposi-
zione 2.2.7] per ogni n esiste un’unica parola speciale a destra di lunghezza
n e questa e proprio il suffisso di lunghezza n di u. O

Lemma 3.1.2. Siano A un alfabeto di k lettere, X C AT un codice prefisso
finito oppure X = {1} e P = X A~ l’insieme dei prefissi propri di X. Se ogni
parola p € P ha grado d(p) =k o1 allora Card(X) = (k—1)Card(Qx)+1,
dove Qx = {p € P|d(p) = k}.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla lunghezza massima n delle
parole di X.
Se n = 0 la proprieta vale poiché siamo nel caso X = {1} e P = Qx = 0.
Supponiamo adesso n > 0. Distinguiamo due casi.

o Se 1 ¢ Qx, allora tutte le parole di X cominciano con la stessa
lettera a € A, ovvero X = aY. Tale insieme Y sard o un codi-
ce prefisso finito oppure l'insieme {1}. In entrambi i casi si avra
Card (Qx) = Card(Qy). Per ipotesi induttiva, dunque, Card (X) =
Card(Y) = (k—1)Card (Qy) + 1 = (k — 1)Card (Qx) + 1.

o Se 1€ Qx, potremo scrivere X = Ugzec 4 X,. Ponendo t, = Card (Qx,)
si ha

Card (Qx) =1+ Z tas

acA

da cui

Zta = Card (Qx) — 1.

acA
Per ipotesi induttiva abbiamo Card (Qx,) = (k — 1)t, + 1. Dunque

Card (X) = ZCard(Xa)

a€A

= > (k=1ta+k

acA
= (k—1)Card(Qx)— (k—1)+k
= (k—1)Card (Qx) +1
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Teorema 3.1.3 (Teorema della Cardinalita). Siano F' un insieme Sturmia-
no su un alfabeto di k lettere ed X C F un codice F'-massimale bifisso finito.
Allora Card(X) = (k- 1)dp(X) + 1.

Dimostrazione. Sia P = X A~ l'insieme dei prefissi propri di X. Un ele-
mento p € P verifica pA C PU X se e solo se ¢ speciale a destra. Per il
Lemma [B.1.7] tali parole sono esattamente dp(X) e dal Lemma segue
immediatamente la tesi. U

Esempio 3.1.4. Tutti i codici F-massimali bifissi finiti di F-grado 2 nel
caso F' sia 'insieme di Fibonacci hanno cardinalita 3.

Abbiamo definito le parole Sturmiane come le parole infinite aventi,
per ogni n, esattamente n + 1 fattori di lunghezza n + 1, ovvero tali che
Card (A" N F(x)) =n+1VYn > 0. Il seguente Corollario permette di ge-
neralizzare tale risultato non solo ad A™ ma anche a qualsiasi altro codice
massimale bifisso finito di grado n.

Corollario 3.1.5. Siano x una parola Sturmiana su A = {a,b} ed X C A"
un codice massimale bifisso finito di grado d. Allora Card (X N F(x)) = d+1.

Dimostrazione. Essendo X un codice massimale bifisso finito, per il Corol-
lario 2.4.23] si ha d = dp(,)(X N F(x)). Dal Teorema [3.1.3] si ricava dunque
Card(XﬂF(m)) :(2—1)dp(x)(X)+1:d+1. ]

Il seguente Esempio mostra che non & possibile invertire il Corollario
3.5 e dunque neanche il Teorema [3.1.3]

Esempio 3.1.6. Sia x = babf con f la parola di Fibonacci definita nell’E-
sempio Ovvero

x = babababaabaababaababaabaababaabaab - - - .

Tale parola non ¢ Sturmiana poiché ha 7 fattori di lunghezza 5.

Poiché babab ¢ F(f), si ha z € F(z) \ F(f) per ogni prefisso z di x
di lunghezza |z| > 4. D’altra parte se z non ¢ un prefisso di z oppure ha
lunghezza |z| < 4 allora esso ¢ un fattore di f. Ovvero

F(z) \ baba AT C F(f). (3.1)

Essendo F(f) C F(bf) C F(abf), per dimostrare 'Equazione 3] &
sufficiente provare che F'(abf) = F(f). Sia z € F(abf). Se z non ¢ un
prefisso di abf o di bf, allora chiaramente si avrd z € F(f). E noto che ogni
prefisso della parola di Fibonacci ¢ speciale a sinistra. Dunque bg € F(f) per
ogni prefisso g di f. Supponiamo, infine, che z = abg per qualche prefisso
g di f. Per quanto appena visto e poiché F'(x) & chiuso per rovescio, si
ha gb € F(f). Essendo F(f) essenzialmente destro, ogni parola di F(f)
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ha ordine destro almeno 1, e poiché bb ¢ F(f), si ha gba € F(f), da cui
z € F(f).

Mostriamo adesso che esiste una famiglia {X4}4~0 di codici massimali
bifissi finiti con deg X4y = d, tali che Card (F(x) N X4) = d + 1 per ogni
d > 0.

Sia X4 = Ad per d < 4. Per il Teorema ed il Teorema
sappiamo che esiste ed & unico il codice massimale bifisso finito di grado d
e nucleo {baba}. Sia esso X, per ogni d > 4. I codici cosi costruiti sono tali
che X4 N babaA" = () per ogni d > 0.

Dall’Equazione [3.I] e dal Teorema [3.1.3] ricaviamo, per ogni d > 0,

Card (F(x) N Xy) = Card (F(f)NXyq) =d+ 1.

Osservazione 3.1.7. La parola x dell’Esempio non ¢ neanche ricor-
rente. Infatti se esistesse una parola v € A* tale che (babab)v(babab) € F(z),
si avrebbe babab € F(f).

Dunque esiste una parola non ricorrente ed una famiglia {Xg}4~0 di
codici massimali bifissi con deg X; = d, tali che x ha esattamente d + 1
fattori di lunghezza d in X4 per ogni d > 0.

Non si conosce se il Corollario [3.1.5] sia invece invertibile aggiungendo
I'ipotesi aggiuntiva che la parola sia ricorrente.

Congettura 1. Siano x una parola ricorrente ed {Xg}q~o una famiglia di
codici massimali bifissi finiti con deg Xq = d e Card(F(z) N Xy) = d+1 per
ogni d > 0. Allora x é Sturmiana.

3.2 Periodicita

Nella Sezione [1.2.3] abbiamo dato la nozione di parola definitivamente pe-
riodica. Abbiamo visto, inoltre, che se una parola infinita x € A%, con A
un alfabeto di k caratteri, ¢ tale che Card (AN F(z)) < d+ k — 2 per un
opportuno d > 1 allora essa ¢ definitivamente periodica (Teorema [[2.6]).
Vediamo adesso una generalizzazione di tale risultato.

Siano z € A“ ed X un codice thin massimale bifisso. Per ogni suffisso
infinito y di = si ha F(y) C F(z) e dunque, per 'Equazione 2.3 dp(,)(X) <

Una parola x ¢ detta X -stabile se dp(,)(X) = dp(y)(X) per tutti i suffissi
y di z. Data una parola x € A, il suffisso y di = tale che dp(,(X) sia
minimale ¢ una parola X-stabile.

Esempio 3.2.1. Siano X = a U ba*b ed x = ba®. 1l suffisso ¥ di z ¢ una
parola X-stabile.

Prima di proseguire enunciamo il Teorema della Fattorizzazione Critica

(si veda [9]).
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Data una coppia di parole finite non entrambe vuote (u,v) # (1,1)
consideriamo 'insieme R(u,v) delle parole non vuote comparabili per prefissi
con v e comparabili per suffissi con u, ossia l'insieme

R(u,v) ={re A" | A*un A*r #£ 0 #£vA* NrA*}.

Tale insieme ¢ non vuoto poiché vi appartiene la parola r = vu. Chiamiamo
ripetizione della coppia (u,v) la minima lunghezza rep(u,v) delle parole di

R(u,v).

Teorema 3.2.2 (Teorema della Fattorizzazione Critica). Per ogni parola
w € AT, il valore massimo di rep(p,s), per ogni possibile fattorizzazione
w = ps con p,s € AT, ¢ il periodo di w.

Una fattorizazione (p,s) di una parola w tale che rep(p,s) ¢ il periodo
di w e detta critica. Il Teorema afferma, dunque, che ogni parola ha
una fattorizzazione critica.

Di seguito ci saranno utile anche i seguente risultati.

Lemma 3.2.3. Siano X un codice thin massimale bifisso ed x una parola
X -stabile. La parola x ha un numero infinito di fattori con dp(y) (X) parse
rispetto ad X . Inoltre tali fattori di x potranno essere scelti prefissi.

Dimostrazione. Per ogni fattorizzazione x = uy con u € A* e y € A“ avremo
y X-stabile, ovvero dp(,)(X) = d, quindi y avra un fattore w € F(y) C F'(x)
con d parse. Inoltre scegliendo tale w come prefisso di y avremo che uw &
un prefisso di x con d parse. O

Lemma 3.2.4. Siano x € A¥ una parola infinita ed n > 1 un intero tale
che il periodo di un numero infinito di prefissi di x sia al pit n. Allora x ¢é
periodica.

Dimostrazione. Sia x = agaj--- con a; € A. Avendo un numero infinito
di prefissi di x periodo al piu n ve ne sara un’infinita di essi che avranno
periodo uguale, sia esso p. Per ogni ¢ > 0 vi & un prefisso di z di lunghezza
maggiore di ¢ + p di periodo p. Dunque a; = a;4,, da cui la tesi. O

Siamo adesso pronti per dimostrare la generalizzazione annunciata pri-
ma.

Teorema 3.2.5. Siano X un codice thin massimale bifisso ed x € AY una
parola X -stabile. Se Card (X N F(x)) < dp)(X), allora x & definitivamente
periodica.

Dimostrazione. Siano P = A* \ XA* ed S = A"\ A*X e poniamo d =
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L’insieme X NF'(x) & finito poiché, per ipotesi e per I'Osservazione 2.4.19]
Card (X N F(z)) < d < d(X). Sia n la massima lunghezza delle parole in
X NF(z).

Consideriamo una fattorizzazione * = uwvz con u,w,v € AT, z € A¥
tali che |ul,|v] > n e dx(u) = dx(v) = d. Tale scelta & possibile perché,
essendo x e vz parole X-stabili, per il Lemma [3.2.3] esse avranno un numero
infinito di prefissi con d parse rispetto ad X.

Mostriamo adesso che, per ogni fattorizzazione w = ps, si ha rep(p, s) <
n.

Dall’Equazione sappiamo che dx (up) = dx(sv) = d, dunque vi sono
d suffissi p1 = 1,pa,...,pq di up che sono in P e d prefissi s1 =1, 89,...,84
di sv che sono in S.

Poiche anche upsv ha d parse, per ogni 2 < ¢ < d vi ¢ esattamente un
2 < j < d tale che p;s; € X. Infatti per ogni p; vi ¢, per costruzione,
un prefisso s’ di sv tale che p;s’ € X. Ma tale s’ ¢ appunto uno degli s;.
Possiamo dunque rinumerare gli s; in modo che s; =1 e per 2 < i < d si
abbia z; = p;s; € S. Essendo X un codice massimale bifisso ed up, sv parole
sufficientemente lunghe, esistono xg,x; € X rispettivamente un suffisso di
up ed un prefisso di sv (Figura B.J]).

v b S v
O O
T
U % v
To x1

Figura 3.1: Le d + 1 parole xg,x1,...,24-

Poiché Card (X N F(z)) > d, due delle d+ 1 parole xg, z1, ... x4 saranno
uguali.

o Se xg = z7 allora proprio g = 1 € X N F(x) sara una ripetizione di
(p, s) di lunghezza al pitt n per costruzione. Dunque rep(p, s) < n.

o Se xg = x; con 2 < i < d allora s; sia prefisso di sv sia suffisso di zg e
quindi di up. Dunque rep(p, s) < [s;| < |pisi| = |zi| < n.

o Se x; = x1 con 2 < ¢ < d vale un ragionamento analogo a quello
appena mostrato.

o Sex; =x; con 2 <i< j<dsupponiamo |p;| < |p;|. Siavra p; =p;te
tsj = s; per un opportuno ¢t € A™. Tale t sara sia suffisso di p; e quindi
di up, sia prefisso di s; e quindi di sv. Dunque rep(p, s) < |t| < n.

Riassumendo, per ogni fattorizzazione w = ps si ha rep(p, s) < n. Per il
Teorema della Fattorizzazione Critica il periodo di w sara al piu n. Quindi
un numero infinito di prefissi di ¥ hanno periodo al piu n. Per il Lemma
B24]y ¢ periodica, da cui la tesi. O
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Corollario 3.2.6. Sia z € A“ una parola infinita. Se esiste un codice X
massimale bifisso finito di grado d tale che Card(X N F(x)) < d, allora x ¢
definitivamente periodico.

Dimostrazione. Ogni parola sufficientemente lunga di X ha d parse, quindi
dp(z)(X) = d ed x & X-stabile. Dall'ipotesi Card (X N F'(x)) < d segue, per
il Teorema [3.2.5] la tesi. O

Osservazione 3.2.7. A% & un codice massimale bifisso di grado d. Quindi
il caso k = 2 del Teorema segue dal Corollario

Esempio 3.2.8. Sia X = {a?, a®ba, a®b?, ab, ba?, baba, bab?,ba, b} il codice
massimale bifisso finito mostrato in Figura Sia x € A% tale che X N
F(x) = {a®ba, ab, baba} (i nodi in neretto in Figura 3.2)).

Essendo ba un fattore di x potremo scrivere x = ubay per opportuni u €
A* e y € A¥. La prima lettera di y ¢ b poiché, altrimenti, si avrebbe ba? €
X N F(x); la seconda lettera di y & a poiche, altrimenti, si avrebbe bab?® €
X N F. Da quest’argomento ricaviamo che x = w (ba)” per un’opportuna
parola u € A*.

Figura 3.2: Rappresentazione del codice massimale bifisso X =
{a3, aba, a®b?, ab, ba®, baba, bab?, b%*a, b3}. In neretto X N F(x).

3.3 Parole di ritorno

Siano F' un insieme fattoriale ed u € F'. Definiamo gli insiemi

Rp(u) =Tp)\Tp(w)A", e  Rp(u)=Tk(u)\ A Th(u),
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dove
Fp(u)={z € F|uz € ATunF} e Ip(u) ={z € F| zu € uATNF}.

Nel caso F' = F(z) sia 'insieme dei fattori di una parola infinita x,
gli insiemi I'r(u) e Rp(u) sono detti rispettivamente I'insieme delle parole
di ritorno destre e I'insieme delle parole di primo ritorno destre di u in x.
Analogamente I'(u) e Rjz(u) sono rispettivamente gli insiemi delle parole
di ritorno sinistre e delle parole di primo ritorno sinistre di u in x.

Si ha una semplice relazione tra Rp(u) e Rpu, ossia

uRp(u) = Rp(u)u. (3.2)

Le parole nell’insieme definito nell’Equazione sono dette parole di
ritorno complete (si veda [§]).

Esempio 3.3.1. Sia F' l'insieme di Fibonacci. Gli insiemi delle parole di
primo ritorno destre e sinistre sono date nella Tabella 3.3

U 1 a b aa ab ba aab

Rie(u) a a ab baa ab ba aab
b ba aab babaa aab aba abaab

Rlo(u) a a ba aab ab ba aab
F b ab baa aabab aba baa aabab

Una parola z ¢ Sturmiana se e solo se per ogni u € F(z) siha Card (R (u))
= 2 (si veda []). Inoltre vale il seguente risultato (si veda [8]) che lega il
Teorema [2.2.5] e le parole di ritorno.

Proposizione 3.3.2. Siano s una parola episturmiana standard su A, A =
agpay - - - la sua parola direttiva e (uy,) la sequenza dei suoi prefissi palindromi.

Allora

(i) Le parole di primo ritorno sinistro di u, sono le parole qq...q, (@)
con a € A.

(ii) Per ogni u € F(s) esistonon >0 e z € A* tali che le parole di primo
ritorno sinistro di u sono le parole zyz~' al variare diy € R (uy,).

Da questa Proposizione segue il seguente Corollario.

Corollario 3.3.3. Sia F' un insieme Sturmiano. Per ogniu € F, gli insiemi
Rp(u) sono una base del gruppo libero A°.
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Dimostrazione. Sia s una parola episturmiana stretta standard tale che
F = F(s). Dal punto (i) della Proposizione sappiamo che R':(uy,)
e 'immagine di A tramite 'automorfismo v4,...q, , € dunque una base del
gruppo libero su A. Dal punto (iz) della stessa Proposizione ricaviamo che
anche Rp(u) € una base, in quanto immagine tramite l'automorfismo di
coniugazione per z di R’.(u,) per opportuni z € A* e n > 0. U

Quanto mostrato nel Corollario B:3.3] vale anche per gli insiemi R (u).
Infatti per I'Equazione gli insiemi Rp(u) e R (u) sono coniugati nel
gruppo libero, ovvero esiste un automorfismo, la coniugazione tramite u,
che manda il primo nel secondo.

3.4 Basi di sottogruppi

Prima di proseguire abbiamo bisogno di alcuni risultati preliminari. Il
seguente Lemma ¢ dimostrato in [I, Proposizione 6.6.1].

Lemma 3.4.1. Siano F un insieme Sturmiano ed X C F un codice F'-
massimale bifisso finito. Allora (X)NF = X*NF.

Lemma 3.4.2. Siano F un insieme Sturmiano ed X C F un codice F-
massimale bifisso finito. Ogni classe laterale destra del sottogruppo H gene-
rato da X contiene al piu un prefisso proprio di X speciale a destra.

Dimostrazione. Sia ) I'insieme dei prefissi propri di X che sono speciali a
destra e siano p, ¢ € @Q tali che Hp = Hq. Da p € Hq ricaviamo che esistera
una parola u € F tale che p = uq. Dunque Huq = Hq, da cui Hu = H,
ovvero u € H. Per il Lemma BZTlsi hauvw € (X)NF = X*NF C X*
Essendo p un prefisso proprio di X si ha necessariamente v = 1, da cui

p=q. O

Lemma 3.4.3. Siano F un insieme Sturmiano, d > 1 un intero ed X C F
un codice F-massimale bifisso di F-grado d. Siano P l'insieme dei prefissi
propri di X, Q@ C P linsieme delle parole in P che sono speciali a destra ed
H il sottogruppo generato da X. Allora l’insieme

V={veA®|Quv C HQ}
& un sottogruppo di A°.

Dimostrazione. Chiaramente 1 € V.

Ogni v € V definisce una permutazione su @, ovvero possiamo pensare
V C §(Q). Infatti se p,q € @ sono tali che pv,qu € Hr per un’opportuna
parola r € @, allora rv~' € HpN Hq. Per quanto visto nella Sottosezione
[LT3l cio implica Hp = Hq e dunque, per il Lemma 342 p = q.
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Gli inversi di elementi di V stanno ancora in V. Infatti, poiché ogni
v € V definisce una permutazione su @), per ogni g € () esiste un p € @ tale
che pv € Hq. Dunque quv~! € Hp, ovvero anche v=' € V

Infine V' & chiuso rispetto al prodotto. Infatti dati v,w € V si ha la
catena di inclusioni Quw C HQw C H(Q e dunque vw € V. O

Siamo adesso in grado di provare il seguente risultato

Teorema 3.4.4 (Teorema dalla Base Sturmiana). Siano F' un insieme Stur-
miano e d > 1 un intero. Un codice bifisso X C F ¢ una base di un sot-
togruppo di indice d di A° se e solo se esso & F-massimale bifisso finito di
F-grado d.

Dimostrazione.

(<) Siano X un codice F-massimale bifisso di F-grado de P, Q, H eV
come nel Lemma [3.4.3] Dunque V' < A°.

Per il Lemma [B.1.1] esiste una parola u speciale a destra tale che
dx(u) = d e1i cui d suffissi che sono in P sono in Q. Per il Teorema
[2.4.20] tale parola u non sara in H(X).

Mostriamo che l'insieme Rp(u) delle parole di primo ritorno di w ¢
contenuto in V. Infatti, siano ¢ € Q ed y € Rp(u). Per definizione
di Rp(u) si avra uy € F. Poiché ¢ € un suffisso di u, gy sard un
suffisso di uy e dunque anche qy € F. Allora, essendo X un codice
F-massimale, esistera una parola r € P tale che qy € X*r. Tale r ¢
un elemento di Q. Infatti, per la Formula esistera una parola 3’
tale che uy = y'u. Per cui r ¢ suffisso di y'u e se, per assurdo, si avesse
|r| > |u| si avrebbe u € H(X), in contraddizione con quanto detto
sopra (Figura B.3]). Dunque r ¢ un suffisso di v e quindi r € Q

O O
U Y
O O
q
O
r
O O

Figura 3.3: Una parola y € Rp(u).

Essendo X* C @ per ipotesi, si ha qy € X*r € HQ. Ovvero y € V,
da cui Rp(u) C V.

V' & un sottogruppo di A° (per il Lemma [3.4.3]) che contiene Rp(u)
e poiché, per il Corollario B33l il gruppo generato da Rp(u) ¢ A°,
abbiamo V = A°.
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Dunque per ogni w € A° si ha Qw C HQ. In particolare, essendo
1€ @, si haweée HQ per ogni w € A°, ovvero A° = H(Q). Dal fatto
che Card (Q) = d e che le classi laterali Hq al variare di ¢ € @ sono
a due a due disgiunte, ricaviamo che H ¢ un sottogruppo di indice d
di A°, ovvero che [A° : (X)] = d. Dalla Formula di Schreier [[3] e dal
Teorema della Cardinalita (Teorema [B.1.3]) ricaviamo che una base di
(X) e proprio X.

(=) Sia X C F un codice bifisso base del gruppo H = (X) < A° con
indice [A° : H|] = d. Dalla Formula di Schreier [[3 si ha Card (X) =
(k—1)d+1 con k = Card (A). Il caso k = 1 & banale; supponiamo
quindi k > 2. Per il Teorema [2.4.33] esisteranno un intero d’ > 0 ed un
codice Y F-massimale bifisso di F-grado d’ con X CY.

Dalla prima parte della dimostrazione sappiamo che Y € una base di
un sottogruppo K = (Y) < A° con indice [A°: K] =d. Da X CY
otterremo H < K, da cui ricaviamo, per la Formula [[LT] che d ¢ un
multiplo di d'.

Per il Teorema della Cardinalita (Teorema B.I.3) si ha Card (Y) =
(k—1)d +1 e dunque, essendo X C Y, (k—1)d+1< (k—1)d +1,
ovvero d' < d.

Quindi d ¢ un multiplo di d’ con d’ < d, ovvero d = e e, dunque,
X=Y.

O

Osservazione 3.4.5. Dal Teorema della Base Sturmiana discende, in parti-
colare, il Teorema della Cardinalita gia visto nella sezione Bl Infatti siano
F un insieme Sturmiano su un alfabeto A di k lettere ed X un codice F-
massimale bifisso finito di F-grado d. Per il Teorema [B.4.4] il sottogruppo
(X) del gruppo libero A° ha rango Card (X) ed indice d. Dunque per la
Formula di Schreier [[3]si ha Card (X) = (Card (A) — 1) + 1.

Corollario 3.4.6. Siano F' un insieme Sturmiano e d > 1 un intero.
L’insieme di parole in F N A? ¢ una base del sottogruppo (A?) di A°.

Dimostrazione. L’insieme A¢ ¢ un codice massimale bifisso, I'insieme F'NA?
¢ un codice bifisso finito e, per il Corollario Z4.23] F-massimale bifisso di F-
grado d. Dunque (F N A%) &, per il Teorema [3.42.4] una base del sottogruppo
(A9, O

Nella Sottosezione si e definito il concetto di codice di gruppo. Un
codice di gruppo Z, ossia un sottomonoide tale che Z* = HNA* per qualche
sottogruppo H < A° di indice d del gruppo libero, ¢ un codice massimale
bifisso di grado d (si veda [1, Proposizione 6.1.5]).

1l seguente Corollario mostra che ogni sottogruppo di A° di indice finito
ha una base contenuta in ogni insieme Sturmiano F'.
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Corollario 3.4.7. Sia F' un insieme Sturmiano e consideriamo la funzione
che manda i sottoinsiemi X C F nei sottogruppi (X) < A°. Vi é una
biezione tra linsieme dei codici F-massimali bifissi di F'-grado d e quello
dei sottogruppi di A° di indice d. In particolare il sottogruppo (X) avra
come base proprio il codice bifisso X. La biezione inversa associa ad ogni
sottogruppo H < A° del gruppo libero linsieme Z N F con Z il codice di
gruppo che € generatore minimale del sottomonoide H N A* di A*.

Dimostrazione. Sia X un codice F-massimale bifisso di F-gado d. Se X ¢
finito allora, per il Teorema [B.4.4], si ha (X) < A° sottogruppo di indice d.

Viceversa, siano H < A° & un sottogruppo di indice d e Z il codice di
gruppo tale che Z* = H N A*. Per il Corollario 24.23] I'insieme X = ZNF
¢ un codice F-thin ed F-massimale bifisso di F-grado d’ < d. Inoltre per il
Teorema [24.33] X & finito. Dunque, dal Teorema [B.4.4] ricaviamo che (X) &
un sottogruppo di A° di indice d’.

Dalla catena di inclusioni X = ZNF C Z C Z* = HNA* C H
ricaviamo che (X) & un sottogruppo di H e, per la Formula [IT] si ha che d’
¢ un multiplo di d. Dunque d' = d ed (X) = H.

Sia, infine, X un codice F-massimale bifisso di F-grado d. Per il Teorema
B44 H = (X) & un sottogruppo di indice d di A°. Siano Z il codice di
gruppo tale che Z* = HNA*ed Y = ZNF. Allora X C Y poiché Z un
codice massimale bifisso si ha X C Z e per costruzione X C F. Ma allora
X =Y, essendo X F-massimale bifisso. Dunque le due funzioni sono 'una
I'inversa dell’altra. O

Dal Corollario 347 ricaviamo, in particolare, che ogni sottogruppo di
A° di indice finito & positivamente generato.

Il Teorema della Base Sturmiana ci permette, inoltre, dato un insieme
Sturmiano, di contare i codici F-massimali bifissi finiti. Infatti Hall ha dato
una formula per il numero di sottogruppi di indice d nel gruppo libero di
rango k (si veda [7, Teorema 5.2]).

Corollario 3.4.8. Sia F' un insieme Sturmiano su un alfabeto di k lettere.
Il numero Ngqy, di codici X C F F-massimali bifissi finiti di F-grado d ¢
dato ricorsivamente da Ny =1 e

d—1

N =d(d)* " => " ((d = 1)) Ny
i=1

Nel caso k = 2, ad esempio, la formula ¢

d—1
Nyo=dd — Z(d —1)IN;o.

i=1



Capitolo 4

Gruppi Sintattici

Un ruolo fondamentale nella descrizione di monoidi finiti & data dallo studio
dei gruppi contenuti dentro questi (si veda Sottosezione [L1.3)). Una parte
importante della teoria degli automi e relativa proprio allo studio dei gruppi
contenuti nel monoide sintattico. Dato un monoide di trasformazioni M su
un insieme finito ), definito da un insieme finito di generatori, € in generale
non banale lo studio dei gruppi contenuti in M.

Di seguito considereremo il caso in cui i monoidi di trasformazioni sono
particolari monoidi sintattici (si veda la Sottosezione [[L34]), ovvero monoidi
di transizione di automi minimali che riconoscono il sottomonoide generato
da un codice prefisso X. Nella Sezione [4.1]si definiranno i gruppi di olono-
mia ed i gruppi sintattici e si esporranno due diversi metodi per calcolare
I'insieme di generatori di un gruppo di olonomia.

Nella Sezione studieremo le relazioni di Green, uno strumento fon-
damentale in Teoria dei Semigruppi.

Nella Sezione 4] si enunciera la Congettura del rango (Congettura [2])
proposta da D. Perrin e mostriamo sia che essa ¢ valida nel caso di alfabeti
binari (Teorema[£.4.7]) sia che essa non puo esser migliorata (Teorema [4.4.5]).

Infine nella Sezione mostreremo come per una particolare classe di
codici prefissi tutti i gruppi sintattici propri sono ciclici, finiti e regolari.

4.1 Gruppi di olonomia

Siano @ un insieme finito ed M un monoide di trasformazioni su Q. Per
ogni sottoinsieme I C () definiamo lo stabilizzatore di I come l'insieme

Stab(l) ={m € M |mI =1}.
La restrizione di Stab([) all’insieme I, che indicheremo con Stab(I)|;, &€ un

gruppo di permutazioni detto gruppo di olonomia di M relativo ad I. Esso
sara denotato con Group([]).

71
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Ricordiamo la definizione data nella Sottosezione [LI1.3] di gruppo in un
monoide. Sia M un monoide. Un gruppo in M & un sottosemigruppo di M
che & isomorfo ad un gruppo. In generale I’elemento neutro di un gruppo in
M non ¢ 1,7, ma solo un idempotente del monoide.

Diremo che un gruppo in M ¢ massimale se non & contenuto propria-
mente in alcun altro gruppo in M. Per ogni idempotente e € M vi &€ un
unico gruppo massimale in M contenente e. Esso ¢ denotato con G(e).

Proposizione 4.1.1. Siano M un monoide di trasformazioni su Q e G un
gruppo in M. Tutti gli elementi di G hanno la stessa immagine I. La restri-
zione degli elementi di G alla loro immagine comune é una rappresentazione
fedele di G come gruppo di permutazioni su 1.

Dimostrazione. Siano g,h € G. Mostriamo che essi hanno la stessa im-
magine. Sia k l'inverso di g in G. Allora h = hkg, da cui ricaviamo che
h = (1-(hk))-g € Mg. Analogamente si ottiene g € Mh. Dunque Mg = Mh.
Chiamiamo I 'immagine comune degli elementi di G.

G & un gruppo di permutazioni su /. Infatti sia e I’elemento neutro di
G. Per ogni p € I sia ¢ € Q tale che ge = p. Allora pe = ge? = ge = p.
Dunque e & l'identita anche su I. Inoltre ogni g € G possiede un inverso k
e tale elemento ¢ tale che gk = kg = e. Dunque ¢g ¢ una permutazione su [
per ogni g € G.

Infine mostriamo che la rappresentazione di G come gruppo di permu-
tazioni su I & fedele. Siano g,¢’ € G tali che la loro restrizione su I & la
stessa, ossia g|; = ¢'|;. Allora per ogni p € Q si ha pg = p(eg) = (pe)g =
pg = (pe)g = p(eg’) = pg’, poiché pe € I. Dunque g = ¢'. O

Il gruppo di permutazioni formato dalle restrizioni delle funzioni di G
rispetto alllimmagine comune & detta rappresentazione canonica di G. La
rappresentazione canonica del gruppo G(e) ¢ denotata con G.. Tale rappre-
sentazione ¢ fedele per la Proposizione 1.1l

Per ogni insieme I C @ esiste un idempotente e € M tale che I C Qe,
infatti basta scegliere e = 1j;. Diremo che un idempotente e € M ricopre
esattamente l'insieme I se I C Qe e ge € minimale per tale proprieta.

Osservazione 4.1.2. Ogni idempotente e ricopre esattamente 'insieme Qe.

Osservazione 4.1.3. Sia e un idempotente che ricopre esattamente un in-
sieme I. Allora e € Stab(I). Infatti, essendo I C Qe, possiamo scrivere ogni
i € I come i = ge per un opportuno ¢ € Q. Dunque ie = ge? = ge = i, da
cui, in particolare, Ie = I.

Il seguente Lemma mostra come per ogni insieme [ il gruppo di olonomia

di M relativo ad I si ottiene come restrizione ad I di un gruppo in M.

Lemma 4.1.4. Siano QQ un insieme finito, M un monoide di trasformazioni
su@, I CQ ede € M un idempotente che ricopre esattamente I. Allora
Group(I) é la restrizione ad I del gruppo H = G(e) N Stab(I).
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Dimostrazione. Dato un elemento di H C Stab(I), la sua restrizione ad I ¢,
per costruzione, in Group(I).

Viceversa mostriamo che ogni elemento di Group(I) ¢ ottenuto come
restrizione ad I di un elemento di H. Siano m € Stab([) e consideriamo
Ielemento g = eme. Essendo M finito esistera un intero n tale che h = g™ ¢
un idempotente. Esso appartiene a Stab(I), poiché per 1’Osservazione 1.3
e € Stab(I) e quindi anche g = eme ed h = ¢g" sono elementi di Stab(I).
Dunque I C Qh. D’altra parte, pero, h € Me da cui Qh C Qe. Dalla
minimalita di Qe ricaviamo Qh = Qe e quindi h = e.

Il sottomonoide generato da g € percido un gruppo ciclico contenente e,
il che implica che g € G(e) e dunque g € H. Cio mostra che m|; = g|7, da
cui la tesi. O

La seguente Proposizione ci mostra che, dato un monoide M, ogni gruppo
di olonomia relativo all’immagine di un idempotente ¢ isomorfo ad un gruppo
massimale in M.

Proposizione 4.1.5. Siano QQ un insieme finito, M un monoide di tra-
sformazioni su Q, e € M un idempotente ed I = Qe. allora Group(I) =
Ge.

Dimostrazione. Dato un g € G(e) si ha, per la Proposizione 11l Ig =
Ie = Qe? = Qe = I, ovvero G(e) C Stab(I).

Per il Lemma E.T.4] Group(I) = (G(e) N Stab(I)) |1 = G(e)|r, che &, per
definizione, Ge. O

Dato un automa A definiamo un gruppo di olonomia di A un gruppo di
olonomia del monoide di transizione ¢ 4(A*).

Siano A un automa, I C @ e w € A* tale che p4(w) € Stab(I). Allora
wA(w)|;r & una permutazione appartenente a Group(I). Essa sara detta
permutazione su I definita da w.

Esempio 4.1.6. Sia A = ({1,...5},1,1) 'automa rappresentato in Figura
A1l L’elemento ¢ 4(a®) & un idempotente che ricopre esattamente 1'insieme
I ={1,2,3}. Come si puo vedere anche dalla Figura[d.2li due elementi ¢ 4(a)
e p(baa) sono entrambi in Stab(I). Group(I) contiene le permutazioni
(123) e (23) definite rispettivamente da a e baa. Dunque Group(l) = Ss.

Siano X un codice prefisso, A = A(X™*) 'automa minimale di X* ed
M = ¢ 4(A*) il monoide di transizione di A. Un gruppo sintattico di X ¢
un gruppo di olonomia di M relativo all'immagine di un idempotente di M.

Dunque, per la Proposizione .15l un gruppo sintattico di X sara del
tipo Group(I) con I = Qe, dove @ ¢ l'insieme degli stati di A ed e ¢ un
idempotente di M.
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Figura 4.2: Azione delle lettere sui 3-sottoinsiemi di Q).

Di seguito esponiamo due diversi metodi per calcolare 'insieme di ge-
neratori di un gruppo d’olonomia, e quindi in particolare di un gruppo sin-
tattico. Il primo consiste nel calcolare la rappresenzatione si Schiitzenber-
ger del monoide di trasformazione. La seconda usa il concetto di gruppo
fondamentale.

4.1.1 Rappresentazione di Schiitzenberger

Siano () un insieme finito, M un monoide di trasformazioni su @), e € M un
idempotente ed I = Qe. Consideriamo la famiglia di sottoinsiemi di @

Z={JCQ|Im=J, Jm =1 per opportuni m,n € M}.
Per ogni J € Z poniamo my, m/; gli elementi di M tali che
Imy=J, Jm,,=1 con emym/=e,

e ponendo, in particolare, m; = m/ = e.
Si dimostra che & sempre possibile scegliere degli m y, m/; di tal sorta.

Osservazione 4.1.7. Per ogni J € T si ha Jm/;m; = J. In effetti vale un
risultato pit forte: la restrizione di m/;m; a J & I'identita su J. Infatti per
ogni j € J esistera un ¢ € [ tale che 7 = ¢mj . Dunque

jmf]mJ:imjmf]mjziem]mf]m]:iemJ:imJ:j.
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Per ogni J, K € Z ed m € M tali che Jm = K consideriamo la restrizione
(mgmm/)|r. Tale elemento sard, per costruzione, in Group(G) e verra
denotato (J,m, K).

Dati J,K,L CZ e m,n € M tali che Jm = K e Kn = L allora vale la
formula

(J,m,K)(K,n,L) = (J,mn, L).
Infatti, per ogni ¢ € I si ha
i(J,m, K)(K,n, L) = imymmlymgnm, = imymnm’ = i(J,mn, L).

La seguente Proposizione ¢ un caso particolare di un risultato noto (si
veda [4, Proposizione 9.2.1]).

Proposizione 4.1.8. Siano Q un insieme finito, I C Q) un suo sottoinsie-
me, M un monoide di trasformazioni su Q ed S un insieme di generatori di
M. Le permutazioni (J,m, K) = mymm/y|r al variare dim € S, e J,K € T
tali che Jm = K, formano un insieme di generatori del gruppo Group(I).

Dato un monoide di trasformazioni M ed un suo idempotente ¢ € M de-
finiamo la rappresentazione di Schiitzenberger di M relativa ad e la funzione
w: M — Mat(Z,Z) che associa ad un elemento m € M la matrice quadrata
con elementi in Group(/) U0 definita da

(Jym,K) se Jm=K
pm)rk =93 4
Quando M ¢ il monoide di transizione di un automa A, la rappresentazio-
ne di Schiitzenberger puo essere vista come un transduttore, come mostrato
nel seguente Esempio.

Esempio 4.1.9. Sia A l'automa dell’Esempio Come gia visto l'e-
lemento ¢ 4(a®) & un idempotente che ricopre esattamente l'insieme I =
{1,2,3}.

L’insieme Z & composto dai tre elementi I, J = {1,4,5} e K = {1,2,5}.
Notiamo che

altrimenti.

Ib=J, Ja*ba® =1 e (azbaQ)(b)L] =1y

Iba = K, Kaba®> =1 e (aba®)(ba)|x = 1k.
Possiamo dunque scegliere m; = (), m’; = pa(a*ba?),mg = p(ba) e
my = p.a(aba®).

La rappresentazione di Schiitzenberger di ¢ 4(A*) relativa all’idempo-
tente @ .4(a®) pud esser rappresentata tramite il transduttore della Figura
43l

Per la Proposizione [.1.8], un insieme di generatori di ¢ 4(A*) & dato da
(123), (23). Infatti (I,a,I) = a®aa®|; = (123), (I,b,J) = a3ba’ba?|; = (1),
(J,a, K) = baaba?|; = (1), e (K,a,I) = baaa®|; = (23). Cid & coerente con
quanto gia visto nell’Esempio
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al(23)

Figura 4.3: Rappresentazione di Schiitzenberger di ¢4+ relativa
all'idempotente o 4(a?).

4.1.2 Gruppo fondamentale

Siano A un automa su un insieme finito Q) di stati, M il monoide di tran-
sizione di A, e € M un idempotente, I = Qe ed Z = {J C Q | Im =
J, Jm = I per opportuni m,n € M}. Sia G il grafo etichettato con vertici
gli elementi di Z e lati elementi dell’insieme E = {(J,a,K) | J,K € Z,a €
A con Ja = K}.

Osservazione 4.1.10. Il grafo G cosi definito ¢ un grafo fortemente con-
nesso.

Se f = (J,a,K) & un lato di G, chiameremo lato inverso di f, il lato
f~1 = (K,a,J). 1l grafo avente gli stessi vertici di G e per lati i lati inversi
di quelli di G sara detto grafo inverso di G.

Analogamente a quanto gia visto nella Sottosezione [L3.5] definiamo cam-
mino generalizzato in G una sequenza di lati consecutivi con etichette in
AU A. Le etichette dei cammini generalizzati saranno elementi del gruppo
libero A°, ossia classi di equivalenza di cammini generalizzati con rappresen-
tante minimale un cammino semplificato, cioé la cui etichetta non contiene
fattori del tipo aa con a € AU A.

I cammini generalizzati da I ad I vengono detti anche lacci con base
in I. Generalizzando la nozione di sottogruppo descritto dall’automa della
Sottosezione [L3.5], definiamo gruppo fondamentale rispetto al punto I 'in-
sieme H dei lacci con base in I. E ben noto che H & un gruppo libero e che
una sua base puo essere ottenuta come segue.

Consideriamo T' C E uno spanning tree del grafo G con radice I. Essendo
G fortemente connesso, per ogni J € Z vi sara un unico cammino py in T’
da I a J. E ben noto che linsieme

X ={psfr | f=(J,a,K) € E\T}.

¢ una base di H, chiamata la base di Schreier relativa a T'.

Analogamente consideriamo S C F tale che S~! sia uno spanning tree
del grafo inverso a G con radice I. Per ogni J € G vi sara un unico cammino
qyin S da Jin [I.

Fissiamo T ed S e poniamo pj e ¢y al variare di J € Z come sopra.



4.1. GRUPPI DI OLONOMIA 7

Lemma 4.1.11. Siano Y = {psfax | (J,a,K) € E\T} edY' ={psfqx |
(Jya,K) € E}. AlloraY =Y.

Dimostrazione. Chiaramente Y C Y.

Dimostriamo 'inclusione inversa mostrando, per induzione sulla lunghez-
za di gk, che pyfqx € Y anche quando f = (J,a,K) € T. Essendo T un
albero, sicuramente K # [ e dunque gx ¢ un cammino non vuoto. Sia
g = (K,b,L) il primo lato di gx. L’insieme dei cammini in S & chiuso
per suffissi, quindi potremo scrivere gx = qqr. Analogamente, essendo T'
un albero, si avra pg = pyf. Per ipotesi induttiva prqqr, € Y, e poiché
psfax = prqgr la tesi ¢ dimostrata. O

Proposizione 4.1.12. L'insieme Y = {psjfarx | f = (J,a,K) € E\T} ¢
una base di H.

Dimostrazione. Sia X la base di Schreier di H relativa a T. Chiaramente
Y C H = (X). Proviamo che X C (Y). Per far cido mostriamo che per
ciascun f = (J,a,K) € E\T si ha p;fpx' € (V).

Cio e vero se gx € vuoto, poiché pyf € X NY. Altrimenti, essen-
do S chiuso per prefissi, possiamo scrivere qx = gqr con g = (K,b, L).
Dunque pyfax = pif(pg'pr)gar = (prfpE')(prgar), da cui pyfpy' =
(psfar) (]9Kqu)_1 € (Y) poiché psfqx € Y per definizione e pxgqr, € Y
per il Lemma AT.1T1 O

Dalla Proposizione .T.T2] segue che per ogni scelta della coppia (7, S),
Y ¢ un insieme di generatori per Group(/), come mostrato nel seguente
Corollario.

Corollario 4.1.13. Le restrizioni ad I delle etichette degli elementi di Y
generano Group(I).

Dimostrazione. Per quanto visto nella Proposizione LT.12] le etichette degli
elementi di Y formano il sottomonoide Stab(/). Dunque la loro restrizione
ad I forma il gruppo Group(I). O

Osservazione 4.1.14. Per come abbiamo definito Y ogni elemento appare
una sola volta. Infatti supponiamo esistano due lati f = (J,a,K) ed f' =
(J',d',K") con pyfax = pyf'qx: e py prefisso proprio di py. Allora f sara
un lato del cammino pj e dunque sara in T contraddicendo la scelta di
feE\T.

Esempio 4.1.15. Consideriamo 'automa dell’Esempio [£.1.6] I'idempotente
@a(a®) e I'insieme I = {1,2,3} da esso ricoperto. Il gruppo H & generato
da

H={((1,a,I),(I,baa,l)).

I1 gruppo Group(!) ¢ generato da w4(a)|r = (123) e p.4(baa)|r = (23).
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4.2 Relazioni di Green

Definiamo di seguito le relazioni di Green per un monoide M (si vedano [4]
e [I4]). Esse furono introdotte da J.A. Green nel 1951 e rappresentano una
generalizzazione della naturale divisione tra interi al caso non commutativo
dei semigruppi (e dunque dei monoidi).

Ricordiamo che una relazione sara detta preordine se essa ¢ riflessi-
va e transitiva, un ordine (parziale) se ¢ un preordine antisimmetrico ed
un’equivalenza se ¢ un preordine simmetrico. Se <x ¢ un preordine, la re-
lazione ~i, o K, definita da x ~x¢ y < = <x y e y <k x & un’equivalenza
detta relazione di equivalenza associata ad <g.

Sia, di seguito, M un monoide. Definiamo le quattro relazioni di preor-
dine <g, <z, <7 e <3 come segue

m<gpn <= m =nu per qualche u € M,
m<yn <= m =un per qualche u € M,
m<gn <= m=unv per qualche u,v € M,
m<yn < mIgrnem<,n.

Come gia detto, tali relazioni possono essere considerate come una ge-
naralizzazione non commutativa della nozione di prodotto tra interi. Ad
esempio, si avra m < n se m e un multiplo destro di n, nel senso che si
puo ottenere m moltiplicando n a destra per un opportuno elemento di M.

Si possono riformulare le definizioni date in termini di ideali. Ovvero

m<rn <= mM CnM,

m<yn <= MmC Mn,

m<gn < MmM C MnM,
m<yn < mMCnMeMmC Mn.

La connessione tra i quattro preordini ¢ rappresentata nel diagramma in

Figura (441

m<Rn

7N\

m SH n m S gn
m<rn
Figura 4.4: Connessione tra i preordini <r, <p, <7 e <g.
Le equivalenze associate alle quattro relazioni di preordine sopra definite

sono dette relazioni di Green e sono denotate rispettivamente con R, £, J
e H. Dunque si ha
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mRn <= mM =nM,

mln <= Mm = Mn,

mJn <= MmM = MnM,

mHn <= mM =nM e Mm = Mn.

Osservazione 4.2.1. Analogamente a quanto visto nel diagramma in Fi-
gura [44] si ha, vedendo le relazioni come sottoinsiemi di M x M,

RCJ, LCT e H=RNL.

Proposizione 4.2.2. Le due relazioni di equivalenza R e L commutano,

ovvero RL = LR.

Dimostrazione. Dimostriamo che dati m,n € M tali che mRLn allora si
avra mLRn. L’implicazione inversa sara simmetrica.

Sia p € M tale che mRp e pLn. Allora, per definizione, esisteranno
u,u’,v,v" € M tali che p = mu, m = pu’, n = vp e p=v'n. Sia g = vm.
Allora qRn, infatti

g=vm=ov(pu) = (vp)u' =nu’ e n=wvp=rvimu)=(vm)u = qu.

Inoltre mLq, infatti

m=pu = (Vn)u' =v'(nu') =v'q e ¢q=vm per definizione.

Dunque mLqgRn, da cui la tesi. ]

Poiche per la Proposizione .2.2] le due relazioni R e £ commutano,
possiamo definire la relazione di equivalenza D = RL = LR.

Osservazione 4.2.3. Vedendo le relazioni come sottoinsiemi di M x M si

ha
HCR,LCDCJ.

Possiamo rappresentare la connessione tra le cinque relazioni di Green tra-
mite il diagramma in Figura

Si puo dimostrare che, nel caso di monoidi finiti, D = 7.

Le D-classi possono essere rappresentate tramite uno schema detto “sca-
tola delle uova” come in FiguraZGl Le R-classi contenute dentro la D-classe
sono rappresentate tramite le righe, mentre le £-classi tramite le colonne. I
quadrati ottenuti dalle intersezioni tra R-classi ed L-classi sono le H-classi.
La presenza di un idempotente all’interno di una #H-classe e indicata tramite
un asterisco.

La forma regolare delle H-classi nella Figura ¢ data dalla seguente
Proposizione (si veda [4, Proposizione 1.12.3]).
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Figura 4.5: Connessioni tra le relazioni R, L, J,D e D.

Ly Lo Ls Ly Ly Lg
Ry| * *
Ry *
Rs *
Ry * *

Figura 4.6: Una D-classe contenente alcuni idempotenti.

Proposizione 4.2.4. Data una D-classe, le H-classi contenute in esse
hanno tutte la stessa cardinalita.

Denoteremo con L(m) (risp. R(m), D(m), H(m)) la L-classe (risp. R-
classe, D-classe, H-classe) dell’elemento m € M. Con tale notazione si
avra

H(m)=R(m)NL(m) e R(m),L(m)C D(m).
Lemma 4.2.5. Siano M un monoide ed e € M un idempotente. Allora
H{(e) ¢ il gruppo delle unita del monoide eMe.
Dimostrazione.

(C) Sia m € H(e). Esisteranno degli elementi u,u’,v,v" € M tali che

!/ /
e=mu, m=eu, e=vm, M=Ue.

20 = elen!) = em = e(v'e) = (ev')e? = e(v'e)e =

eme € eMe e, in particolare, me = em = m. Inoltre m & invertibile
sia a destra che a sinistra in M, infatti

Alloram =eu =e

m(eue) = (me)(ue) = mue = (mu)e = e* = e

(eve)m = (ev)(em) = evm = e = e.

Dunque m appartiene al gruppo delle unita di eMe.
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(D) Sia m € eMe un elmento invertibile sia a destra che a sinistra in M.
Allora esisteranno u,v € M tali che mu = vm = e. Essendo eMe C M
si ha, per quanto visto prima, me = em = e. Dunque mHe.

O

Il monoide eMe & chiamato monoide localizzato in e. Esso ¢ il piu grande
monoide contenuto in M avente e come elemento neutro.

Il Lemma precedente permette di ricavare un’importante proprieta sulle
H-classi.

Proposizione 4.2.6. Un’H-classe di un monoide M ¢é un gruppo se e solo
se essa contiene un idempotente.

Dimostrazione. In ogni gruppo l'identita &, banalmente, un idempotente.
Viceversa, se H ¢ una H-classe contenente un idempotente e, allora H =
H(e) & un gruppo per quanto visto nel Lemma [£.2.5] O

Per ogni idempotente e € M, dunque H(e) ¢ un gruppo. La seguente
Proposizione mostra che H(e) = G(e), ovvero che H(e) ¢ I'unico gruppo
massimale in M contenente e.

Proposizione 4.2.7. Ogni gruppo G in M é contenuto in una H-classe.

Dimostrazione. Sia G C M un gruppo con identita e. Per ogni s € G
esistera un elmento ¢t € GG inverso di s. Dunque si avra

s=se, e=st, ed s=es, e=ts.
Dunque sHe per ogni s € G, da cui G C H (e). O

Si puo dimostrare che tutti i gruppi massimali in M contenuti in una
D-classe, che per quanto appena visto sono della forma H(e) con e € D un
idempotente, sono tra loro isomorfi (si veda [14]). Ognuno di essi ¢ detto
gruppo di Schitzenberger di D.

11 seguente risultato ¢ noto come Lemma di Clifford e Miller (si veda [4]
Proposizione 1.12.6]).

Lemma 4.2.8 (Clifford e Miller). Siano M un monoide ed m,n € M.
Allora mn € R(m) N L(n) <= R(n)N L(m) contiene un idempotente.

Studiamo adesso un’importante famiglia di D-classi.

Proposizione 4.2.9. Siano M un monoide e D una sua D-classe. Allora
le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) D contiene un idempotente;

(7i) ogni R-classe di D contiene un idempotente;



82 CAPITOLO 4. GRUPPI SINTATTICI

(791) ogni L-classe di D contiene un idempotente.

Dimostrazione. Le implicazioni (i7) = (i) e (¢i¢) = (i) sono banali. Dimo-
striamo soltanto I'implicazione (i) = (i¢). L’implicazione (i) = (iii) sara
analoga.

Siano e € D un idempotente ed R una R-classe di D. La H-classe
H = L(e) N R ¢ non vuota poiché, per la Proposizione £.2.4] Card (H) =
Card (R(e) N H(e)) > 1. Preso un elemento n € H, si ha, essendo H C L(e),
nLe e dunque

per opportuni v, v’ € M.
Sia m = ev’. Allora mn = e, infatti

mn = (ev')n = e(v/n) = e? =e.
Quindi, essendo ¢ = mn e m = ev’ si ha mRe. Da cio ricaviamo che
e = mn € R(m) N L(n) e dunque, per il Lemma di Clifford e Miller, che
R(n)NL(m) contiene un idempotente. Dall’inclusione R(n)NL(m) C R(n) =
R otteniamo la tesi. O

Una D-classe soddisfacente una delle condizioni equivalenti della Propo-
sizione ¢ detta regolare.

Consideriamo adesso il caso in cui M sia un monoide di trasformazioni
su un insieme finito (). In tal caso le rappresentazioni canoniche dei gruppi
H(e) sono dei gruppi di permutazioni equivalenti (si veda [4, Proposizione
9.1.9]). Anche i gruppi di Schiitzenberger potranno esser visti come gruppi
di permutazioni.

Ricordiamo che data una funzione parziale m € M, I'’equivalenza nuclea-
re ~,, ¢ 'equivalenza parziale definita per p,q € Q da p ~,, ¢ < pm =
gm (si veda Esempio [LT.26]).

Se mLn allora m ed n hanno la stessa immagine. Se mRn allora m ed n
hanno la stessa equivalenza nucleare. Se m#Hn allora m ed n hanno la stessa
immagine la stessa equivalenza nucleare. Il viceversa in generale non e vero
ma vale nel seguente caso notevole.

Proposizione 4.2.10. Siano Q un insieme finito, M un monoide di trasfor-
mazioni su Q ed e,m € M con e idempotente. Allora H(e) = H(m) < e
ed m hanno la stessa immagine e la stessa equivalenza nucleare.

Dimostrazione.

(<) Se e ed m sono H-equivalenti allora essi hanno la stessa immagine [ e
la stessa equivalenza nucleare ~ .

(=) Siano Qe = Qm = I e ~, 'equivalenza nucleare di e ed m. Mostriamo
che m ed e sono H-equivalenti. Essendo e 'identita su I si avra me =
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m. Per ogni p € Q si ha pe? = pe e dunque p ~, pe. Cio implica
pem = em Vp € @) e dunque, essendo 'azione fedele, em = m. La
restrizione m|; & una permutazione, poiché se p,q € I sono tali che
pm = gm allora p = pe = ge = ¢q. Esistera dunque un intero k£ > 0
tale che m*|; sara 'identita su I. Si ha I'uguaglianza m* = e. Infatti
per ogni p € @ si ha

pe = (pe)mk = p(em)mk_1 = pmk.

k—1

Riassumendo si ha m = me, e = m*¥1m, m = em ed e = mmF~=1, da

cui la tesi.

O

4.3 Gruppo di un codice bifisso

Siano, di seguito, F' un insieme ricorrente, X C F' un codice bifisso di
F-grado d ed A= (Q,1,1) un automa semplice tale da riconoscere X*.

Come gia visto nella Sottosezione 4.5 data una parola w € A*, I'im-
magine ed il rango di w sono rispettivamente

S(w)={p-w|pe @} e rank(w)= Card(I(w)).

Proposizione 4.3.1. L’insieme di elementi di ¢ 4(F') di rango d é conte-
nuto in una D-classe regolare del monoide di transizione pA(A*) di A.

Dimostrazione. Siano u,v € F due parole di rango d. Essendo F’ ricorrente,
esistera una parola w € F tale che uwv € F. Poniamo m = @4(u), n =
oA(v), p = pa(wv) e ¢ = mp = pa(uwv). Di seguito mostreremo che
D(m) = D(n) e che tale D-classe ¢ regolare.

o Per prima cosa dimostriamo che mRq. Essendo F ricorrente esistera
un t € F tale che uwvtu € F. Sia z = wvtu. Per la Proposi-
zione 2437 rank(uz) = d e poiché F(uz) C I(z) C I(u) si avra
S(uz) = I(2) = I(u), e quindi, in particolare, che Y4(2)|g() € una
permutazione. Dunque, essendo $(u) finito, esistera un intero k > 0
tale che e = @ 4(2)* ¢ I'identita su I(u). Allora mRgq, infatti

m =me = pa(u)pa(z") = paluwv)pa(tuz""") = goa(tuzt"")

q = pa(uwv) = pa(u)pa(wv) = mp.

o Analogamente mostriamo che ¢£n. Sia 2z’ = tuwv. e poiché J(vz') C
F(2') C F(v) si avra F(v2') = S(2') = S(v) e quindi, in particolare,
che w4(?')|g(w) ¢ una permutazione. Dunque, essendo J(u) finito,
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esisterd un intero &’ > 0 tale che ¢/ = p4(')* & lidentitd su I(v).
Allora ¢Ln, infatti

/

n=mne = pa(v)pa(z*)

/k/—lt)

= (v 1) a(uwv) = pa(vz q

q = pa(uwv) = pa(uw)pa(v) = pa(uw)n.
o Si ha inoltre nLp, infatti

/

n=ne =pa(v)pa(z")

= pa(v* tu)p a(wv) = @ a(v2 tu)p

p = pa(wv) = pa(w)pa(v) = pa(w)n

Riassumendo si ha mRqgLn, ovvero D(m) = D(n) e ¢ = mp € R(m) N
L(n) = R(m) N L(p). Dal Lemma 2.8 di Clifford e Miller ricaviamo che
R(p) N L(m) contiene un idempotente. Ovvero la D-classe di p4(u) e ¢4(v)
¢ regolare. O

Il gruppo di Schiitzenberger della D-classe di ¢ 4(A*) contenente gli ele-
menti di p4(F) di rango d ¢ un gruppo di permutazioni di rango d. Tale
gruppo non dipende dalla scelta dell’automa semplice A tale da riconoscere
X* (si veda [4, Proposizione 9.5.1]). Esso ¢ detto F-gruppo del codice X e
lo si denota con G (X).

Osservazione 4.3.2. Un F-gruppo di un codice X C F & un gruppo
sintattico di X.

Seguendo la notazione di [4] denoteremo il gruppo del codice X, per ogni
codice X, il gruppo G(X) = G4+(X). Si dimostra che, ponendo K la D-
classe degli elementi di rango d, i gruppi G sono, per ogni idempotente
e € K, gruppi di permutazioni equivalenti tra loro. Ognuno di essi sara
detto gruppo di Suschkevitch di p4(A*).

4.4 Grado di un gruppo sintattico

Ricordiamo dalle Sottosezioni [[LT.1] e che, dato un gruppo di permuta-
zioni G su un insieme @, 'ordine di G sara la sua cardinalita, il grado di G
la cardinalita dell’insieme @ e diremo che GG & transitivo se per ogni p,q € Q
esiste un elemento g € G tale che pg = q e che G ¢ regolare se 'identita ¢
I'unico elemento del gruppo avente un punto fisso.

Il rango minimo di un gruppo G &, per quanto visto nella Sottosezione
[LT.6 la minima cardinalitd di un insieme di generatori di G.

Dominique Perrin ha formulato nel 1981 la seguente Congettura (si veda

[11]).
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Congettura 2 (Congettura del rango). Siano X un codice bifisso finito e
G un gruppo di permutazione transitivo di grado d e rango minimo k. Se G
é un gruppo sintattico di X, allora Card(X) > (k—1)d+ 1.

La disuguaglianza nella Congettura [2] & legata alla Formula di Schreier.
Infatti se X ¢ una base di un sottogruppo di indice d del gruppo libero A°
con Card (A) = k, allora, per la Formula [[.3]si ha Card (X) = (k — 1)d + 1.

Lo stesso Perrin ha dimostrato nel 2003 con Giuseppina Rindone che la
congettura vale nel caso k = 2. Per dimostrare tale risultato introduciamo
il concetto di gruppo speciale (si veda [12]).

Dato un codice prefisso X su un alfabeto binario, un gruppo sintattico
G di X sara detto speciale se il sottomonoide ap;ll(G) e ciclico ovvero, per
quanto visto nella Sottosezione [LT.6] generato da un solo elemento. Un
gruppo sintattico speciale e ciclico mentre non vale, in generale, il vicevera.

Teorema 4.4.1. Siano X C A* un codice prefisso e G un gruppo sintattico
di X non speciale di grado d. Allora Card (X) > d+ 1.

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme dei d-sottoinsiemi di @
I={ICQ]|Card(I)=d}

e sia I € 7 l'insieme fissato da G. Poiché gpil(G) non ¢ ciclico, esisteranno
due parole u,v € A* tali da non essere potenze di una stessa parola e per
cui si abbia I -u =1 -v = 1. Prendendo, se necessario, potenze appropriate
di u e di v possiamo supporre che {u,v} sia un codice prefisso. Sia r € A*
il prefisso comune piu lungo di u e v. Si avra dunque u = ras,v = rbt per
opportuni a,b € A, s,t € A* con a # b.

Consideriamo il d-sottoinsieme J = I -r (si veda Figura[d7). Esso ¢ tale
che J-a,J-b =1 € Z. Dunque Z ¢ formato da insiemi di d stati p dell’automa
sintattico tali da avere almeno due transizioni uscenti, p-a # p - b.

Quindi, I'insieme dei prefissi di X e rappresentabile da un albero avente
almeno d nodi con almeno due figli. Cio implica che esso avra almeno d + 1
foglie, ovvero Card (X) > d + 1. O

t
Figura 4.7: Azione sui d-sottoinsiemi di Q).

Osservazione 4.4.2. Una forma piu debole del Teorema precedente, ossia
Card (d) > d, & stata provata per la prima volta da Schiitzenberger nel 1979
(si veda [16]) usando ipotesi piu generali: prendendo un insieme X arbitrario
non necessariamente codice prefisso.
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Il grado di un gruppo sintattico speciale non ¢ limitato in termini di
cardinalita di X. Infatti per ogni n > 1 il codice X = {a"} ha come gruppo
sintattico Z/nZ.

Nello stesso articolo in cui proponeva la congettura ([I1]), Perrin ha
dimostrato che ogni gruppo di permutazioni transitivo ¢ un gruppo sintattico
di un codice bifisso.

Di seguito mostreremo un risultato piu forte: ogni gruppo di permuta-
zioni transitivo di grado d e generato da k elementi ¢ un gruppo sintattico
di un particolare codice bifisso avente (k — 1)d + 1 elementi. Cio implichera
che la disuguaglianza nella Congettura 2l non puo essere migliorata.

Per far cio abbiamo bisogno del seguente risultato preliminare.

Lemma 4.4.3. Siano Z C A* un codice di gruppo di grado d ed F un
insieme Sturmiano. Allora linsieme X = Z N F ¢é un codice F'-massimale
bifisso di F-grado d e Gp(X) = G(Z).

Dimostrazione. 1l fatto che X sia un codice F-massimale bifisso di F-grado
segue direttamente dal Corollario B4.71

Siano A = (Q@,1,1) l'automa minimale di X* ed ¥(w) 'immagine di
wA(w) 'immagine di w rispetto ad A.

Siano u € F una parola tale che d0x(u) = d ed I = J(u). Per il Lemma
si ha rank(u) = d e dunque Card (/) = d. Consideriamo 'insieme
Y = Rp(u) delle parole di primo ritorno di u. Esso ¢, per il Corollario 3.3.3],
una base del gruppo libero A°.

Per ogniy € Y C {z € Fluz € ATun F}, la restrizione o4(y)|s,
che indicheremo con x(y) ¢ una permutazione di I. Infatti da uy € Atu
otteniamo J(uy) C I(u) = I e da uy € F otteniamo, per la Proposizione
2437, Card (S(uy)) = d. Dunque S(uy) = S(u) = I.

Per ogni permutazione x(y) esiste un intero & > 0 tale che x(y)*F ¢
l'identita su I. Sard dunque possibile trovare un elemento e € (Y ™)
idempotente, tale che x(e) = (1)|;.

Da cio e dalla definizione di Y ricaviamo che ogni elemento sufficiente-
mente lungo di <p;\1(e) NY™ avra u come suffisso. In particolare 'immagine
di e ¢ contenuta in I, ovvero ¢ 4(A*)e C I.

Per quanto appena visto si ha

pa(u)e=pa(u) e e€pas(Au),

ovvero eLp4(u), e dunque eDp 4(u). Quindi e appartiene alla D-classe di
wA(A*) contenente gli elementi di rango d in @ 4(F).

Sia G’ = H(e) = G(e) il gruppo massimale in ¢ 4(A*) contenente e. Esso
¢ per definizione, a meno di equivalenze, Gr(X).

Estendendo la notazione possiamo indicare con x(y) la restrizione di
vA(y) all’insieme I per ogni y € Y*.
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Per ogni y € Y™, epa(y)e ed e hanno la stessa immagine e la stessa
equivalenza nucleare, dunque, per la Proposizione [£.2.10] H(epse) = H (e),
da cui, in particolare, epge € G'.

Dall’'uguaglianza v 4(y)|r = (epa(y)e)|r ricaviamo che x : Y* — G’ ¢
un morfismo. Tale morfismo & surgettivo. Infatti, essendo Y una base del
gruppo A° per il Corollario B33}, per ogni p4(w)|; € G', possiamo scrivere
w = y{'ys? - - y5r per opportuni n > 0, y; € Y ed g; € {—1,+1}. Essendo
G’ un gruppo finito, per ogni y € Y si avra x(y)~! € x(Y*). Dunque
x(w) = x(y1)7 x(y2)7 - x(yn)* € x(Y™), per ogni pa(w) € G', ovvero
G = x(Y").

Siano B = (R, 1, 1) 'automa minimale di Z* ¢ G = ¢p(A*). Allora G ¢
un gruppo di permutazioni equivalente a G(Z).

Per dimostrare la tesi sard dunque sufficiente mostrare che G e G’ sono
gruppi di permutazioni equivalenti.

Per far cio definiamo la funzione 5 : I — R come segue. Siano P = X A~
I'insieme dei prefissi propri di X ed S 'insieme degli elementi di P che sono
suffissi di u. Per il Lemma 2436l per ogni ¢ € I esistera un unico ¢ € S
tale che i = 1-¢. Poniamo £(i) = 1¢g(q). Mostriamo che tale funzione &
biettiva.

o Sianoq,t € S tali che 1pp(q) = 1¢g(t) e supponiamo |¢| < |t|. Essendo
q,t comparabili per suffissi avremo ¢ = vg per un opportuno v €

F. Da lpg(t) = lep(v)es(q) = leg(q) e dal fatto che ¢p(q) ¢ una
permutazione ricaviamo lpg(v) = 1, ovvero v € Z*. Riassumendo
veZ*NF C X*edunque v =1 e ¢ =t. Dunque 3 ¢ iniettiva.

o Poiché Card (R) = Card (I) = d, la funzione ¢ anche suriettiva, dunque
biettiva.

Verifichiamo adesso che per ogni 7,5 € I e per ogni y € Y* vale la doppia
implicazione

ivaly) =7 <<= B)esly) = B3) (4.1)

o Proviamo per prima cosa la validitd di [41] per y € Y. Dal Lemma
2.4.36] sappiamo che i = 1-q e j = 1-t per oppportuni ¢,t € S. Allora

ivaly) =7 <<= loalqy) =lealt) <= qye X't

Inoltre gy, in quanto suffisso di uy con y € Rp(u) € un elemento di F'.
Dunque
que X't — qyeZ't

e analogamente a quanto visto sopra

qyeZt <= PB(i)psly) = B()
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Mettendo insieme le doppie implicazioni precedenti otteniamo proprio
la Formula (411

o Mostriamo adesso che se y,z € Y™ verificano [4.1] per ogni i,j € I,
allora anche yz verifica la doppia implicazione.

(=) Supponiamo che dati i,j € I si abbia ip4(yz) = j. Essendo
©AY)|1,04(2)|r permutazioni esistera un unico k € I tale che
ioa(y) = k e kpa(z) = j. Poiché y e z verificano la Formu-
la LT] avremo B(i)es(y) = B(k) e B(k)ps(z) = B(j), da cui
B()en(yz) = B(j).

(<) Viceversa, supponiamo che 3(i)¢g(yz) = 5(j). Essendo 5 una
biezione tra I ed R, esistera un unico k € I tale che B(k) =
B(1)ep(y). Tale k sara dunque tale che B(k)pp(z) = B(j). Per
la Formula AT si avra, quindi, ipa(y) = k e koa(z) = j, da cui
ipalyz) = J.

Dalla, Formula E.1] ricaviamo che ¢ possibile definire un morfismo « :
G’ — G tale che o : g — ¢g(y) dove y € Y* ¢ tale che g = x(y) = pa(y)|1-
Mostriamo che tale morfismo & biettivo.

o Il morfismo « & iniettivo. Infatti se a(g) = a(g’), siano y,y’ € Y* tali

che g = x(y) e ¢ = x(¢/). Allora si avra ¢g(y) = ¢p(y') e per laET]
cio implichera x(y) = x(y'), ovvero g = ¢'.

o Il morfismo « € suriettivo. Infatti, essendo Y una base del gruppo
libero A° per il Corollario 3:33] per ogni a € A, possiamo scrivere
€1,,£2

a = yj'ys®---yor, per opportuni n > 0, y; € Y ed g; € {—1,+1}.

€1 €2

Dunque ¢p(a) = op(y1)7 ¢8(Y2)* - ¢8(yn) = algi' 95" -+ g5) con
g9i = X(yi). Essendo, banalmente, ogni elemento di G prodotto di
lettere in A, segue che « & suriettivo.

Infine si vede facilmente dal diagramma in Figura [4.8] che la biezione

e I'isomorfismo « verificano ’equazione O
1g——1-gy I g I
B B
e5(Y) a(g)
Lys(q) Los(qy) R R

Figura 4.8: La biezione 3 : I — R e lisomorfismo a : G’ — G del Lemma

4.4.31

Tllustriamo la dimostrazione del Lemma [£4.3] tramite il seguente Esem-
pio.
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Esempio 4.4.4. Siano F' I'insieme di Fibonacci e Z il codice di gruppo dato
da Z = ¢71(0,0) con ¢ : {a,b}* — (Z/2Z) x (Z/2Z) la funzione definita
da p(a) = (1,0) e p(b) = (0,1). L’automa di gruppo che riconosce Z &
rappresentato in Figura 4.9

Intersecando Z con 'insieme di Fibonacci otteniamo il codice F-massimale
X = ZNF = {a?,aba’ba, abab, ba’b, baba}. L’automa minimale di X* &
rappresentato in Figura A.101

Sia u = aba € F. Essa ha rango 4 e la sua immagine ¢ I = S(u) =
{1,2,4,8}. L’insieme delle parole di primo ritorno di u ¢ Y = {aba,ba}
e le permutazioni ottenute per restrizione ad I sono x(aba) = (14)(28) e
x(ba) = (18)(24).

La biezione 3 & definita da (1) = (0,0), 5(2) = (0,1), 5(3) = (1,0) e
B(4) = (L,1).

Figura 4.10: Automa minimale del codice F-massimale di F-grado 4
ottenuto dell’Esempio 4.4.4]

Siamo adesso pronti ad enunciare il seguente risultato.
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Teorema 4.4.5. Ogni gruppo di permutaziont transitivo di grado d generato
da k elementi é un gruppo sintattico di un codice bifisso avente (k —1)d+1
elementi.

Dimostrazione. Sia G un gruppo di permutazioni transitivo di grado d e sia
Z un codice di gruppo su un alfabeto di A di k lettere tale che G(Z) = G.
Siano F' € A* un insieme Sturmiano ed X = Z N F. Per il Teorema
della Cardinalita B.1.3] tale insieme avra cardinalita Card (X) = (k —1)d +
1. Applicando il Lemma 43| otterremo proprio G = Gp(X), ovvero la
tesi. U

4.5 Codici con nucleo vuoto

In questa Sezione ci concentreremo sui gruppi sintattici di codici con nucleo
vuoto. Vi sono due casi notevoli di codici prefissi con nucleo vuoto: i codici
semaforo ed i codici infissi.

Un codice semaforo ¢ un insieme della forma X = A*S\ A*SA™T per un
qualche insieme non vuoto S C A*, detto insieme dei semafori per X.

La terminologia & giustificata dal fatto che una parola ¢ in X se e solo se
essa termina con un semaforo, ma nessuno dei suoi prefissi propri termina
con un semaforo. Dunque, leggendo una parola da sinistra verso destra,
I’apparire di un semaforo indichera che & stata letta una parola del codice.

Esempio 4.5.1. Siano A = {a,b} ed S = a. Allora 'insieme X = A*a\
A*a A" = b*a ¢ un codice semaforo.

Un codice semaforo ¢ un codice massimale prefisso (si veda [4, Proposi-
zione 3.5.1]), dunque completo a destra. Viceversa si puo dimostrare che un
insieme X C A* & un codice semaforo se e solo se verifica una delle seguenti
condizioni (si veda [4, Proposizione 3.5.4 e Proposizione 3.5.6]):

(1) X & prefisso e A*X C X A*;
(i7) X & completo a destra e X N A*X AT = ().

Dalla condizione (i) ricaviamo, in particolare, che i codici semaforo
hanno nucleo vuoto. Infatti

KX)=XNHX)=XNATXAT CXNA*XAT =0.

Chiameremo codice infisso un insieme X C A* tale che nessuna parola
di X ¢ fattore di un’altra parola di X. Un codice infisso ¢ dunque, per
costruzione, un codice bifisso e con nucleo vuoto.

Esempio 4.5.2. L’insieme X = {aaa,aab,abaa, abab, baba,babb, bba, bbb}
rappresentato in Figura [L11] ¢ un codice infisso.
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Figura 4.11: 11 codice infisso X = {aaa, aab, abaa, abab, baba, babb, bba, bbb}.

Riprendiamo adesso la nozione di interpretazione vista nella Sottosezione

L2.8l

Lemma 4.5.3. Sia X C A" un codice con nucleo vuoto. Ogni insieme di
interpretazions indipendenti di una parola w rispetto ad X é ciclico.

Dimostrazione. Dimostriamo il Lemma per induzione su |w|.

Il caso |w| = 0 & ovvio poiché la parola vuota ha al piti un’interpretazione,
ovvero (1,1), che verifica banalmente la proprieta.

Sia w # 1 e supponiamo che la proprieta sia verificata per tutte le
parole di lunghezza al pit |w| — 1. Sia J = {ag, a1, ... ap—1} insieme delle
interpretazioni indipendenti di w ordinato in modo tale che s,, ¢ un prefisso
proprio di s4,,, per ogni 0 <i < n — 2. Consideriamo i tre possibili casi.

o Sia sq, # 1. Sia a la prima lettera di w. Applicando la Proposizione
[LZ24] otteniamo che J' = {a 'a|a € J} & un insieme di n interpre-
tazioni indipendenti di a~'w. Per I'ipotesi induttiva J’ sara ciclico ed
il suo supremum p = (uqg,us, ..., uy,) sara n-periodico. La sequenza
v = (auy,ug,...,Uy) ¢ il supremum di J e poiché v ¢ n-periodico, J
sara ciclico.

o Siano sq, = 1 e fy, non vuoto. Allora, analogamente al caso prece-
dente, J' = {a 'a|a € J} & un insieme ciclico di n interpretazioni
indipendenti di a~'w con supremum g = (u1, usa, . .., Uy). La sequen-
za v = (l,auy,...,up) ¢ il supremum di J. Verifichiamo che v &
n-periodico.
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Essendo p n-periodico si ha, per 1 < £ < r < m — 1, la doppia
implicazione upyiupio---ur € X < r —1 = n. Rimane dunque da
verificare solo il caso estremale, ossia che aujus---u, € X & r = n.
E qui che useremo l'ipotesi del nucleo vuoto.

¢ Proviamo che se aujug---u, € X allora r > n. Essendo X un
codice con nucleo vuoto, nessuna parola x € X potra essere un
prefisso proprio, di s, € A7 X per 1 <i¢ < n—1. Dunque per r <
n—2 si ha, tenendo conto dell’Equazione [[4, aujug - - - up = 84, ¢
X. Anche il caso estremale ¢ da escludere. Se infatti si avesse
auiug - - Up—1 = Sa,,_; € X, allora ag ed ay,—1 sarebbero connesse
in quanto entrambe adiacenti a v = (1, Sa,,_; fan_1>Pan_1)-

¢ Proviamo che se aujus---u, € X allora r < n. Essendo J’
ciclico si ha usug---u,_1 € X e dunque usug---u,_1 € il primo
termine di f,,. Inoltre, essendo p una fattorizzazione, u; # 1
per ogni 2 < ¢ < m — 1. Il fatto che X abbia nucleo vuoto ci
garantisce che se aujus - - - u, € X sicuramente non si potra avere
r > n+ 1. Anche il caso r = n + 1 & da escludere. Se infatti si
avesse auius - - - Unt+1 € X, allora ag ed a,—1 sarebbero connesse
in quanto entrambe adiacenti a v = (1, Sq; fay,Pay)- Ll casor =n
e, invece, possibile poiché aujus - - - uy, € il primo termine di f,, €
dunque ¢ in X.

o Siano, infine, so, = 1 e fo, la sequenza vuota. Dunque w = pq,.

Inoltre le sequenze f,; sono vuote per ogni 1 < j < n — 1. Infatti,
se cosl non fosse, i termini di f,;, al variare di j, sarebbero prefissi
propri di pa,y per un’opportuna y € AT tale che p,,y € X e dunque
in K(X).

Quindi le intepretazioni sono del tipo a;j = (8a;,Pa; ), siha Po, = {sq, }
per ogni 1 < j <n—1¢il supremum di J & (ug,u1,...Up_1,U,) con
UQUY * - Uj = Sq; per 0 < j<mn—1 ed Up = Pa,,_; -

Per provare che tale fattorizzazione ¢ n-periodica mostriamo che s, =
Ul -+~ Ug; ¢ X perogni 0 <j <n—1.

¢ Il caso j = 0 ¢ banale poiché, per ipotesi, sq, = 1.

o Sial < j<n-—2. Se, per assurdo, Sa; € X allora esso sarebbe
un fattore proprio di zs,, , per un’opportuna z € A% tale che
254, _, € X, contro lipotesi di K(X) = 0.

¢ Infine, se s,, , = upu; - - - up—1 fosse un elemento di X, allora ay
ed a1 sarebbero entrambi adiacenti a v = (1,54, ,,Pa,_,) €
dunque connesse.
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Sostituendo nel Lemma 53] 'ipotesi di indipendenza con la piu debole
ipotesi di disgiunzione tra le interpretazioni, la tesi non e piu verificata, come
mostrato nel seguente Esempio.

Esempio 4.5.4. Consideriamo il codice X = {aab, aabbb, baa, bba, bbb} del-
I'Esempio[l.2.2T] Esso hanucleo K(X) = (. Come gia visto, J = {(aa, bbb, a),
(1,aab,bba,1) } ¢ un insieme di interpretazioni disgiunte di w = aabbba. 11
supremum di J ¢ la fattorizzazione (1, aa, b, bb, a, 1) che non & 2-periodica in
quanto aabbb € X ¢ un prodotto di tre termini di tale fattorizzazione.

Torniamo adesso allo studio dei gruppi sintattici.

Proposizione 4.5.5. Siano X C AT un codice, A un automa semplice e
non ambiguo che riconosce X* e G un gruppo tale che G N o o(X*) # 0.
Allora G N4 (X*) € un sottogruppo di G.

Dimostrazione. E un risultato noto che il sottomonoide ¢ A(X™) & stabile.
Siano u € G N @a(X™), 1g l'elemento neutro di G e v l'inverso di w in G.
Da ulg = lgu = u e da uv = uv = 1 ricaviamo rispettivamente che 1g e
v sono elementi di p4(X™*). Dunque G NpA(X*) < G. O

Siano X un codice ed A un automa semplice e non ambiguo tale da
riconoscere X*. Si puo dimostrare che ¢ 4(A* \ H(X)) ¢ un ideale. Da
cio si ricava che per ogni gruppo G contenuto in ¢ 4(A*) si ha la doppia
implicazione

GCpaA\H(X)) < Gnpald\H(X)) #0.

Nel caso X sia un codice prefisso e G un gruppo sintattico di X, diremo
che G & proprio se G C pA(A* \ H(X)) o equivalentemente, per quanto
appena visto, se esiste una parola w € H(X) tale che p4(w) € G.

Osservazione 4.5.6. Un gruppo proprio non ¢, in generale, transitivo.
Di seguito ci sara utile il seguente Lemma.

Lemma 4.5.7. Siano X C A" un codice, A = (Q,1,1) un automa sem-
plice e non ambiguo tale da riconoscere X*, G un gruppo contenuto in
wa(A* \ H(X)) ed I I'immagine comune degli elementi di G.

Per ogni g € G, w € cp;ll (9) \ H(X) e q € I esiste un’unica interpreta-
zione aq di w tale che esistano dei cammini q Soa e q g qg che siano
semplici o nulli.

Inoltre Uinsieme J = {aq|q € I} & formato da interpretazioni indipen-
denti.

. . . . . w
Dimostrazione. Consideriamo un cammino ¢ — ¢g con g,w,q come da

ipotesi. Essendo A trim, esisteranno f,h € A* tali che 1 L feqg LY
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Sa
Poiché w ¢ H(X), esistera un’interpretazione «, di w tale che ¢ —> 1 e

Paq .. . . . N .
1 — ¢g sono o semplici o nulli. Tale interpretazione sara unica.
Inoltre le interpretazioni oy, al variare di ¢ € I, sono tra loro indipenden-
ti. Supponiamo, infatti, vi siano due stati p, ¢ € I tali che esistano u,v € A*
ex € X* con w = uxv, u € Play) e ur € P(ag). Allora vi saranno due
.. U zv uzx v . . . y . .
cammini p — 1 — pg e ¢ — 1 — qg il che implica 'esistenza di un
. u x v . .
cammino p — 1 — 1 — qg (si veda Figura LI2]). Ovvero pg = qg.

Essendo g una permutazione su I, cio forza p = q. U
p pPg
U T v
=
q q9

Figura 4.12: Le interpretazioni o, ed a, sono indipendenti.

Lemma 4.5.8. Siano X C A" un codice con nucleo vuoto ed A= (Q,1,1)
un automa semplice e non ambiguo che riconosce X*. Ogni gruppo contenu-
to in pA(A*\ H(X)) é (a meno di isomorfismi) tale che la sua intersezione
con pA(X*) é non nulla.

Dimostrazione. Sia G C pa(A* \ H(X)) un gruppo. Escludiamo il caso
banale in cui G sia composto dalla sola relazione vuota, per cui non vi
sarebbe nulla da provare. Consideriamo un elemento w € ;' (1) \ H(X).
Essendo 14 diverso dalla relazione vuota, esso fissera almeno un elemento
q € Q. Poiché A & trim, esisteranno delle parole u,v € A* tali che 1 — ¢
e ¢ — 1, da cui ricaviamo uwv € X*. Non essendo w un fattore interno
di X, esisteranno delle parole ¢,z € A* tali che w = tz con ut,zv € X*.
Dunque si avranno i cammini ¢ tilel1 2 q, ovvero zt € X*.

Per la Proposizione [LTI8 linsieme ¢4(2)Gpa(t) € un gruppo iso-
morfo a G. Inoltre la sua intersezione con ¢4(X™*) ¢ non vuota poiché
PA(z)lgpa(t) = pa(zt) € a(2)Gpalt) Npa(XT).

Dunque possiamo assumere che G N @ 4(X*) # 0. O

Siamo adesso pronti a dare il seguente risultato.

Teorema 4.5.9. Siano X C AT un codice con nucleo vuoto ed A = (Q,1,1)
un automa semplice e non ambiguo che riconosce X*. Ogni gruppo conte-
nuto in pA(A* \ H(X)) é un gruppo ciclico finito e regolare.

Dimostrazione. Sia G C @4(A* \ H(X)) un gruppo. Per il Lemma 5.8
possiamo supporre che G N p4(X*) # 0.
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Dalla Proposizione 5.5 ricaviamo che G N o 4(X*) < G. Cio implica,
in particolare, che 1¢ € ¢ 4(X™*) e dunque 1¢ € I, con I 'immagine comune
degli elementi di G.

Sia w € pa(lg) \ H(X). Per il Lemma 5.7 w ha un insieme J =
{ag |g € I} di interpretazioni indipendenti tali che ¢ RN PN i q siano
cammini semplici o nulli.

Poniamo, per semplicita, s, = sa,, fq = fa,, Tq = c(fq) € Pg = Pa, (si
veda Figura [£13]).

W

Sq Lq Pq

Figura 4.13: Le interpretazioni o con g € I.

Essendo le interpretazioni a due a due disgiunte, la funzione g — s,
¢ iniettiva. Dunque I ¢ un insieme finito e cosi lo ¢ G. Poniamo I =

{1,2,...,n} ed ordiniamo gli stati in modo che s; sia un prefisso proprio di
si+1 perogni 1 < ¢ <n—1. Per ogni 1 < i < n si avra w = s;x;p;, con
x; = c(fi)-

Dimostriamo che tutti gli elementi di G sono potenze della permutazione
o= (12---n).

Sia v = (v1,v2,...,v¢) il supremum di J. Poiché s; = p; = 1 si ha
vi=uvy=1 Perognil<:<j</¢—1siha

8 = VU2 Vi, T = Vig1Vig2 - Vj,  Pi = Vj410j42- - vg.  (4.2)

Dal Lemma 53] ricaviamo che J ¢ ciclico e dunque v ¢ n-periodico.
Inoltre, per 'Equazione e la Proposizione [[.2.25]

j—1=¢-2=0(modn). (4.3)

. . . 1 .
Consideriamo un elemento g € G. Per ogni parola z € ¢, (g) si
ha p4(wzw) = g. Per il Lemma 5.7 la parola wzw ha un insieme
K ={B;|1 <i < n} diinterpretazioni indipendenti tali che i cammini
. SB; Pg; . . .. . .
i —> 1 e 1 —5 ig siano semplici o nulli. Possiamo dunque decomporre
il cammino i — i — ig — ig come
. 81 x; pi . oz . Sig Tig Pig .
t—1—1—i—ig—1—1—71g.

Dunque la sequenza (s;, x;p;28:0%iq, Pig) € un’interpretazione di wzw.
iy Lii<oigligy Pig
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Figura 4.14: Un’interpretazione di wzw.

Dall’unicitd di 3; e dal fatto che i cammini i —> 1 e 1 Pig, ig siano
semplici o nulli, otteniamo che sg, = s1, ¢(fg,) = TiPiZSigTig € DB, = Pig
(si veda Figura [A.17]).

In particolare si ha p;zs;; € X™ per ogni i € I. Il supremum di K sara
della forma

5 - (Ul,UQ, e 7v£717u17u27' . 7um7v27?}€)

per qualche m > 0 e qualche u;, us, . .., U, € AT taliche z = ujug - - - Up,.
Infatti i primi £ — 1 termini di v coincidono coi primi £ — 1 termini di 6,
mentre il termine di posto £ di v ¢ 1 ¢ AT e per questo non ¢ presente
in §. Analogamente per gli ultimi ¢ — 1 termini di 7 che coincidono
con gli ultimi ¢ — 1 termini di 6 mentre non appare vy = 1 a sinistra
di V2.

Per 'Equazione si ha dunque, per ogni 1 <i <mn,
PizSig = Uj4+1Vj42 - - V—1ULUZ * - - U V2V3 - -+ Vig-

Dunque, poiché ¢(f3,) = ;(pizSig)Tig, otteniamo
:U'(Bh K) = M(aiv J) + V(ai7 J) +m+ )‘(aigv J) + M(O‘iw J)

Essendo, per la Proposizione [LZ28] u(oy,J) = p(aug,J) = 0(mod
n), si ottiene

w(Bi, K)=0—j—1+m+ig—1(modn).

Dalla n-periodicita di § ricaviamo, inoltre, che £ — j — 1 +m + ig —
1 = 0(modn). Per quanto gia visto nell’Equazione 3] si ha ¢ =
2(mod 0) e i = j (mod n), e quindi —i + m + ig = 0 (mod n).

Dunque ig = i — m (modn). Poiché gia vale per ogni 1 < i < n,
possiamo concludere che g = o7,

Dunque G ¢ incluso nel gruppo ciclico (o). Poiché ogni sottogruppo di un
gruppo ciclico e regolare & anch’esso ciclico e regolare, la tesi & verificata.
O
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Dal Teorema precedente ricaviamo il seguente notevole risultato.

Corollario 4.5.10. Siano X C A" un codice finito con nucleo vuoto ed A
un automa semplice e non ambiguo tale da riconoscere X. Ogni gruppo in
wA(A*) é ciclico e regolare.

Dimostrazione. Poiché X ¢ finito, 'ideale p4(A* \ H(X)) contiene tutti i
gruppi diversi da 1 e p4(A*). La tesi segue dunque dal Teorema 591 O

Il Corollario E5.10] puo essere riformulato, nel caso di codici prefissi, nel
seguente Teorema.

Teorema 4.5.11. Sia X C AT un codice prefisso con nucleo vuoto. Ogni
gruppo sintattico proprio di X e un gruppo ciclico, finito e regolare.

Esempio 4.5.12. L’insieme X = {aa, aba, bab, bb} ¢ un codice infisso. L’au-
toma minimale A di X* & rappresentato in Figura Il monoide di tran-
sizione ¢ 4(A*) contiene gruppi ciclici di ordine 1, 2 e 3. Ad esempio,  4(ab)
contiene il ciclo (134), mentre ¢ 4(a) contiene (12).

Figura 4.15: L’automa minimale A(X™*), con X = {aa, aba, bab, bb}.

Notiamo che per ogni parola w € (aUbabb*aba) si ha ¢ 4(w) € Stab({1,2})
e w definisce un gruppo ciclico di ordine 2 (si veda Figura [£.16]). Cid nono-
stante l'insieme (a U babb*aba) & un sottomonoide che non solo non é ciclico,
ma non ¢ neanche finitamente generato.

Figura 4.16: Azione di A* sui 2-sottoinsiemi raggiungibili da {1,2}.
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Esempio 4.5.13. Il codice X = {aaa, aab, abaa, abab, baba,babb, bba, bbb}
dell’Esempio ¢ infisso. L’automa minimale di X* & rappresentato in
Figura AI7l Il monoide di transizione ¢4(A*) contiene gruppi ciclici di
grado 1, 2, 3 e 4. Ad esempio, p4(a) contiene il ciclo (123), mentre ¢ 4(ba)
contiene la permutazione (16)(23).

Figura 4.17: Un codice infisso di grado 4 ed ordine 2.

Consideriamo il gruppo G contenente ¢ 4(ba). Esso & un gruppo non
transitivo di grado 4 ed ordine 2. Infatti, ’elemento neutro di G ¢ e =
wA(baba) ed il suo insieme di punti fissi & {1,2,3,6}. G & composto dall’i-
dentita (1) e dalla permutazione (16)(23).
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