
Př́ıklady k předmětu “Metody Funkcionálńıho Integrálu”

Dr. Petr Jizba

I. Relativistická QM a dráhové integrály

Ia. Bezspinová částice a bosonová struna

Př́ıklad 1: Dokažte, že na úrovni pohybových rovnic jsou následuj́ıćı akce

S[x(τ), τ1, τ2] = −m0c

∫ τ2

τ1

dτ
√
ẋµ(τ)ẋµ(τ) ,

S̃[x(τ), η, τ1, τ2] = −1

2

∫ τ2

τ1

dτ
(
η−1ẋµ(τ)ẋµ(τ) + ηm2

0c
2
)
, (Wheeler (1962), Polyakov (1980)) ,

ekvivalentńı. Proměnná η je einbain a přijatá signatura Lorentzovské metriky v D dimenźıch je
(+,−,−, · · · ,−).

Př́ıklad 2: Dokažte, že v nerelativistické limitě (t.j., když v2/c2 � 1) jak S tak S̃ přecháźı na
akci volné nerelativistické částice.

Př́ıklad 3: Dokažte, že na úrovni pohybových rovnic jsou následuj́ıćı strunové akce

S[x(τ, σ),Σ] = − 1

2πα

∫
Σ

dσdτ
√

det (∂axµ(σ, τ)∂bxµ(σ, τ)) , (Dirac, Nambu & Goto (1930)) ,

S̃[x(τ, σ), hab,Σ] = − 1

4πα

∫
Σ

dσdτ
√
hhab∂ax

µ(σ, τ)∂bxµ(σ, τ) , (Polyakov, Dezer & Zumino (1981)) ,

ekvivalentńı. h = dethab, Σ je objem světoplochy, a a b indexuj́ı proměnné σ a τ .

Př́ıklad 4: Dokažte, že Polyakovova strunová akce ma 2D Weylovu symetrii, tj, je invariantńı

vzhledem k přeškálováńı metriky hab(τ, σ) 7→ f(τ, σ)hab(τ, σ), f(τ, σ) > 0. Ukažte, že d
◦
usledkem

Weylovy ivariance je, že T aa = 0 (Tab je tenzor momentu a hybnosti na světoploše).

Př́ıklad 5: Dokažte, že akce

S[hab,Σ] =
1

4π

∫
Σ

dτdσ
√
h R ,

(R je Ricciho skalárni křivost) je invariantńı vzhledem ke globálńı Weylově symetrii, ke grupě

diffeomorphism
◦
u a k Poincarého grupě.

Hint: R je definován prostřednictv́ım Christoffel–Riemannova tenzoru křivosti Rabcd vztahem

R = habRcacb ,

Rabcd = ∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + ΓebdΓ

a
ec − ΓebcΓ

a
ed ,

Γabc =
1

2
had (∂bhdc + ∂chdb − ∂dhbc) .



Př́ıklad 6: Dokažte, že pro lokálńı Weylovu transformaci plat́ı
√
hR 7→

√
h(R − 2∇2ω) ,

(∇2 = ∇a∇a = h−1/2∂a
√
hhab∂b je Laplace–Beltramiho operátor. Konformńı faktor f(τ, σ) =

exp(2ω(τ, σ)) ).

Využijte faktu, že

div X =
1√
h

(
∂a
√
h Xa

)
,

a dokažte, že akce z př́ıkladu 5 je invariantńı také vzhledem k lokálńı Weylově symetrii (modulo
př́ıpadný povrchový člen).

Př́ıklad 7: Dokažte, že ve 2D plat́ı Rab = 1
2habR a tud́ıž, že Einsteinova gravitačńı rovnice ve

2D je triviálńı. V 2D muśı tedy člen
√
hR být totálni derivaćı.

Hint: R = habRab = habhcdRdacb (Rab je Ricciho tenzor). D
◦
ukaz se dá zredukovat na určeńı

počtu nezávislých složek Christoffel–Riemannova tenzoru. K tomu slouž́ı následuj́ıćı symmetrie

Rabcd = −Rbacd ,
Rabcd = Rcdab ,

Rabcd = −Rabdc ,
Rabcd + Racdb + Radbc = 0 , (Ricciho cyklická rovnost) .

(Racdb má v 2D jednu nezávislou složku, v 3D má 6 nezávislých složek, v 4D má 20 nezávislých
složek, atd.)

Př́ıklad 8: (Feynman–Fockova metoda 5. parametru) Dokažte, že pokud funkce ϕ(x, λ) splňuje
rovnici

i
∂ϕ(x, λ)

∂λ
= 1

22xϕ(x, λ),

(2x is d’Alambertián) potom funkce ψ(x) která splňuje Klein–Gordonovu rovnici (2x+m2
0)ψ(x) =

0 je svázána s funkćı ϕ(x, λ) vztahem: ϕ(x, λ) = exp(im2
0λ/2)ψ(x). Dedukujte z tohoto faktu, že

propagátor pro Klein–Gordonovu rovnici má následuj́ıćı dráhově integrálńı reprezentaci:

〈xa|xb〉 =

∫ ∞
0

dλ exp

(
−im

2
0λ

2

)∫ x(λ)=xb

x(0)=xa

Dxµ exp

(
i

∫ λ

0

dτL(x(τ))

)
.

L(x) je Polyakov
◦
uv Lagrangián pro volnou částici s kalibračńı podmı́nkou η = 1. Srovnej s

reprezentaćı odvozenou na přednášce.

Ib. Reprezentace Lorentzovy grupy a částice se spinem 1
2

Př́ıklad 9: Přesvěčte se, že generátory Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) splňuj́ı Lieovu (SO(3, 1)) algebru

[Jµν , J%σ] = iην%Jµσ − iηµ%Jνσ − iηνσJµ% + iηµσJν% .

Př́ıklad 10: Zkontrolujte, že Σµν = i
4 [γµ, γν ] splňuj́ı SO(3, 1) algebru, tj.,

[Σµν ,Σ%σ] = iην%Σµσ − iηµ%Σνσ − iηνσΣµ% + iηµσΣν% .



Hint: M
◦
uže se vám hodit relace: [ÂB̂, Ĉ] = Â{B̂, Ĉ} − {Â, Ĉ}B̂.

Př́ıklad 11: Zkontrolujte, že generátory (Mµν)ρτ = i(ηρµδντ − ηρνδµτ ) splňuj́ı SO(3, 1) algebru,
tj.,

[Mµν ,M%σ] = iην%Mµσ − iηµ%Mνσ − iηνσMµ% + iηµσMν% .

Definujte Ji = 1
2εijkM

jk a určete pŕıslušný spin odpov́ıdaj́ıćı této reprezentaci. Ukažte, že tato
reprezentace je typu ( 1

2 ,
1
2 ).

Př́ıklad 12: Ukažte, že jestlize {γµ, γν} = 2ηµν a Ji = 1
2εijkΣjk = i

4εijkγ
jγk, potom [Ji, Jj ] =

iεijkJk a [γ0, J i] = [γ5, J i] = 0. Zde γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Ukažte, že {γ5, γµ} = 0, a že (J1)2 =
(J2)2 = (J3)2 = 1

4 . Verifikujte tyto výsledky ve speciálńı reprezentaci (Diracově reprezentaci)

γ0 = γ0 =

(
12×2 0

0 −12×2

)
, γi = −γi =

(
0 σi

−σi 0

)
,

a ukažte, že v této reprezentaci plat́ı

Ji = −J i = 1
2

(
σi 0
0 σi

)
, γ5 ≡ γ5 =

(
0 12×2

12×2 0

)
.

Proč má tato reprezentace spin 1/2? Jedná se o reprezentaci ( 1
2 , 0), (0, 1

2 ) a nebo ( 1
2 , 0)⊕ (0, 1

2 )?

Př́ıklad 13: Grupové elementy pro spinorovou reprezentaci Lorentzovy grupy maj́ı tvar

U(θαβ) = exp

(
i

2
θαβΣαβ

)
.

Ukažte, že γα se transformuje jako 4-vektor vzhledem k U(θαβ), tj., ukažte, že

U(θαβ)γδU−1(θαβ) =

[
exp

(
i

2
θαβM

αβ

)]δ
γ

γγ =
(
Λ−1(θαβ)

)δ
γ
γγ ,

kde Λ(θαβ) = exp( i2θαβM
αβ) je vektorová reprezentace Lorentzovy grupy.

Hint: M
◦
uže se vám hodit relace:

eÂB̂e−Â =

∞∑
n=0

1

n!
Cn , C0 = B̂, Cn = [Â, Cn−1] .

Př́ıklad 14: Definujme a= aµγ
µ. Dokažte, že

a1a2 = 2a1 · a2 − a2a1 ,
(p−m0c)(p+m0c) = (pµp

µ −m2
0c

2)

Tr (a1a2) = 4a1 · a2 ,

Tr (a1a2 · · · an) = 0 , (pokud je n liché) ,

γµaγ
µ = −2a,

γµa1a2γ
µ = 4a1 · a2 .

Př́ıklad 15: (Foldy–Wouthuysenova transformace) Diracova rovnice má tvar

(i∂−m0c)ψ(x) = 0 .



Ukažte, že Dirac
◦
uv Hamiltonián má tvar

H(p) = γ0γipic + γ0m0c
2 =

(
m0c piσ

i

piσ
i−m0c

)
c .

Protože předchoźı matice je hermitovská, m
◦
uže být diagonalizována unitárńı transformaćı. Dokažte,

že

Hdiag =

(
(c
√

p2 +m2
0c

2) 12×2 0

0 −(c
√

p2 +m2
0c

2) 12×2

)
= eiSH(p)e−iS ,

kde

S = −i~γ · p

|p|
θ

2
, cos θ =

m0c√
p2 +m2

0c
2
, sin θ =

|p|√
p2 +m2

0c
2
.

Veličina θp/|p| se nazývá rapidita. Interpretujte fyzikálni význam rapidity.

Př́ıklad 16: Dokažte, že det (i∂−m0c) = det (i∂+m0c) a tud́ıž ukažte, že

det (i∂−m0c) =
√

det ((−2x −m2
0c

2)14×4) .

Hint: M
◦
uže se vám hodit relace: detA = exp (Tr logA) .

Př́ıklad 17: Uvažujte Diracovu reprezentaci γ matic z př́ıkladu 12 a přepǐste vlnovou funkci
(bispinor) ψ jako

ψ =

(
ϕ
χ

)
,

kde ϕ a χ jsou matice 1× 2. Ukažte, že Diracova rovnice z př́ıkladu 15 se dá přepsat ve tvaru

i
∂ϕ

∂t
= m0ϕ +

1

i
~σ · ~∇(χ) , i

∂χ

∂t
= −m0χ +

1

i
~σ · ~∇(ϕ) .

Ukažte dále, že při operaci parity (t→ t,x→ −x) dostáváme, že ϕ 7→ ϕ a χ 7→ −χ.

Př́ıklad 18: Uvažujte Weylovu reprezentaci γ matic, t.j.,

γ0 =

(
0 12×2

12×2 0

)
, γi =

(
0−σi
σi 0

)
.

Přesvěčte se, že tyto matice splňuj́ı definičńı vztah {γµ, γν} = 2ηµν . Dokažte, že γ5 = iγ0γ1γ2γ3

je v této reprezentaci diagonálni a má tvar

γ5 =

(
12×2 0

0 −12×2

)
.

Ukažte, že pro Ji = i
4εijkγ

iγk a Ki = M0i = i
2γ

0γi plat́ı

J =

(
1
2~σ
0 1

2~σ

)
, K =

(
1
2 i~σ
0 − 1

2 i~σ

)
.

Tedy N = 1
2 (J + iK) = diag(0, 1

2~σ), zat́ımco N+ = 1
2 (J − iK) = diag( 1

2~σ, 0). Dokažte, tud́ıž že
spinor ϕ se transformuje podle reprezentace ( 1

2 , 0) zat́ımco χ podle reprezentace (0, 1
2 ). Všimněte

si, že

χ =
1

2
(1 − γ5)ψ ≡ ϕL a ϕ =

1

2
(1 + γ5)ψ ≡ ϕR .



Ukažte dále, že při operaci parity (t→ t,x→ −x) dostáváme, že χ↔ ϕ.

Ic. Částice se spinem 1 a SUSY

Př́ıklad 19: Uvažujte prvńı sadu Maxwellových rovnic, t.j.,

rotE +
∂B

∂t
= 0 , rotB − ∂E

∂t
= 0 .

Ukažte, že tyto se daj́ı přepsat do tvaru

i
∂E

∂t
=

1

i
S · ~∇(iB) , i

∂iB

∂t
=

1

i
S · ~∇(E) ,

kde (Si)jk = (1/i)εijk. Přesvěčte se, že

[Si, Sj ] = iεijkSk , a že

3∑
i=1

Si
2 = 2 · 13×3 .

Matice Si tedy hraj́ı pro foton (t.j., částici se spinem 1 a m0 = 0) stejnou roli jako Pauliho matice
σi maj́ı pro elektron (t.j., částici se spinem 1/2). Podobně, (E, iB) jsou analogické k (ϕ, χ).
Diskutujte tento výsledek.

Dokažte, že vektor E se transformuje podle reprezentace (1, 0) zat́ımco iB podle reprezentace
(0, 1). Takže (E, iB) se transformuje podle vektorové reprezentace (1, 0)⊕ (0, 1).

Př́ıklad 20: Použijte analogii z Diracovy rovnice a určete jak vypadá jedno-fotonový Hamiltonián
H(p).

Př́ıklad 21: (derivace složené funkce na Gn) Necht’ θk ∈ Gn. Mějme lineárńı transformaci

θk =
∑
p

akpYp , Yk ∈ Gn .

Ukažte, že

∂

∂Yp
f(θ(Y )) =

∑
k

akp

(
∂

∂θk
f(θ)

)
θ=θ(Y )

,

a současně, že

f(θ(Y ))
∂

∂Yp
=
∑
k

akp

(
f(θ)

∂

∂θk

)
θ=θ(Y )

.

Př́ıklad 22: (derivace součinu funkćı na Gn) Necht’ f1 je lichá funkce (tj., 3 G′n) a necht’ f2 je
obecná funkce z Gn. Dokažte, že

∂

∂θp
(f1f2) =

(
∂

∂θp
f1

)
f2 − f1

(
∂

∂θp
f2

)
,

(f2f1)
∂

∂θp
= f2

(
f1

∂

∂θp

)
−
(
f2

∂

∂θp

)
f1 .



Př́ıklad 23: Dokažte, že pro θi ∈ Gn a η, η̄ ∈ G2n plat́ı následuj́ıćı Gaussovské integrály.∫
dθ1 . . . dθn exp

(
−1

2
θTAθ − θTχ

)
= exp

(
1

2
χTA−1χ

)√
detA ,∫ ∏

i

(dη̄idηi) exp
(
−η̄TAη − η̄Tχ− χ̄T η

)
= exp

(
χ̄TA−1χ

)
detA .

Př́ıklad 24: Mějte SUSY generátory

Q = i
∂

∂θ
− θ̄

∂

∂t
a Q̄ = −i ∂

∂θ̄
+ θ

∂

∂t
,

a SUSY kovariantńı derivace

Dθ =
∂

∂θ
− iθ̄

∂

∂t
a D̄θ = − ∂

∂θ̄
+ iθ

∂

∂t
.

Dokažte, že

{Dθ, Q} = {Dθ, Q̄} = 0 a {D̄θ, Q} = {D̄θ, Q̄} = 0 ,

a, že

δDθ = [Dθ, iQε+ iε̄Q̄] = 0 a δD̄θ = [D̄θ, iQε+ iε̄Q̄] = 0 ,

a tud́ıž dokažte, že

δ(DθA) = i(ε̄Q̄ + Qε)DθA a δ(D̄θA) = i(ε̄Q̄ + Qε)D̄θA ,

plat́ı pro libovolné superpole a SUSY transformaci: δt = −iθ̄ε+ iε̄θ, δθ = ε a δθ̄ = ε̄.

Hint: M
◦
uže se vám hodit relace: {ÂB̂, Ĉ} = Â{B̂, Ĉ} − [Â, Ĉ]B̂ = {Ĉ, Â}B̂ − Â[Ĉ, B̂].

Př́ıklad 25: Uvažujte superkovariantńı akci

S = 1
2

∫
dtdθ̄dθ D̄θφ

µDθφµ .

Superpole φµ ma rozklad

φµ(t, θ̄, θ) = xµ(t) + iθψµ(t)− iψ̄µ(t)θ̄ + θθ̄Dµ(t) .

Dokažte, že

S = 1
2

∫
dt (ẋµẋµ + i ˙̄ψ

µ
ψµ − iψ̄µψ̇µ +DµDµ)

=

∫
dt ( 1

2 ẋ
µẋµ − ψ̄µi∂tψµ +DµDµ) .

Uvažujte nyńı nerelativistickou QM v 1D. Superkovariantńı akce m
◦
uže být psána ve tvaru

S =

∫
dtdθ̄dθ (D̄θφDθφ− f(φ)) ,

kde f(φ) je nějaká analytická funkce superpole. Ukažte, že

S =

∫
dt ( 1

2 ẋ
2 + ψ̄(i∂t − f ′′(x))ψ + 1

2D
2 +Df ′) .



Definujte superpotenciál W (t) = D(t) = −f ′(t) a ukažte že opov́ıdaj́ıćı Hamiltonián má tvar:

H = 1
2p

2 + 1
2W

2 − 1
2 [ψ, ψ̄]W ′

Pozn: Proč následuj́ıćı akce

S = 1
2

∫
dtdθ̄dθ D̄θφ

µD̄θφµ , S = 1
2

∫
dtdθ̄dθ Dθφ

µDθφµ ,

nejsou vhodnými kandidáti pro superkovariantńı akci.

Př́ıklad 26: Dokažte, že akce

S[x, ψ, η, χ] = − 1
2

∫ L

0

dt (η−1ẋµẋµ − iψµψ̇µ + η−1iχψµẋ
µ) ,

je invariantńı vzhledem k lokálńım SUSY transformaćım

δxµ(t) = iε(t)ψµ(t)

δψµ(t) = ε(t)

(
η−1ẋµ −

i

2η
χψµ

)
δη(t) = iε(t)χ(t)

δχ(t) = 2 ε̇(t)

Ukažte, že předchoźı akce lze psát v kanonickém tvaru

S[x, p, ψ, η, χ] =

∫ L

0

dt (−pµẋµ +
η

2m0
p2 + 1

2 iψµψ̇
µ + i 1

2χψ
µpµ) .

Dokažte, že akce má následuj́ıćı lokálńı SUSY

δxµ(t) = iε(t)ψµ(t)

δψµ(t) = ε(t)pµ(t)

δη(t) = iε(t)χ(t)

δχ(t) = 2 ε̇(t)

δpµ(t) = 0 .



II. Úvod do QFT a funkcionálńı integrály

Ia. Skalárńı pole

Př́ıklad 27: Dokažte, operátorový Wick
◦
uv teorém pro reálné skalárńı pole a dedukujte z něj

obviklou formu Wickova teorému pro Greenovy funkce volných poĺı, t.j.,

〈0|T [φ̂in(x1) . . . φ̂in(xk)]|0〉 =

{
0 , jestliže k liché∑

r
◦
uzná párováńı

∆F (xi1 , xi2) · · ·∆F (xik−1
, xik) ,jestliže k sudé.

Hint: M
◦
uže se vám hodit následuj́ıćı postup:

Př́ıklad 28: Dokažte, že operátorový Wick
◦
uv teorém pro realné skalárńı pole lze psát v kom-

paktńım tvaru (generuj́ıćı rovnici)

T

[
exp

(
−i
∫
d4x φ̂in(x)J(x)

)]
= : exp

(
−i
∫
d4x φ̂in(x)J(x)

)
:

× exp

(
−1

2

∫ ∫
d4xd4y J(x)∆F (x, y)J(y)

)
,

kde J(x) je c-č́ıselný zdroj.

Př́ıklad 29: (Gaussovské integrály) Ukažte, že∫ ∞
−∞

dx exp
(
−a

2
x2
)

=

√
2π

a
,

kde Re a > 0.

Ukažte, že ∫ ∞
−∞

dx exp
(
−a

2
x2 + bx

)
=

√
2π

a
exp

(
b2

2a

)
,

kde Re a > 0 a b ∈ C. Pomoćı konturového integrálu dokažte, že

∫ ∞
−∞

dx exp
(

i
a

2
x2
)

=

√
2π

|a|

{ √
i pro a > 0,

1/
√

i pro a < 0.

Ukažte, že

∫ ∞
−∞

(
N∏
i=1

dxi

)
exp

(
−1

2
xiAijxj + bixi

)
=

(2π)N/2√
detA

exp

[
1

2
bi(A

−1)ijbj

]
,

kde A = (Aij) je N ×N reálná symetrická matice. Vlastńı hodnoty λi matice A splňuj́ı nerovnost
Re λi > 0.

Ukažte, že

∫ N∏
i=1

(dzidz
∗
i ) exp (−z∗i Cijzj + ζ∗i zi + z∗i ζi) =

πN

detC
exp

[
ζ∗i (C−1)ijζj

]
,



kde zi, ζi ∈ C a C je hermitovská matice.

Př́ıklad 30: (Greenova funkce harmonického oscilátoru) Uvažujte funkcionál — dráhový integrál

Z[j] =

∫
Dx eiS[x,j], (1)

kde S[x, j] = S[x]−
∫∞
−∞ dtj(t)x(t) a

S[x] =
1

2

∫ ∞
−∞

dt(ẋ2 − ω2x2) ,

je klasická akce pro harmonický oscilátor s hmotnost́ı m = 1. V rámci př́ıklad
◦
u z předchoźıho para-

grafu, se Z[j] dá chápat jako zobecněńı Gaussovského integrálu, v tom smyslu, že xi je zaměněno
za x(t). Čas t tedy hraje formálně roli spojitého indexu.

Ukažte, že

x(t) = x0(t) +

∫ ∞
−∞

dt′G(t− t′)j(t′) ,

je stacionárńı řešeńı akce S[x, j], kde (∂2
t + ω2)G(t− t′) = −δ(t− t′) a d2x0/dt

2 = −ω2x0.

Ukažte, že

Z[j] = Z[0] exp

[
− i

2

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dt′j(t)G(t− t′)j(t′)
]
.

Ukažte dále, že

G(t1 − t2) =
i

Z[0]

δ2Z[j]

δj(t1)δj(t2)

∣∣∣∣
j=0

= − i

Z[0]

∫
Dx x(t1)x(t2) eiS[x] .

Hint: Pro funkcionálńı derivaci plat́ı δx(t)/δx(t′) = δ(t − t′), což se dá chápat jako zobecněńı
parciálńı derivace pro diskrétńı indexy: ∂xi/∂xj = δij .

Spočtěte 〈0|T [x̂(t1)x̂(t2)]|0〉, kde T [x̂(t1)x̂(t2)] ≡ θ(t1 − t2)x̂(t1)x̂(t2) + θ(t2 − t1)x̂(t2)x̂(t1).
Srovnejte źıskaný výsledek s G(t).


