Ptiklady k predmétu “Metody Funkcionalniho Integralu”
Dr. Petr Jizba

I. Relativistickd QM a drahové integraly

Ia. Bezspinova ¢astice a bosonova struna

Piiklad 1: Dokazte, Zze na trovni pohybovych rovnic jsou nasledujici akce

Slx(r),m1,12] = —moc/:2 dry/ar (1), (T),

~ 1 [™
Slx(r),n,m1,72] = —5/ dT(n_li‘”(T).i‘u(T) +77m(2)02) ,  (Wheeler (1962), Polyakov (1980)),

ekvivalentni. Proménna 7 je einbain a pfijata signatura Lorentzovské metriky v D dimenzich je
(+7_7_7"'7_)'

Piiklad 2: Dokazte, Ze v nerelativistické limité (t.j., kdyz v2/c? < 1) jak S tak S prechdzi na
akci volné nerelativistické ¢astice.

Piiklad 3: Dokazte, ze na urovni pohybovych rovnic jsou nasledujici strunové akce

Slx(r,0),X] = —% . dadT\/det (Ogzt (o, T)0pzx (0, 7)), (Dirac, Nambu & Goto (1930)),

1

Slx(r,0),h™, %] = 74—/ dodrvVhh®d,z" (0, 7)px, (0, 7), (Polyakov, Dezer & Zumino (1981)),
™ J»

ekvivalentni. h = det hgyp, X je objem svétoplochy, a a b indexuji proménné o a 7.

Priklad 4: Dokazte, ze Polyakovova strunova akce ma 2D Weylovu symetrii, tj, je invariantni

[¢]
vzhledem k pteskalovani metriky ho,(7,0) — f(7,0)hap(T,0), f(7,0) > 0. Ukazte, ze dusledkem
Weylovy ivariance je, ze T% = 0 (T, je tenzor momentu a hybnosti na svétoplose).

Priklad 5: Dokazte, ze akce
1
Shet )y = —/drda Vh R,
47T »

(R je Ricciho skaldrni kiivost) je invariantni vzhledem ke globdlni Weylové symetrii, ke grupé
diffeomorphisrnﬁ a k Poincarého grupeé.

Hint: R je definovan prostfednictvim Christoffel-Riemannova tenzoru kiivosti Rgpeq vztahem
R = h"R°
- ach

a _ a a e a e a
Ryeq = 0% — 0aly, + Tpal'e. — Thcl'eq,

1
& = 5h“d (Ovhdc + Ochay — Oahic) -



Piiklad 6: Dokazte, ze pro lokalni Weylovu transformaci plati
VhR — Vh(R — 2V3w),

(V2 = VoV, = h=128,v/hh®d, je Laplace-Beltramiho operator. Konformni faktor flr,o0) =
exp(2w(T,0)) ).

Vyuzijte faktu, ze

divX = % (aa\/ﬁ X“) ,

a dokazte, ze akce z piikladu 5 je invariantni také vzhledem k lokélni Weylové symetrii (modulo
piipadny povrchovy ¢len).

Piiklad 7: Dokazte, ze ve 2D plati Ry, = %hubR a tudiz, ze Einsteinova gravita¢ni rovnice ve
2D je trividlni. V 2D musi tedy ¢len VAR byt totalni derivaci.

Hint: R = h*Ry, = h®hRyeh (Rap je Ricciho tenzor). Dukaz se d4 zredukovat na uréeni
poctu nezavislych slozek Christoffel-Riemannova tenzoru. K tomu slouzi nasledujici symmetrie

Rabcd = _Rbacd )
Rabcd = Rcdab )
Rabcd = *Rabdc ’

Ropeda + Racay + Ragve = 0, (RiCCihO cyklicka rovnost).

(Racay ma v 2D jednu nezdvislou slozku, v 3D m4 6 nezavislych slozek, v 4D mé 20 nezdvislych
slozek, atd.)

Piiklad 8: (Feynman—Fockova metoda 5. parametru) Dokazte, ze pokud funkce ¢(x, A) spliiuje
rovnici

8(,0(3), A) 1

ZT = §Dm<P(337)\),
(O, is d’Alambertidn) potom funkce 9 (z) kterd splituje Klein-Gordonovu rovnici (0, +m2)(z) =
0 je svdzdna s funkef p(z, \) vztahem: p(z,\) = exp(im3A/2)y(z). Dedukujte z tohoto faktu, ze
propagator pro Klein—Gordonovu rovnici mé nésledujici drahové integralni reprezentaci:

00 m2\ z(AN)=zy A
Tqo|Tp) = exp | —1 zhexp | TL(z(T .
dX j—2 Dzt i [ drL
0 2 z(0)=zq 0

L(z) je Polyakovav Lagrangian pro volnou ¢éstici s kalibra¢ni podminkou n = 1. Srovnej s
reprezentaci odvozenou na pirednasce.

Ib. Reprezentace Lorentzovy grupy a Castice se spinem %

Priklad 9: Presvécte se, ze generatory J,, = i(x,0, — x,0,) spliuji Lieovu (SO(3,1)) algebru

[Jp,uv QO'] = inugJua - inMQJZIO' - inuaJug + inua']ug-

Priklad 10: Zkontrolujte, ze X/ = L[y, ~"] spliuji SO(3,1) algebru, tj.,

Epu: Yool = MuoXpe — MuoXve — Muolpe + MuoSvp -



Hint: Muze se vam hodit relace: [AB,C) = A{B,C} — {A,C}B.
Piiklad 11: Zkontrolujte, ze generdtory (M*"")?. = i(nP*d%. — nP”§k) spliuji SO(3,1) algebru,
tj.s

My, Moo| = inuoMuo — MuoMue — iMuoMyue + iNpe My,

Definujte J; = %Eijijk a urcete prislusny spin odpovidajici této reprezentaci. Ukazte, ze tato
reprezentace je typu (%, %)

Priklad 12: Ukazte, Ze jestlize {v", 7"} = 29" a J; = %EijkEjk = ﬁeijk'ijk, potom [J;, J;] =
icijrde a [V, ] =[5, J°] = 0. Zde v° = inOy1y2y3. Ukaite, 7e {7°,7*} = 0, a ze (J1)? =
(J?)? = (J?)? = i. Verifikujte tyto vysledky ve specidlni reprezentaci (Diracové reprezentaci)

0 _ _(lax2 O i _ (04
Y= "7 = 0 _12><2 ) Y= Vi = _O.io )

a ukazte, ze v této reprezentaci plati

; a’ 0 01
Jo= T = é<00i>’ 7= = (12><2 QOXQ)'

Pro¢ m4 tato reprezentace spin 1/27 Jednd se o reprezentaci (%, 0), (0, %) a nebo (%, 0) & (0, %)7

Piiklad 13: Grupové elementy pro spinorovou reprezentaci Lorentzovy grupy maji tvar
U(fop) = exp (;004320‘5) .
Ukazte, ze v se transformuje jako 4-vektor vzhledem k U(0,p), tj., ukazte, ze

. 0
_ i o _ s
U010 0s) = [oxp (5005010 ) | 77 = (A700)", 07,
ol

kde A(fap) = exp(%ﬂagM aB) je vektorova reprezentace Lorentzovy grupy.

Hint: MSZe se vam hodit relace:

eABe_A = i

n=0

'C’n7 CO = Bu Cn = [A7C’n71]-

S|~

Piiklad 14: Definujme e= a,v*. Dokazte, ze

wm = 2ay - a2 —m,

(- moc) (B moc) = (pup” — me?)

Tr (@) = 4a; - a9,

Tr (@ --g) = 0, (pokud jen liché),
v = —2q

Yugy" = 4day - as.

Piiklad 15: (Foldy—Wouthuysenova transformace) Diracova rovnice ma tvar

(18- moc)yp(x) = 0.



. o . . [
Ukazte, ze Diracuv Hamiltonian méa tvar

H(p) = 7"7'pic + 7°moc® = <

mocC piO'i c
p;ot—moc

’ . . . ’ o ~ 7 . . 7 . 7’ ’ ’ ~
Protoze predchozi matice je hermitovska, muze byt diagonalizovana unitarni transformaci. Dokazte,

7e

(cy/P? 4+ mic?) 1axa 0 iS —is
H iag — = H
diag < 0 —(c /p2—|—m(2)02) loxo € (pe

kde
7'—Q cosf = —0C __ sing = 7|p|
p|2’ VP2 +m2e?’ VP? + mic?

Velicina 0p/|p| se nazyvé rapidita. Interpretujte fyzikdlni vyznam rapidity.

Piiklad 16: Dokazte, ze det (i8- moc) = det (i8 moc) a tudiz ukazte, ze

det (i6- moc) = \/det ((~0 — me?)Lixa).
Hint: Muze se vam hodit relace: det A = exp (Trlog A) .

Piiklad 17: Uvazujte Diracovu reprezentaci v matic z piikladu 12 a pfepiste vlnovou funkci

(bispinor) 1 jako
_ (¥
1/) - <X> 9

kde ¢ a x jsou matice 1 x 2. Ukazte, ze Diracova rovnice z piikladu 15 se da pfepsat ve tvaru

Oy 1, = Ox
gy = Moy + ;a-V(X), v

Ukazte déle, ze pfi operaci parity (t — t,x — —x) dostdvdme, ze ¢ — p a x — —X.

1, =
= —mgx + Ea-V(gp).

Piiklad 18: Uvazujte Weylovu reprezentaci v matic, t.j.,

0 _ 0 lox2 i _ [ 0—0;
v 12><2 0 ’ v ag; 0 ’
0123

Presvécte se, ze tyto matice spliiujf definiénf vztah {y#,7"} = 2n*". Dokazte, ze v° = iy"y1y2y
je v této reprezentaci diagondlni a mé tvar

1 0
5 _ [loxe
7 ( 0 _12><2) '

Ukazte, ze pro J; = iaijk*ywk a K; = My; = %’yovi plati

1= 1,2
o EO’ o EZO'
7= (0;5), K= (o —;w)'

Tedy N = 3(J + iK) = diag(0, 1), zatimco N™ = 1(J — iK) = diag(37,0). Dokazte, tudiz ze
spinor ¢ se transformuje podle reprezentace (%, 0) zatimco x podle reprezentace (0, %) Vsimnéte
si, ze

1 1
X =50 =7 =9 a¢=230+0 = e,



Ukazte ddle, ze pti operaci parity (t — t,x — —x) dostdvdme, ze x <> ©.

Ic. Céstice se spinem 1 a SUSY

Priiklad 19: Uvazujte prvni sadu Maxwellovych rovnic, t.j.,

OB OE
E+ 2 =0 B - 2 — 0.
roL 5y b ot

Ukazte, ze tyto se daji pfepsat do tvaru

i%—]? = 15.6@3), 2B 15-6(E)7
(3

kde (S;)jx = (1/i)e;jx. Presvécte se, ze
3
[Si,Sj] = iEiijk , aze Zsf = 2-1343.
i=1

Matice S; tedy hrajf pro foton (t.j., ¢dstici se spinem 1 a mg = 0) stejnou roli jako Pauliho matice
o; maji pro elektron (t.j., ¢dstici se spinem 1/2). Podobné, (E,iB) jsou analogické k (i, x).
Diskutujte tento vysledek.

Dokazte, ze vektor E se transformuje podle reprezentace (1,0) zatimco iB podle reprezentace
(0,1). Takze (E,iB) se transformuje podle vektorové reprezentace (1,0) @ (0, 1).

Piiklad 20: Pouzijte analogii z Diracovy rovnice a urcete jak vypada jedno-fotonovy Hamiltonidn
H(p).

Piiklad 21: (derivace slozené funkce na G,,) Necht’ 6 € G,,. Méjme linedrni transformaci

0, = Zakap, Y, €G,.
p

Ukazte, ze
P 0
100 = S (i)
a soucasné, ze
9 0
0(Y))mer = %) 50, '
fo( ))6Yp ;a’”’ (f( )89k>9_0(Y)

Piiklad 22: (derivace soucinu funkei na G,) Necht’ f; je lichd funkee (tj., > GJ,) a necht’ f3 je
obecna funkce z G,,. Dokazte, ze

0 0 0
870},(f1f2) = (8pr1> fo — f1 ((%pfz) :

(f2f1)% = fa (f1£> - <f2(,;zp) fi-
p P



Priklad 23: Dokazte, ze pro 0; € G,, a 1,7 € Ga,, plati nasledujici Gaussovské integraly.

1 1
/d91 ...d0, exp (—2 6T AQ — HTx> = exp (2 XTA_lx> Vdet A,

/H(dﬁidm) exp (=" Anp—77" x —X"n) = exp(x"A7'x)det A.

Piiklad 24: Megjte SUSY generatory

.0 _0 - .0 0
Q = Z% — aa a Q = _7/% + 6’% 5
a SUSY kovariantni derivace
0 =0 _ o 0
Dg = % — ’LQE a D9 = _5 + Zaa .

Dokazte, ze

{DﬂvQ} = {D97Q} 0 a {D97Q} = {D97Q} = Oa

0Dy = [Dy,iQc + ZEQ]

0 a 6Dy = [Dy,iQc+ieQ] = 0,
a tudiz dokazte, ze
§(DgA) = i(EQ + Qe)DgA a 6(DgA) = i(EQ + Qe)DgA,
plati pro libovolné superpole a SUSY transformaci: dt = —ife + 6,60 = ¢ a 60 = &.
Hint: Muze se vam hodit relace: {AB,CY = A{B,C} — |A,C|B = {C,A}B — A[C, B].
Priklad 25: Uvazujte superkovariantni akci
s =1 / dtdfdo D¢ Do, .

Superpole ¢* ma rozklad

A (t,0,0) = zH(t) + 0" (t) — " (t)0 + 0ODH(t).
Dokazte, ze
§=1 / dt (&, + it 1y — 0"y, + DM D)
:/ dt (3ita, — V"o, + D*D,,) .
Uvazujte nyni nerelativistickou QM v 1D. Superkovariantni akce muze byt pséna ve tvaru

S = /dtdéda (Dop Do — f(0)),

kde f(¢) je néjakd analytickd funkce superpole. Ukazte, ze

S = /dt (2% + (0, — () + $D* + Df').



Definujte superpotencidl W (t) = D(t) = —f'(t) a ukazte ze opovidajici Hamiltonidn m4 tvar:

H o= b2+ W2 = Ly g
Pozn: Proc¢ nésledujici akce
S = %/dtdéd& Dy¢"Dy¢p,., S = %/dtdéd& D" Do, ,

nejsou vhodnymi kandidéti pro superkovariantni akci.

Piiklad 26: Dokazte, ze akce

Slz,¢,n,x] = —ééLﬁ(nlﬁ%u—NW¢u+nlm¢mW%
je invariantni vzhledem k lokadlnim SUSY transformacim
0z, (t) = te(t)u(t)
unlt) = <o) (7" - 50 )

on(t) = ie(t) x(t)
ox(t) = 26&(t)

Ukazte, ze predchozi akce lze psat v kanonickém tvaru

L
Slz,p,,n,x] = / dt (—pua" + 2m0p2 + %“ﬁ/ﬂpu + Z%XQ/JMPM)'
0

Dokazte, ze akce mé nasledujici lokalni SUSY

dz,(t) = ie(t) Yu(t)
Yu(t) = e)pu(t)
on(t) = ide(t) x(t)

Sx(t) = 2£(t)

dpu(t) = 0.



II. Uvod do QFT a funkcionalni integraly

TIa. Skalarni pole

Piiklad 27: Dokazte, operatorovy Wickuv teorém pro realné skalarni pole a dedukujte z néj
obviklou formu Wickova teorému pro Greenovy funkce volnych poli, t.j.,

5 3 9, jestlize k liché

oo . . Ap(@i,x,) - Ap(wg,_,,x,) Jjestlize k sudé.
ruznd parovani

Hint: Muze se vam hodit nasledujici postup:

Piiklad 28: Dokazte, ze operatorovy Wickuv teorém pro realné skalarni pole lze psat v kom-
paktnim tvaru (generujici rovnici)

T[exp (—i / P qu(x)J(x))] ~ exp (—i / P qzm(x)J(x))
X exp (—;//d“xd“y J(x)AF(x,y)J(y)) ,

kde J(z) je c-¢iselny zdroj.

Piiklad 29: (Gaussovské integraly) Ukazte, ze

e 2
/ dx exp (—Exg) = —77,
oo 2 a
kde Re a > 0.
Ukazte, ze

*° /2 b?
/ dx exp (—%:rQ + bz) = % exp (2a> ,

kde Re a > 0 a b € C. Pomoci konturového integralu dokazte, ze

/mm (i2a%) = /2= Vi proa>0,
P\ “Val \1/Vi proa<o.

— 00

Ukazte, ze

o /N
1 (2m)N/2 1 4
, LA ) — Zbi( AN b
/_ (”dwl> exp( 5 i ”xlj—&-blxz> T exp 2bl( )ijbil

i=1

kde A = (A;;) je N x N reélnd symetrickd matice. Vlastni hodnoty \; matice A spliiuji nerovnost
Re \; > 0.

Ukazte, ze

N N
* * * * U % —
/Zl_ll(dZZdZL ) exp (_Zi Oiij + C,L- zi + z; C,) = 7det ol exp [Cz (C 1)ij<j] R



kde z;,(; € C a C je hermitovska matice.

Piiklad 30: (Greenova funkce harmonického oscildtoru) Uvazujte funkciondl — drdhovy integral
Z[j] = /D:v 'Szl (1)
kde Sz, j] = S[z] — [T dtj(t)z(t) a

Slz] = %/ dt(2? — w?z?),

je klasicka akce pro harmonicky oscildtor s hmotnosti m = 1. V ramci pfikladlol z predchoziho para-
grafu, se Z[j] dé chépat jako zobecnéni Gaussovského integrilu, v tom smyslu, ze ; je zaménéno
za x(t). Cas t tedy hraje formdlné roli spojitého indexu.

Ukazte, ze -
2(t) = olt) + / deG(t — t)i(t),

—00

je staciondrni feseni akce S[z, j], kde (07 + w?)G(t —t') = —6(t — t') a d*xo/dt* = —w?xy.

Ukazte, ze

Z[j] = Z[0]exp [—;/_Z dt/: dt’j(t)G(t—t’)j(t’)]

Ukazte déle, ze

o 62714
Gty —t2) = Z10] 55(t1)3j (t2)

Jj=
Hint: Pro funkciondlni derivaci plat{ dx(t)/dz(t') = 6(t — t’), coz se d4 chdpat jako zobecnéni

parcidlni derivace pro diskrétni indexy: Ox;/0z; = 0;;.

Spoététe <0|T[i(t1).@(tg)”0>, kde T[.i‘(tl)j(tg)] = 9(751 — tg)i‘(tl)i‘(tg) + 9(t2 - tl)i‘(tg)i‘(tl).
Srovnejte ziskany vysledek s G(t).



