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1 Deélitelnost a faktorizace
v okruhu celych c¢isel Z

Budeme se zabyvat celymi, specidlné pfirozenymi ¢isly. Pro a,b € N znadeni a|b znamena,
7e existuje takové ¢ € N tak, ze b = ac. Cteme ,,Cislo a déli ¢islo b.“ Pojem délitelnosti lze
ziejmé rozsifit na a, b € Z, nam ale povétsinou postaci drzet tivahy v prirozenych ¢islech.
Tam plati a|b = a < b, potazmo alb a bla < a = b. Za zjevné povazujeme, ze alb a b|c
implikuje a|c; alb a a|c implikuje a|(b + ¢); a|b implikuje a|be pro kazdé ¢ € N; a|b a c|d
implikuje ac|bd.

1.1 Eukleidtv algoritmus

Véta 1.1 (Véta o zbytku). Pro vSechna m,n € N ezistuje pravée jedno k € Ny a prdavé

jedno r € Ny, 0 < r < m, takové, Ze n = km +r.

Diikaz. Nejprve dokazme existenci ¢isel k a r. Za r vezméme nejmensi nezaporny prvek
mnoziny M = {n — jm | j € Ny}. Cislo k pak oznacuje index j, pro ktery se tohoto
minima nabyva, tedy r := min(M N Ny) = n — km. Zbyva ukazat, ze k a r spliuji
pozadované vlastnosti. Samoziejmé k,r € Ny. Navic protoze r je minimalni nezaporny
prvek z M, musi byt n — (k + 1)m < 0, odkud miZeme ziskat r < m.

Jednoznacnost cisel k,r ovérime sporem. Predpokladejme, Ze existuji dva rizné pary
(k1,71) # (ko, 7o) splitujici k1, ko € No, 1,70 € {0,1,...,m—1} an = kym—+r; = kam+r,.
Bud plati r; = ry, ale pak z rovnosti kym + r; = kam + ro plyne ky = ko. Nebo je bez
jmy na obecnosti r; < ro. Pak ale (k; — kg)m = ry — 1. Na levé strané této rovnosti je

¢islo délitelné m, na pravé strané ¢islo v mnoziné {1,2,...,m —1}. To je ovSem spor. [

Cisla k a r z predchozi véty, tedy netaplny podil a zbytek pii déleni ¢isel n a m, se
daji zapsat pomoci funkce |x]. Tento symbol pro realné ¢islo = oznacuje tzv. (dolni) celou
cast cisla z, tedy nejveétsi celé ¢islo mensi nebo rovno z. Je to tedy prave to jediné celé

Cislo, které spliuje |z| <z < |x]| + 1 a ekvivalentné x — 1 < |z| < z. Pro netplny podil
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Obrazek 1.1: Grafy funkci |z] a [z].

a zbytek pfi déleni ¢isel n a m plati

2] 0 renenl2]

Graf funkce |z | je na obrazku 1.1. Viimnéme si jejtho chovani na zaporné poloose. Mame
napiiklad | —3,4] = —4, tj. tato funkce se pro zaporny argument chova jinak, nez napfi-
klad zaokrouhovaci funkce v pocitaci.

Poznamenejme, 7Ze celd ¢ast z x se nékdy znadi [z]. Znaceni |z | je ale vhodné&jsi vzhle-
dem k tomu, ze se pak tato funkce snadno odlisi od horni celé ¢asti z x, oznacené symbolem
[z], ktera pfifazuje nejmensi celé ¢islo vétsi nebo rovno z, tj. spliujici [z] —1 <z < [z].
Horni a dolni celd ¢ast jsou samoziejmé tizce svazany,

(ﬂ:{ |x]+1 proz¢Z,

|z ] pro x € Z.

Definice 1.2. Necht a,b € Ny nejsou obé nulova ¢isla. nsd(a, b) je takové d € N, ze d|a a
d|b a pfitom pro kazdé d' € N, které taky spliuje d'|a a d'|b plati, Ze d’'|d (nebo d' < d).

Kdyz je nsd(a,b) = 1, fekneme, Ze a a b jsou navzajem nesoudélna a znac¢ime a L b.
Véta 1.3. Pro kazdé a,b € N existuje xo,yo € Z tak, Ze axg + byy = nsd(a, b).

Diikaz. Definujme mnozinu M = {ax + by | x,y € Z}. Snadno nahlédneme, Ze mnozina

M ma nasledujici vlastnosti:
e M je uzaviena na scitani, tj. z,w € M implikuje z +w € M;

e M je uzaviena na nasobeni celym cislem, tj. j € Z, 2 € M implikuje jz € M;



e M obsahuje prvky a,b € M.

Dokazeme, ze nejmensi kladny prvek z mnoziny M je roven nsd(a, b). Ozna¢me
n:=min{z € M | z > 0}.

V prvé fadé n = axg + by pro néjaké xg,yo € Z. Protoze nsd(a,b) déli ¢isla a,b, musi
délit i jejich kombinaci, jakou je ¢islo n. Proto nsd(a, b)|n. Ukazeme, Ze to plati i naopak.

Dokazme, ze n déli a. Kdyby tomu tak nebylo, pak vysledkem déleni a = kn + r
podle véty 1.1 ziskdme nenulovy zbytek r € {1,2,...,n — 1}. Z vlastnosti mnoziny M ale
plyne, ze » = a — kn € M, coz je spor s volbou n jako miniméalniho kladného prvku v
M. Podobnym zptsobem ovéfime, ze n déli i b, a tedy plati n|nsd(a,b). Odtud uz plyne

rovnost n = axg + byy = nsd(a, b). O

Myslenka diikazu véty nam umozni dokazat nékteré vlastnosti nejvétsiho spolecného

délitele. Oznacime-li totiz M, ; mnozinu celociselnych kombinaci ¢isel a a b, plati
nsd(a,b) = min{z € M,, | z > 0}. (1.1)

Protoze ale plati
Moy =A{ax +by |2,y € Z} ={(a —b)x + b(z +y) | v,y € Z}
={(a—b)z+by|z,y €L} =Msp,

muzeme s pomoci (1.1) odvodit, ze
nsd(a,b) = nsd(a — b,b) .

Toho vyuziva tzv. Eukleidiv algoritmus pro hledani nejvétsiho spole¢ného délitele. Ten

prevadi hledani nsd(a, b) na hledani nsd dvou mensich ¢isel pomoci celoéiselného déleni.

a=kib+mr nsd(a, b) = nsd(a — k1b, b) = nsd(ry, b)
b= kor; + 179 nsd(b — kory,ry) = nsd(ra, 1)
r1 = k3ro + 13 = IlSd(’I“g, 7"2)
Tj,1 = qutlrj + T’j+1 = IlSd(?”j, 7’]'+1)

Protoze v kazdém kroku je zbytek r; nezaporny a pritom ostie mensi nez ¢islo r;_1, kterym
délime, tj. b > ry > ry > --- > 0, musi po konecném poctu krokt nastat rovnost ;1 = 0.

To ale znamena, ze r; déli r;_4, a proto nsd(r;,r;_1) = nsd(a,b) = r;.



Odhadnéme pocet kroku potiebnych k uréeni nsd(a, b). Ukazeme si, Ze nejhorsi ptipad
nastane, pokud za a,b zvolime po sobé jdouci ¢leny znamé Fibonacciho posloupnosti
(Fy)n>0, kterd je definovana rekurentnim ptedpisem F,, = F,,_1 + F,,_o, F1 = 1, [ = 0.
Vsimnéme si, Ze pro kazdé i je k; > 1, a navic 7,41 = 0, r; > 1, proto postupné

rjio1 =21+ > P+ Fo = Fa,

Tj—o > Tj_1 +1; =2 Fy + Fy = F3,

b>ri+ry > Fj+ Fj = Fjp.

Cislo b = F};; je tedy nejmensitakové, ze pro uréeni nsd(a, b), a > b, potfebujeme j kroki,
tedy nsd(a,b) = r;. K porozuméni, jak se méa j k velikosti ¢isla b, pro jednoduchost dale
odhadneme F), 1 < 2", coz lze snadno ukazat matematickou indukei. Potom b < F, 1 <
2" implikuje log, b < n, takze k urceni nsd(a, b) je tfeba nejvyse tolik déleni, kolik je cifer
¢isla b ve dvojkové soustave. Pii hledani nejvétsiho spolecného délitele velkych cisel je
proto pouziti Eukleidova algoritmu vyrazné rychlejsi nez oblibené rozkladani na soucin

prvocisel.

Piiklad 1.4. Najdéme nsd(432,234). Bez ijmy na obecnosti zvolime a = 432 a b = 234,

jinak by prvni krok Eukleidova algoritmu roli ¢isel pouze zaménil. Mame
432 = 1234+ 198
234 =1-198 + 36
198 =5-36+ 18
36=2-1840

a proto nsd(432,234) = 18.

Eukleiduv algoritmus zaroven umoznuje najit ¢isla xq, yo z véty 1.3. Staci postupovat

od konce. Ukazme si postup na hodnotach z prikladu 1.4.

Priklad 1.5. Z predposledni z rovnosti muzeme ¢ist, Ze
nsd(432,234) =18 =198 — 5 - 36.
OvsSem cislo 36 1ze z predchézejici rovnice vyjadiit 36 = 234 — 1 - 198, tudiz

18 =198 —5-(234 —198) =6-198 — 5 - 234.



Nyni nahradime 198 = 432 — 234, abychom ziskali

18 =6-(432—234) —5-234 =6-432 — 11 -234.
Pro hledanou kombinace nsd(432,234) = z - 432 + yo - 234 je tedy xo = 6 a yo = —11.
Véta 1.6. Necht a,b,c € N. Rovnice ax+by = ¢ md feseni x,y € Z, pravé kdyz nsd(a,b)|c.

Diikaz. Nutnost podminky nsd(a,b)|c je ziejma. Cislo nsd(a,b) totiz déli kazdou celodi-
selnou kombinaci ax + by. Abychom dokézali, Ze podminka je i postacujici, pouzijeme
vétu 1.3. Podminka nsd(a, b)|c implikuje existenci ¢isla ¢’ takového, ze ¢ = ¢'nsd(a,b). Z
véty 1.3 najdeme zg,yo € Z tak, Ze axg + byy = nsd(a,b). Po vynasobeni celé rovnice
¢islem ¢ ziskavame

a(zod) + b(zocd') = ¢'msd(a,b) = c.
Hledané celoc¢iselné feSeni je tedy x = xoc a y = yoc. O

Véta 1.6 vypovida o TeSitelnosti rovnice ax + by = c. Jeji ditkkaz spolu s Eukleidovym
algoritmem pak ukazuje postup, jak néjaké feSeni této rovnice najit. Dvojice z,y € Z
vSak k danym ¢islim a, b, ¢ € N neni dana jednoznacné. Je-li totiz ax + by = ¢, pak také

napiiklad a(z + b) + b(y — a) = c.

Véta 1.7. Necht a,b,c € N spliuji nsd(a,b)|c. Je-li xg,yo € Z jedno teSeni rovnice

ar + by = ¢, pak vSechna veSeni x,y € Z této rovnice jsou ddana dvojicems
(x,y) = (o + kb, yo — kad'), kelZ, (1.2)
kde o',/ € N jsou ¢isla takova, Ze
a=ansd(a,b) a b=10nsd(a,b).

Dukaz. Predpokladejme, ze kromé xg,yo € Z spliujiciho axg + byg = ¢ mame jesté dalsi
par x,y € Z takovy, ze ax + by = c. Po odecteni dostaneme a(zg — x) + b(yo —y) =0, a
tedy

Yo—y a ansd(a,b) d

t—1x9 b  bnsd(a,b) b

Posledni ze zlomkii uz je ve zkraceném tvaru, takze nutné musi platit

yo—y=ka a x—x0=kD.



Odtud uZ snadno plyne, Ze vSechna FeSeni rovnice ax + by = ¢ jsou ve tvaru (1.2). K
dikazu tvrzeni véty staci ovéfit, ze kazdd dvojice x,y dand predpisem (1.2) uz rovnici
ax + by = c tesi. To je ale zrejmé z dosazeni

a(zo + kb)) + b(yo — ka') = axg + byo +akb’ — bka’
————

Cc

b a
—ctak—r— —bh—— =,
cra nsd(a, b) nsd(a, b) ¢

(. >
g
0

]

Priklad 1.8. Najdéme vSechna celociselna feSeni rovnice 24x+105y = 33. Nejprve ovéime
podminku fFesitelnosti danou vétou 1.6, tj. zda nsd(24,105)|33. Nejvétsi spoleény délitel

miizeme vypocitat napriklad Eukleidovym algoritmem,

105=4-2449
24=2-9+6
9=1-6+4+3
6=2-34+0

tj. nsd(24, 105) = 3 a rovnice mé zjevné feSeni. Z Eukleidova algoritmu rovnéz ziskame
3=9-6=9—-(24—-2-9)=3-9—-24=3-(105—-4-24) —24 = —13-24+3-105.

Po vynasobeni ¢islem 33/3 = 11 ziskdme jedno feSeni rovnice 24z + 105y = 33, o = —13-
11 = —143, yo = 3-11 = 33. Kazdé jiné feSeni z, y pak splituje 24(z—z()+105(y—yo) = 0,

a tedy
Y — Yo 24 8

xo—x_ﬁ:%'

1.2 Zakladni véta aritmetiky

......

Lemma 1.9 (Eukleidovo). Necht a,b,c € N. JestliZe a|bc a plati a L b, pak alc.

Diikaz. 7 predpokladu albe plyne existence d € N takového, ze bc = ad. Protoze a a b
jsou navzajem nesoudélna, muzeme pouzit vétu 1.3. Mame tedy z,y € Z takova cisla, ze

ax + by = 1. Snadnou upravou soustavy

ad — bc =0
ar +by =1
dostaneme ¢ = a(dy + cx), a tedy a déli c. O



Jako jednoduchy dusledek Eukleidova lemmatu si uvedme néasledujici.

Dusledek 1.10. Necht k € N. Pro po dvou nesoudélnd ¢isla my,...,my; € N a cislo
a € N plat?

my---mgla <= m;la pro vdechna i € {1,2,...,k}.

Dikaz. Tvrzeni dokdZeme nejprve pro k = 2. Z definice m;ms|a znamena, ze existuje
k € N takové, ze a = kmymsy. Odtud je jasné vidét, ze my|a i ms|a. Naopak kdyz m4|a
a a = jmeg, nutné my|jms, ale z Eukleidova lemmatu a nesoudélnosti my, ms plyne my|j,
tudiz j = Imy. Proto a = jmy = lmymsy, a proto myms|a. Indukei snadno prejdeme k

obecnému k € N. ]

Poznamka 1.11. VSimnéme si, ze tvrzeni lemmatu 1.9 neplati bez predpokladu a L b,

protoze napf. 6|12 = 3 - 4, ale neplati ani 6 |3 ani 6 | 4.

Néktera cisla a ovsem maji vlastnost, ze kdykoliv déli soucin, déli alespon jednoho z
¢initeld, a to aniz bychom pozadovali nesoudélnost s ostatnimi ¢initeli. Formalné a | be =
a|b nebo alc. Témito ¢isly jsou prvodisla, tedy cisla, kterd maji pravé dva délitele, a to 1
a sebe sama. Cislo 1 se za prvocislo nepovazuje. Ve skutecnosti vyse zminénd vyjimecnost

vzhledem k Eukleidové lemmatu prvocisla charakterizuje, jak dokazuje nasledujici tvrzeni.

Véta 1.12. Necht p € N, p > 1. Cislo p je prvocislo, prdvé kdyz plati
plbc = p|b neboplc  pro kaZdé b,c € N. (1.3)

Dikaz. Abychom dokézali, Zze prvocisla spliuji (1.3), uvédomime si, Ze jestlize prvoéislo
p nedéli néjaké cislo b, pak je s nim nesoudélné, protoze jediny spolecny délitel p a b je 1.
Nyni vyuzijeme Eukleidova lemmatu 1.9. Kdyby totiZ pro né&jaké b, ¢ € N platilo p|be, a
navic p /b, pak je p L b a proto z Eukleidova lemmatu p|c.

Pro implikaci zprava doleva zkoumejme, jaké délitele mtize mit ¢islo p € N spliu-
jici (1.3). Kdyby p = dyds, pak p déli soucin dyds a z predpokladu p déli alespon jeden z
¢initelt dy, dy, Teknéme d;. Toto ¢islo je ale nutné < p. Proto d; = p a dy = 1. p je tedy

prvocislo. O
Z predchozi véty snadno odvodime indukci nasledujici tvrzeni.

Diusledek 1.13. Necht p je prvocislo a qi,...,qs € N. JestliZe p|q, - - - qs, pak ezistuje
index j € {1,...,s} takovy, Ze p|q;.



Jesté mnohokrat uvidime, jak vyznamnou tlohu mezi celymi ¢isly prvocisla hraji.
Mezi nejvyznaméjsi patii fakt, ze vSechna ostatni pfirozena ¢isla n > 1 lze ziskat jejich

soucinem.

Véta 1.14 (Zéakladni véta aritmetiky). KaZdé prirozené cislo n > 1 lze rozlozit na soucin

prvocisel. Tento rozklad je urcen jednoznacné az na poradi ciniteli.

Diikaz. Dokazme nejdiive tvrzeni o existenci rozkladu, a to indukci na velikost n. Jestlize n
je samo prvocislo, pak je rozklad ziejmy. Necht je to tedy ¢islo sloZené, tj. tvaru n = nins,
kde n1,n9 € N, 1 < ny,no < n. Z indukéniho predpokladu existuji rozklady cisel n; a no,
rozklad cisla n zfejmé dostaneme jako soucin rozkladu c¢isel n; a no.

Nyni dokazme jednoznacnost rozkladu. Pokud n je prvocislo, pak z definice prvocisla
nelze n napsat jako soucin jinych prvocisel. Jeho rozklad je tedy jednoznac¢ny. Pro spor
predpokladejme, Ze n je nejmensi ptirozené ¢islo, pro které rozklad neni jednoznacény. Je

tedy nutné n slozené. Necht

n=pip2-Pr=qq2"qs, (1.4)

kde py,...,pr,q1,...,qs jsOu — ne nutné rtizna — prvocisla. Protoze n je slozené, plati
r,s > 2. Podle ekvivalentni vlastnosti prvocisel (véta 1.12) totiz p; nutné déli alespon

jedno ¢; z prvocisel qq,...,qs. Bez jmy na obecnosti p1|q1, a proto p; = ¢;. Lze tedy

timto ¢islem rovnost (1.4) vydélit. Pfirozené ¢islo n’ = o = o > 1 ma tedy rovnéz dva

rozklady na prvocinitele, a to

!/

n =py - Pr=9q2 - "gs-
Je ovSem n’ < n, coz je spor s volbou n jako nejmensiho s touto vlastnosti. O

Pravé dokazana zakladni véta aritmetiky vyjadiuje fakt, ktery kazdy ctenar jisté zna.

Kazdé ptirozené n > 1 lze napsat jako soucin

n = py'ph? - phr (1.5)

pro néjaka navzajem rtizna prvocisla py, ..., p., 7 € N, a exponenty ki, ..., k. € N. Kazdy

délitel takového cisla n je pak ve tvaru
d=pi'py vl (1.6)

kde celoéiselné exponenty ji,...,J, ted spliuji 0 < j; < k; pro kazdé ¢ € {1,2,...,r}.

Vsechny délitele ¢isla n ziskdme z (1.6) uvazovanim vSech pfipustnych r-tic exponenti

9



J1,---,Jr- Protoze pro exponent j; mame k; + 1 moznosti 0,1,...,k;, je celkovy pocet

déliteld roven
T

7(n) = (- pl) = [ [ (ki +1). (1.7)

i=1

Funkce 7 : N — N prfifazujici pfirozenému ¢islu pocet jeho déliteld je jedna z tzv. aritme-
tickych funkci, o kterych bude tec¢ v kapitole 3.

Rozklad na prvocisla se zpravidla pouziva pii stfedoskolské vyuce k hledani nejvétsiho
spolecného délitele a nejmensiho spolecného nasobku dvou ptirozenych cisel m, n. Mame-li
formélné zapsat nsd(m,n) nebo nsn(m,n) pomoci jejich rozkladi na prvoéisla, musime
v (1.5) uvazovat exponenty i nulové. Ctenaf si spravnost nasledujiciho tvrzeni rozmysli

jisté sam.

Véta 1.15. Necht m,n € N a necht py,...,p, jsou prvocisla takovd, Ze kaZdé z nich déli

bud m nebo n. Pak lze psdt
n=pipsp, om=pip - plr,
kde nyni exponenty k;, l; patri do Ny. Potom
. . min{k;,l; } . . max{k;,l; }
nsd(m,n) = sz- , nsn(m,n) = sz‘ .
i=1 =1
Jako dusledek pak odvodime

Dusledek 1.16. Necht m,n € N. Potom plati nsd(m,n)nsn(m,n) = mn.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze min{a, b} + max{a,b} = a + b pro vSechna a,b € Z. O

1.3 Prvodisla

Nez prejdeme k dalsimu vykladu, povézme si jesté néco o prvocislech. Uz Eukleidés ukazal,

ze prvocisel je nekone¢né mnoho.
Véta 1.17. Provocisel je nekonecné mnoho.

Diikaz. Predpokladejme, ze prvocisel je koneény pocet, feknéme k, tedy pi,po, ..., Pk-
Oznaéme n = pipy...p + 1. Cislo n je ziejmé vétsl nez p; pro kazdé i € {1,2,...,k}.
Protoze n neni délitelné zadnym prvocislem mezi py,...,pg, je n bud samo prvocislo,
nebo jeho rozklad obsahuje prvocislo, které neni mezi pi,ps,...,pr. V obou pripadech

prichazime ke sporu s tim, Ze seznam pq, ..., pr vycerpal vSsechna prvocisla. O

10



V pozdéjsich kapitolach uvidime, Ze v rtiznych aplikacich mtze byt dilezité umét
rychle najit velké nahodné prvocislo. Podstatou je mit test k rozhodnuti o prvociselnosti,
zajiméa nas ovSem i to, s jakou pravdépodobnosti pii nahodném vybéru velkého ¢isla na
prvocislo narazime. Neni tézké ukazat, ze mezi sousednimi prvocisly miize byt libovolné

velkd mezera.

Véta 1.18. Pro kazdé n € N lze nalézt posloupnost n po sobé jdoucich slozenych pfiro-

zenych cisel.
Dikaz. Kazdé ¢islo tvaru (n+1)!4-7, j € {2,3,...,n+1}, je slozené, protoze ma netrivialni
délitel ;. 0

Sousedni prvodisla tedy mohou byt libovolné daleko od sebe. Naopak existuji dvojice
prvocisel, jejichz rozdil je roven dvéma. Takovou dvojici je naptiklad 11 a 13, 17 a 19,
nebo 29 a 31.

Rozlozeni prvocisel vSak nejlépe vystihuje dalsi aritmetickd funkce 7 : N +— N, ktera

danému n € N spocita pocet prvocisel mensich nebo rovnych n. Forméalné

m(n) = #{p < n | p je prvocislo} .

Asymptotické chovani této aritmetické funkce popisuje netrividlni Hadamardova — De la

Vallée Poussinova véta, jejiz dilkkaz se ¢tendr mutize dozvedét v prednasce z teorie Cisel.

Véta 1.19 (Hadamard, De La Vallée Poussin).

m(n)

n—oomn/Inn -
Této véte se také nékdy tikd prvociselnd véta a dokazalo ji nezavisle hned nékolik

matematikii. Véta velmi zhruba tiké, Ze pocet prvocisel mensich nebo rovnych n lze pro

velké n odhadnout funkei {-. Abychom méli predstavu, s jakou pravdépodobnosti pii

nahodném vybéru ziskame prvocislo, odhadnéme pocet stomistnych prvocisel. Ten je roven
7(101%) — 7(10%?). S pouzitim véty odhadneme

10100 109 99-10% —10-10% 89
100ln10 99In10 991n 10 . 991n10

7(10"°) — 7 (10%) ~ 10% ~ 3,9-10%

Poméiime-li tento vysledek s poc¢tem 10'%0 — 10% v8ech stomistnych p¥irozenych &isel,

vyjde
9.10%
3,910

tedy v priméru kazdé 231. stomistné cislo je prvocislo.

~ 231,
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2 Kongruence

2.1 Kongruence modulo m

Relace R na mnoziné A je mnozina usporadanych dvojic prvkt z A. Mezi relace patii
napiiklad kazdému znamé pojmy jako rovnost, usporadani, apod. oznacované symboly
=, <, <, atd. Fakt, ze dvojice prvkii (a,b) je v relaci, se pak ¢astéji znaci aRb spiSe nez
(a,b) € R, tedy a = b, a < b, a < b, apod.

Relace R na mnoziné A se nazyva ekvivalence, pokud je
1. reflexivni, tj. aRa pro kazdé a € A,

2. symetricka, tj. aRb praveé kdyz bRa a

3. tranzitivni, tj. aRb a bRc implikuje aRe.

Relace ekvivalence zavedena na A rozdéli mnozinu A na disjunktni sjednoceni pod-
mnozin, v ramci kterych jsou si vSechny prvky navzajem ekvivalentni. Témto podmnozi-
nam se fika tiidy ekvivalence a jsou jednoznac¢né urceny libovolnym svym prvkem.

Ekvivalenci je napiiklad obycejné = na mnoziné celych ¢isel. V tomto ptipadé jsou
ale tfidy ekvivalence pravé vSechny mnoziny {n}, kde n € Z. My zavedeme ekvivalenci,

ktera rozdéli mnozinu Z do t¥id méné trividlnim zpisobem.

Definice 2.1. Necht m € N. Rekneme, 7e a,b € Z jsou kongruentni modulo m, jestlize

m déli rozdil @ — b. Znacime a = b mod m.

Je snadné ovérit, ze uvedena relace na mnoziné 7Z je reflexivni, symetricka i tranzitivni,
tudiz je to relace ekvivalence. Znaceni a = b mod m je sice vzité, ale ponekud zavadeéjici,
protoze naznacuje neexistujici nesymetrii. Z tohoto divodu néktefi autori davaji prednost
zapisu a =, b. S timto znacenim ovSem neprorazili, a tak i my se nadale budeme drzet
zapisu klasického s védomim, ze poznamka ,, mod m* lze vynechat, pokud je z kontextu

modulus jasny.
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Ctenar si jisté uvédomil, Ze celd ¢isla jsou kongruentni modulo m, pravé kdyz maji
stejny zbytek po déleni ¢islem m. Z toho je zfejmé, ze t¥idy ekvivalence modulo m jsou
mnoziny [j] = {km+ j | k € Z}. Napiiklad pro m = 3 tedy mame cela ¢isla rozdélena do

t11 tTid podle toho, zda maji zbytek 0, 1, nebo 2 po déleni tfemi, tj.
7Z=A...,-6,-3,0,36,...}U{...,=5,-2,1,47,...}U{...,—4,—-1,2,58,... }.

Kromé reflexivity, symetrie a tranzitivity ma kongruence modulo m fadu dalsich vlast-
nosti, které velmi snadno plynou z definice. Nékteré z nich vyslovime:

V nésledujicim necht m € N, a,b, ¢, d € Z, pfipadné k € N. Plati:
e K obéma strandm kongruence lze pricist stejné cislo, tj.

a=b modm = a+c=b+c modm. (2.1)

Obé strany kongruence lze vynasobit stejnym c¢islem, tj.

a=b modm = ac=bc modm. (2.2)

e Kongruence lze scitat,

a=b modm

— a+c=b+d modm, (2.3)
c=d modm
e a nasobit,
a=b modm
= ac=bd mod m, (2.4)
c=d modm
e tedy specialné i mocnit
a=b modm = a"=b" modm. (2.5)

VSechny predchozi vlastnosti snadno plynou z definice. Odvozeni ilustrujme na ,nej-
komplikovanéjsim“ ptipadé (2.4). Z predpokladu mame m|(b — a) a m|(d — ¢). Chceme
dokézat, ze m|(bd — ac). Protoze bd — ac = bd — bc + be — ac = b(d — ¢) + ¢(b — a), je
vysledek ziejmy.

Abychom si ovsem osvojili pojem ekvivalence, je vhodné abychom vyse uvedené vlast-

zbytek pak odvodime pomoci tranzitivity relace =.
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Jestlize a = b mod m a plati (2.1), pak pfi¢tenim a k obéma strandm dostaneme
a+a = b+ amod m a prictenim b dostaneme a + b = b+ b mod m. Z tranzivity pak
a+a = b+ bmod m, tj. 2a = 2b mod m. Podobné pric¢tenim 2a k obéma stranam a = b
mod m ziskdme a + 2a = b + 2a, prictenim b k jiz dokdzanému 2a = 20 mod m mame
2a + b = 2b+ b mod m. Z tranzitivity opét 3a = 3b mod m. Takto bychom odvodili (2.2)
pro kazdé c € Z.

Pro dikaz (2.3) sta¢i pfi¢ist ¢ k obéma strandm a = b mod m a pficist b k obéma
strandm ¢ = d mod m. Tranzitivita opét implikuje vysledek. Vlastnost (2.4) pak obdrzime
s pouzitim jiz odvozené (2.2), a to vynasobenim obou stran kongruence a = b mod m
¢islem c a obou stran kongruence ¢ = d mod m ¢islem b.

Z vyse uvedenych kongruenci (2.1)—(2.5), lze snadno odvodit nésledujici tvrzeni.

Vé&ta 2.2. Necht f(z) = co+crz+- - -+cpx® je polynom s celociselnymi koeficienty a necht

m € N. Jestlize a,b jsou celd ¢isla takovd, Ze a = b mod m, pak f(a) = f(b) mod m.
Pouziti této véty ilustrujme na priklade.

Priklad 2.3. Je dan polynom f(z) = 142° —252*+ 3523 + 1522 — 192 +4. Najdéme zbytek
r po déleni ¢isla f(20) ¢islem 7. Nejprve k pravé strané zjevné kongruence f(x) = f(z)
mod 7 pri¢teme vhodny mnohoclen f tak, aby se pocitani co nejvice zjednodusilo. Polozme
f(x) = —142° + 282* — 352% — 1422 4 21z. Dostaneme f(z) 4 f(x) = 3z* + 2% + 2z + 4.
Dos4hli jsme redukce koeficientt u jednotlivych mocnin z. Pfitom je ziejmé, ze f (a) je

délitelné sedmi pro kazdé celé ¢islo a. P¥i¢téme tedy kongruenci 0 = f(20) mod 7. Celkem
£(20) = f(20) + f(20) = 3-20* +20% +2-20 + 4.

Stale se ndm ovSem nechce do mocnéni velkych ¢isel. Pouzijeme tedy vétu (2.2). Protoze

20 = —1 mod 7, plati
f20)=3-(-1D)*+ (=1)*+2-(=1) +4 mod 7,
coz uz je velmi jednoduchy vypocet. Mame tedy f(20) = 6 mod 7.

Vratme se nyni zpét k vlastnostem (2.1)—(2.5) kongruenci. Implikace v piipadé (2.1) lze
samoziejmé obratit. MtiZeme ale obratit implikaci i v pfipadé (2.2)? Lze Fici, ze m|(cb—ca)
implikuje m|(b— a)? To jisté ne, jak jsme vidéli na prikladé v pozndmce 1.11. S pouzitim
Eukleidova lemmatu 1.9 vSak mtzeme odvodit, zZe

pro ¢ L m plati a=b modm <<= ac=bc modm. (2.6)
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Miuzeme dokonce ménit i modulus v kongruenci. Snadno se totiz ovéfi, ze
a=b modm <= ac=bc modcm. (2.7)

Kongruence modulo my, ..., my; pro po dvou nesoudélna souvisi s kongruenci modulo

jejich soucin, jak 1ze snadno pfimo z definice kongruence odvodit z disledku 1.10.

Tvrzeni 2.4. Necht my, ..., my, jsou po dvou nesoudélnd prirozend c¢isla. Pak
a=b mod my---mp <= a=0b modm,; pro vsechna i € {1,2,...,k}.
Ve skutecnosti miizeme podobné tvrzeni zapsat i pro obecnou k-tici prirozenych cisel.

Tvrzeni 2.5. Necht my, ..., my jsou pFirozend c¢isla. Pak

a =b mod m; pro viechnai € {1,2,...,k} <= a=b mod nsn(myq,...,my).

2.2 Pozi¢ni soustavy a kritéria délitelnosti

Jako jednoduchou aplikaci prace s kongruencemi pfipomenme znaméa i méné znama Kri-
téria délitelnosti prirozenych ¢isel pomoci jejich ciferného souctu. Protoze dilezitou roli
bude hrat zapis ¢isel v pozi¢ni soustavé s celociselnym zakladem, pfipomenme, jak tyto

zapisy vypadaji.

Véta 2.6. Necht g € N, q > 1. Kazdé prirozené ¢islo n lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru
k
n:Zaiq’, kde k € Ny, ag,...,ar € {0,1,...,¢— 1}, ax # 0. (2.8)

Diikaz. Nejprve ukazme jednoznacnost. Nechf existuje pfirozené ¢islo s dvéma vyjadie-
nimi
k !
n=> aq =) b,
i=0 §=0
kde k,l € N, ag,...,ax,by,..., 0, € {0,1,...,q — 1} pro ag, b, # 0. Necht n je nejmensi s
touto vlastnosti. Potom k # [. Jinak by totiZ &islo n — ¢* mélo také dvoji zapis tvaru (2.8)
a to by byl spor s minimalitou n.
Bez Gjmy na obecnosti tedy k& > [ + 1. Pak plati
k ! l
:Zaiq’qu, ale zaroven n—ijqJ< q—lz ¢t —1<¢"—1,
i=0 7=0 §=0

a to je spor.
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Existenci vyjadfeni ve tvaru (2.8) dokdzeme indukei na n. Jestlize n € {0,1,...,¢—1},
pak ay = n a jsme hotovi. Necht n > ¢. Ma-li byt n = Zf:o a;q*, musi nutné ag byt rovno
zbytku po déleni ¢isla n ¢islem g, protoze n = ap mod g a ag € {0,1,...,qg — 1}. Polozme
tedy n' = %. To je prirozené cislo ostie mensi nez n. Z indukéniho predpokladu existuje

zépis Cisla n’ ve tvaru
!
r_ 1 g
W'=Y dd,
Jj=0

kde koeficienty o € {0,1,...,¢ — 1}. Polozme k =l +1aa; =aj , proi = 1,... k.
Protoze n = qn’ + ag, dostali jsme vyjadieni (2.8). O

Z dtkazu ptredchozi véty lze vycist algoritmus hledani rozvoje ¢isla n v bazi q. Mohli

bychom ho zapsat takto:

Vstup: n.
Poloz i = 0. Dokud n > 0, provadéj: a; := zbytek po déleni n mod ¢; n := %; 1 =1+ 1.

Vystup: a;_1 - - - aiag.

Vsimnéme si, ze tento algoritmus pocita cifry prirozeného ¢isla ‘odzadu’. Konstruovat
rozvoje v bazi ¢ lze ale i jinym zptsobem, nez byl popsan v dikazu predchozi véty. Tzv.
hladovy algoritmus urcuje cifry postupné od prvni platné, a je uzitecny predevsim pokud

kromé prirozenych ¢isel zacneme chtit rozvijet libovolné kladné ¢islo.

Vstup: n.

Najdi k € N tak, ze ¢* < n < ¢**!; poloz i = k.

Dokud ¢ > 0, provadeéj: a; := L%J; ni=n—aq’;i:=1i—1.
Vystup: ay - - - a1ap.

Priklad 2.7. Najdéme rozvoj ¢isla 493 v soustaveé se zakladem 7. Pro ilustraci pouzijeme
oba predvedené postupy. Mame 493 = 3 mod 7, proto ag = 3. Dale plati *=*¢ = @ =
70 = 0 mod 7, proto a; = 0. Podobné 770 = 10 = 3 mod 7, proto as; = 3. Konecné
23 =1, proto az = 1. Celkem tedy 493 = (1303)-.

Hladovym algoritmem najdéme nejvy$$i mocninu 7 obsaZenou v 493. Mame 7° =
343 < 493 < 74 Uréime a3 = [493/343] = 1, nové n := 493 — 1 - 7 = 150. Proto
as = |150/49] = 3. Pokrac¢ujeme s n = 150 — 3 - 49 = 3. Odtud a; = |3/7] = 0. Na
zévérn =3—0---3° =1, odkud ag = [3/1] = 3. Celkové tedy ziskdvame stejny vysledek

493 = (1303)-.
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Tvrzeni 2.8. Prirozené c¢islo md stejny zbytek po déleni tremi jako jeho ciferny soucet

v desitkoveé soustavé.

Driikaz. Ciferny zapis apay_; - - - a1ag v desitkové soustavé vyjadiuje ¢islo n = ay - 10F +
o+ +ay - 10 + ag. Oznacime-li jako f polynom f(z) = ay, - 2% +---+ a1 -  + ag, v némz
roli celo¢iselnych koeficientii hraji pravée cifry ay, .. ., ag, médme zjevné n = f(10). Protoze
10 = 1 mod 3, mizeme z véty 2.2 odvodit, ze f(10) = f(1) mod 3. OvSem f(1) neni nic

jiného nez soucet cifer f(1) = ay + -+ + a; + ao. O

Tvrzeni 2.9. Prirozené c¢islo ma stejny zbytek po délent jedendcti jako jeho ciferny soucet

v desitkové soustavé se stridavymi znameénky.

Diikaz. Vyjdeme z kongruence 10 = —1 mod 11. Opét pouzitim véty 2.2 a polynomu
f z dikazu pfedchoziho tvrzeni mame n = f(10) = f(—1) mod 11, pfi¢emz f(—1) =
ap —ay +ag — -+ (—1)*ay. O

Kdybychom obdobnym zptisobem odvozovali kritérium délitelnosti sedmi v desitkové
soustavé, dostali bychom kritérium n = f(10) = f(3) mod 7, které neni vibec praktické,
protoZe ovéfovani délitelnosti ¢isla f(3) = ax3*+ - -+ a13 4 ag sedmi neni o nic jednodussi
nez puvodni tloha. Mizeme ale postupovat ‘rucné’. I tak uz by ale vysledek nebyl tak

elegantni. Mame totiz
10' =3 mod 7

10°=2 mod 7
10° = —1 mod 7
(2.9)
10* = —3 mod 7
10°= -2 mod 7
10°=1 mod 7
Posledni kongruenci lze umocnit na 10% = 1 mod 7 pro kazdé i. Vynasobenim této kon-

gruence jednou z (2.9), 1ze odvodit ponékud osklivé kritérium
n=ag+ 3a1 + 2a2 — as — 3a4 — 2a5+
(2.10)
+ ag + 3a7 + 2ag — a9 — 3a1g — 2a11 + -+ mod 7.

Pro délitelnost sedmi ovsem muizeme odvodit kritérium i jiného typu.

Tvrzeni 2.10. Cislo n se zdpisem apai_1 - - a1ag v desitkové soustavé je délitelné sedmi,
prave kdyz je delitelné sedmi cislo m — 2ag, kde desitkovy zdpis cisla m je tvaru m =

QpQp—1+-A71.
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Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze cisla m,n se zapisem v desitkové soustavé ve tvaru
n = (ax---ajap)ip a m = (ag---ay)ip jsou ve vztahu n = 10m + ag. Protoze 2 L 7,
je kongruence n = 10m + ag = 0 mod 7 ekvivalentni s 20m + 2a9 = 0 mod 7. To je
ekvivalentni kongruenci —m + 2ay = 0 mod 7 vzniklé pfi¢tenim —21m = 0 mod 7. Odtud

uz tvrzeni véty snadno plyne. O]

Priklad 2.11. Ilustrujme pouziti obou kritérii délitelnosti sedmi na ¢islo 66951. Kritériem

(2.10) zjistime, Ze ¢islo 66951 mé stejny zbytek po déleni sedmi jako
143:54+2:9-1-6—-3-6=10=3 mod 7,

coz odpovida realité, protoze 66951 = 7-9564 + 3. Naopak kritérium dané tvrzenim (2.10)
nam pouze sdéli informaci, ze 66951 neni délitelné sedmi, protoze jinak by muselo byt
délitelné sedmi ¢islo 6695 — 2 - 1 = 6693, potazmo ¢islo 669 — 2 - 3 = 663, a tedy i ¢islo

66 — 2 -3 =60, a to, jak vime, délitelné sedmi neni.

Kritéria délitelnosti mizeme samoziejmé odvozovat i pro zapis ¢isel v soustaveé s jinou

bazi. Podle véty (2.6) takovy vzdy existuje.

Priklad 2.12. Odvodme kritérium délitelnosti deviti v Sestnactkové soustavé. Pripo-
menme, ze v této soustavé cifry nabyvaji hodnot 0,1,2...,15, pficemz cifry 0,1,...,9
zapisujeme béznym zptsobem, pro cifry 10,11,12,13, 14,15 pouzivame znaky po Fadé

A,B,C, D, E,F. Mame

16'= -2 mod 9
162=4 mod 9

162=1 mod 9

Proto plati
16%* =1 mod 9

1631 = —2 mod 9

16**2 =4 mod 9
pro kazdé k € Nj. Kritérium délitelnosti pak Ize formulovat nasledovné: Prirozené cislo
n = a,l6F +---a116 + ag, kde a; € {0,1,...,15}, ma stejny zbytek po déleni deviti jako
¢islo ag — 2a1 + 4as + as — 2a4 + 4as + ag — 2a7 + 4ag + - - - .

Jako cviceni si ¢tenar miize odvodit kritérium délitelnosti deviti v desitkové, tremi v

Sestnactkové, ¢i sedmi v trojkové soustave.

18



2.3 Mala Fermatova véta

Velmi uzitecna je tzv. mala Fermatova véta. Uvidime ji naptiklad v kapitole o testovani

prvociselnosti, ale tim jeji vyznam zdaleka nekonci.

Véta 2.13 (Malad Fermatova). Necht p je prvocislo a necht a € N, a L p. Potom plati

a’~!' =1 mod p.

Pro zajimavost uvedeme nékolik riznych dikazi této véty. Prvni z nich vyuziva vlast-

nosti systému tiid ekvivalence modulo p.

Diikaz. Uvazujme disla a,2a,3a, ..., (p — 1)a a oznaéme 11,79,73, ..., 7,—1 jejich zbytky

po déleni ¢islem p, tj.
ja=r; modp proj=1,....p—1. (2.11)
Ukazeme, zZe tato cisla r; pokryji pravé vSechny nenulové zbytky modulo p. Formélné

{ri,ro,...,rpr={1,2,...,p—1}. (2.12)

Aby tato rovnost byla zfejmd, musime ovéfit, Ze r; = r; pouze pro ¢ = j. Rovnost
r; = r; je ekvivalentni s ta = ja mod p. Diky (2.6) to vSak znamend, ze ¢ = j mod p, a
protoze uvazujeme i,j € {1,2,...,p — 1}, musi nutné ¢ = j. Protoze ¢isla ry,... 7,1 €
{1,2,...,p— 1} jsou navzajem ruzna a je jich p — 1, musi rovnost (2.12) platit.

Vynéasobme mezi sebou vSechny kongruence (2.11),
a-2a-3a---(p—1l)a=mrrorsg---rp 3 =1-2-3---(p—1) mod p,

tj. a?1(p—1)! = (p— 1)! mod p. Odtud uZ snadno plyne vysledek, pokud si uvédomime,

ze ¢isla 2,3, ..., (p — 1) jsou nesoudélna s p, a je tedy mozné jimi kongruenci zkratit. [
Druhy dikaz vyuziva binomickou vétu.

Dikaz. Nejprve dokazeme matematikcou indukci na n € N, Ze pro vsechna x; plati
(x1 4+ +x,)P =2+ +22 mod p. (2.13)

Pro n = 1 tvrzeni nic zajimavého nefikd. Dokazme platnost vzorce (2.13) pro n = 2. Z
binomické véty mame
p
p . o
e+ =3 (V) elat.
=0
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Protoze p je prvocislo, je pro 7 = 1,...,p — 1 kombinac¢ni ¢islo

(p) _plp=b-p=jt+l)

J J!

nasobkem p. Proto plati
( ) 1xh ) =2 4+ 2f mod p. (2.14)
, J
j=0

Pro dikaz tvrzeni (2.13) pro obecné n > 2 zapiSeme
(w14 Fzp1+ ) = (14 +201) + @) = (@1 + -+ 251)” + 2% mod p,

kde jsme vyuzili faktu (2.14). Nyni uz z indukéniho pfedpokladu plyne platnost (2.13).
Abychom dokonéili dikaz véty, v kongruenci (2.13) polozmen =aaz; = --- =z, = 1.
Dostaneme a? = a mod p. Protoze a je nesoudélné s p, mizeme podle (2.6) obé strany

této kongruence vydélit ¢islem a, ¢imz dostaneme tvrzeni véty. O]
Konecéné uvedme jesté jeden kombinatoricky ,,pocitaci* dikaz.

Diikaz. Polozme si otazku: kolik nejednobarevnych nahrdelnikt z p koralkt lze navlék-
nout, mame-li k dispozici libovolné mnozstvi koralkt a riznych barev. Ndhrdelniky poci-
tame, kdyz jsou rozlozené na stole, tj. za shodné povazujeme jen takové nahrdelniky, které
lze zaménit jen Soupanim po stole, ale nezvedame je.

Nejdrive navlékame p koralkt do fetizku. Protoze v kazdém kroku méame volbu a barev,
nespojenych fetizku je a?. Vyloucime-li vSechny jednobarevné, je jejich pocet a? — a.

Nyni je tfeba si uvédomit, ze z jednoho nejednobarevného nahrdelniku rozstiizenim
na riiznych mistech vzniknou rtizné retizky. Jinak by to totiz znamenalo, ze Tetizek lze
rozdélit na nékolik stejnych kouskd. To ovsem nejde, protoze by pocet p koralkd musel
byt celoc¢iselnym nasobkem mensiho poctu, ale p je prvocislo.

Tudiz kazdy nejednobarevny nahrdelnik odpovida p riiznym fetizktim. Téch je celkem
aP — a, takze nahrdelniku je %(ap —a). Cislo %(ap — a) tedy vyjadiuje pocet, a proto
musi p délit ¢islo a? — a. To ale podle definice znamend a? = a mod p. Protoze pak
mame predpoklad p L a, mizeme podélit obé strany kongruence a dostat tvrzeni malé

Fermatovy véty. O

20



2.4 Reseni kongruenci a ¢inské zbytky

Nékdy je tieba najit vSechna celd cisla, ktera spliuji zadanou kongruenci. Podivame se
na pripad linearnich kongruenci. Méjme zadana ¢isla a,b,c,d € Z, m € N. Samoziejmé
plati

ar+b=cr+d modm <= (a—c)Jx=d—>b modm,

takze bez Gjmy na obecnosti sta¢i uvazovat pouze linearni kongruence ve tvaru
axr =b mod m. (2.15)

Takova kongruence neméa nutné feseni.

Priklad 2.14. Hledejme z € Z spliujici 21z = 8 mod 39. Ptame se tedy po existenci
x, k € Z tak, aby 21x = 84-39k. ProtoZe ale nsd(21, 39) = 3 a 3/8, takové FeSeni neexistuje.

Na piikladé jsme vidéli, ze o existenci Teseni rozhoduje vlastné véta 1.6. Podminka

fesSitelnosti lze tedy prepsat nasledujicim tvrzenim.

Tvrzeni 2.15. Necht m € N, a,b € Z. Kongruence ax = b mod m md teSeni © € 7Z,

pravée kdyz nsd(a, m)|b.
Specidlnim ptipadem kongruence (2.15) je
ar =1 mod m, (2.16)

ktera je podle tvrzeni 2.15 FeSitelna, pravé kdyz nsd(a,m)|1, a tedy a je nesoudélné s m.
Prepiseme-li kongruenci z definice, zjistime, Ze feSeni miizeme dostat zpétnym chodem
Eukleidova algrotimu, protoze nam ve skutec¢nosti jde o nalezeni feSeni rovnice ax —my =
1, o které uz byla fe¢ diive. U konkrétnich prikladii mtze byt pocetné jednodussi pouzit
jiny zptsob.
Priklad 2.16. Vyfesme kongruenci

29x =1 mod 17. (2.17)
Oddectenim kongruence 17x = 0 mod 17 a pfi¢tenim 0 = 17 mod 17 ziskame

12x =18 mod 17.
Protoze 6 L 17, je tato kongruence ekvivalentni

2¢ =3 mod 17,
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prictenim 0 = 17 mod 17 dostaneme

2x =20 mod 17,
a délenim dvéma (opét 2 L 17) vyjde

x =10 mod 17.

Regenim (2.17) jsou tedy vSechna z ve tvaru o = 10 + 17k, kde k € Z.

Podivejme se nyni na problém soustav kongruenci ve stejné proménné. Podle tvr-
zeni 2.15 mizeme o kazdé z nich rozhodnout, jestli je reSitelna. Pokud alespon jedna z
nich nesplnuje podminku fesitelnosti, pak cely systém nema reseni. Naopak pokud vSechny
jsou Tesitelné, mizeme cely systém prevést do tvaru

r =171 mod mq,
(2.18)
r =71, mod my .

Nejjednodussi situace je, pokud véchna ¢isla mq, ..., my € N jsou po dvou nesoudélna.

Nasledujici véta, znamé jako ¢inskad véta o zbytcich, fika, ze pak feSeni soustavy existuje

a navic udava predpis, jak ho najit.

Véta 2.17 (Cinskd véta o zbytcich). Necht my,...,my jsou po dvou nesoudélnd pri-
rozend c¢isla. Necht ry,...,r jsou libovolnd celd ¢isla. Pak x € Z je TeSenim soustavy

kongruenct (2.18) pravé tehdy, kdyz

m m m
rT=c1—7ri+c—7re+ -+ c,—r, mod m, (2.19)
mq mo mi

kde m = myms - --my a ¢; spliuji czn% =1 mod m;.

Diikaz. Zvolme pevné i € {1,...,k}. Protoze ¢isla my, ..., my jsou po dvou nesoudélna,
vime, ze m; L mqy---m_imiq-omy = mﬂ Podle tvrzeni 2.15 existuje ¢; takové, ze
czmﬂ = 1 mod m;, a tudiz

ciﬁri =7, mod m;. (2.20)

7
Zéaroven vime, Ze pro j # i je - délitelné ¢islem m;, takze
J
m
c¢;—r; =0 mod my (2.21)

J
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Secteme-li pfes vSechna j, dostaneme

m m m
¢ 1 + Co Ty + e+ Cb,—TE =715 mod m; . (222)
ma mo my

Tim jsme dokazali, ze = podle (2.19) Tesi soustavu (2.18). Ukazme, ze zadné jiné FeSeni
neexistuje.

Necht = spliiuje (2.19) a necht y € Z je néjaké feSeni soustavy (2.18), tedy y = r;
mod m; pro vSechna i. Protoze podle (2.22) také plati z = r; mod m;, madme y = =
mod m; pro vSechna ¢. S pouzitim tvrzeni 2.4 odvodime, ze y = x mod m, takze y rovnéz

spliiuje (2.19). O

Priklad 2.18. Cinskou vétu o zbytcich miizeme tieba pouzit k nendpadnému vylakani
informace o véku osoby. Zeptame se pouze na zbytky po déleni tifemi, ¢tyfmi a péti.

Neznamy vék x pak zjistime vyfesenim soustavy kongruenci
r=1r; mod 3,
r =19 mod 4,
r=r3 mod?b.
Cisla m; = 3,my = 4, m3 = 5 jsou po dvou nesoudélné, tak’e miizeme pouzit vétu 2.17.

Mame m = 3 -4 -5 = 60. K nalezeni ¢isel ¢y, co, c3 mizeme pouzit podobné triky, jako v

prikladé 2.16.

60
01351 mod3 <= 20¢;=-c¢; =1 mod3 <= ¢ =-1 mod3
60
ngEl mod4 <= 15c;=—-c=1 mod4 <= ¢=-1 mod4
60

03351 mod5 <= 12c3=2c3=1=6 modd <= c3=3 mod5H
Z véty 2.17 dostavame, ze
=—-1-20rp —1-157r9 + 3 -12r3 = —20r; — 15ry + 3673 mod 60 .
Pokud nam tedy osoba napriklad sdéli, ze r1 = 1, ro =3 ar3 = 1, pak
=-20—-45+36=-29=31=91 mod 60.
Rozhodnout, zda dané osobé je 31 nebo 91 uz budeme muset od oka.

Ve vété 2.17 je velmi dulezity predpoklad nesoudélnosti modult my, ..., my, ktera za-
rucuje resitelnost soustavy. Ukazme si, jak nakladat se soustavami, které tento predpoklad

nesplnuji. Pro jednoduchost polozme k = 2.
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Véta 2.19. Necht my, mo jsou pFirozend c¢isla, a ri,ro € Z. Pak soustava

xr=ry mod mq,
(2.23)
r =1y mod mo,

ma tesSeni x € Z, pravé kdyz ri = ro mod nsd(mq, ms). Pokud je tato podminka splnéna
a x spliuje (2.23), pak y € Z je fesenim (2.23), prave kdyz

y = x mod nsn(mq,ms) . (2.24)
Diikaz. Nejprve si viimneme, Ze z (2.23) mame x = r; + wmy = ry + vms pro néjaka
u,v € 7. Upravou ziskdme ro —r; = umy —vms. Toto ¢islo je zjevné délitelné nsd(mq, ms),
coz je ekvivalentni s

r1 =12 mod nsd(my, ms) . (2.25)
Naopak je-li tato podminka splnéna, pak existuje feseni u,v € Z rovnice um, — vms =
ro — 11, takZe najdeme FeSeni soustavy (2.23) jako x = 1 + umy = ro + vmes.

Je-li x takové feseni, pak y je dalsi feSeni, prave kdyz

r=y=ry modm; a x=y=ry modms,

coz je podle tvrzeni 2.5 ekvivalentni (2.24). O
Priklad 2.20. Soustava

r =5 mod 63,

x =14 mod 36,

ma feSeni x € Z, protoZze nsd(63,36) = 9 a 5 = 14 mod 9. Z prvni kongruence mame

z = 5 + 63u. Dosazenim do druhé odvodime
x=>5+63u=14 mod 36,
tj.
63u =9 mod 36.

Tato kongruence je podle (2.7) ekvivalentni s
Tu=1 mod 4.
Upravou ziskdme 7u = —u = 1 mod 4, tj. v = —1 mod 4. Proto
r=5+63u=5+63(—1+4v) =5— 63+ 252v = —58 + 2520 .

Takové x je feSenim ptivodni soustavy pro kazdé v € Z. V§imnéme si, ze 252 =9-7-4 =

nsn (63, 36), takze feseni odpovidé vété 2.19.
MOZNA PRIDAT Thm 2.11 str. 64 + priklad z Nathansona.
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3 Aritmetické funkce

V kapitolach 1.2 a 1.3 jsme narazili na dvé posloupnosti 7(n) a m(n) popisujici néjakym
zpusobem aritmetické vlastnosti prirozenych c¢isel. Takové posloupnosti mizeme chapat
jako fukce s definiécnim oborem N a zapisovat hodnotu n ne jako index, nybrz jako argu-
ment. Takovym funkcim se nékdy fika aritmetické funkce. Aritmetické funkce jsou casto
definovany tak, ze urcit hodnotu pro dané n pfimo z definice nelze. Zajima nas proto, zda
je mozné k dané funkci nalézt vzorec vypoctu hodnoty ze znalosti prvociselného rozkladu.
K tomu lze nékdy vyuzit vlastnosti jako je multiplikativita. Naptiklad u funkce poctu
délitelt 7 vime, Ze pro n = p]f1p§2 .-+ pP je hodnota

k1 k. T
)= Y 1= Y 1=]]k+1),

deN,dln  j1=0  jr=0 i=1

z ¢ehoz 1ze snadno odvodit, zZe
7(mn) = 7(m)7(n) pro nesoudélnd m an .

Vsimnéme si ale, Ze obecné 7(mn) # 7(m)7(n). Naptiklad mame 7(10) = 4 a 7(15) = 4,

ale 7(150) = 7(2- 3 - 52) = 12 # 16 = 7(10)7(15).

Definice 3.1. Aritmetickou funkci f : N — Z nazveme multiplikativni, pokud f(mn) =
f(m)f(n) pro kazdy par navzajem nesoudélnych é&isel m,n. Rekneme, Ze f je iplné mul-

tiplikativni, jestlize f(mn) = f(m)f(n) pro kazdé m,n € N.

Pojdme se tedy podivat na dalsi priklady aritmetickych funkei, o kterych lze vypoveédét

néco zajimavého a které naopak néco zajimavého samy vypovidaji.

3.1 Eulerova funkce

Eulerova funkce ¢ : N — N je velmi uziteénym nastrojem, ktery se vyskytuje v rtiznych
matematickych souvislostech. Hodnota ¢(n) je definovana jako pocet piirozenych cisel

neprevysujicich n, ktera jsou s n nesoudélna, tedy formalné
¢(n) == [{k e N| k <n, kin}|,
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kde symbolem |A| ozna¢ujeme pocet prvki mnoziny A.
Z definice snadno uréime p(1) =1, p(2) =1, ¢(3) =2, p(4) =2, p(5) =4, ¢(6) =2,
atd. Neni tézké urcit hodnoty Eulerovy funkce pro prvocislo, mocninu prvocisla a soucin

dvou ruznych prvocisel.

Tvrzeni 3.2. Necht p,q jsou ruznd prvocisla, k € N. Pak plati

(i) e(p) =p—1, (i) (") =p" —p" ', (iii) p(pg) = (p—1)(g—1).

Diikaz. Tvrzeni (i) je zfejmé, protoze vSechna ¢isla mensi nez prvocislo p jsou s nim
nesoudélna. Pro dikaz (i) si sta¢i uvédomit, %e ¢isla soudélna s p* jsou tvaru Ip pro
viechna [ € {1,2,...,p*1}. Pro (iii) musime uréit ¢isla soudélnd s pg. To jsou pravé éisla
Ipprol € {1,2,...,q} adisla jg pro j € {1,2,...,p}. Jediné ¢islo, které je zaroven tvaru

Ipijqje pg. Proto ¢(pg) =pg—q—p+1=qlp—1)—(p—1)=(p—1)(g—1). O

Neni ndhoda, Ze pro ruzna prvocisla p,q plati o(pg) = (p — 1)(¢ — 1) = w(p)e(q).

Funkce ¢ je totiz multiplikativni, jak uvidime pozdéji.
Véta 3.3. Necht' n € N. Potom n =73, »(d).

Diikaz. Uvazujme n zlomki se jmenovatelem n v intervalu (0, 1],

1 2 n—1n
_7_7.--’ 7_.
n'n n o n

Po zkraceni ma zlomek % ve jmenovateli nutné d, kde d je délitelem n. Naopak kazdy
zkraceny zlomek se jmenovatelem d, které déli n, lze rozsitit tak, aby mél jmenovatel n.
Ovsem zlomk se jmenovatelem d ve zkraceném tvaru je v intervalu (0, 1] pravé ¢(d), jak

plyne piimo z definice Eulerovy funkce. Tvrzeni véty uz dtud plyne. O]

Poznamka 3.4. Véta 3.3 dava navod k rekurzivnimu poéitani hodnot p(n). Plati totiz

o) =n— 3 wld). (3.26)

d|n,d#n

Mame napriklad
p(12) =12 = p(6) —p(4) —¢(3) —¢(2) —p(1) =12-2-2-2-1—-1=4.
Ze vzorce (3.26) muzeme také zrekonstruovat vysledek Tvrzeni 3.2. Je totiz
plp) = p—e(l)=p—1,
elpa) = pa—¢p)—el@—e1)=ps—(p-1)—(@-1)—-1=@p-1)(¢-1).
Existuje ale mnohem snazsi zptisob vypoc¢tu hodnot Eulerovy funkce.
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Véta 3.5. Pro kazdé n € N plati

kde index p v produktu probihd pres vSechny prvociselné délitele cisla n.

Diikaz vyuziva podobnou myslenku jako u tvrzeni 3.2. Cisla k < n soudélné s n jsou
pravé vsechny nasobky prvociselnych délitel ¢isla n. Pro rtizné prvociselné délitele se
ale mnoziny jejich nasobkt mohou prekryvat. Abychom uréili pocet ¢isel soudélnych s n,
nesmime zadné z nich pocitat vicekrat. K tomu nam zasadné pomiize tzv. princip inkluze a
exkluze, ktery urcuje pocet prvka ve sjednoceni konec¢nych mnozin, které maji neprazdné

pruniky. Mame-li mnpziny A;, A,, pak zfejmé
|A1 UAQ’ = ‘Al‘ + ‘AQ‘ - |A1 ﬂA2| .

Jesté pro sjednoceni tii mnozin Ay, As, A3 lze mohutnost sjednoceni A; U AU A3 pomérné

snadno zjistit
|A1 U Ay U As| = |Aq| + |As| + |As] — |A1 N As| — A1 N As| — [As N Az| + |A1 N AN Asl,

jak si ¢tendl muze rozmyslet podle obrazku 3.2. Uz pro ¢tyfi mnoziny zacinaji byt i

diagramy dost neprehledné. Pfesto umime mohutnost sjednoceni konec¢ného poc¢tu mnozin

spocitat.
A
AN A Ao N As AlﬂAQﬂA?,
Al A; N As AS
Obrazek 3.2: Ilustrace principu inkluze a exkluze pro tfi mnoziny.

Lemma 3.6 (Princip inkluze a exkluze). Necht Ay, ..., A, r € N, jsou koneéné mnoZiny,
jegich mohutnost oznac¢me |A;|, i = 1,...,r. Pro pocet proki ve sjednoceni \J;_, A; plati
‘UAZ- =SS A AL N0 4.

i=1 i=1 (i1 }CF
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Dikaz. Tvrzeni lemmatu dokdzeme indukei na pocet prvki ve sjednoceni | J;_, A;. Pokud

) U§:1 A,

pravé strané€ rovnosti v tvrzeni véty jsou prazdné a tvrzeni plati.

= 0, jsou vSechny mnoziny Aj, As, ..., A, prazdné. Proto i vSechny priniky na

Predpokladejme nyni, ze sjednoceni | J;_, A; obsahuje alespon jeden prvek x. Mnoziny

Ay, ..., A, lze tedy rozdélit na ty, které x obsahuji, feknéme A, ..., A;, kde [ > 1, a ty,
které x neobsahuji, A;,1, ..., A,. Definujme novy systém mnozin By, ..., B, nasledovné:
A\ {z} proi=1,...,1,
Bi:{Ai proi=1+1,... 7

Sjednoceni | J;_, B; tedy obsahuje vSechny prvky jako |J;_, A; kromé x. Proto miZzeme s

pouzitim indukéniho predpokladu psat
i=1 i=1

kde v sumé na pravé strané rovnosti (3.27) s¢itdme pres vSechny j-prvkové podmnoZiny

=14 (-1 Y |B,NB,N---NB;], (3.27)
j=1

{i]_,...,ij}CTA

mnoziny 7 = {1,2,...,r}. Tyto neuspofadané j-tice {iy,...,7;} muzeme rozdélit na ty,
pro které jsou vsechny indexy < [, a ty, ve kterych je alespon jeden index > [. U j-tic

prvniho typu plati

B, N---NB;

5

= (All ﬂ~~~ﬂA¢j)\{x},
tj.

|Bi,N---NB;| = Ay n---NA, | —1.

ij| -
Pro j-tice druhého typu alespon jedna z mnozin A; neobsahuje prvek z, a proto plati

B, N---NB;

]

:Ailﬂ"'mAij;
a tedy

|ByN---NB;,|=|A,N---NA;l.

Z rovnosti (3.27) proto odvodime

i=1 i=1 J=1

{Z'l,“.,ij}cf’

:i(_1)j+1< Z }BilﬂBbm...mBij}+ Z |Bi1mBi2m"'mBij):
j=1 g h

{il,...,ij}Cl IAilm,?mrAij |_1 {ilv"'vij}gl |Ailﬂ‘~~-rﬁz4ij|

r T
S SR SNy
j=1 {i1,0esij }CF j=1 (i1} Cl
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Nyni je tfeba si uvédomit, ze j-prvkové podmnoziny [ existuji pouze pokud j < [, a je
jich prave (;) Proto mizeme podle binomické véty upravit

jﬁ;(—ﬂﬂ;hg}; = ]Zl;(—l)j“ C) = - jzl%(—l)j C) Fl=—(1—-1)+1=1.

Tim je dikaz hotov porovnanim vysledku s (3.27). O

Diikaz vety 3.5. Je-li p prvociselny délitel ¢isla n, pak ¢islo Ip pro I € {1,2,..., %} je
soudélné s n a plati I[p < n. VSechna cisla £ < n soudélna s n ziskame, uvazujeme-li
vSechny prvociselné délitele ¢isla n. Necht n = plfl <oophr ks > 1, je prvociselny rozklad

¢isla n. Proe=1,...,r ozna¢me

Ziejmé

Mohutnost sjednoceni |J;_, A; zjistime podle principu inkluze a exkluze (lemma 3.6),
zname-li mohutnost priniki A; N---N A, tj. pocet ¢isel < n, ktera jsou zaroven nasobky

navzajem ruznych prvocisel p;,, ..., p;;. Plati

n
A, N NA | = ——,
} " Z]| Diy - Diy

a proto mutzeme psat

T

:n—z:(—l)ﬂ'1 Z _n

j=1 fir,igycr PPl

@(n):n—‘OAi

. Diy sz

{’il,...,ij}CT

:n<1+§(_1)j Z ;>:

SONCVED DI | (L

{’il,...,i]'}C’F pil o pl]
[l

Uvidime pozdéji, ze dikaz lze provést i jinym zptisobem, a to pomoci tzv. Mobiovy
funkce (viz kapitola 3.2).

Z véty 3.5 primo plyne nésledujici tvrzeni.
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Dusledek 3.7. Eulerova funkce je multiplikativni, tj. p(nm) = ¢(n)e(m) pro kazdy par

nesoudélnych ¢isel m,n .

Nyni dokazeme velmi dtlezité tvrzeni, které pouzijeme napiiklad u Sifrovaciho algo-

ritmu RSA na konci skripta.

Véta 3.8 (Euler). Jsou-li a,n navzdjem nesoudélnd prirozend cisla, pak

a?™ =1 modn.

Diikaz. Oznacme a; < --- < a,(,) PFirozend cisla nepfevysujici n, kterd jsou nesoudélna
s n. Dokazeme, Ze mnoZzina zbytkd r1,...,7,@,) po déleni Cisel aay, . .., aayp) Cislem n je
shodnd s mnozinou {a1,...,aum) }. K tomu si staci uvédomit, ze aa; a tedy i r; je ¢islo

nesoudélné s n, a dale ovétit, Ze aa; = aa; modn pouze pro ¢ = j. To ale plati, protoze
diky nesoudélnosti n a a mizeme tuto kongruenci kratit a ziskat a; = a; modn, a proto
a; = aj, a tedy také i = j.

Kazdy zbytek r; je tedy roven né&jakému a;, a vSechna ay, ..., a,@) jsou vycerpana.

VsSechny tyto rovnosti mizeme vynasobit a dostaneme
Q1 Gy = 1172 Tom) = (aa1) - (aag) -+ - (aaym) = a?™ay -+ aym) modn.

Tuto kongruenci ovsem muZeme vsemi Cisly ay,...,a,n) zkratit, ¢imz obdrzime znéni

vety. O

Ctenaf si jisté viiml, Ze Eulerova véta ve specidlnim p¥ipadé, kdy n = p je prvoéislo,
splyva s malou Fermatovou vétou 2.13, protoze ¢(p) = p — 1. I diikaz Eulerovy véty je

zobecnénim prvniho z dikazti malé Fermatovy véty uvedenych v kapitole 2.3.

3.2 Mobiova funkce

Dalsim zajimavym piikladem aritmetické funkce je funkce Mobiova. Je to funkce v : N —
{—1,0, 1} definovana nasledovné: u(1) = 1, a pron € N;n > 1 s prvociselnym rozkladem

tvaru n = ¢ gy - - - ¢°7 je

=D kdyz g == = =1,
pin) = { 0 jinak.

Pfimo z definice je vidét, ze p(n) # 0 pravé v pripadé, kdy n neni délitelné druhou

mocninou zadného prvocisla. Takova ¢isla nazyvame ¢tvercuprosta.
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Lemma 3.9.

1, kdyz n=1
dzn:“(d) :{ 0 jiizk.n |
Dikaz. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé. Necht n > 1 a n = ¢{"¢5*---¢>" je rozklad n na
prvocisla. Kazdy délitel d ¢isla n ma tvar d = qfl q§2 - g% kde 0 < B3; < . Protoze pu(d)
je nenulové pouze na Ctvercuprostych d, v sumé jsou vyznamné pouze Cleny, ve kterych

indexy (; nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, a tedy plati

> nl(d) Z > g i) Z >« r <£)(—1)’“:0.

din k=0 {i1,...,ix }C7 k=0 {i1,...,ix }C7 k=0

Lemma 3.10 (Mobiova invertovaci formule). Necht f, g : N — R jsou takové posloup-

nosti, ze pro kazdé n € N plati

= f(d)

dn

Pak pro kazdé n € N plati

= > n()a

dln
Diikaz. Upravujme pravou stranu (PS) rovnosti, kterou chceme dokazat.
PS =2 n(iatd) = 2 1) 2 1(@).
djn d'\d
Je-li d délitelem n, je rovnéz ¢ = % délitelem n. Proto dale Ize pravou stranu upravit
PS =Y wO)Y f(d)=Y nOf(d)= f(d)Y ult)=
tIn % d'|n d'In U
kde pfi posledni rovnosti jsme podle lemmatu 3.9 vyuzili, Ze suma > u(¢) je nenulova

o
pouze v pripadé, kdy % = 1. O

Jako ptiklad pouziti Mobiovy invertovaci formule uvedeme jiny dikaz véty 3.5 pro

Eulerovu funkei ¢(n).

Diikaz véty 3.5. Aplikujme Mobiovu invertovaci formuli na vztah n = 37, »(d) dany

vétou 3.3,

=Y u(H)d =Y n(d)5. (3.28)

dn d'|n
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kde jsme vyuzili symetrii pii oznaceni délitele d’ = 5. Necht n = ¢7"¢y* - - - g7 je prvoci-

selny rozklad éisla n. V sumé (3.28) sta¢i uvazovat s¢itance s nenulovym pu(d). Proto

SR WD D e R ()]

dln k=0 {i1,.. ,lk}CT

3.3 Dokonala c¢isla a Mersennova prvocisla

Dalsi aritmetickou charakteristikou prirozenych ¢isel je soucet déliteli. Mtizeme definovat

aritmetickou funkci o(n) : N — N |
=> d.
din

Pokud p je prvocislo, mame samoziejmé o(p) = p-+1. Pro mocninu prvoéisla p*, k € N,

jsou jedini délitelé tvaru p?, j = 0,...,k, a tedy plati

. ) . ko P 1
-1 - N
o(p) =1+ptp'+dpt=D p i
j=0
Véta 3.11. Je-li prvociselny rozklad cisla n roven n = ¢7"q5” - - - ¢&7, pak

o(n) =o(q") - -o(q)

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze z prvociselného rozvoje n lze ziskat tvar obecného délitele

¢isla n, odvozujeme

ZZ Zq” g = (iﬂﬁ(iﬁ)---(i%)-

Jj1=072=0 Jr=0 J1=0 Jj2=0 Jr=0
]

Dausledek 3.12. o je multiplikativni, tj. plati o(mn) = o(m)o(n) pro m,n € N, m L n.

Definice 3.13. Piirozené cislo n je dokonalé, pokud je rovno poloviné souctu svych

délitelu, tj. o(n) = 2n.

Priklad 3.14. Nejmensi dokonalé ¢islo je 6 =1+2+ 3, tedy 0(6) =14+2+3+6 = 12.
Déle mame 0(28) =1+2+ 4+ 7+ 14 + 28 = 2 - 28. Nasledujici dvé dokonala ¢isla jsou
uz ale 496 a 8128.
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MiuzZeme se ptat, zda néjaké prvocislo miize byt dokonalé. Odpovéd je jednoduchéa. Pro
p € Pjeo(p) =p+1 < 2p. Podobné ani mocnina prvocisla nemtze byt dokonalé ¢islo,
protoze
pr—1
o(p'“):1+p+---+pk*1+pk:pk+ﬁ <ph+pt—1<2pt.
Ctyti dokonal4 éisla uvedené v piikladu 3.14 znal uz Eukleides. Dokonce si v&iml, Ze

vSechna jsou specidlniho tvaru a tak se podarilo odvodit néasledujici tvrzeni.

Véta 3.15 (Eukleides). Nechf n € N. Jestlize existuje k € N takové, %e 2" — 1 je

prvocislo, pak n = 28281 — 1) je dokonalé cislo.
Dikaz. Dosadime do vzorce pro soucet délitelti tvar ¢isla n. Mame
o(n) = o (252" — 1)) = o(2") (2" - 1),

kde jsme vyuzili multiplikativnost funkce o. Protoze 27! — 1 je z pfedpokladu prvoéislo,
miizeme dale psat

b+l 1

o(n) = —5— (2" — 1+ 1) =281 (2% — 1) =2n.

]

Priklad 3.16. Podle predchozi véty tedy mizeme snadno hledat dalsi dokonalé ¢isla.
Budeme vyznacovat, které z ¢isel 281 — 1 je prvocislem, tj. patii do P, jak se ob¢as znaéi

mnozina vsSech prvocisel.

k=1: 2l _1=3eP n=2¢21-1)=6 je dokonalé,
k=2: 2l _1=7eP n=2r2K1_-1)=28 je dokonalé,
k=3: 2kl —1 =15 n =2F21—-1)=120  neni dokonalé,
k=4: 2kl —1=31€P n=2F2"'—-1)=496 je dokonalé,
k=5: 2kl — 1 =63 n = 2F(2*1 —1) = 2016 neni dokonalé,
k=6: 21 —1=1271€P n=2%2"!—-1)=28128 je dokonalé,
k=7 21 _1=255 n = 28281 — 1) = 32640 mneni dokonalé.

Poznamenejme, ze pro ¢isla 120, 2016, 32640 plati o(n) > 2n, jak si ¢tenaf muze sdm

OVerit.

Véta 3.17 (Euler). KaZdé sudé dokonalé &islo n je tvaru n = 2281 — 1) pro néjaké

k € N, kde navic 25** — 1 je prvocislo.
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Diikaz. Protoze n je sudé, je n = 28m pro n&jaké k € N a m liché. ProtoZe o je multipli-

kativni, mizeme psat
o(n) = a(2"m) = o0(2%)o(m) = (2" — 1)o(m).
Z predpokladu je n dokonalé ¢islo, takze
2l = 2n = o(n) = (2" — 1)o(m).

Odtud ziskidme
ok+1 _ 1 m

21 T g(m)

Protoze zlomek na levé strané je ve zkraceném tvaru, existuje r € N tak, ze plati
m = (2" — 1), o(m) = r2tt,
Pak ale miizeme psat
o(m)=o(r2"" =1)) > r+r2"" - 1) =r2"! = o(m).
Vidime tedy, ze v pfedchozim vztahu nemiize platit ostra nerovnost, t;j.
o(r" —1)) =r+r@2"" -1).

Cislo m = r(28*1 —1) ma tedy pravé dva délitele. To lze jediné tak, ze r = 1 am = 281 —1

je prvocislo, coz jsme chtéli dokazat. O]

Suda dokonalé c¢isla jsou podle vét 3.15 a 3.17 ve vzajemné jednoznacném vztahu s

prvocisly tvaru 2" — 1.

Definice 3.18. Cislo M,, = 2" — 1 pro n € N se nazyva n-té Mersennovo &islo. Je-li M,

prvocislo, nazyva se Mersennovo prvocislo.

Jak jsme si mohli v§imnout v ptikladu 3.16, 2" — 1 je rovno prvocislu pron = 2,3,5,7
a sloZzenému ¢islu pro n = 4, 6, 8. To neni ndhoda. Snadno totiz ovéfime, Ze M, ma Sanci
byt prvocislem, pouze pokud n samo je prvocislo. Je-li totiz n slozené, tedy n = ab pro
a,b> 1, pak
(2% — 1) = (29 — 1)(1 + 2% 4 220 4 ... 4 20Dy

Protoze a,b > 2,je 2 —1 >3 a1 +2¢4 2% ... 4 20-Da > 5 4 &islo 2 — 1 je tedy

rovnéz slozené.
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Vzhledem k tomu, Ze pro prvni ¢tyfi prvocisla py = 2, po = 3, p3 = 5, ps = 7,
odpovidajici Mersennova ¢isla jsou prvocisly, mohlo by se zdat, ze M, je prvocislo pro

kazdé p € P. To ale zdaleka neni pravda a pozname to uz u prvocisla p; = 11. Mame
My =2" —1=2047 =23 -89.

Prvnich osm Mersennovych prvocisel jsou
My=3, M3=7Ms=31, M;,=127, M;3= 8191,
(3.29)
M7 = 131071, Mg = 524287, M3 = 2147483647,

jejichz prvociselnost tipoval uz francouzsky matematik Marin Mersenne na zacatku 17.
stoleti. Dnes (zafi 2019) je znamo na 51 Mersennovych prvocisel. Nejvétsi znamé prvocislo
viibec je dnes ¢islo M), kde p = 82 589 933. Toto prvocislo ma 24 862 048 cifer! V posled-
nich letech bylo nejvétsi znamé prvocislo vidy Mersennovo ¢islo, pravdépodobné i proto,
ze k jejich hledani je uréen vypocetni projekt GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search), do kterého se muze se svym pocita¢em zapojit kazdy uzivatel internetu.

Ctenar si jisté vsiml, Ze dosud nebyla zminka o lichych dokonalych &islech. To proto,
7e jejich existence neni dodnes vyjasnéna. Zadné liché dokonalé ¢islo zatim nikdo nenasel,
ale vSechny pokusy dokazat, ze licha dokonala ¢isla neexistuji, zatim selhaly. Nicméné
bylo dosazeno jistych castecnych vysledki. Je napiiklad zndmo, ze je-li N liché dokonalé
¢islo, pak N > 103%, v jeho rozkladu se nachazi nejméné 9 riiznjch prvocisel a to nejvétsi
z nich je véts nez 108.

Pro ilustraci dokazme, ze liché ¢islo n, které ma v rozkladu pouze dvé riizna prvocisla,

nemiize byt dokonalé.

Véta 3.19. Je-li n = plflplf, kde p1,ps jsou riznd lichda prvocisla a ki,ky € N, pak

o(n) < 2n.

Dikaz. Pro soucet délitelu cisla n plati

D V. et SO . P p

=n .
p—1 p—1 pr—1py—1 p1—1py—1

o(pips?)

-k 1ze odhadnout hodnotou

Protoze funkce f(y) = 47 Je Klesajici na (1, +00), zlomky
q%l pro co nejmensi liché prvocislo q. Protoze jsou ale py, ps rizné prvocisla, napt. p; < po,
vime, ze p; > 3 a py > 5. Odtud mame

D1 D2 3 5 15
<n--—-—-=n— <2n.
_n2 1 n8<n

on) <n
(») p1—1ps—1
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Pro dokonalé ¢islo n je podil @ roven 2. Ctendf si sam mtiZe rozmyslet, jakych hodnot

tento podil mtze nabyvat pro obecné prirozené ¢islo n.

3.4 Fermatova ¢isla

U Mersennovych ¢isel M,, jsme studovali, kdy je ¢islo 2" — 1 prvocislem. Zjistili jsme, ze
nutné n musi samo byt prvocislo. Pro zajimavost se nyni podivejme, kdy je ¢islo tvaru

2™ + 1 prvocislem.
Véta 3.20. Je-li n = ab, kde b > 1 je liché a a > 1, pak 2™ + 1 je sloZen€ cislo.

Dikaz. Mame
(2ab + 1) — (2a)b + 1 — (2(1 + 1)(1 o 2(1 + 22a o 23a 4. + 2(b—1)a) )

Protoze a > 1, je 2 +1 > 3 a navic 1 — 2% 4+ 220 —23¢ 4 ... 4 20b-Da 5 1 5 &slo 2" + 1
je tedy slozené. O]

Predchazejici tvrzeni muzeme pieformulovat takto: Pokud 2™ + 1 je prvocislo, pak

nutné n = 2™ pro n&jaké m > 0. Uvazujeme tedy pouze &isla tvaru f,, = 22" + 1.

Definice 3.21. Cislo f,, = 22" + 1 pro m € Nj se nazyva m-té Fermatovo é&islo. Je-li f,,

prvocislo, nazyva se Fermatovo prvocislo.

Priklad 3.22. Méme
fo=2241=3, A=2241=5, fr=20+1=17,
f3=2"41=284+1=257, f,=2"+1=2"4+1=065537.

Vsechna Fermatova cisla z prikladu 3.22 jsou prvocisla. To by mohlo navodit dojem,
7e vSechna Fermatova cisla jsou prvocisla. Ve skutecnosti jsou ale zminéna f,,, m =

0,1,2,3,4, jedinad znaméa Fermatova prvocisla.

Piiklad 3.23. DokiZeme, 7e f; = 232 4+ 1 neni prvoéislo, a to tak, ze ovéiime jeho

délitelnost ¢islem 641. VyuZijeme toho, Zze 641 = 5-27 + 1 = 2% 4+ 5%, Mame proto
2t = —5*mod 641,

ale také

5-27 = —1mod 641, a tedy 5. 2% = 1 mod 641 .
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Vynasobenim obou vyslednych kongruenci mame
54.2%2 = _5%mod 641,
232 = —1mod 641,

kde jsme vyuzili, ze 5* je nesoudélné s modulem 641, a tedy jim miizeme kratit.

Vzhledem k tomu, jak rychle f,, roste s indexem m, je ovéfovani prvociselnosti primo,
rozkladem, nemozné. Plati ale néasledujici véta, kterda hledani déliteli Fermatovych cisel

vyrazné ulehcuje.

Vé&ta 3.24 (Lucas). Kazdy délitel Fermatova ¢isla f,, n > 3, je tvaru k22 +1 pro néjaké
k e N.

(Euler ukazal, Ze k2" + 1, Edouard Lucas zesilil tvrzeniDikaz lze nalézt na

http://en.wikipedia.org/wiki/Fermat number)

Piiklad 3.25. Podle pfedchozi véty je kazdy délitel Fermatova é&isla f5 tvaru k- 27 + 1.
Chceme-li tedy ov&fovat prvoéiselnost fs, testujeme délitelnost ¢isly & - 27 + 1, navic ale
pouze pro ta k € N, kdy je k - 27 + 1 prvocislem. Je-li totiz f5 délitelné sloZenym ¢islem
d, pak je délitelné i néjakym &islem d' < d, a to musi byt opét tvaru k - 27 + 1. Protoze

pro k =1,3,4 mame
1-2"4+1=129, 3-2"+1=2385 4-2"+1=513¢P,

jediny kandidat na prvociselného délitele ¢isla f5 mensi nez 641 =5-274+1je 2-2"+1 =

28 + 1 = 257. Ten ale vylou¢ime snadno, protoze
2211 =2214+2=02"-1)(2"%+1)+2=(2°-1)(2*+1)(2"+1)+2 =2 mod (2°+1).

Kdybychom neméli vétu 3.24, museli bychom provérovat délitelnost fs; vSemi prvocisly

< /f5, kterych je 6542 !

Dodnes neni znamo, je-li Fermatovych prvocisel nekone¢né mnoho. Nevi se ale dokonce
ani to, zda je nekonec¢né mnoho Fermatovych cisel, ktera jsou slozena. Nejmensi index m
takovy, zZe o prvociselnosti Fermatova ¢isla f,, nebylo rozhodnuto, je m = 33. Naopak
nejvétsi m takové, Ze zndme néjaky netrividlni délitel f,,, je m = 3329780 (jesté v zafi

2019). Vime totiz, ze

23329780

Jf3320780 = 2 +1 je délitelné ¢islem 193 . 23329782 4 1
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Zajimavé je, ze napiiklad o fo se vi, Ze je slozené, ale neni znam zadny jeho délitel.

Velikost ¢isla, jako je f3329780, sahd mimo vSechny lidské predstavy. Pro ilustraci
uvedme, Ze uz f33 mé cca miliardu cifer, tj. pokud by 1 cifra zabrala 1mm, zapis f33
by se tahl vzdusnou ¢arou z Prahy do Patize. Uz ale takové f73 by 60 miliard krat obeplo
zemsky rovnik.

Na zavér poznamenejme, ze hledani déliteltt Fermatovych cisel se vénuje internetovy
projekt ,,Fermat Search“, do kterého se také muzete zapojit.

Fermatova ¢isla jsou zajimavou hiickou pro rekreacni matematiku, ale stejné jako Mer-
sennova cisla se objevuji v rtiznych oblastech matematiky a maji sviij odborny vyznam.
Gauss naptiklad ukazal, ze pravidelny n thelnik je konstruovatelny pomoci pravitka (bez
méiitka) a kruzitka, pravé kdyz n je souc¢inem mocniny dvojky a navzajem rtiznych Fer-
matovych prvocisel. My si zde pro ilustraci jejich pouziti pfedvedeme zajimavy dikaz

nekonec¢nosti mnoziny prvocisel.
Lemma 3.26. Pron > 1 plati

n—1
II5=1-2. (3.30)
k=0

Dikaz. Pro n = 1 je tvrzeni pravdivé, protoze fo = 3 =5—-2 = f; —2. Pron > 1

vyuzijeme induké¢ni predpoklad a muzeme psat

I/ - (H ) fo= (Fa=2fu = (2 = 1) (2 +1) = (2" = 1) = fun —2.
k=0 k=0

[]

Ptedchozi lemma implikuje zajimavy vysledek, totiz ze kazda dvé Fermatova cisla jsou

navzajem nesoudélna.

Dusledek 3.27. Necht k,n € N, k # n. Potom nsd(f, f.) = 1.

Diikaz. Je-li k < n, pak ze vztahu (3.30) muZeme odvodit, ze f déli f, — 2. Kazdy
spolecny délitel f, a fr by musel délit f, a f, — 2, a tudiz byt délitelem dvojky. Samo
¢islo 2 ale nemiize byt timto spole¢nym délitelem, protoze Fermatova ¢isla jsou vSechna

liché&. Proto nsd(f, fn) = 1. O

Z dtisledku 3.27 1ze odvodit jiny diikkaz nekone¢nosti mnoziny prvocisel, ktery je prici-
tan Christianu Golbachovi. Protoze jsou Fermatova ¢isla nesoud€lna, maji v rozkladu

rizna prvocisla. Protoze Fermatovych cisel je nekonecné, je nekonecné i prvocisel.
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Mnozinu prvocisel 1ze uspotradat podle velikosti do ostfe rostouci posloupnosti (p, )nen,

tedy
p1:27 P2:3> p3:57 p4:77

Z Goldbachova dikazu plyne, Zze n-té prvocislo p, je mensi nez f, ;. Mame tedy prvni
odhad na velikost prvocisla

o < 2741,
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4 Aplikace elementarni teorie c¢isel

Z doposud probrané latky by se mohlo zdat, Ze elementéarni teorie ¢isel je plna matema-
tickych hricek, které po staleti neslouzi k nicemu jinému nez zabavé. I kdyz tento ucel
zdaleka nepovazujeme za zbytecny, pokusime se presvédcit ctenafe, ze ve skutecnosti je
na zminénych principech postavena rada aplikaci, které denné pouziva snad kazdy z nas.
Elementarni teorie ¢isel je totiz zakladnim materidlem pro konstrukei sifrovacich systémn,
které pouzivame v emailové komunikaci nebo tieba pri ovéfovani hesla na platebni karté

v bankomatu.

4.1 Testovani prvociselnosti

Je 123456 prvocislo? Ne! Je sudé.

Je 1234567 prvocislo? Ne. Ovsem nejmensi netriviadlni délitel je az 127.

Je 1234577 prvocislo? Tentokrat ano, ale abychom to ovérili, museli bychom napft.
zkouset délitelnost viemi prvocisly < |v/1234567] = 1111. Téch je 186.

Jen =1 111 222 233 334 444 555 566 667 777 888 899 967 prvocislo? Tady bychom
s b&Znym testovanim neuspéli. Prvocisel < /n je totiZ vice nez 2,4 - 106, Kdyby ndm
kazdé déleni trvalo 1 milisekundu, pak by celé provérovani zabralo t¥i ¢tvrté milionu let.
Vysledkem by bylo, Ze dané ¢islo opravdu je prvocislem. Otazkou tedy je, jak rozhodovani
o prvociselnosti daného n urychlit.

Nejjednodussi je tzv. Fermattv test, zaloZzeny na malé Fermatové vété 2.13. Ta rika,
ze je-li n prvocislo a a nesoudélné s n, pak a"~! = 1modn, jingmi slovy a"~! — 1 je
délitelné n. Preformulujeme-li tvrzeni pomoci obracené implikace, vidime, Ze najdeme-li
a € {1,2,...,n — 1} takové, ze n nedéli a"~! — 1, pak je nutné n slozené. A opravdu:
pro namatkou vybrana slozené lichd cisla n staci dokonce zvolit a = 2 a Fermattv test

prokaze slozenost n. Mame napr.

n=9nedsli 2 —1 =255 nebo n =21 neddli 22° — 1 = 1048575.
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Ovérovani ve skutecnosti vyuziva modularni aritmetiku: Pro n = 77 fakticky nepocitame

270 1 = 75557863725914323419135 a nezkousime jeho délitelnost 77, ale vSimneme si, ze
76=2-33=2-2-19=2-2-(142-9)=2-2-(1+2-(142-2-2)) (4.1)

takze 27® mod 77 ziskdme postupem
2% = 256 = 25mod 77
29 =2.25 =50mod 77
28 = 50? = 36 mod 77
2" =236 =72mod 77
2% = 72* = 25 mod 77
2% = 25 = 9mod 77
kde nasledujici fadek je vzdy druhd mocnina nebo dvojnasobek predchoziho v souladu
s (4.1). V kazdém kroku rovnou provedeme zbytek po déleni 77, takze timto postupem
nemusime nikdy pracovat s &sly vétsimi nez 76.
V uvedenych prikladech Fermativ test vzdy potvrdil slozenost ¢isla n uz pro a = 2.

Co ale mfizeme fict o n, pokud nastane 2"~! = 1 mod n? Implikace v malé Fermatove vété

nelze obratit, takze takové n muze byt prvocislo, ale také nemusi.

Priklad 4.1. M&me n = 341 = 11 - 31. Ovéfime, Ze plati 341]23%° — 1. K tomu staci

zjistit, ze 11 i 31 déli ¢islo 234° — 1. To ale plati protoze

67
9340 _ | _ (25)68 —1= (25 -1) 225j,
5

31

ale rovnéz

33
2340 1= (210)34 1= (210 . 1) 2210]' )
7=0

Pfitom podle malé Fermatovy véty vime, ze 11|219—1. TakZe také 11]234° —1 a dohromady
341 = 3111|2340 — 1. Cislo n = 341 se tedy v rdmci Fermatova testu vzhledem k a = 2

tvari jako prvocislo.
Je-li n slozené cislo a a € N, pak mohou nastat dvé situace:
e a" ! # 1modn a ¢islo a se nazyva Fermatiiv svédek sloZenosti &isla n.

e ¢" ! =1modn a &slo n se nazyva pseudoprvoéislo vzhledem k bazi a.
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Poznamenejme, ze ¢islo n = 341 je nejmensi pseudoprvocislo vzhledem k bazi 2. Uz

a = 3 je ale svédek sloZenosti ¢isla 341, protoze 334 = 56 mod 341.

Mezi a € {1,2,...,n—1} svédkem slozenosti jisté nemuze byt a = 1, ale ania = n—1.
Mame totiz »
(n—1)""1= Z(—l)”_l_jnj = (—1)""'modn,
j=0

takze plati n|(n —1)"~! — 1. (Uvazujeme pouze liché n, protoZe pro sud4 &isla test prvodi-
selnosti nemé smysl provadét.)

Fermattiv test ndm mulze mozné rychle oznacit slozené ¢islo za slozené, existence
Abychom méli kritérium prvociselnosti (tedy pravidlo ,,Pokud néco, pak n je prvodislo a

pokud ne, pak n je slozené.“) musime vzit v ivahu nasledujici vétu.

Véta 4.2. Prirozené ¢islo n je prvocislo, pravé kdyZ a® ' = 1 mod n pro kaZdé a €

{1,2,....,.n—1}.

Diikaz. Pro implikaci zleva doprava staéi pouzit malou Fermatovu vétu 2.13. Cisla a €
{1,2,...,n — 1} jsou totiz vSechna nesoudélné s prvocislem n.

Misto opacné implikace dokazeme jeji obménu: Je-li n slozené, pak existuje a €
{1,2,...,n — 1} takové, Ze a™ ' # lmodn. Jestlize je totiz n sloZené, pak existuje

a € {2,...,n — 1} soudélné s n, a tedy existuje spole¢ny délitel d € {2,3,...,n — 1}

¢isel n a a. Pfedpoklad n|a"~! — 1 vede ke sporu, protoze d fa" ! — 1. O
Poznamka 4.3. Ve skutecnosti jsme dokazali silnéjsi tvrzeni: Pro kazdé a € {2,...,n—2}

soudélné s n plati a"! # 1 mod n.

Fermattv test nam tedy oznaci slozené ¢islo za slozené, kdykoliv za a zvolime ¢islo
soudélné s n. Jaka je ale pravdépodobnost, zZe pfi ndhodném vybéru a € {2,...,n — 2}
narazime na c¢islo soudélné s n? To samoziejmé zavisi na n. Protoze ale charakter n

dopredu nezname, je nutno pocitat s nejhorsim piipadem.

Priklad 4.4. Je-li n soucinem dvou velkych prvocisel, n = pq, pak pocet ¢isel mensich
nebo rovnych n soudélnych s n je n—p(n) = p+q— 1. Pravdépodobnost volby soudélného
a je tedy

n—¢n) pt+q-1
n pq
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Pokud p, ¢ jsou naptiklad 100mistné prvoéisla, pak p+q—1 < 2-10'% a piitom pg > 108,
takze
-1 2
pta < .
g 1098

Chtéli-li bychom tedy pouzit Fermattv test, musime doufat, Ze pro slozend c¢isla n
narazime na svédka slozenosti castéji nez jen pfi volbé a soudé€lného s n. Napiiklad pro
n = 77 jsou svédky jeho sloZenosti vSechna a € {2,...,75} kromé a = 34 a a = 43. Z
moznych 74 je tedy 72 svédki slozenosti, ptritom ¢isel soud€lnych s n = 77 je mezi nimi
pouze 16. I tato vlastnost ale neni obecna a nase doufani v pouzitelnost Fermatova testu

je marné. Existuji totiz tzv. Carmichaelova cisla.

1

Definice 4.5. Slozené cislo n € N se nazyva Carmichaelovo, pokud a"~ = 1 modn pro

vSechna a nesoudélna s n.

Carmichaelova ¢isla n jsou tedy pseudoprvocisla vzhledem ke vsem bazim a L n a

Fermattv test u nich selhava.

Priklad 4.6. Nejmensim Carmichaelovym c¢islem je n = 561 = 3 - 11 - 17. Plati pro néj

561|a”%® — 1 pro kazdé a, které neni délitelné 3, 11 ani 17.

D4 se ovSsem ukazat, ze v pripadé, kdy n je slozené cislo a neni Carmichaelovo, je

Fermatovych svédki jeho slozenosti dostatek (alespon polovina).

Véta 4.7. Jestlize sloZené c¢islo n € N neni Carmichaelovo cislo, pak mnoZina
S:={aeN|1<a<n-1, "' #1modn}
svedku sloZenosti ¢isla n md vice nez "Tfl prokai.

Dikaz. Uvazujme mnozinu vSech c¢isel nesoudélnych s n mensich nebo rovnych n. Roz-

délime ji na Fermatovy svédky slozenosti, a ty druhé, tj. na sjednoceni U UV, kde
U={aeN:1<a<n-1,aln, a"'=1modn},
V={aeN:1<a<n-1,aLln, a"'#1modn}.

Dokazme, ze mnozina V' obsahuje alespon tolik prvki jako mnozina U. Oznac¢me U =

{a1,...,ar}. Vybereme libovolny prvek b € V a pro i € {1,...,k} spoc¢itame zbytek r;

po déleni soucinu ba; ¢islem n. ProtoZze b L n, plati implikace ba; = ba; mod n = a; = a;

mod n, a tedy zbytky 71, ..., jsou po dvou ruzné. Proto k = |U|. Navic plati
=0 = 0" £ 1 mod n,
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takze r; € V pro vSechna i. Proto |V| > k = |U|. Pfitom ¢(n) = |U| + |V|, takZe
V| > ¢(n)/2. Protoze podle poznamky 4.3 jsou v mnoziné S kromé prvkia z V' i ¢isla

soudélna s n, mizeme celkové psat

p(n)

—1 —1
|S|:n—1—g0(n)+|V|Zn—l—ap(n)+T:n—1—@>n n 1

- —1- - )
2 2 2

kde jsme pouzili, ze p(n) <n — 1. O

O Carmichaelovych c¢islech je zndmo mnoho zajimavych véci, naptiklad to, Ze nejsou
délitelna druhou mocninou zadného prvocisla, nebo to, ze pokud prvocislo p déli Car-
michaelovo ¢islo n, pak p — 1 déli n — 1. Nicméné neexistuje zZadny snadny (tj. rychly)
zpusob, jak rozhodnout, zda dané ¢islo je nebo neni Carmichaelovo, a to je hlavni pfe-
kazka pro to, aby byl vySe uvedeny Fermatiiv test prvociselnosti pouzitelny v praxi. I
kdyz Sance, ze ndhodné vybrané prirozené ¢islo je zrovna Carmichaelovo, je malé, presto
neni zanedbatelna pro ucely tak dtlezité, jako je kryptografie.

Proto si zde uvedeme jiny test prvociselnosti, ktery tuto slabinu Fermatova testu od-
stranuje, a to tzv. Milleriv-Rabintv test. Je to sice test pravdépodobnostni, coz znamena,
ze prvociselnost zvoleného p nikdy nevime se 100% jistotou, ale protoze pravdépodobnost
mylného vysledku exponencielné klesa s poc¢tem priichodt testu, mizeme se na jeho vy-
sledek spolehnout vice, nez na nezavadnost hardwaru, ktery k testovani pouzivame.

Myslenka Millerova-Rabinova testu pouze rozviji test Fermattiv; my ji nejprve ilustru-

jeme na prikladé:

Priklad 4.8. Vezméme n = 561. Ilustrujeme, jak Millertiv-Rabintiv test odhali sloZenost
tohoto Carmichaelova ¢isla.

Zvolime nadhodné a < 561. Kdybychom méli stésti a zvolili ¢islo soudélné s 561, pak
561 fa®%" — 1. Pokud tomu tak ale neni, pak 561|a®® — 1. Cislo a*®® — 1 mfizeme rozlozit

podle vzorecku A? — B? = (A + B)(A — B) na soucin

)
1)(a™0 — 1) =
D@ +1)(a™—1) =
a2 1+ 1)(a" + 1)(a™ + 1)(a® + 1)(a® — 1).
Bylo-li by ¢islo 561 prvocislem, muselo by — podle véty 1.12 — délit alespon jednu ze zavorek

v soucinu. Jakmile najdeme a, pro které 561 nedéli zddnou ze zavorek, rozhodneme o tom,

ze ¢islo 561 musi byt slozené. To je pravda napiiklad uz pro a = 2. Snadno totiz ovéiime,
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ze ¢isla 2289 11, 2140 11 270 41, 23 — 1 nejsou délitelna 3, a ¢islo 2%° 4 1 zase neni

délitelné 17.

Algoritmus Millerova-Rabinova testu ilustrovaného na predchozim piipadé lze zapsat

takto:

Vstup: liché prirozené ¢islo n > 3, parametr spolehlivosti testu k.
Postupnym délenim &sla n — 1 dvéma najdi m € N liché a t € N tak, Ze n — 1 = 2'm.
Opakuj k krat smycku S:
Vyber ndhodné a € {2,3,...,n —2}; z := a™ modn.
Kdyz x = 1 nebo x = n — 1, za¢ni novou iteraci smycky S,
jinak poloz ¢ = 1 a dokud ¢ < t provadeéj
r:=ax’modn; i =i+ 1;
kdyz z = 1, vrat ,n je slozené“ a konec;
kdyz x = n — 1, za¢ni novou iteraci smycky S.
Vrat ,n je slozené“ a konec.
Vrat ,n je pravdépodobné prvocislo”.

Vystup: ,,n je slozené”, je-li n slozené, jinak ,n je pravdépodobné prvocislo®.

Vsimnéme si, ze algoritmus je sestaven tak, aby byla minimalizovana vypocetni na-

rocnost. Proto se pii ovérovani délitelnosti zavorek v rozkladu
A" —1=@ "+ D@ "+ 1) (@ + D) (@™ = 1)

postupuje od posledni zavorky. Pokud ¢ = 1 mod n, znamena to, ze (a™ — 1) je délitelné
n. Pokud ¢™ = n — 1modn, je (a™ + 1) délitelné n. V obou piipadech zacindme novou
smycku s jinou volbou a, protoze n se vzhledem k tomuto a tvari jako prvocislo. Pokud
zbytek a™ modn neni ani 1 ani n — 1, pokrac¢ujeme mocnénim na druhou od a™ po a2'm
a zjistujeme zbytek po déleni n. Jakmile narazime na zbytek 1, nemé cenu v mocnéni
pokracovat, protoze a2™ = 1modn implikuje a?™ = 1modn pro vSechna j > 7, a tudiz
zadna ze zavorek (anm + 1) neni délitelnd n. V tomto ptipadé proto lze rozhodnout o
slozenosti n. Pokud narazime na zbytek n — 1, narazili jsme na zavorku, ktera je délitelna
n, a proto se opét n vzhledem k tomuto a tvari jako prvocislo. Konecné pokud zbytky
vSech &sel a™, ... a¥™ jsou rtizné od 1 i n — 1, pak zadna ze zavorek neni délitelna n a
a svédci pro slozenost ¢isla n.

Lze ukazat, ze pro kazdé slozené ¢islo je pfi Millerové-Rabinové testu vice nez 3/4

svedkt slozenosti. Proto pfi jednom priichodu smyckou je pravdépodobnost 1zivé odpovédi
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»n je prvocislo® mensi nez 1/4. Pokud se n tvaii jako prvodislo pro k rtiznych ndhodné
zvolenych ¢isel a € {2,3,...,n — 2}, pak je pravdépodobnost chybného oznaceni n za

prvodislo mensi nez 1/4F.

4.2 Sifrovani s vefejné pristupnym klicem

Snad od chvile, kdy lidé zjistili, jak dilezité je komunikovat s ostatnimi, si zaroven uveé-
skryvat. Sifrovacich metod bylo v historii vymysleno spoustu. Asi nejjednodussi je sub-
stituéni kodovani, pii kterém se nahrazuje kazdé pismeno jinym, a klicem je tabulka

nahrazovacich pravidel. Uz naptiklad pfi substituci
A— B, B—C, C— D, D~ FE, atd.

zasifrovany text

NJMVKJ EJTLSFUOJ NBUFNBUJLV

vypada na prvni pohled tplné necitelné, ve skutecnosti je ale tento typ Sifry i bez klice
velice snadno rozlomitelny, napiiklad s vyuzitim znalosti frekvenci pismen a skupin pismen
v prirozeném jazyce.

Mnohem bezpecnéjsi je sifra pomoci tzv. jednorazové ndhodné pasky. Ta ma ovSem
nevyhodu, ze vyzaduje bezpecny zpisob, jak predat druhé strané velmi dlouhy kli¢, ktery
nelze pouzit opakované.

My se ovSem zaméfime na Sifrovaci metody, které vyuzivaji vlastnosti piirozenych
¢isel a prvodisel. Jako piiklad pouziti uvedme néasledujici situaci: Alena a Bohou$ hraji
po telefonu Sachy. Vecer by chtéli prerusit hru. Jak ale zafidit, aby jeden z nich nemél na
rozmysleni svého tahu celou noc? Na Sachovych turnajich se posledni tah zaznamena do
obélky a uschova u rozhodciho. Alena s Bohousem ale nemaji nezavislou tieti osobu. Musi
zajistit, aby Alena mohla sviij tah zapsat do zpravy, kterou Bohous nebude moci sam bez
néjakého klice’ rozlustit. Zaroven ale Alena nesmi mit moznost si sviij tah prerozmyslet.

Reseni jejich problému je takové: Alena s Bohousem se dohodnou na néjakém zptisobu,
jak zakddovat Sachovy tah do ¢isel. Napriklad chce-li Alena sdélit tah jezdce na c¢2, napise
1032, protoze ,10“ znamend ,J* (desaté pismeno v anglické abeced€), ,3“ znamena ,c*
a ,2“ znamena ,,2“. Takto zakdduji kazdy tah do ctyiciferného cisla.

V dalsim kroku Alena doplni ¢ty¥¢isli 1032 na stomistné prvocislo p = 1032---. S po-

moci pocitace je to velmi snadné. Program Maple na osobnim pocitaci nasel nejmensi
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takové prvocislo okamzite,
p =10320000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000000000157 .
Samoziejmeé je lepsi aby mezi vSemi stomistnymi prvocisly vybrala néjaké ndhodné. To
lze provést tak, ze Maple necha testovat prvociselnost n v ndhodné zvoleném intervalu
stomistnych ¢isel s danym ctyi¢islim na zacatku. Vyjde naptiklad
p =1032395718860534193139816415800187484459224241704
65427552056869386408307450694607189265773012984933 .
Pak Alena obdobnym zptsobem najde jesté jedno stomistné prvocislo ¢, feknéme vétsi
nez p. Tato dvé prvocisla mezi sebou vynasobi a Bohousovi sdéli vysledek n = pg. Rano
Alena BohousSovi prozradi ¢, ten snadno vydéli p = n/q a precte si z prvniho &tyfcisli
Alenin zamysleny tah.

Ted je jasné, Ze Alena si svilj tah do rdna nemtze pierozmyslet. Kdyby chtéla zaménit
puvodni tah za jiny, musela by dodat jiné stomistné prvocislo p. Bohous by snadno ovéril,
ze ho chce Alena osalit. Jednoduse by vyzkousel, zda je n délitelné p. To by mu na papite
néjakou dobu trvalo, ale Maple to zvladne jesté rychleji, nez cobydup.

Kdyby ale chtél podvadét Bohous, musel by bez klice ¢ sam zjistit, jaky je rozklad
¢isla n na prvocinitele. A v tom je zakopany pes: Ackoliv samotné déleni je rychlé, i
v nejrychlejSim znamém algoritmu pro hlednani rozkladu na prvocinitele je pocet kroktu
exponencialné zavisly na poctu cifer rozkladaného ¢isla. Rozlozit n na soucin pg by tak
Bohousovi mohlo trvat i s pouzitim nejrychlejsiho pocitace nékolik miliard let.

Oba hraci tak mohou byt ujisténi, ze hra je spravedliva.

4.3 RSA

Sifrovaci algoritmus RSA dostal nazev podle t¥ matematiki, ktefi ho v roce 1977 navrhli.
Byli to Ronald Linn Rivest, Adi Shamir a Leonard Max Adleman. Zkratka RSA odpovida
pocatecnim pismentim jejich prijmeni v poradi, v jakém byli uvedeni na c¢lanku, ktery
algoritmus popisoval. Nejprve vysvétlime postup, poté ovérime, Ze pracuje tak, jak ma.
Alena zvoli dvé velkéd prvocisla p, q. Jejich souc¢inem ziskd n = pq. Pak zvoli nahodné
i nesoudélné s p(n) = (p —1)(¢ — 1), 1 < i < ¢(n). Pii zvoleni ndhodného ¢isla i z
{2,3,...,p(n) — 1} je t¥eba ovérit nesoudélnost i a ¢(n). To se provadi Eukleidovym
algoritmem hledani nsd (i, go(n)) Z nd&j zaroven vyjdou koeficienty j a k takové, ze ij —

ke(n) = nsd(i, p(n)) = 1. Takové j lze navic zvolit opét v {2,3,..., p(n)—1}, viz véta 1.7.
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Alena tedy nyni ma n = pg a ij = 1 mod ¢(n). Cisla n,i tvoii vefejny kli¢. Naopak
Cisla p, q, p(n), j si nechava pro sebe.

Bohous nyni miize s pomoci verejného klice posilat Alené zasSifrované zpravy tak, aby
je nikdo, kromé Aleny, nemohl rozlustit. Nejprve pfevede svou zpravu na ¢islo v mnoziné
{1,...,n — 1}. To by slo napiiklad tak, ze text, digitalizovany na posloupnost nul a
jednicek, rozseka na bloky takové délky m, aby 2™ < n. Kazdy z blokt pak odpovida
Cislu x < n. Aby text vzdy Sel rozdélit na tyto bloky, je tfeba ho doplnit na délku
délitelnou m napriklad posloupnosti cifer 10---0, pfipadné 1. Pokud text sam ma délku
délitelnou m, prida se jeden cely blok 10---0 tak, aby pii dekédovani nebyl deformovan
vyznam. Bude totiz jasné, ze ze zaslané zpravy je nutné vzdy odebrat posledni jednicku
a vSechny nuly za ni.

Zasifrovani probihd takto: Bohous umocni zpravu x na exponent ¢ z vefejného klice a
spocita zbytek po déleni ¢islem n. Ziskané ¢islo y = 2' mod n pak posle Alené.

Alena precte y a zpravu rozsifruje pomoci privatniho klice j, ktery si schovala. Provede
v’ mod n. Vysledkem je ptivodni zprava, tedy ¢islo x.

Nez dokazeme, Ze uvedeny postup opravdu funguje, pfedvedme ho na piikladé.

Priklad 4.9. Zvolme ‘velkd’ prvocisla p = 47, ¢ = 67. Potom n = 47 - 67 = 3149
a p(n) = 46 - 66 = 3036. Jako Sifrovaci exponent do vefejného kli¢e zvolme naptiklad

i = 13. K ovéfeni nesoudélnosti ¢ s ¢islem ¢(n) pouzijeme Eukleiduv algoritmus:

3036 =233 -13+ 7
13=1-74+6

7T=1-6+4+1.
Proto nsd (3036, 13) = 1 a zarovei lze odvodit, ze
1=7-6=7—(13—-7) =2(3036 —233-13) — 13 =2 - 3036 — 467 - 13.

Mame tedy feseni j = —467, k = —2 rovnice 135 — 3036k = 1, jenze bychom radi reseni
jiné, takové, kde j € N, 7 < 3036. To najdeme snadno:

1=(2-13)-3036 + (—467 +3036) - 13 = —11 - 3036 + 2569 - 13.

Zvolime-li nyni j = 2569, dostaneme 75 = 13 - 2569 = 33397 = 1 mod 3036.
Viejnym kli¢em je tedy n = 3149, i = 13. Cislo j = 2569 si naopak Alena peclivé
ukryje.
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Bohous chce Sifrovat dejme tomu zpravu zdigitalizovanou na

01000001010/01000010011]11010010101 .

kde uz jsme pro prehlednost vyznacili rozdéleni na bloky tak, aby kazdy blok odpovidal

bindrnimu zapisu ¢isla mensiho nez n = 3149. Proto bereme bloky délky 11 (nejvétsi éislo

s jedenécti bindrnimi ciframi je totiz 2!'* — 1 = 2047 < n.) Bloky v Bohousové zpravé tedy

odpovidaji ¢islim xz = 522, x = 531 a © = 1684.
Zagifrujeme y = 2* mod n, tj. konkrétné
52213 = 522 ((522 - 522%)%)* = 1077 mod 3149,
531" = 1901 mod 3149,
1685 = 1761 mod 3149 .

Zasifrovanou zpravu tedy vysleme ve tvaru
10000110101|11101101101|11011100001 .

Alena zpravu pfijme a rozsifruje 1’ mod n, tj.
1077%% = 522 mod 3149,
1901%°% = 531 mod 3149,

1761%°% = 1685 mod 3149.

Ponékud se divime, ze Alené s BohouSem stalo za to vynalozit tolik usili, aby si zaSif-

rovali zpravu ,,AHOJ“, kterd vznikne z této posloupnsti nul a jedni¢ek v ASCII kédu (po

odebrani posledni 1, kterd dorovnavala ¢tyfi osmibitové bloky na délku délitelnou 11).

Binarné totiz méame

(01000001), = 65 = A ,
(01001000); = 72 = H,
(01001111)y =79 = O,
(01001010)y = 74 =

Poznamenejme, ze ve skutecnosti je samoziejmé nutné zvolit mnohem vétsi prvocisla,

nez jsme predvedli v predchozim piikladé. Zde by totiz ziskani utajeného desifrovaciho

klice nebylo viibec tézké. Stacilo by faktorizovat m na prvocinitele n = pq, odtud zjistit

w(n) = (p—1)(¢ — 1) a pak najit 7 podobné, jako jsme to udélali v ptikladu my.
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Pojdme nyni dokézat platnost Sifrovaciho algoritmu, totiz fakt, %e zaSifrované y = z°
mod n lze rozlustit jako x = 3/ mod n. Fakticky ndm tedy jde o ov&feni kongruence 2%/ = x

mod n.

Véta 4.10. Necht p,q jsou prvocisla, n = pq, a necht i,j € N splriugi ij = 1 mod p(n).

Potom pro kazdé v € N, < n, plati 2 = x mod n.

Diikaz. Uvazujme nejprve x nesoudélné s n. Z Eulerovy véty 3.3 pak plyne z#(™ = 1
mod n. Z predpokladu lze odvodit, ze ij = kp(n) + 1 pro néjaké k € N. Umocnime-li
predchozi kongruenci na k, dostaneme 2¥"* = 1 mod n a po vynasobeni obou stran
¢islem x mame

pPMEHL — 3 = 4 mod n,

coz jsme meéli dokazat.

V ptipadé x soudé€lného s n nelze pouzit Eulerovu vétu primo. Takové x ovSem musi
byt tvaru x = ap nebo x = aq pro néjaké pfirozené a. Uvazujme proto bez Gjmy na
obecnosti, ze x = ap. Protoze © < n, je a < ¢, a tedy a je nesoudélné s ¢q. Odtud je ovsem
celé x = ap nesoudélné s g. Pouzijeme Eulerovu vétu pro &isla z a ¢, 299 = 1 mod ¢. Po
umocnéni mame z**®¥(@) =1 mod ¢. Tato kongruence je ekvivalentni existenci takového

b, ze 2*¥(P?) = bg 4+ 1. Vynasobenim obou stran této rovnosti éislem z dostaneme
9 = gFePOF — por 4

Po dosazeni x = ap za prvni x na pravé strané¢ odvozujeme, ze z = ban +x = x

mod n. O

20



Literatura

1]

2]
3]

J. Herman, R. Kucera, J. Simsa, Equations and Inequalities: Elementary Problems
and Theorems in Algebra and Number Theory. 1. vyd. New York : Springer-Verlag,
2000. 355 s. Canadian Mathematical Society Books in Math.

P. Erdos, J. Suranyi, Topics in the Theory of Numbers, Springer-Verlag, 2001.

M. Klazar, Kaleidoskop teorie cisel, KAM-DIMATIA Series, UK, 2000.

[4] V. Koiinek, Zdklady algebry, NCSAV, Praha, 1956.

[5]

[6]

[7]

M. Krtizek, F. Luca, L. Somer, 17 Lectures on Fermat Numbers: From Number Theory

to Geometry, CMS Books in Mathematics, vol. 9, Springer-Verlag, New York, 2001.

L. Lovasz, J. Pelikan, K. Vesztergombi, Discrete mathematics: Elementary and Bey-

ond, Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2003.

M. B. Nathanson, FElementary methods in number theory, volume 195 of Graduate

Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 2000.

G. Tenenbaum, M. Mendes France, The prime numbers and their distribution, AMS

Student Mathematical Library Series, Providence, RI, 2000.

o1



