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Kapitola 1
K c¢emu slouzi exotické zapisy cisel

Abychom mohli s ¢isly pracovat, musime je umét zapsat a také ze zapisu jednoznac¢né odvodit,
které ¢islo nim bylo zapséno. Jesté do pozdniho stfedovéku Evropa zapisovala ¢&isla tak, jak se
to délavalo ve starém Rimé, tedy pomoci symboli I, V, X, L, C, D, M. Tento zptisob zépisu
mé ziejmé nevyhody: problémy pii zapisu velkych ¢isel nebo neceloc¢iselnych hodnot a kompli-
kovanost algoritmii pro bézné operace. (Jak nasobit 38 x 57 v zapisu XXXV III x LVII 7).
Postupné se v praxi prosadila decimélni soustava, kterou pouZzivame v béZzném Zzivoté dodnes.

I kdyZ je prevazné CGést textu vénovana pozi¢nim zapisim d¢isel, které jsou uréeny jednou
pevnou béazi a kone¢nou sadou znaki, obvykle nazyvanych cifry, v této tivodni ¢ésti se zminime
o jinych typech zapisu ¢&isel a jejich vyznamu. Mezi takové patii zépis realného ¢&isla x ve tvaru

tzv. Fetézového zlomku x = [ag, a1, as, . . .|, ktery zachycuje rovnost

T =ag+

a1 +
1

ag + —
2 as+ ...

Retézové zlomky hraji dtlezitou roli pii nejlepsich racionalnich aproximacich realnych éisel, a
proto je studiu fetézovych zlomki vénovina velki pozornost v kazdé ucebnici teorie ¢isel. Neni

tedy dtvod se jim vénovat na tomto misté.

1.1 Cantorovy rozvoje

Georg Cantor zavedl zobecnéni pozi¢nich soustav na zapisy v (dnes nazyvané) Cantorové bazi
na zakladé nésledujici véty. Cantor vyuzival tento typ zapisu pii ditkazech iracionality nékterych

Cisel.



Véta 1.1. Necht (g)32 je posloupnost piirozenyjch cisel splivujict g, > 2 pro kaZdy index n € N.

Pak ke kazdému ¢islu x € [0, 1) existuje pravé jedna posloupnost nezdpornych celijch éisel (an)e 4

takovd, Ze

a pro kaZdé n € N plati
1. 0<a, < qpn
2. anapt1an42 - 7 (Gn — D) (gn+1 — 1) (g2 — 1) . ...
Drikaz. Uvedomme si, Ze pro kazdy ¢len uvedené nekonecné fady plati

0 < an < 1 1

— S 1°

a tedy Tada je konvergentni. Soucet této fady je zfejmé kladny a mensi nez 1, protoze

0 an 9 o —1 0
Z_:lqlqn S e D —Z : (1.1)

lel

Nerovnost je ostra diky podmince (2). Pokud by ¢islo € [0,1) mélo byt vyjadFené ve tvaru

— a1 _a2
q1 - q1q2 + (I1(I2(I3

+ ..., pak

a a
qQr=a + 245 4 aodtud nutnd jedinym kandidatem je a1 = |[q1z]| < q1.
q2 G293

€[0,1)

Fakt, ze ¢islo oznacené svorkou padne do intervalu [0, 1), plyne z aplikace diskuse provedené
v (1.1) na Cantorovou bazi (gn4+1)52;. V této nové bazi mame najit vyjadieni &isla zpe, =
g1z —ay € [0,1). Ziejmé, © = “1 + #ace. Cely postup opakujeme. Vytvarime tak rekurentné
zadanou posloupnost (z,) a posloupnost cifer (a,) takto

x1 =x aprokazdé n € Nyn > 1, klademe a, = [gnzn] a Tpi1 = @uxn — ap.

Matematickou indukci snadno dokazeme, ze v N-tém kroku plati rovnost

N
= Z Qp, 4 ITN+1
1192 -dn q1492 - - - 4N

n=

Jelikoz zn41 € [0,1) a A}im q1q2 - .. qn = +00, je x souctem nekonecné fady, jak tvrdi véta. [
—00



Poznamka 1.2. Pokud je posloupnost (g,,)5 ; konstantni, tj. ¢, = ¢ > 1 pro kazdé n € N, je
zapis Cisla x v predchozi vété rozvojem Cisla v g-arni soustavé. V tomto smyslu Cantorova véta

zobechiuje klasické numeracni systémy.

oo 1

Piiklad 1.3. Zndmou rovnost e = > 0 Ize interpretovat jako zéapis ¢islae—2 =% > | =Syl

nOn'

v Cantorové béazi, kde ¢, = n + 1 pro kazdé n € N,n > 1.

Véta 1.4. Méime (¢n)52, jako ve vété 1.1, x € [0,1). Necht pro kaZdé prvocislo p existuje
nekonecné mnoho indexi n € N takovich, Ze q, je deélitelné cislem p. Pak x je iraciondlni prave

tehdy, kdyz Cantoriv zdpis ¢isla x nekonci na fetézec ze samijch 0.

Diikaz. Implikace (=) je jasnd, dokazme (<). Postupujme sporem. Necht Cantoruv zéapis ¢isla

x nekondi na fetézec ze samych 0 a necht z je racionalni, tedy pro n&jaka kladna P, @ € N plati

ad a P
-y L
—agoam  Q
Najdeme N € N takové, Ze qiq2 - --qNé € Z. Takové N existuje diky predpokladu, Ze kazdé

prvoéislo déli nekone¢né mnoho ¢,. Pak

o0 o0

(079 . 1 Qnp

g1 119274 192 g1 IN+1IN+2

P N
0 aww

q192 -

<1

Prvni nerovnost je ostra, protoZze x mé v dané Cantorové baze nekonecny rozvoj. Odhad

Y e N4l m < 1 plati ze stejnych davodu jako (1.1) v dikazu véty 1.1. Po vynaso-

beni q1qs - - - gy dostavame

G2 qN
0<%P—Zan%+1”'fm<1,

n=1

/

eN

a to je spor. 0

1.2 Binarni rozvoje pro algoritmy typu Shift and Add

V této podkapitole predstavime binarni rovoje, které umoziuji rychle vyhodnocovat hodnoty
elementarnych funkei jako jsou exponenciéla, logaritmus, sinus a kosinus. éerpame z knihy Jeana-

Michela Mullera [20].

Véta 1.5. Necht (wy,)2, je ostie klesajici posloupnost kladnych cisel takovd, Ze fada Y7, wy,

konverguje a pro kazZdé N € N plati wy < Z “ N1 Wn- Oznacéme Z _, wy, = w. Potom



1. Pro kazdé x € [0,w] existuje posloupnost (dy)22, takovd, Ze d,, € {0,1} pro kazdé kladné
neNa

o
T = E dpwy,.
n=1

2. Pro kazdé xz € [—w,w] existuje posloupnost (d,)>2, takovd, Ze d, € {—1,1} pro kazdé

n=1

kladné n € N a

o
T = E dpwy,.
n=1

Dikaz. UkaZzme bod 1.

o
T
w1 Wo w3
Obrazek 1.1: Hustrace k dikazu véty 1.1
Néadobu o objemu x chceme vyplnit piskem z kbelikt s obsahem w1, wo, .... Bereme postupné

w1, Wa, ... a pokazdé, kdy je v naddobé jesté dost mista, prisypeme obsah w,, do x.

Nejdiive dokazme bod (1). Pro zadané z € [0, w], poloZime zyp = x a definujme rekurentné

posloupnost (z,,)5, a posloupnost (d,)5; nasledujicim hladovym zpisobem.

L,
Tp = Tp_1 — dpwy, kde d, =
0, jinak.

pokud x,—1 < wy,

Jelikoz z,,—1 — x, = dpwy, plati

i=1 i=1
K dikazu 1. tvrzeni staci ukazat, Ze A}gnoo xy = 0. Nejdfive odvodime matematickou indukci, ze
TN < Z?:NH Wr -
Pro N = 0 tvrzeni plati, protoze zy = z € [0, w]. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro N € N.

IP
e Pokud zx > wny1, pak 41 = 2N — w1 < D07 N W

e Pokud zny < wyi1, pak any41 =2y < wyy < ZZOZNH wy,, kde posledni nerovnost plati

diky vlastnostem posloupnosti (wy,)52 ;.

Celkove, xn < N-ty zbytek konvergentni fady, a proto A}im zy = 0.
— 00



s vz

Druhé &ast véty plyne z prvni ¢asti. Pro dané z € [—w, w] polozime y = 1 (z +w) € [0,w] a

podle bodu 1 najdeme d,, € {0,1} takovd, 7e y = 3.°° | dpw,. Protoze w = Y°° | w,,, dostaneme

T=2y—w= 22021(2&71 — 1)w,. Stadi tedy polozit d,, = 2d, —1 € {—1,1}. O

PovSimnéme si, jak vypocetné nenarocéné je v hladovém algoritmu nalezeni ¢lent po-
sloupnosti (d,) pro n = 1,2,..., N. Predpokladame, Ze v pocita¢i mame uloZzeny hodnoty
wy, we, ..., wy. Kazdy krok vyzaduje porovnani dvou &isel (konkrétné z,_1 a w,) a v pfipads,

ze d, = 1, také ode¢itani (konkrétné x,_1 — wy,).

[eS)
n=1»

Piiklad 1.6. Uvedeme tfi piiklady posloupnosti (wy,) které vyhovuji pfedpokladiim véty.

o w, = Qin Soucet geometrické fady 2%\, =Y oN 11 Qin potvrzuje platnost nerovnosti

pozadované na posloupnosti (wy,) (zde se nerovnost méni v rovnost). Protoze w = 1,
véta Tika, ze kazdé ¢islo z [0, 1] lze zapsat v klasické binarni soustavé. Véta netvrdi nic o
jednoznacnosti, ale hladovy algoritmus vyuzity v dikazu véty zarucuje, ze pro = € [0, 1)

posloupnost cifer (d,) nekonéi Fetézcem ze samych jednicek.

e w, =In(l1+27"). Tuto posloupnost vyuzijme k vypoétu hodnot funkce e® na intervalu

[0,In2]. K ovéfent, ze wy < Y 0% o wy aln2 < 370w, stacl vyuzit nerovnosti

2 2 3
m—x—gln(1+x)§aj—%+% pro0 <z <1

vyplyvajici z Taylorova rozvoje funkce In(1 + x). Ten ma tvar z — % + % + .-

Pro z = 27 dostavame odhady

11 11
_N .
1n(1+2 )<27N—§47N+§87N—Oé
o0 0
_ 1 11 1 11
w2z 3 (g hi) =gy g =
n=N+1 n=N+1

Protoze o < 3, nerovnost wy < ZZO:NH wy, plati.
Spodni nerovnost pro N =0 davd w =Y 00  In(1+27") >1— % >1n2.

e w, = arctg2™ ™.  Tuto posloupnost vyuzijeme k vypoctim hodnot funkci sin a cos pro
argument z € [0, 7]. Derivovinim funkce arctg odvodime jeji Taylorav rozvoj.
1 x>  x® a7

1+x2:1—x2+a¢4—x6+~- a odtud arctg:r:x—g—i-g—?—i—---




Ctenaf snadno oveéid, ze wy, spliuje predpoklady véty 1.5 a také, ze > 7 arctg2™" > T.

Stac¢i vyuzit nerovnosti

23 3
4 1
x—§<arctgac<a:—€ platné pro x € [0, 5].

1.3 Vypocet hodnot funkci exp, sin a cos

I kdyZ chceme pocitat hodnoty e”, sin x a cos x pro libovolné zadané realné x, sta¢i mit k dispozici
algoritmus, ktery poc¢ita hodnoty téchto funkci na jistém omezeném intervalu. Kvtli periodi¢nosti
funkei sinz a cosz a symetrii sinx = cos(xz — §), staci uvazovat x € [0, F].

Ukazme, ze také u funkce exp staéi uvazovat omezeny interval, jmenovité interval [0, 1n 2].
Vskutku, pro y € R existuje k € Z tak, ze y = x+kIn2, kde = € [0,1n2]. Potom eV = *tFIn2 —
e®(eMm2)k = 2k Algoritmem spocitame hodnotu e®, a protoZe vypolty v poditaci probihaji v
soustavé se zakladem 2, predstavuje nasobeni ¢islem 2F jenom posun zlomkové tecky o k mist.

Prevodu reilného argumentu x na argument vyzadovany zvolenym algoritmem, se Iika v

anglické literature "range reduction".

Vypocet exponencialni funkce

V poéita¢i jsou uschovany hodnoty w, = In(1 + 27™) pro nékolik pocate¢nich hodnot n =
1,2,3,... podle pozadované presnosti vypoctu, viz diskusi nize. V ptikladé 1.6 jsme ovéfili, ze

miizeme pouZit vétu 1.5 a jeji pomoci vyjadiit zadané x € [0,1n 2] ve formé

xr = idn In(1427"). (1.2)

n=1

Jelikoz d,, jsou bud 0 nebo 1, plati d,, In(1 +27") = In(1 4+ d,27"). Muzeme tedy upravovat

E =% = ﬁ ed" In(1427") _ ﬁ eln(1+dn2_") _ ﬁ(l +d 2fn)
= = = = n .
n=1 n=1 n=1

Definujme posloupnost (Ey) predpisem En = HnN:1(1 +dp27"). Ziejmé E = A}im Ey,
—00

Eo=1 a Ey=En_1(1+dy2N)=En_1+dvEy_127V.

Tedy pii vypoctu En z uz napocitané hodnoty Exn_1 pouze posuneme bindrni tecku a s¢itdme

dveé ¢isla. Proto se algoritmu tohoto typu tika shift and add.



Odhad chyby po N-tém kroku

EN 1 1 (o) 1

—_— = > >
E H?:N-H (1+dp27") — HZOZNH (1+2™m) = 142N 4272V

(@)

V nerovnosti oznacené > jsme vyuzili odhad

0 s ®) o (%)
I 2= exp(Z In(1 + 2—”)) < exp(z 2—") —exp(2 V) < 142N 422N,
n=N+1 n=N+1 n=N+1

B v
kde jsme v nerovnostech oznaCenych jako < a < wvyuzili odhady In(l1 + z) < x resp.

e® <1+ x + 22, oba platné pro z € [0, %] Celkové pro chybu po N-tém kroku plati

En En 1 1
0 < E -En=FE(1-—F)<e"|[1-— 2(1— < ——.
=< N < E)_e < 5 > < < 1+2_N+2—2N> — 9N-1

e

Algoritmus vypoctu e¢” pro dané z € [0,1n 2]

(obsahuje v sobé i urceni koeficientu d,, pro zapis ve tvaru (1.2))

Poloz E=1. Proi=1,2,3,... délej
e pokud z > In(1+27%), pak E:=FE+27'F a z:=x—In(1+27%),
e jinak nedélej nic.

Priklad 1.7. Najdeme e'/2. Mame = = % € [0,In2], ozna¢ime Ey = 1. Prvnich deset kroku

algoritmu:
. 1 ? 3 .
1=1: 3= zg > In 3 ~ 0,405... nerovnost plati, d; =1
1 3
Ei=FEy+ -Ey=—
1 0+ 50 =5
3
1 =29 —In 3 ~0,0945...
? 5
1 =2: r1 > In (4) ~0,22314... nerovnost neplati, do =0
E, = FE;
Tr9 = T1
? 9
1 =3: To > In (8) ~0,11778... nerovnost neplati, dg =0
Es =Fj
€T3 = T2
. ? 17 ]
1 =4: z3 > In 16 =~ 0,06062. .. nerovnost plati, dy = 1



1 51
Ey=FE3+ —F3=— ~1,59375...

16 32
17
4 =23 —In <16) ~ 0,0339...
. ? 33 .
1=25: z4 > In 32 ~ 0,03077... nerovnost plati, ds =1
1 1683
Es=FE;+ —E;=—— =1,64355......
5= Bt gt = gy & 16499
33
T5 = x4 —In <32> ~ 0031386. ..
. ? 65 .
1 =6 : 5 > In o1 ~ 0,01550... nerovnost neplati, dg = 0
FEg = E5
Te — T5
) ? 129
1 =17: zg > In (128) ~ 0,0077821... nerovnost neplati, d; =0
E; = Eg
T7 = Xg
) ? 257 3
1 =8: r7 > In 256 ~~ 0,00388986 . .. nerovnost neplati, dg = 0
Es = FE;
rg = I7
) ? 513
1=9: zg > In 1o ~ 0,00195122... nerovnost plati, dg = 1
1 863379
Ey=FEs+ —Fg = ~ 1,64676...
DT S T om0
513
r9 =xg —In (512) ~ 0,00118739...
. ? 1025
1 =10: rg > In (1024> ~ 0,000976. .. nerovnost plati, dig =1
1 863379 1025
Ew=FEy+ —FEg= - —— =& 1,6483729. ..
10 = Eo+ 765505 = 5o0a8s 1022~ 104897
1025
10 — 9 — In <1024> ~ 0700118739 NN

Po prvnich deseti krocich algoritmu je chyba na ¢tvrté pozici v zépise v desatkové soustave,
1 1

a tedy mensi, nez 513"

10



Vypocet funkci kosinus a sinus

V pocitaci jsou uschovany hodnoty w, = arctg2™™ pro nékolik pocatecnich hodnot n =
1,2,3,.... Nyni budeme pouzivat vyjadfeni tihlu © € [0, %] ve tvaru
o
©= Zd” arctg2™", kde d,, € {—1,1}. (1.3)
n=1

Abychom odivodnili nize uvedeny algoritmus, ktery je zndm pod zkratkou CORDIC, zkoumejme

vztah hodnot cos a sin u sousednich ¢lent posloupnosti zadané pfedpisem Oy = ZnN:1 dpWy,.

cos Op cos(On_1 + dywy) cos O _1 cos(dywy) — sin Oy _1 sin(dywy)
sin Oy sin(Ony_1 + dywy) sin © y_1 cos(dywy) + cos Oy _1 sin(dywy)
cosSwn —dy sinwy cosOn_1 1 —dn2~N cosOn_1
= ) = COSWN
dy sinwy COS WN Sin©yN_1 dN2_N 1 Sin©y_1

Posledni rovnost plyne ze vztahu

sinwpy -N

=tgwy = tg(arctg 2*N) =2
COS WN

V kazdém kroku nasobime vektor skalarem coswy, ktery nezavisi na koeficientech dy ve vy-
jadfeni uhlu ©. Proto celkovy soucin, ozna¢me jej K, téchto koeficientl je uloZeny v pocitaci

predem a startovaci slozky vektoru cos ©g = cos0 =1 a sin©y = sin0 = 0, rovnou vynasobime
1

—L __ dostaneme cosw, = ———— a odtud
Vi+tg2a’ " V1422N

Cislem K. JelikoZ cosa =

o o0
1
K =[] cosw, = [ === = 0,82815936096021562707619832...

Algoritmus vypoctu cos© a sin® pro dané © € [0, 7]

(obsahuje v sobé i urceni koeficientu d,, v zapisu (1.3))
Poloz z:=K a y:=0.
Pro:=1,2,3,... délej

. T 1 -2 x
e pokud ©>0, pak © := O — arctg2™ a = )
Y 27t 1 y
B . T 1 271 T
e jinak © := O 4 arctg2™" a = 4
y -2 1 Y

Zduraznéme, Ze se opét jedna o algoritmus typu "shift and add".

11



Kapitola 2

Reprezentace s prevahou nulovych cifer

Pri klasickém néasobeni ¢isel zapsanych v soustavé s bézi b a mnozinou cifer D jako x =
TpTE_1° L0 & Y = YnYn—1-- Yo Nasobime cely Tetézec xpxp_1---xo kazdou z cifer y;. Po-
kud je samotnd mnozina D uzaviend na nasobeni, pak vysledek nasobeni cifrou y; je Fetézec
(xryi)(xg—1Yi) - - - (zoy;). Protoze nedochazi k prenosu cifry na sousedni pozici, lze pfi soubéz-
ném pouziti k vypocetnich jednotek ziskat vysledek nésobeni cifrou y; v jednom kroku. A celkovy
vysledek x x y ziskdme s¢itanim maximalné n fadkta. Pocet nutnych sc¢itani klesé s po¢tem nu-
lovych cifer v zapisu ¢isla y. Tyto vlastnosti nasobeni vedly k vytvofeni tzv. NAF-reprezentaci
celych ¢&isel [26], které se uplatiuji pii algoritmech vyzadujicich nésobeni velkych ¢&isel, jako je

napt. metoda RSA urcéena k 8ifrovani s vefejné pristupnym kli¢em.

2.1 NAF-reprezentace

Klasickd binarni soustava sice ma abecedu D = {0, 1} uzavienou na nasobeni, ale zapis v této
soustavé je jednoznacny, tj. nelze ovlivnit pocet nul v zapisu ¢isla. Stejné pozorovani plati i o

soustavé s bazi b = 3 a abecedou D = {—1,0,1}. Uvazujme proto
soustavu s bazf b =2 a abecedou D = {1,0,1}, kde 1 znagi -1.

Pozorovani

o Kazdé x € Z lze zapsat ve tvaru

T = Zak2k, kde ay € {1,0,1} pro kazdé¢ k =0,1,...,n. (2.1)
k=0

e Pokud a, =1, pak = > 0. Vskutku

T=2"4a,_ 12" '+ a24aq>2" -2 - 2 -1=1,

12



tedy znaménko u vedouci mocniny uréuje znaménko samotného ¢&isla .

e (Cislo x miiZe mit vice zapist, napf. ¢islo s decimélnim zapisem 15 lze v této soustaveé zapsat

jako 1111, nebo 10001, nebo jako 10011.

Véta 2.1. Kazdé x € Z lze zapsat v bdzi b = 2 a abecedé D = {1,0,1} tak, Ze Zddné dve nenulové
cifry v zdpise ¢isla nejsou na sousednich pozicich. Tento zdpis je jednoznacny, pokud je koeficient

u vedouci mocniny nenulovy.
Poznamka 2.2. Zapis ¢isla z véty nazyvame non-adjacent form, zkracené NAF.

Diikaz. ZapiSme x € Z ve tvaru (2.1). Abychom upravili zapis ¢isla = do tvaru bez sousedicich
nenulovych koeficient, vyuzijeme prepisovaci pravidla zaloZené na jednoduchém pozorovéni: pro

vSechny j € N plati

1-2041.271=1.92771

1.2 41-27 =12t 4 1.2,

Proto v fetézci anan—_1 - - - ag miZeme piepisovat dvojice resp. trojice sousedicich cifer néasleduji-

cimi zpusoby

1T — 01 011 —» 101 (2.2)

11 —s 01 011 — 101, (2.3)

aniz bychom zménili hodnotu reprezentovaného ¢isla. Napiiklad na klasické binarni reprezentaci

11011 ¢isla 27 provedeme tyto tpravy
11011 — 101101 — 100101.
Kombinaci piepisovacich pravidel (2.2) a (2.3) vyrobime obecnéjsi pravidlo pro k € N, k > 2

011---1—100---01 a 011---1—100---01
SN—— SN—— SN—— SN——
k x (k—1)x k x (k—1)x

Je zfejmé, ze pokud se v Tetézci vyskytuje dvojice sousedicich nenul, 1ze aplikovat nékteré z
prepisovacich pravidel. Pokud fetézec reprezentujici ¢islo x neni NAF, ozna¢me M miniméalni
index ¢ takovy, Ze na pozicich ¢+1 a ¢ jsou sousedici nenulové cifry a oznacme P pocet nenulovych
cifer na pozicich M, M — 1,...,1,0. Tento kus fetézce je jiz NAF. Na jeden z podietézci,
jejichz pravy konec je na pozici M, miuzeme aplikovat prepisovaci pravidlo. Tvar prepisovacich

pravidel zarucuje, Ze nové vznikly Fetézec bude mit hodnotu Myey > M + 2 a Ppew > P+ 1.
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Kazdé z prepisovacich pravidel ma vlastnost, Ze pocet nenul v celém novém fetézci neni vétsi
nez pocet nenul v celém starém fetézci. Pfitom pocet nenulovych cifer v sufixu, ktery je NAF
roste. To znamen4, Ze po konefném poc¢tu (maximalné o jedni¢ku mensim, neZ je pocet nenul ve
startovacim Fetézci), ziskame NAF-reprezentaci ¢isla x.

Ukazme jednoznacnost zapisu NAF. Nejprve ukdZeme, Ze 1 nemé dva rizné zapisy. Postu-

pujme sporem. Necht existuje zapis jednicky jiny nez 1 = 1:
l=ap-2"+ap_1- 21+ +a1-2+4ap, kdeapr #0ak#0.

Koeficient u vedouci mocniny je nutné kladny, tj. axr = 1. Kvili parité je ag # 0. Kvili NAF

podmince je ax_1 = 0, a tedy k > 2. Potom ale
k—2
1>2F - oi=oF o Typ1=2F141>1 —spor.
i=0

Nyni pfedpokladejme, Ze existuji cela ¢isla se dvéma riznymi zapisy NAF. Bez jmy na obecnosti,
zvolme mezi nimi nejmensi mozné kladné x. Ziejmé x > 1 a pro dva rizné fetézce arar_1 ... aiag

a bj_1...b1bg cifer plati nasledujici rovnost
_ k k-1 _ ! -1
r=a-2"+ap_1-2 +--+ar-2+ag=0b-2"+b_1-2 4+ -+ b1 - 24 bg.

Kdyby ag = bo, pak 5 € N ma dva rtzné zapisy

Tr — Qo

5 =ap- 2" Va1 22 ra =25 2 by

Jelikoz pro x > 1 plati
T — ag < rz—1

0<
2 = 2

<z,

dostavame spor s tim, Zze z bylo v nejmensi kladné ¢islo se dvéma zapisy. Tim jsme ukazali, ze
miniméln{ kladné &islo z s vice NAF zapisy ma posledni cifry u riznych zapist rtzné. Kvili
rovnosti mod 2 nutné ag,by # 0. Tedy napiiklad ag = 1, by = 1. Z podminky NAF zapisu
plyne a; = by = 0. To vynucuje x = ag mod 4 a x = by mod 4, coZ je spor, protoze 1 # 1

mod 4. O

Dusledek 2.3. NAF zdpis cisla x € 7Z md nejmensi podet nenul mezi vSemi zdpisy c¢isla

x=37_gar2", kde a), € {1,0,1}.

Drikaz. 7 kazdého zapisu ¢isla z umime prepisovacimi pravidly vyrobit NAF zépis, aniz bychom

zvétsili pocet nenulovych cifer. O
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Poznamka 2.4. V dikazu existence NAF zapisu celého ¢isla jsme uvedli, Ze pocet kroku (aplikaci
prepisovacich pravidel) potfebnych k pfevodu z klasického binarniho zapisu do NAF zépisu je
omezen poCtem cifer 1 v klasickém zapisu zmenSenym o jednicku. Této meze se nabyva pii

prevodu ¢isla zy binarné zapsaného 1010---1011, které mé v klasickém bindrnim zapisu N + 1
—

(N-1)x
cifer 1. Jeho NAF zépis je 101010 --01 a méa stejny poc¢et nenulovych cifer. ProtoZe p¥i pouZiti
—_—

Nx
prepisovacich pravidel se pocet nenulovych cifer nezvétsuje, musela mit reprezentace Cisla zy v

kazdém kroku stejny pocet nenul jako jeho NAF reprezentace. Tim jsme ilustrovali fakt, Ze i
jiné reprezentace ¢isla mohou vystacit se stejnym poctem nenulovych cifer jako NAF. Takovym
reprezentacim se ¥ikd minimalni. Poc¢et minimélnich reprezentaci lze odhadnout shora pomoci
¢lentt Fibonacciho posloupnosti (F,). V [15] je odvozeno, Ze po¢et minimélnich reprezentaci

libovolného ¢isla z € N neprevysi Fliog, - |-

Poznamka 2.5. Radixové usporadani < na NAF reprezentacich odpovida usporadani celych
Cisel, tj. pokud je x,y € Z a x < y, pak NAF reprezentace x je radixové mensi nez NAF repre-
zentace y. Abychom nahlédli tuto vlastnost, staci ukézat, Ze ¢islo ay reprezentované retézcem
10(10) je vétsi nez ¢islo By reprezentované fetézcem 1(01)V. Zdiraznéme, ze 10(10)" = 1(01)V

a zadny NAF fetézec uz v radixovém uspoiradani mezi né nelze vlozit.

Poznamka 2.6. V kapitole 4 ukdzeme, ze NAF zapisem lze reprezentovat také vSechna realnéa

¢isla.

2.2 Prumérné pocty nenulovych cifer u NAF zapisi

Rozsifeni mnoZiny cifer v binarni soustavé o 1 umoziuje néktera ¢isla zapsat tispornéji, napi.
zapis ¢isla ¢ = 2™ — 1 v klasické binarni soustavé pouziva n jednicek, zatimco jeho NAF zapis

100---01 potfebuje pouze dvé nenuly. Na druhé strané ¢islo y = 2™ potiebuje pouze jednu

(n—1)x
nenulu v obou zapisech. Nasim cilem je ukéazat, Ze pramérny pocet nenulovych cifer je pfi NAF

zépisech mensi. Budeme predpokladat, Ze k ulozeni celého ¢&isla pouzivame N pozic a Ze vSechna
Cisla, ktera lze zapsat v NAF zapise na N pozicich, se vyskytuji stejné ¢asto. Oznatme mnozinu
téchto Cisel My . Ptame se, jaka je primérna hodnota obsazenosti jedné pozice nenulovou cifrou,

tj. na pomér
1

Py = ——
NTN #My

. Z pocet nenul v NAF zépise &isla x
TEMpN

Priklad 2.7. Uréeme ®4. VypiSme v8echna ¢isla, k jejimz NAF zapistim staci 4 pozice. Jsou to

0001 0001 1010
0010 0010 1001
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0100 0100 0101

1000 1000 1010
1010 1010 1001
1001 1001 0101
0101 0101 0000

Zapséno je 21 &isel, pouzito 32 nenulovych cifer. Proto

32 8
@ = — = —
1T 41 21

Dokazeme, Ze priumérny pocet nenulovych cifer pii NAF zapisech je pro dostatecné velké N

blizky % Pri klasickych binarnich zapisech je to %

Véta 2.8. Plati lim &y = 1.
N—o0

Diikaz. Zvolme pevné ale libovolné celé k > 0 a spocitejme, kolik je ¢isel z € My, které v NAF
zapise maji pfesné k nenul. Reprezentaci kazdého ¢isla x € My doplnime vhodnym poctem 0 na
zapis délky N +1 (tedy zapis kazdého = zac¢ina cifrou 0). Takovy zapis lze poskladat ze t¥{ druhi
kostek‘ 0 I 1 ‘, 0 I 1 ‘ a @ Musime pfitom vyuzit k kostek typu nebo . Ty
obsadi 2k mist. Zbylych N +1— 2k mist obsadi kosticky @ Celkové pouzijeme k+ N +1—2k =
N + 1 — k kosticek. Pti usporadéani téchto N + 1 — k kosti¢ek mame ( ]@7:11:2’2) = (N +]i*k) voleb
pro umistnéni kosticky IE' Zbyla mista lze obsadit libovolné jednou z kostic¢ek nebo
. Odvodili jsme tedy, Zze pocCet ¢isel x € My, jejichz zapis ma préavé k nenulovych cifer,

je roven (N+k1—k) 2k,

Ziejmé
N+1-—
By = Z k( +k‘ k) ok — Z pocet nenul v NAF zapise ¢isla x
k>0 TeEMpN
) N+1-Fk\_;
Ay = Z( h )2 = #My.
£>0

Abychom explicitné urcili Ay a By, vSimneme si, ze vyhovuji linearnim rekurentnim vztahtm.

N+2—-k N+1-k
AN+1—AN=Z( L )2’“—2( h >2k:

k>0 k>0

_ N+1=Fk\  _ N =\ k1 _
=S (V=X (Y ) =2
k>1 k>0
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Resime tedy rekurentni rovnici

AN—H — AN — QAN_l = 0.

2

Jeji charakteristicka rovnice je * —z — 2 = (x — 2)(x + 1) = 0, proto Ay je ve tvaru

Ay =a- -2V +b-(-1)V,

pro néjakd a,b € R, zfejmé a > 0. Konstanty a,b lze nalézt explicitné z pocatecnich hodnot
Ay =3 a Ay = 5, nebo lze ur¢it Ay primo, viz Poznamka 2.9. Na hodnotu limity posloupnosti
(®n), o kterou se zajimame, vSak konstanty a,b nemaji vliv.

Podobné najdeme rekurenci pro By

N+2—-k N+1—-k
BN+1—BN—Zk< i >2k—2k< L )Qk_

k>0 k>0
N+1-Fk\_; N —k\
=)k 2k = k41 2l — 92BN | + 24N
Z(k_1> Z(+)(k> N-1+2AN-1,
k>1 k>0
tedy TeSime rovnici
Byny1— By =2Bny_1+2AN_1. (2.4)

Tato rekurentni rovnice pro nezndmou posloupnost (By) s pravou stranou (2A4y) ma feSeni
By =DBy+e- 2N+ f (-1,

kde By je partikularni Fegeni. To lze nalézt ve tvaru
By =Nh-2N + Ng- (-1)".

Konstanty h a g uré¢ime tak, aby pro kazdé N platilo BN—H — BN = QBN_l + 2AN_1. Jelikoz

Byi1— By —2By_ 1= (N+1Dh-2Y1 4 (N+1)g- ()N = Nh-2V — Ng- (-1)V =

—2((N=1h-2""'+ (N -1)g- (-1)N) =3h-2V + 3¢ (-1)V

se mé rovnat 24y_1 = 2a - 2V 4+ 2b- (—1)N 71, stact zvolit h = a, g = —3b.

Celkové feSeni (2.4) je

_ 1 3
BN:BN+e-2N+f'(—1)N:gNa~2N+§Nb-(—1)N+e~2N+f-(—l)N.
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Hodnota konstant a, b, f, g neovliviiuje hodnotu limity @, plati

e Do — g BY o aNer 2V IND (DN e 2V 4 f (DY 1
MO N T N NAN T N N(a 28 +b- (—1)N) =

O

Poznamka 2.9. Urcit pocet &isel, které maji NAF zapisy dlouhé nanejvys N - v predchozim
ditkaze jsme jej znacili Ay - jsme mohli i jinym zptsobem. A to tak, Ze nalezneme maximéalni
¢islo - oznac¢me jej xn, pro jehoz NAF zapis sta¢i N pozic. Evidentné NAF zépis Cisla zn je

prefixem nekone¢ného fetézce (10)%.
e Je-li N sudg, je zy = 2(2V — 1),

).

o je-li N liché, je zy = 2(2V —

N[

Protoze radixové usporadani na NAF reprezentacich odpovida usporadani celych &isel, lze kazdé
celé Cislo od nejmensiho —zny do nejvétsiho zx reprezentovat na N pozicich. Odtud Ay =

21y + 1= %(2N+2 + (—1)N+1).
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Kapitola 3

Pozi¢ni numeracni systémy v okruzich

P1i hledani zapisa pfirozenych ¢isel ve standardnich soustavéich s bazi b € N, b > 1, pouziviame
cifry 0,1,...,b— 1. Pfirozené &slo x vyjadiujeme ve tvaru & = a™" + ap_1b" 1 + -+ a1b+ ap.
Jsou dva zptsoby, jak najit koeficienty ag, a1, ..., ay. Prvni z nich - nazyvany hladovy algoritmus
- vyuziva existence usporadani na Z a koeficienty zac¢ina hledat v pofadi od koeficientu a, u
nejvyssi mocniny béze. Posledni koeficient, ktery hladovy algoritmus nalezne, je ag. Druhy z
algoritmt - nazyvany Eukleiduv - vyuziva toho, Ze v N je definovano déleni se zbytkem. Jako

prvni je urcen koeficient ag a jako posledni a,.

Piiklad 3.1. b=3, A={0,1,2}, x € N.
Hledame zapis ¢ =47 v bazi 3, z =ag-3°+ a1 -3 +--- +a, - 3™

Hladovy algoritmus Eukleidtv algoritmus
3P <47<3 n=3 To =47 =2 mod 3
ro=47=1-3%+ 1, zo =47 =2 mod 3
47 -2
21 =20=2-3%+ 1 T=— =15=0 mod 3
15
rg=2=2-3° x2:§:5:2 mod 3
5—2
3
1-1
T=5— =0
(z)3 = 1202

Tam, kde "rozumné" usporadani neni mozné, jako je napiiklad téleso C, hladovy algoritmus
nelze pouzit. V této kapitole se proto budeme vénovat analogii Eukleidova algoritmu. Najit zapis

kazdého ¢isla ve tvaru kombinaci mocnin béze, je jenom jedna stranka problému. Dulezité je také
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umét s takto zapsanymi ¢isly pracovat, tj. provadét aritmetické operace. Tomu bude vénovana

posledni sekce této kapitoly.

3.1 Diskrétni okruhy s normou

V této kapitole budeme pracovat s normovanymi okruhy. Od normy okruhu (R, +,-) budeme

vyzadovat tyto vlastnosti:

I+ B — [0, +00);
|z]| =0 <= x=0;
lz+yll < [lzll + llyll  pro kazdeé z,y € R;

[z -yl = llzll - lyll  pro kazdé =,y € R.

Definice 3.2. Okruh R s normou ||| nazveme diskrétnim, pokud pro kazdé realné K > 0 je

mnozina {x € R : ||z|| < K} kone¢na.
Priklad 3.3. Priklady diskrétnich okruht s normou
e 7 a absolutni hodnota

o Z[i] = {a+1ib :a,b € Z} a absolutni hodnota na C. Prvky tohoto okruhu se nazyvaji

Gaussova cel4 ¢isla.

o Zlw] = {a+wb :a,bec Z} a absolutni hodnota na C, kde w = e'5 = cos Z 4 isin 2 =

—% + 273 Prvky tohoto okruhu se nazyvaji Eisensteinova cela ¢isla.
V okruzich budeme pracovat s kongruenci, kterd ndm umozni hledat reprezentace prvku

okruhu, tak jak bylo ilustrovidno v ivodnim piikladu, kde jsme vyuzili v Z kongruenci mod 3.

Definice 3.4. Necht R je okruh, 8 € R. Rekneme, ze dva prvky a,b € R jsou kongruentni
mod [, pokud a — b = 3 - z pro néjaké z € R. Zapisujeme a =g b.

Zifejmé pro libovolné aq, as, b1, by, c € R plati:
a1 =g b1 a az =g by implikuje a1 +a2=pb;+bx a ca =g cb.
R je disjunktnim sjednocenim tiid podle kongruence =g.
S kongruenci na Z se bézné setkavame, t¥idy kongruenci v okruhu Gaussovych celych &isel
popisuje nésledujici véta, ktera pochazi (jak nazev okruhu napovida) od Gausse. Analogicka véta

plati také pro Eisensteinova celé ¢isla.

Véta 3.5. Necht 3 = a+ib € Z[i] takové, Ze ged(a,b) = 1. Pak pocet titid mod 3 je roven a®+b2.
Reprezentanti téchto tiid jsou 0,1,...,a° +b*> — 1.
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Diikaz. Dukaz provedeme ve tiech krocich.

1. Nejprve ukaZeme, 7e kazdé o € Z][i] je kongruentni néjakému z € Z. Z vlastnosti kongruence
plyne, Ze to staci ukazat pro i. Je-li totiz i =g 2, kde z € Z, pak x + iy =g v + 2y.
S—— S~——
€Z[i] €z
Naleznéme tedy celé ¢islo, kterému je kongruentni i. Podminka ged(a,b) = 1 zarucuje

existenci ¢, d € Z takovych, Zze ad 4+ bc = 1. Potom

i = i(ad + bc) = i(ad + be) + ac — bd — (ac — bd) = (a + ib)(c + id) — (ac — bd) =3 ac — bd.

~——
B
2. Nyni ukaZeme, Ze kazdé z € Z je kongruentni nékterému z éisel 0,1,...,a% + b% — 1.
Délime v okruhu Z &islo z ¢islem BB = a® 4 b2, Dostaneme z = ¢ (a® + b?) +r, kde
—~— ——
EZ BB
re{0,1,...,a* +b* — 1}, tedy z =g r.
3. Nakonec ukdZeme, Ze zadné dva prvky ze seznamu 0,1,...,a? + b?> — 1 nejsou vzajemné

kongruentni. Sporem - necht pro néjaka 0 < j <[ < a® 4 b> — 1 plati

l—j=Bw=(a+ib) (K+iL) =aK —bL+i(bK +al).
zli b= 0
€L _ =

Znaménka bK a alL jsou obracena, K, L # 0. Plati tedy bK = —alL, zaroven ged(a,b) = 1,
to implikuje a | K a b | L. Jinymi slovy K = ad; a L = bdy pro né&jaké cela ¢isla d; a da.
Odtud bK = abdy,al = abdy. Proto dy a ds maji rizné znaménka. Celkové

Il — j| = |aK — bL| = |a®dy — bda| = a®|dy| + b%|d2| > a® + b2, a to je spor.

3.2 Reprezentace prvki diskrétnich okruhi

Definice 3.6. Necht R je diskrétni okruh s normou. Uvazujme bazi 8 € R s normou ||5]| > 1
a konecnou mnozinu cifer A C R. Rekneme, 7e x € R méa (8, A)-reprezentaci, pokud x =

S gai- B pro néjakd ag, ai,...,a, € A. Retézec ana,_1 - ap budeme oznacovat (x)g 4.

Nasim cilem je rozhodnout, jaké vlastnosti paru (53,.4) zaru¢i reprezentovatelnost vech

prvki z okruhu.

Lemma 3.7. Mé&jme R, 3, A jako v definici 3.6. Pokud kaZdy prvek R mad (3, A)-reprezentaci,
pak A obsahuje z kaZdé tridy =g alespoti jeden prvek.
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Diikaz. Zvolme libovolnou t¥idu kongruence mod 5 a né&jaky jeji prvek z. Pro (5,.A4)-

reprezentaci prvku x plati

x:iai-ﬁi :ao—i—ﬁ(zn:ai-ﬁi_l) =3 aop.

i=0 i=1
Ke zvolené tiidé patii cifra ag € A. O

Poznamka 3.8. Pokud Gaussovo celé ¢islo 8 = a+ib ma soudélné slozky a, b, pak nékteré t¥idy
kongruence nemaji reprezentanta v Z. Je to napt. t¥ida, do které patii ¢. Pokud bychom trvali na

abecedé, ktera je podmnozinou Z, nelze takové baze pouzit k reprezentovani Gaussovych ¢isel.

Pokud par (3,.4) spliuje nutnou podminku vyslovenou v predchozim lemmatu, tak o repre-
zentovatelnosti celého okruhu lze rozhodnout testovanim jeho koneéné podmnoziny. Nésledujici

véta pochazi od Nielse a Kornerupa [21].

Véta 3.9. Méjme R, 3, A jako v definici 3.6 a necht A obsahuje z kaZdé tridy kongruence mod 3

alespoti jednoho reprezentanta. Pokud kaZdé x € R s normou

max{||d]| : d € A} _

BI=1 :H (3.1)

]l <

ma (B, A)-reprezentaci, pak i kaZdy prvek R md (3, A)-reprezentaci.
Dikaz. Méjme x € R. Zkonstruujeme xqg = x,x1,x2,...,T, € R takové, Ze
o ||zi|| < ||zi—1]| pro kazdé i € {1,2,...,n}
e jestli x; ma (B, A)-reprezentaci, pak z;—; ma (3, .A)-reprezentaci
o ||z,]| < H.

Popisme slibenou konstrukei:
Pokud ||z|| < H, jsme hotovi. Jinak, najdeme dy € A, které lezi ve stejné t¥idé kongruence
jako z, tj. existuje x1 € R tak, Ze x = x16 + dp.
1. Ma-li z; né&jakou (f,.A)-reprezentaci, tj. z1 = Z?:o a;jf’, kde a; € A pro kazdé j, pak

z=do+ 37 a7 je (B, A)-reprezentace prvku z.

2. Ukazeme, Ze ||z1]| je mensi nez ||z||. K tomu vyuZijeme nejdiive vlastnosti normy.

x| + do
ol 181 = 31l = i = doll < ol + ol aodtud ] < 11 0]
Na druhé strané
Il do| . [z + [|doll
|z|| > H > ———, a to lze prepsat jako — ||
18] —1 18]l
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Tim je nerovnost ||z1] < ||z| odvozena.

Pokud je ||z1|| < H, jsem hotovi. Jinak postup zopakujeme a k 1 nalezneme x5 s vlastnostmi
analogickymi bodim 1) a 2). Protoze R je diskrétni okruh, je mnozina z € R takovych, ze

||| < ||z| kone¢na, a tedy po koneéném poctu kroku klesneme s normou pod H. O

Poznamka 3.10. KdyZ jsou splnény piedpoklady véty 3.9 a v abecedé A mé kazda tiida prave
jednoho reprezentanta, pak (3,.A)-reprezentace kazdého = € R je jednoznacné. Je to disledek

dikazu predchozi véty.

Priklad 3.11. R = Z,p = 3, A = {—1,0,1}, norma je absolutni hodnota. Tato soustava se
nazyvé ternarni symetricka soustava. V ni zapisovaly ¢isla prvni ruské pocitace Setunn. Cifry se
ukladaly jedinym bitem, technicky realizovanym nabojem kladnym, zidpornym nebo neutralnim.
Abeceda obsahuje z kazdé tfidy mod 3 jeden prvek. Pomoci pfedchozi véty ovéfime, Ze v této

soustavé lze jednoznacné reprezentovat libovolné celé ¢islo.

e max{| — 1}, [0[, 1]} =1
|3 — 1]

Jediny prvek okruhu Z, ktery méa normu < %, je 0 a ta je reprezentovatelena.

Piiklad 3.12. R = Z,8 = —2, A = {0, 1}, norma je absolutni hodnota. Tuto soustavu jako

prvni navrhl Vittorio Griinwald v roce 1885.

max{0,1}

H = =1

- -2-1

Podle predchozi véty staci overit, zda x € Z, |z| < 1 maji reprezentaci. 0 a 1 jsou reprezentace,
—1=1-f+1=1-(-2)+1, zapisujeme (—1)g 4 = 11.
Otazky:

e Jak porovnavat ¢isla pomoci jejich reprezentaci?
e Jak scitat v této soustavé?

e Jak prevést ¢isla z klasické binarni soustavy do Griinwaldovy?

3.3 Reprezentace okruhu Gaussovych celych ¢isel

V roce 1965 Walter Penney publikoval praci [24], kde ukazal, jak pomoci dvouprvkové abecedy
lze pozi¢né reprezentovat vSechna Gaussova ¢isla. Také jeho vysledek miZeme odvodit pomoci

véty 3.9.
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Piiklad 3.13. R = Z[i], norma je absolutni hodnota, 5 = i — 1,.4 = {0,1}. Podle véty 3.5
existuji B+ = 2 t¥idy mod B a 0, 1 jsou jejich reprezentanti. Po dosazeni do vztahu (3.1)

dostaneme

11
Bl-1  v2-1
Je tifeba ovérit reprezentovatelnost kazdého Gaussova celého ¢isla v kruhu s polomérem mensim

nebo rovnym nez v/2+ 1. Takovych prvki je 21, jsou to: 144, +i, +1, +2, +2i, 42414, +1424, 0.

H =142

Rozvoje Ize hledat pomoci kongruence, jak je tomu v dikazu véty 3.9, to je ale dost pracné.

o

Jednodussi je vyuzit tvar nékolika prvnich mocnin béze a reprezentace z nich nakombinovat.
=1, pl=i-1, p*=-2i, p*=2+2i, p*=-4

Snadno nahlédneme, Ze

/82 + 53 =92 (2)5”,4 = 1100.
B+1=i (0)p.4 =11
B+p+1=—i (=)p,4 = 111.
B4+ +1=-1 (—1)5,4 = 11101
atd.
BT+ + B+ +B+1=-2—i  (=2—i).4=11101011.

Nakonec zjistime, Ze vSech 21 prvku lze reprezentovat, a tedy celé Z[i] lze v Penneyho soustavé

reprezentovat jednoznacné.

Pi¥iklad 3.14. R = Z[i],3 =i+ 1, A = {0,1}. Podle véty 3.5 existuji 3- 3 = 2 tiidy mod 5 a A
obsahuje jejich zastupce. Opét méame ovérit reprezentovatelnost prvki |z| < 1+ V2. Zjistime, ze
i nema reprezentaci. Plati totiz, ze i =g 1, protoze i —1 = (i+1)i = -1, tedy i = § -1+ 1. Méli

bychom vytvofit reprezenaci ¢ pomoci reprezentace ¢, a tak do nekone¢na.

Priklad 3.13 ukézal, Ze ovérovat podminky véty 3.9 neni vzdy tak snadné, jako pro symetric-
kou ternérni soustavu nebo Griinwaldovou soustavu. Nékdy ovéfovani vyzaduje masivni nasazeni
vypocetni techniky. Reprezentovatelnost okruhu Z[i] pro vSechny p¥ipustné baze (porovnej s po-
znamkou 3.8) a abecedy dané vétou 3.5 lze jednoduSe rozhodnout pomoci nasledujici véty. Tu

dokazali Katai a Szabo v [18].

Véta 3.15. Necht 3 =a+ib, a,b€ Z, A= {0,1,...,a> +b>—1},gcd(a,b) = 1. Kazdé x € Z][i]
ma (B, A)-reprezentaci pravé tehdy, kdyz a < —1 a b= +£1.

Diikaz. (=) Dikaz této implikace rozdélime do nékolika drobnych tvrzeni:

1. Pokud by b = 0, pak Gaussova cela ¢isla s nenulovou imaginarni ¢asti nemaji zadnou

reprezentaci.
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2. Imaginarni ¢ast &isla 8% = (a + ib)* je délitelna cislem b pro kazdé k € N. Proto z € 7Z]i]
zapsané ve tvaru » a;B* mé imaginarni ¢ast délitelnou &islem b. Odtud plyne, ze (3,

které dovoluje reprezentovat cely okruh, ma |b| = 1.

3. Cisla B a B maji stejnou velikost, a proto i stejnou abecedu A. Pokud
{> i oaxB* :neNa, € A} = Z[i], pak také {dp_jar(B)*:neNa, € A} = Z[i].
Tedy béaze 8 dovoluje reprezentovat cely okruh pravé tehdy, kdyz to dovoluje béaze .

4. Proto bez tjmy na obecnosti déle uvazujeme 8 = a + i, kde a € Z a abeceda A =
{0,1,...,a?}. Pozadavek |3| > 1, vynucuje a # 0. Pro dokonceni diitkazu implikace zbyva

odvodit, Ze a < 0.

Pii platnosti nerovnosti a > 0 ukdZeme, Ze Gaussovo &islo z = (1 — a) 4+ 7 nemé zadnou
(B, A)-reprezentaci. Pro spor pfedpokladejme, ze z = > p_ arB*. Ziejmé, z =g ag. Snadno
ovéiime, Ze pro nase z plati, z = Bz + (a — 1)? + 1. JelikoZ je a > 0, je (a — 1)2 +1 € A.
Podle véty 3.5 je v abecedé A z kazdé t¥idy kongruence pravé jeden prvek, a tedy nutné
ap = (a—1)2+1. Ze vztahu z = Bz +ag plyne, 7e Y _p_; axB*~1 je také (3,.A)-reprezentaci

¢isla z - a to je podle poznamky 3.10 spor.

(<=) Ozna¢me ¢ = —a € Z. Tedy B = i—c, kde ¢ > 0. Abeceda je A = {0,1,...,c*}. Toto 3
je kofenem kvadratické rovnice (X —3)(X — ) = 0 a kubické rovnice (X —1)(X —8)(X —B) = 0.
Po roznasobeni a dosazeni [ dostaneme dvé rovnosti, které pti hledéni reprezentaci prvki okruhu

budeme vyuZzivat.
B+2f++1=0 a B4+2e—-1)F+(c-1)28-(*+1)=0. (3.2)

Specialné si viimnéme, Ze rovnost vlevo ma koeficienty u g%, ' a 42 kladné. Druhé rovnost ma
koeficient u 50 zaporny, koeficienty u 3, 82 a 53 jsou nezaporné. Soucet viech Gtyi koeficienti
dohromady je roven nule.

Necht z = A+iB € Z[i]. Nejdiive vyjadiime z ve tvaru z = 59324513+ 50, kde s2, 51, 50 € N.
Toho docilime tak, Ze vyjadiime z ve tvaru z = A+iB = BB +(A+cB)3° a k tomuto vyjadieni

pfi¢teme 0 ve formé D nasobku prvni rovnice z (3.2). Dostaneme

z2=z+D (B 42+ +1) = D52+(B+20D)51+(A+CB+D(C2+1))50 =: 59/8% 4 518+ 50.

=0

Pro dostatecné velké D € N jsou vSechny koeficienty s9, s1, sg nezaporné. Oznacme K = sg+s1+
so. Pokud jsou viechny tyto koeficienty < ¢2, tj. jsou z abecedy A, mame kyZenou reprezentaci

¢isla z. Jinak budeme k s2/3% + 513 + 5o pricitat 0 ve tvaru 3/ nasobku druhé z rovnosti (3.2) a
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tento postup budeme opakovat tak dlouho, az koeficienty u vech mocnin 8*, které se ve vyjadieni

z vyskytuji, budou z abecedy A.
Obecné, oznacéme reprezentaci ¢isla z, kterou mame v ¢-tém kroku, jako z = Y ) s,(f) B*,
kde v8echny s,(f) jsou nezaporné. Pokud néktery z koeficientii je piilis velky, tj. s,(f) >

c® + 1, oznacime M, minimalni koeficient s touto vlastnosti. Definujeme P, = ,Af:zo_ ! s,(f).
Tedy P, predstavuje sumu vSech koeficientu u mocnin § ostfe menSich nez M,. Dalsi, tedy
(¢ + 1)-ni reprezentaci ¢isla z vytvorime tak, ze k ¢-té reprezentaci pri¢teme 0 ve tvaru

DBMe (B3 4+ (2¢ = 1)B2 + (¢ — 1)28 — (2 +1)). Cislo D € N volime tak, aby SS\?Z—D(C2+1) €A

4 P {+1 .
Nova reprezentace ¢isla z = Zejol S;(€ - )5k ma
/+1 14
° sl(€+ ) :s]g) prok=0,1,...,My_1;

. 55\21) = 35\2 —D(c*+1) e A;

o Mg_H > Mg;

Pritom suma vSech koeficienti u nové reprezentace ¢isla z ziistala stejna, a to K jako u startovaci
reprezentace. PTi¢itany vyraz mé totiz soucet koeficienti u mocnin 3 roven 0. Pokud po kone¢ném
poctu kroku dostaneme reprezentaci ¢isla z, u které jsou vSechny koeficienty z abecedy A, jsme
hotovi a mame (3, A) reprezentaci ¢isla z.

Predpokladejme proto, ze pro kazdé ¢ € N zapis ¢isla z = )" sl(f) (% obsahuje koeficient,
ktery neni z abecedy A. Navic P je neklesajici posloupnost omezena shora ¢islem K. Od jistého

indexu !7, je posloupnost P, konstantni. To znamend, Ze pro kazdé ¢ > { a pro kazdé k =

My+1,...,My—2,My—1 je s,(f) = 0. ¢-té vyjadreni ¢isla z mé tedy tvar

Mz ny
l l
=St 35 o
k=0 k=M,
~ H/_/
= ye.BMe
Cislo 7 je stejné pro kazdé ¢ > la ye € Z[i]. Kdyby ys # 0, pak |ys] > 1. Proto |z — Z| =
lye.BMe| > |B|Me. To dava pro dostatecnd velké ¢ spor. Tedy nutng, 5, = 0 a z = Z je (5,.A)

reprezentace Cisla z. O
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Kapitola 4

Pozi¢ni reprezentace realnych

a komplexnich ¢éisel

Pokud chceme pozi¢né reprezentovat mnozinu vSech realnych nebo komplexnich ¢&isel, které jsou
nespocetné, budeme k reprezentaci vétsiny &isel potfebovat nekoneéné fetézce cifer. Proto nelze
vyuzit metodu zaloZenou na délitelnosti v diskrétnich okruzich, kterou jsme predstavili v kapitole
3. Tato metoda umoziuje hledat jenom konec¢né fetézce cifer. Generovani nekonecnych fetézct
vyzaduje iterativni proces. MysSlenka iterativniho procesu ve vicerozmérném vektorovém prostoru
nad télesem R se prvné objevila v praci [30], ktera se zabyva dlazdénim prostoru. My uvedeme

jeji variantu pro téleso C, které lze chapat jako vektorovy prostor dimenze dva nad R.

Véta 4.1. Necht je ddana baze € C, |5| > 1 a koneénd abeceda A C C. Pokud ezistuje mnoZina
V c C s vlastnostmi

1. V je omezend,
2. 0 lezi ve vnitiku V', tj. 0 € V°,
3. BV CUpeu(V +a),
pak kazdé z € C lze zapsat ve tvaru .
2= Y bt
k=—o0

kde n € Z a pro viechna k € Z,k < n, je b, € A.

Diikaz. Nejdiive dokdzeme tvrzeni, ze kazdé z € V lze zapsat ve tvaru

z= Zakﬂ_k, kde a; € A pro vSechna k € N.
k=1
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Necht tedy z € V. Jelikoz Bz € SV, existuje a; € A tak, ze 8z = a; + 21, kde z(1) € V. Tedy

Opakujeme 8z(1) € BV, proto existuje as € A tak, Ze z(1) = ay + 22, kde 22 € V. Odtud

al ag 2(2)

z = F + @ + ﬁ
V n-tém kroku -
a1 as a, 2"
Z:E—F@‘F“"F@‘FW,
kde z(™) € V. Protoze V je omezena plati Zﬂ(—z) — 0.

Nyni uvazujme libovolné z ¢ V. Z faktu, ze 0 € V°, plyne existence ¢isla n € N, pro
které ﬁz € V. Podle uz dokazaného tvrzeni ﬁz Ize vyjadrit ve tvaru ) o apS7F, a tedy

2= TR =50 an1-k8%, coz dokazuje vétu. O

Poznamka 4.2. Duikaz Thurstonovy véty v sobé zahrnuje iterativni proces zaloZeny na trans-
formaci T : V — V, kdy# prvku z() € V piifazujeme 20T € V. Aby algoritmus z Thurstonovy

vty byl realizovatelny v poc¢itaci, musi existovat algoritmus, ktery rozhodne, zda 8z € V + a.

Poznamka 4.3. Pro realné téleso plati analogie Thurstonovy véty a jeji dikaz je identicky.

4.1 Pozic¢ni reprezentace realnych cisel - priklady

Otéazku, kdy k zadané bazi a abecedé existuje mnoZina V s pozadovanymi vlastnostmi, neni
obecné jednoduché zodpovédst. V piipadé, Ze baze i abeceda jsou realné, se odpovéd hleda

snadnéji, jak predvedeme na piikladech reprezentaci v Griinwaldové soustavé a NAF reprezentaci.

Piiklad 4.4. Uvazujme Griinwaldovu soustavu § = —2 a A = {0,1}. MnozZina V = [— , %] mé

wiN

pozadované vlastnosti

B-B-B ) -

[lustrujme hledani rozvoje Eulerova ¢isla e = 2, 71828 ... v této soustaveé.

e 21
= = —0.339785228. .. € l—=,=
z (_2)3 |: 37 3:|
21
Bz =0.679570456. .. c1l+ [—3, 3} = a; =

21 =Bz —1=-0.320429554.. ..
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B2 = 0.640859088 . .. el+ _—g, 51)) — ap=1
= B2 —1=-0.359140912. .. - -
B2 =0.718281824 . .. €1+-—;§-::>a3:1
23 = B2 _ 1 =_0.281718176. .. _ —
B2 = 0.563436352. . . €1+ :—g,;- — ay=1
=B20) =1 =-0.436563648 ... _ _
Bz = 0.873127296. . . € {—g,;] = a5 =1
20 = —0.126872704 . ..
B2 =0,253745408 - -+ = ag =0,a7 =0,a5 =1...
1 1 1
(€)pa=111-11001 -+ =4 =24+ 1=+ o — oo+

Vsimnéme si, ze mnozina V' ve vztahu (4.1) ma vlastnost SV = VU (V +1) a priunik mnozin
V a V +1 obsahuje jediny bod, totiz l. To znamen4, Ze pii urceni cifry a podle toho, kam padne
Bz € BV, mame na vybér pouze v prlpade kdy Bz = g Clslo 7 lze v Griinwaldové soustavé

reprezentovat dvéma zpisoby ( ) - (10)¥ = 0 - (01)~. Podobny jev zname i z klasické

BA —
desitkové soustavy, kdy 1.0 = 0.9%.

Pokud zvétsime abecedu, piijdeme o jednoznacnost rozvoje pro vétSinu &isel. Zato si mezi

rozvoji muzeme vybirat ty, které maji vlastnost vhodnou pro néjaké specialni ucely.
Priklad 4.5. Je dana béze 3 = 2 a abeceda A = {1,0,1}. Pokud

4%>C(V—J)UVLNV+J):[—§§>.

[jQ 3’3 3’3

7), pak 2V:[—

V=|-2
3’3

Prinik VN (V +1) = [%, %) a symetricky pro VN (V' — 1). Tedy pro volbu cifer mame vice

volnosti. Dokonce tolik, Zze vhodnou volbou dostavame NAF reprezentace ¢isel. Fakticky jsme

hranice intervalu pro V volili jako maximalni ¢islo zapsané v NAF "za binarni teckou"

S
2 2272 =2 723795 "3

a minimélni &islo —%. Pti odvozeni algoritmu pro hleddni NAF rozvoju vyuZijeme toho, Ze ma-

ximalni (minimalni) ¢islo zapsatelné v NAF ve tvaru

9+@+—+
=3 23

oo\»—~
ooma
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Algoritmus pro hledani NAF rozvoje pro x € [—%, %)
e Pokud z € [—%, %) poloZ a = 0 a Tpew = 2.
e Pokud z € [%, %) poloz a =1 a Tpew = 22 — 1.
e Pokud z € [—%7 —%) poloz a = —1 a Tpew = 2 + 1.

Plati pokud a # 0, pak xpe, € [—%7 %), tedy po nenulové ciffe néasleduje cifra 0. Navic

a 1
xTr = 5 + §xnew.
Proto po N krocich
ai  as an 1
x:?+272+."+27N+27N$N+1
——
N— o0 0

Algoritmus pro hledani NAF reprezentaci pro r € R

Kazdé redlné x lze zapsat ve tvaru x = N +a, kde N € Z a o € [—%, %)

e Pokud a € [—%, %), pak NAF-reprezentace a je tvaru o = g+g—g+. ... Proto spojeni NAF-
reprezentace ¢isla N =) b2k s NAF-reprezentaci ¢isla a nebude obsahovat sousedici

nenulové cifry.

e Pokud a € [%, %) a Cislo N je sudé, pak NAF-reprezentace ¢isla N kondi na cifru bg =0 a

opét spojenim NAF-reprezentaci dostaneme NAF-reprezentaci.
e Pokud a € [é, %) a ¢islo N je liché, pak vyuZzijeme toho, Zze 1 = N +1+a — 1, kde N + 1
jesudéaa—1 € [—%, —%) Spojovat budeme NA F-reprezentaci sudého celého ¢isla N + 1

s NAF-reprezentaci Cisla o — 1.

Priklad 4.6. Najdeme nékolik mist NAF reprezentace Cisla . Nejprve najdeme zapis m — 3 =

0,141592653598 . ..

11

xo ~ 0,141592. .. € —3,3) a; =0
11

r1 = 2x9 ~ 0,283185. .. € __§’§ az =0
(1 2

T = 221 =~ 0,566370. .. €|z, = ag =1
13 3
11

r3=2x9—1~0,132741--- € |—=, = as =0
3°3
11

xq4 = 2x3 ~ 0,265482. .. c |-z, as =0
| 33
(1 2

x5 = 24 =~ 0,5309649 . .. € 3 3> ag =1
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11

26 = 215 — 1~ 0,061929... € —3,> ar =0
11

x7 = 2z ~ 0,123859. .. c|l—=, = ag =0
733
11

rg = 2x7 =~ 0,247719. .. c|l—=,z ag =0
73’3
(1 2

Tg = 2xg ~ 0,4954386.. .. € g, 3) alp =
11

1'10:2.%'9—1%—0,009122...6 —g,g a1 =0

Po deseti krocich algoritmu mame 0, 14159265359878323 ... aproximované jako

0 0 1 0 0 1 0 0 1 73
S o+ o — 4 — 4+ — + — F+ — + — = — 0. 142578125.
2+4+8+16+32+64+128+256+512 512 0, 142578125

Celkové ma ¢islo m NAF reprezentaci

101 - 0010010010 ..

4.2 Pozi¢ni reprezentace komplexnich ¢isel s bazi =17 — 1

Pro komplexni piipad je nelezeni V tézké, pokud hledame V' pro malou abecedu. Je-li abeceda

vétsi, hleda se V' snadnéji - tim se v8ak vzdavame jednoznac¢nosti reprezentaci.

Priklad 4.7. Obrazek 4.1 ilustruje, ze k bazi f =i — 1 a abecedé A = {£1, £4,0} je vhodnou
volbou mnozina V' ={z € C: |Rez| < 1,|Imz| < 1}.
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Obrazek 4.1: Zelend mnozina V', oranzova mnozina SV, modra mnoZina V + 1

Abecedu jsme vSak zvétsili ze dvou cifer 0 a 1, které staci k jednoznacéné reprezentaci gaus-
sovskych celych ¢isel v soustavé se stejnou bézi, na abecedu o péti cifrach.

Zkusme pro bazi 8 =i — 1 hledat mnozinu V' k abecedé A = {0,1}. Nutné
BV CcVU(V+1). (4.2)
Kdyby V bylo mé&fitelné, pak V° # 0 implikuje, Ze mira u(V') mnoziny V je kladna a
w(BV) = 1BPu(V) = 2u(V)

Aby platila inkluze (4.2), tak az na mnozinu miry nula, musi platit 5V = VU (V +1) a sjednocent

by az na mnozinu miry 0 mélo byt disjunktni. Takovou mnozinu lze popsat explicitné.

V:{;%3ak€{0a1}}Z{%ﬁ-%%—%ﬁ----:akém,l}} a

BV = {a1+zag;1 Cag € {0,1}} =VU@d+V).
k=1
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Obrazek 4.2: Zelena mnozina V', ¢ervena mnozina V + 1, jejich sjednoceni je 5V

Mnozina V' je vykreslena na obrazku 4.2. Lze ukézat, Ze V mé fraktalni hranici. To ale
znamena, ze se musime vzdat nadéje hledat efektivné reprezentaci komplexnich &isel v bézi
B =1i—1aabecedé A = {0,1} pomoci véty 4.1. Neznamena to vsak, Ze v Penneyové soustavé

nelze reprezentovat vSechna komplexni ¢isla.

Definice 4.8. Rekneme, ze M je relativné husta v C, pokud existuje polomér r > 0 takovy, ze
pro kazdé z € C je B(z,r7) N M # (), tj. v kouli o poloméru 7 s libovolnym stiedem lezi alespoi

jeden prvek z M.

K dikazu existence (8,.4) reprezentaci komplexnich ¢isel vyuzijeme mnozinu
Fing (B) = {Zakﬁk : I C Z,1 kone¢na ,ai € A pro kazdé k € I} )
kel
Piiklad 4.9. Z][i] je relativné husta v C. Navic vime, Ze pro bazi § =i —1a A = {0,1} je

Zlil = {3} _gaxB* : n € Ny, ag, a1, . ..,a, € A}. Proto

: R DR 1
FmA(ﬂ):Z[Z]UBZ[Z]U@Z[Z]U---: U EZ[@]

n€eNp

je husta v C. Proto pro kazdé z € C existuje posloupnost z(™ € Finy (B) takova, ze 2 2.

Zbyva vytesit otazku, jakym fetézcem reprezentovat z.

Vé&ta 4.10. Necht R je diskrétni a relativné husty okruh v C. UvaZujme bdzi f € R, |B] > 1 a
abecedu A C R, 0 € A. Pokud R = {>_}_,arB* : n € No,ao,a1,...,a, € A} , pak kazdé z € C
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lze zapsat ve tvaru

n
z= Z arB”, kden € Z a pro kaZdé celé k<n je ap € A.
k=—o00
Diikaz. ProtoZze R je relativné husty v C, je mnozina Fin g (8) husta v C, a tedy libovolné z € C

je limitou posloupnosti prvki mnoziny Finy (5). Necht

Hpy
— i (n) (n) — (n) gk
z nlgroloz , kde z k; a, 3"

Ozna¢me M := max{|a| : a € A} a definujme "celou" a "zlomkovou" ¢ast éisla z(™) takto

H, -1
H(n) — Z“l(sn)ﬁk"' Z a}(ﬂn)ﬁk.
k=0

k=D,

=zx(M)eR =ry

Jelikoz |ry,| < Z,;:l_oo M|BF = WL—I’ je posloupnost (r,) omezenéa. Konvergentni posloupnost
(z(”)) je omezena také, a tedy z(™ = z(") — € R je omezena. Okruh R je diskrétni, a proto
posloupnost (™ nabyva pouze koneéné mnoho hodnot. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme,
Ze stejné celé casti 2™ jsou jako prvky R reprezentovany stejné. Tedy H,, nabyvé koneéné mnoho

hodnot, maximaln{ hodnotu ozna¢me H. Bez :ijmy na obecnosti

H
) = Z al(cn)ﬁk — z.
k=D,

Vybereme posloupnost z*») takovou, Ze pro kazdé n,m € N,n < m se n prvnich cifer v zapisu

z(kn) g z(km) shoduje. Definujeme cifry ag, ag—1,am—2, - € {0,1}

ag = a tak, aby M; = {z(™ : sz) = a} byla nekone¢na,

apg_1 = a tak, aby My = {z(") : zgl)zgzl = aga} byla nekonecna,

ag_o = a tak, aby M3z = {z(") : sz)szzlz$12 = agapg_1a} byla nekone¢na,

Ziejmé
H
Z akﬂk — Z.
k=—n
2(k1) yybereme libovolné z My, z*2) vybereme z Mo, . . .. O

Poznamenejme, Ze predchozi ditkaz s malou modifikaci je pfevzat z knihy [19].
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Ddsledek 4.11. KaZdé komplexnt c¢islo md reprezentaci v Penneyho soustavé.
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Kapitola 5

Ciselné soustavy s jednoznac¢nym

zapisem

5.1 Rényiho f-rozvoje

V ¢lanku [25], Alfréd Rényi zavedl reprezentace realného &isla 2 pomoci iteraci pozitivni mono-

tonni funkce f:[0,7T") — [0, +00) ve tvaru tzv. f-rozvoje
r=co+ fle1+ flea+ flezs+---)--+). (5.1)
‘Cifry’ €, = en(x), n € Ny, a ‘zbytky’

rn(z) = flentr + flenta + flenss +---)-+), neNo,
v zapisu (5.1) jsou definované rekurzivné

eo(z) = |z], ro(z) = {z},
ent1(r) = |p(ra(2))], Tnt1(r) = {@(Tn(w))}7 n € Ny,

kde ¢ je funkce inverzni k funkci f. Symbol {z} = z — | z| pak oznacuje zlomkovou ¢ast ¢isla z.
Rényi dokézal postacujici podminku na fukei f, aby reprezentace (5.1) existovala pro kazdé
realné Cislo x. Tato podminka je formulovana zvlast pro dva pripady, podle toho, zda je funkce

f rostouci nebo klesajici.

Necht f:[1,400) — [0,1] je klesajici: Piedpokladejme, ze f navic spliiuje

e f(1)=1;
e f(t) je spojita a ostie klesajici funkce na [1,T], kladna pro ¢t < T a nulova pro ¢t > T,
kde 2 < T < +o0;
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o [f(t2) — f(t1)| < |ta — t1] pro 1 < t; < t2, a navic existuje A € (0,1) takova, ze
|f(t2) = f(t)] < Atz — ta] pro 1+ f(2) <ty < 2.

Oznacime-li ¢ : [0, 1] — [1,T] inverzni k f, pak f-rozvoj (5.1) existuje ke kazdému realnému
¢islu z. V zavislosti na parametru 7" mohou cifry €,, n > 1, v f-rozvoji nabyvat riznych

hodnot.

e Je-li T'= 400, pak e, (z) mohou nabyvat libovolnou pfirozenou hodnotu, &,(z) € N;

e je-liTeN, 2<T < 400, pak pron > 1 je g,(x) € {1,2,3,--- , T — 1};

e pokud T ¢ Z, 2 < T < 400, pak e,(z), n > 1, nabyva pouze hodnot &,(z) €
{1,2,3,---,|T]}.

Necht f:[0,+00) — [0,1] je rostouci: Piedpokladejme, Ze f navic spliuje

e f(0)=0;
e f(t) je spojita, ostie rostouci funkce na [0, 7], a f(t) =1prot > T, kde 1 < T < +o0;

° ‘f(tg) — f(tl)’ < |t2 — tl‘ pro 0 <t < to.

Ozna&ime-li ¢ : [0, 1] — [0, 7] inverzni k f, pak f-rozvoj (5.1) existuje ke kazdému realnému

¢islu z. Parametr T opét rozhoduje o tom, jakych hodnot mohou nabyvat cifry f-rozvoje.

e Je-li T = 400, pak &,(z) mohou nabyvat libovolného nezéporného celého ¢isla,

en(r) €N;
e je-lliTeN 1<T < +o0, pak g,(z) € {0,1,2,3,--- , T — 1} pron > 1,
e jelliT¢7Z,1<T < +o0, pak e,(z) €{0,1,2,3,--- ,[T]} pron > 1.
Obecny obecny ramec f-rozvoju zahrnuje znamé reprezentace realnych ¢isel pomoci fetézo-

vych zlomkt, obvyklé soustavy se zakladem q € Z, ¢ > 2, ale i méné zndmé zptisoby zapisu ¢isel.

To si predvedeme na nékolika ptikladech.

Priiklad 5.1. Reprezentace realného z ve tvaru fetézového zlomku lze ziskat pomoci Rényiho

algoritmu, pokud za f zvolime klesajici funkci

Kazdé realné ¢islo z mé reprezentaci ve tvaru

z=¢€0+ 1
€1+



Protoze inverzni funkce je p(y) = %, cifry ep, n € Ny, 1ze ziskat

g0 = |z], ro = {z},

a = =1l o= {4}

coz je odpovida klasickému algoritmu pro vypocet koeficientii fetézového zlomku ¢&isla z. Neni
slozité oveérit, ze funkce f(x) = i spliuje postacujici podminky (pro piipad klesajici funkce),

parametr T' = +00, a proto cifry ¢,, n € N, nabyvaji hodnot libovolného pfirozeného ¢isla.

Priklad 5.2. Uvazujme funkci f(z) = ¥/1+z—1pro0 <z <2"—1,m € N, m > 2. Podminky
pro rostouci funkeci jsou splnény s parametrem T = 2" — 1, takze kazdé realné ¢islo x 1ze vyjadrit

ve tvaru

r=¢g0—1+ ’%w T{L/52+ Ves+---

a cifry e, ziskané predpisem

g0 = |z/, ro = {z},

e1 = [p(ro)] = [(1+r)™ —1], o= {(1+r)"—1},

nabyvaji hodnot v mnoziné {0,1,...,2™ — 2}. Tyto rozvoje (pro m = 2) pouzil uz v roce 1832

W. Bolyai k aproximaci kofeni nékterych rovnic [5].

Priiklad 5.3. Necht ¢ je celé ¢islo ¢ > 2. Polozme

X
-, pro0 <z <gq,

flay=1¢1 (5.2)
1, forg<x.

Kazdé redlné z ma reprezentaci tvaru

€1 €9 £3
z=¢+—+5+—5+-, 5.3
g ¢ ¢ (5:3)

kde cifry €,, n € Ny, jsou ziskdny s pomoci inverzni funkce ¢(y) = qy pfedpisem

g0 = |z/, ro = {z},

er = la{z}], ri = {q{z}}.
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V tomto postupu miize ¢tenar rozeznat hladovy algoritmus pro rozvoj v soustavé se zakladem
q. Funkce f spliiuje podminky pro rostouci funkce s parametrem 7' = ¢ < +oo. Cifry nabyvaji
hodnot &, € {0,1,2,...,q— 1}.

Vsimnéme si, ze vyjadieni ¢isla z pro 0 < z < g ve tvaru (5.3) odpovida klasickému zapisu
¢isla z v soustavé s celoCiselnym zékladem ¢. Pokud bychom chtéli ziskat g-arni rozvoj pro

libovolné nezaporné z, musi se Rényiuv algoritmus lehce modifikovat.

5.2 [-rozvoje

Priklady v predchozi kapitole ilustrovaly Rényiho konstrukci f-rozvoji pro funkce f, v nichz
parametr 7' byl bud nekoneény nebo celoéiselny. Podle Rényiho vysledku v téchto pfipadech (tj.
kdyz T neni necelociselné realné ¢islo) kazda koneéné posloupnost piipustnych cifer g, €1, €9, - - -
odpovida f-rozvoji néjakého realného ¢isla x. Pokud ale T < +o00 a zaroven T' ¢ 7Z, pak toto neni
pravda. Tento jev muZeme pozorovat u tzv. S-rozvoji, které ziskdme Rényiho algoritmem pii
pouziti funkce f z pfikladu 5.3, kde celo¢iselné g nahradime libovolnym realnym 5 > 1. Obvykle
u f-rozvoju pouzivame algoritmus modifikovany, tak aby se pro 8 € N shodoval s klasickymi
soustavami v celociselné bazi.

Pro kazdou redlnou bazi § > 1 najdeme reprezentaci kazdého kladného realného ¢isla = > 0

v bézi 8 s nezdpornymi celymi ciframi, tedy ve tvaru

k
xr = Z a:zﬂi, x; € Np. (5.4)
1=—00
Takovou reprezentaci pak zapiSeme posloupnosti cifer, pficemz oddélujeme cifry u nezdpornych
mocnin zlomkovou teckou,

xr = xk‘xkfl .. xlajo . x_lx_z oo

Narozdil od Rényiova vyjadieni pouzivame obvyklejsi indexovani tak, aby indexy klesaly s kle-
sajici mocninou zakladu f.
Reprezentaci ¢isla x ve tvaru (5.4) lze najit napiiklad hladovym algoritmem:

Najdi k € Ny tak, ze B* <« < g*+1; poloz i = k.

Dokud z > 0, provadéj: z; := L%J, ri=a—x;0%i:=14— 1.

Je z¥ejmé, Ze cifry x; nabyvaji hodnot v mnoZiné {0,1,...,[5] — 1} pro ¢ < k, pficem?Z

x> 1, a navic vznikla posloupnost cifer spliuje (5.4).

Piiklad 5.4. Rozvineme ¢islo 2 v bazi 7 = %(1 +4/5) &~ 1.618, coz je kofen polynomu z? —2 —1.
Plati 7t < 2 <72 =7 +1, takie k = 1, 71 = [2/7| = 1. V daléim kroku = := 2 — 7 ~ 0.382.
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Proto
am—{iJ—O,:w—Q—r%OB%

xlzl?iJ:O:V:2—T%O%2
T

Nyni porovnavame = = 2 — 7 s 7~ 2. Mame

1 11
2-7=2-(1+-)=1->=—,
T T T

coz znamend r_o = |x/7 2] =1 anové v :=0. Celkové 2=1-7+1-772=10-01.

Casto je vhodné na ¢&iselnou soustavu nahlizet jako na dynamicky systém, tedy prostor

vybaveny transformaci. V nasem piipadé to bude tzv. S-transformace na intervalu [0, 1).

Definice 5.5. Necht 8 > 1, definujeme tzv. S-transformaci T : [0,1) — [0, 1) na intervalu [0, 1)

predpisem
Ts(z) = fz — | Bz].
Polozme
dg(x) :== zzox3- - -, T = LﬁTgfl(x)J. (5.5)
Snadno ovéfime, Ze posloupnost dg(x) := x1xex3--- opravdu reprezentuje ¢islo z. Spliuje
totiz

X X X

BB

Navic pro iterace ¢isla x plati, ze
dg(T? () = Tj12j 42213 -

Priklad 5.6. Graf transformace Tj pro 8 = 2 (vlevo) a pro 8 = 1(1++/5) (vpravo).

1 1
1
0 % 1 0 } 1

Uvazujme nejprve S = 2. Padne-li (i — 1). iterace bodu z do intervalu [0,1/2), je i. cifra v
rozvoji x rovna z; = 0. Je-li T~ !(z) v intervalu [1/2, 1), pak z; = 1. Protoze T'([0,1/2)) = [0,1),
miZe v rozvoji za cifrou 0 nésledovat cifra 0 i 1. Stejné tak plati T'([1/2,1)) = [0,1), takze i za

cifrou 1 mohou nasledovat 01 1.
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Nyni polozme B = 7. Zde plati, ze T*"!(x) € [0,1/7), implikuje z; = 0 a je-li T*"1(x) €
[1/7,1), pak z; = 1. Mame T'([0,1/7)) = [0,1), takZe za cifrou 0 miiZe nasledovat cifra 0 i 1. Ale
T([1/7,1)) = [0,1/7), takZe za cifrou 1 nutné nasleduje cifra 0.

Je tedy vidét, Ze obecné ne kazda posloupnost vhodnych cifer je rozvojem néjakého dcisla.

Pripustné posloupnosti budou popsany dale v této kapitole.

Tvrzeni 5.7. Necht x € [0,1). Pak dg(x) je lexikograficky nejuétsi retézec nezdpornijch celijch

cisel, ktery reprezentuje x. Presnéji, pokud dg(x) = x1x003 -+ a pro yi1yays - - € NON plat?
7 (2
xZZ@ZZ@v (5.6)
i=1 i=1
pak y; = x; pro vSechna i > 1 nebo y; < xj, kde j je nejmensi z indexii i > 1, pro ktery x; # y;.

Diikaz. Necht Fetézec y = y1ya2ys - - - reprezentuje ¢islo x € [0,1), tj. plati (5.6), a pfitom y >

dg(x). Ozna¢me j minimalni index takovy, ze y; > z;. Pak

Yi+1 | Yj+2 oo T T2
y]+7+ﬁ+—x]+7+ BQ + -
Odtud
1<y o= jB“Jr é§2+~-)—(%+%+---)<1
=T} (2)€(0,1) 20
COZ je spor. 0

Tvrzeni 5.8. Necht z,y € [0,1). Pak dg(x) < dg(y), praveé kdyz x < y.

Diikaz. Predpokladejme, Ze dg(x) = z1zox3--- < dg(y) = y1y2ys3 - - -, tzn. existuje j > 1 tak, ze

x;=y;proi=1,...,5—1auz; <y;. Bez Gjmy na obecnosti lze uvazovat j = 1. Mame

11 = |Bx] < [By] =1,

a tedy nutné x < y.
Naopak necht = = Y 72, 26 < Y % =y Oznacme j index > 1 takovy, ze z; = y; pro

i=1 gt i=1 gt
i=1,...,j—1lax; #y;. Pak
Tit1 | Tj42 Yi+1 | Yj+2
z; + L=+ +o <y 4
7B B2 B B2
=T} (x)€[0,1) =T} (y)€l0,1)

Odtud z; < y;+1, coz dale diky celociselnosti cifer znamena z; < y;. Ale z pfedpokladu z; # y;,

takze x; < y;, coz jsme méli dokazat. O
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Dusledek 5.9. Zobrazeni dg : [0,1) — NON je ostie rostouct vici lexikografickému uspordddni.
Proto existuje limita

dg(1) := lim dg(1 —¢)

e—1—
a pro kazdé x € [0,1) plati dg(z) < di(1).
Poznamenejme, Ze limitu v predchozim tvrzeni definujeme pomoci metriky na prostoru

nekoneénych posloupnosti nad konec¢nou abecedou. Pro dvé posloupnosti v = wujugus-- -,

v = v1vov3 - - - definujeme

9— min{j:u;F#v;} pro u ?é v,
o(u,v) =
0 pro u = wv.

vvvvvv

Retézec dl’g(l) vyuZijeme pro zjisténi, ktera posloupnost cifer je rozvojem néjakého &isla x z

intervalu [0,1).

Definice 5.10. Necht 8 > 1. Rekneme, Ze Fetézec cifer z1zoxs - - - € N) je pripustny, jestlize

existuje x € [0, 1) tak, Ze dg(x) = x1x223 - - .

Véta 5.11 ([23|). Necht § > 1. Retézec cifer xixoxs--- € Ny je pripustny, prdvé kdyz kazdy

jeho sufir x;xi 12510 je lexikograficky ostie mensi nezZ d;(l).
Aby Parryho véta byla prakticky pouZitelné, musime umeét zjistit tvar retézce dg(l).

Definice 5.12. Necht 8 > 1. Definujeme tzv. Rényitav rozvoj jednicky dg(1) = t1tat3--- pred-
pisem

ty=[B), totsts - =dg(B— |B]).

Tvrzeni 5.13. Necht 8 > 1. Pak

d* (1) (tl .. 'tm—l(tm - 1))‘”, pOkud dﬁ(l) =t1to - - .tmow7 kde tm ;é 07
6 pu—
ds(1), pokud dg(1) obsahuje nekonecné mnoho nenulovyjch cifer.

Priiklad 5.14. Zjistime Rényiuv rozvoj jednicky pro bézi § = ¢ € N. Mame
tr=la] =q delg—q) =dg(0) =0% = dy(1) = q0".

Podle predchoziho tvrzeni je dg(1) = (¢ — 1)*. Parryho podminka ndm potom iiké, Ze piipustné
jako rozvoje v bézi g jsou fetézce cifer, v nichZz kazdy sufix je lexikograficky ostfe mensi nez
dy(1) = (¢ — 1)*. Kazdy fetézec x1x9x3--- s ciframi z; € {0,1,...,¢ — 1} je tedy piipustny,

pokud nekond¢i na sufix (¢ — 1)¥. Specialné kazdy konecny fetézec (se sufixem 0“) je pfipustny.
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Priklad 5.15. Zjistime Rényiav rozvoj jednicky pro bazi 7 = 3(1 + v/5). Mame
ti=|r]=1, d.(r—-1)=d; (1) =10 = d.(1)=110".

Odtud odvodime d%(1) = (10)¥. Podle Parryho podminky zjistime, které fetézce cifer jsou pii-
pustné jako rozvoje v bazi 7. Jsou to posloupnosti, v nichz kazdy sufix je lexikograficky ostie
mensi nez di(1) = (10)¥. Takovy fetézec xixoxs--- tedy musi mit cifry z; € {0,1}, nesmi

obsahovat faktor 11 a nesmi kon¢it na sufix (10)“.

Priklad 5.16. Zjistime Rényitv rozvoj jedni¢ky pro bazi g = 72 = %(3 +/5), coz je kofen
polynomu z? — 3z + 1. Mame t; = [3] = 2, potom 8 —2 =1 — 7L, Zjistime, Ze dg(8 —2) = 1*.
Odtud dg(1) = 21%. Protoze Rényitv rozvoj jednicky je nekoneény, plati dg(l) =dg(1) = 21%.
Pifpustné posloupnosti jsou tedy nad abecedou {0, 1,2} a neobsahuji Zadny z faktori 2172, j > 0,

ani 21%.

5.3 Parryho cisla

7 véty 5.11 lze soudit, ze dtlezitou roli v &iselnych soustavich hraji ty zaklady, jejichz Rényitv

rozvoj jednicky je pravidelny.

Definice 5.17. Rekneme, Ze ¢islo B > 1 je Parryho ¢islo, pokud jeho Rényiho rozvoj jednicky
dg(1) je posloupnost posléze periodicka. Jestlize je dokonce kone¢na (tedy posléze periodické s

periodou 0¢), pak 8 nazyvame jednoduché Parryho ¢islo.

Napiisté budeme uvazovat Rényiho rozvoj jednicky v nasledujicim tvaru:

t1to - - tm,
ds(1) = (5.7

t-- 'tm(tm—i-l .. 'tm—i-p)wa

piicemz predpokladame, ze m,p € N jsou minimalni, aby dg(1) slo zapsat v tomto tvaru.

Vyznam Parryho ¢isel spo¢iva v tom, Ze piipustné fetézce lze popsat pomoci mnoziny za-
kédzanych faktoru, kterd je dokonce kone¢nd, pokud je baze jednoduché Parryho ¢islo. Jazyk
reprezentaci redlnych ¢isel lze pak rozpoznavat pomoci kone¢ného automatu.

Postupné budeme zkoumat algebraické vlastnosti Parryho ¢isel.
Tvrzeni 5.18. Necht 8 je Parryho ¢islo. Potom [ je algebraické celé ¢islo.
Driikaz. Necht 3 je jednoduché Parryho &islo, tedy dg(1) = tita - - - ty,. To znamena, ze

t ot tm
l=—=+ S+ + =
BB g
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Cislo 8 je tedy kofenem polynomu
P(z) =z™ — ™ — 1 — b (5.8)

Polynom P je monicky s celo¢iselnymi koeficienty, 8 je proto algebraické celé ¢islo.
Necht je nyni 8 nejednoduché Parryho ¢&islo, tedy dg(1) = tita- - tm(tms1 - tmgp)?. To

znamena, ze

t t t Pl t Pt 1 1
1:i+...+ﬂ+m+16 m+25 m+p<1+7+7+_“>:
g g pmtp pr - B
= ti 4+t tﬂ + tm—i—lﬂp_l + tm-i-QBp_l +---+ tm-i-p
s g gm(pr —1)
Po upravé zjistime, ze ¢islo 8 je kofenem polynomu
P(z) = 2™ — R A bngp—12 — bingp — (ﬂsm — " i — tm) . (5.9)

Opét vidime, Ze polynom P je monicky s celo¢iselnymi koeficienty a nejednoduché Parryho ¢&islo

je také algebraické celé ¢islo. O

Definice 5.19. Necht 8 > 1 je Parryho ¢islo ve tvaru (5.7). Polynom (5.8), respektive (5.9) se

nazyvéa Parryho polynom d¢isla .

Poznamenejme, Ze Parryho polynom nemusi byt nutné ireducibilni nad Q. Ptikladem je

Parryho polynom é&isla 8 ~ 2.1479 s minimalnim polynomem 2% — 22 — 22 — 1. Rényiiv rozvoj

jednicky je v tomto pifpadé dg(1) = 20011, Parryho polynom je roven
Pla)=2" -2zt —2 - 1= -2 — 20— 1)(2* — 2+ 1).

Pro uvedeni dalsiho tvrzeni budeme potfebovat zndmou Perronovu-Frobeniovu vétu pro
nezaporné nerozlozitelné matice. S jejim ditkazem se ¢tenaf mohl seznamit v kurzu Teorie matic,

jinak odkazujeme na [10].

Véta 5.20. Necht M € R™™ je nezdpornd nerozloZitelnd matice se spektralnim polomérem

p(M) = X\. Potom plati
1. Cislo A je kladné a je vlastnim cislem matice M.
2. Vlastni podprostor matice M prislusnyg k vlastnimu cislu A je jednodimenziondlni.
3. Vlastni vektor matice M prislusny k vlastnimu ¢islu A lze volit kladnjj.

4. Zddné viastni ¢islo matice M kromé X nemd kladny vlastni vektor.
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Poznamenejme, Ze mluvime o nezaporné matici, jestlize vSechny jeji slozky jsou nezaporné,
podobné je matice kladna, jsou-li vSechny jeji slozky kladné. Ctvercova matice je nerozlozitelna,
pokud ji nelze simultannimi permutacemi fadki a sloupci pfevést na blokové horni trojuhleni-
kovy tvar. Ekvivalentné lze uvést popis nerozlozitelnych matic pomoci grafi. K nezaporné matici
M uvazujme matici A, ktera ma stejny rozmér jako M, piicemz A;; = 0, kdyz M;; =0a A;; =1
jinak. Takova matice je adjacenéni matice orientovanOho grafu na n vrcholech {1,2,...,n}, ve
kterém vede hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j, pravé kdyz A;; = 1. Lze ukazat, Ze matice M je
nerozlozitelna tehdy a jen tehdy, kdyz graf s pfislusnou adjacen¢ni matici je silné souvisly, totiz

pro kazdé dva vrcholy 7,7 v ném existuje cesta z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Tvrzeni 5.21. Necht 8 je Parryho c¢islo. Pak B je dominantnim kotfenem svého Parryho poly-

nomu.

Diikaz. V pifipadé jednoduchého Parryho ¢isla je Parryho polynom (5.8) charakteristickym po-

lynomem své matice spoleCnice

0 1 0 0

0 0 0
Mp =

0 o - 0 1

tm tm—1 -+ to 11

Protoze t,,, # 0, je tato matice je nezapornéa a nerozloZitelna. Tento fakt se snadno ovéii zakres-
lenim grafu piislusné adjacenéni matice. Cislo B je jejim vlastnim ¢islem ke kladnému vlastnimu
vektoru (1,3, 52%,..., 3™ 1). Podle Perronovy-Frobeniovy véty je 3 ostie vétsi nez absolutni hod-
noty vSech ostatnich vlastnich ¢isel.

V pfipadé nejednoduchého Parryho &isla nelze ke stejnému argumentu pouzit matici spo-
le¢nici Parryho polynomu (5.9), protoZe ta nema nezaporné koeficienty. Parryho polynom je ale

charakteristickym polynomem jiné matice, a to

0 1 0 0
0 0 0
+ N,
0 o - 0 1
tmtp tmip-1 - t2

kde Npp41) =1 a Nj; = 0 jinak. Lze opét ukazat, Ze rovnéz tato matice je nezaporna a nerozlo-

zitelnd a § je jejim dominantnim vlastnim ¢islem. O
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Dusledek 5.22. Parryho c¢isla patii mezi tzv. Perronova ¢isla, tj. algebraickd celd c¢isla > 1,

jejichz sdruzené kotveny jsou v absolutni hodnoté ostie mensi nez (.

Ukézali jsme, Ze kofeny Parryho polynomu ¢isla S jsou v absolutni hodnoté ostie mensi nez

B. Lze ale ukazat daleko presnéjsi odhad.

Tvrzeni 5.23. Necht 3 je Parryho cislo. Pak ostatni koteny Parryho polynomu cisla 3 jsou v

absolutni hodnoté mensi nez 2.

Diikaz. Rozebereme piipad jednoduchého Parryho ¢isla, jehoz Parryho polynom je tvaru P(z) =

m=l_ ... _t,. 12 —tn. Do tohoto polynomu dosadime za koeficienty ¢; jejich vyjadieni

m_—tx
pomoci iteraci transformace 7. Mame totiz Tg(l) = BTé’*l(l) — t;. Pro prehlednost pouzijeme

zkracené znaceni Tg(l) = T7. Po dosazeni vidime
P(z)=a™ — (8= Tha™ ™ = (BT = T%)a™ ™2 — . — (BT 72 = T™ )z — (BT = T™).

KdyZ si uvédomime, ze T" = T, g‘(l) = 0, coz plyne z faktu, ze posledni nenulovy koeficient v

dg(1) je t,, 1ze z polynomu P vytknout faktor (z — ) takto

P(z) = (&~ B) (@ '+ T2 2 4 4 T 20+ T
Q@)

Polynom Q(z) méa tedy kromé vedouciho koeficientu v8echny koeficienty v intervalu [0,1). Navic

kazdy kofen « polynomu P, v # 3, je kofenem polynomu Q. Vyuzijeme Q(v) = 0, tedy
,ymfl (Tl m— 2 Tm 27_’_Tm 1)

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti ziskame odhad

Iy —

m—1 __ pas m 1— ] j ’m— — 1
= Y T Y < Z I = .
j=0

Po zkraceni vyjde poZadovanéa nerovnost |y| < 2.

V pifpadé nejednoduchého Parryho ¢isla s Parryho polynomem P(z) = z™+P — ¢y gm+P—1 —

m—1

At p—1T—tmgp— (mm—tlx — -—tm,lx—tm) postupujeme obdobné. Nejdfive dosazenim

za koeficienty t; = T9 — BT~ a vyuzitim periodicity (tj. 7™ = T™) odvodime

P($) _ (x—ﬁ) (xm-&—p—l_|_T1xm+p—2_{_“._}_Tm+p—1_(xp—l_‘_Tlxp—Q_‘_”._FTp—l).

Q(z)
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Po dosazeni kofene v # 3 do polynomu Q(x) mame Q(vy) = 0, tedy po tpravé
AMAPTL Pl L (mAp—2 ,Yp—2) 4o TPy — 1)+ TPy P2 L
Proto

(,),m—l — D"+ TIAP=2 4o 4 ™1 = —TPAym=l L pmAp=2y el

Pro |y| > 1 plati |[y™ — 1| > |y|™ — 1, a tedy pomoci trojihelnikové nerovnosti ziskdme odhad

1 1 1 p—2 1 = 1—j j = [yt —1
(W™ =D+ TP T = | D T < )l =
j=0 i=0

Po zkraceni vyjde nerovnost

hp—l _,_Tl,),p—2 _|_...+Tp—1‘ < )
[yl =1

Opét vyuzijeme, Ze absolutni hodnota rozdilu je vétsi nez rozdil absolutnich hodnot, takze

1 p=1) _ 1 p—1
+‘,yp—1_'_Tl,yp—2+“_+Tp—1| < + ok _ P

-1
P < = ,
| RIS R Y I i s

=1
coZ opét vede na nerovnost |y| < 2. O

Presnéjsi popis oblasti komplexni roviny, ve které lezi{ sdruzené kofeny Parryho ¢isel podal

Solomyak [28], viz obréazek 5.1.

0-5 1

Obrazek 5.1: Oblast, ve které se nachazeji sdruzené koteny Parryho ¢isel
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5.4 Pisotova c¢isla, Salemova ¢isla

Mezi Parryho ¢&isly jsou vyznamné dvé t¥idy, a to tzv. Pisotova a Salemova ¢isla.

Definice 5.24. Algebraické celé ¢islo § > 1 se nazyva Pisotovo, pokud vSechna ¢isla s nim
algebraicky sdruzené lezi uvnitt jednotkového kruhu, tj. jsou v absolutni hodnoté ostfe mensi
nez 1. Algebraické celé ¢islo 5 > 1 se nazyva Salemovo, pokud vSechna &isla s nim algebraicky

sdruzené lezi v jednotkovém kruhu a alespon jedno z nich lezi na jednotkové kruznici.

Priklad 5.25. Mezi Pisotova ¢isla patii trividlné vSechna pfirozena ¢isla > 2. Nejjednodussim

2

netrividlnim piikladem je jiz zminény zlaty fez 7 = %(1—{—\/5) s minimélnim polynomem z*—x—1.

Algebraicky sdruzenym ¢islem je 7/ = %(1 —VB5)=1-7=~—0.618.
Popisme vSechna kvadraticka Pisotova ¢isla.

Tvrzeni 5.26. Kvadratickd Pisotova ¢isla jsou prave dominantni koieny polynomai
x2—a$—b, a>b>1, xz—ax—l-b, a>b+2>3.

Diikaz. Polynom f(x) = x? — axz — b ma vhodné rozlozené kofeny 8 > 1 a 3 € (—1,1), prave
kdyz méa hodnoty
fA)=1-a—-0b<0, f(-1)=14a—-b>0.

Protoze a, b jsou cela ¢isla, lze pozadavek na koeficienty zapsat a > max{b, —b+2}. P¥ipad b = 0
odpovidé reducibilnimu polynomu f(x) = 22 — ax = z(z — a), jehoZ kofenem jsou racionalni

Pisotova ¢isla. Pro b > 1, vychazi a > b. Pro b < —1 pak a > 2 —b. O

Popis Pisotovych ¢isel stupné 3 a 4 lze najit v [1]. Popsat obecné minimélni polynomy Piso-
tovych ¢isel libovolného stupné neni jednoduché. Existuji ale postacujici podminky na koeficienty

polynomu, aby byl minimalnim polynomem Pisotova ¢isla.

Tvrzeni 5.27 ([11],[17]). Necht f(z) = 2¢ — a129™" — apa?2 — -+ —ag_12 — aq € Z[z]. Jestlize
koeficienty spliiuji a1 > ag > -+ > aq nebo a; > 2?22 a;, pak f je minimdlnim polynomem

Pisotova cisla.
Podivejme se na algebraické vlastnosti Salemovych ¢isel.

Tvrzeni 5.28. Necht § je Salemovo éislo a f € Z[x] je jeho minimdlni polynom. Pak f je
sudého stupné a md prdve dva redlné koieny 3, B~L. Vsechny ostatni koveny f leZi na jednotkové

kruznici.
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Diikaz. Necht f(z) = 2¢ + Z?:_ll c;ixt + ¢, ¢; € 7Z, je minimalni polynom Salemova ¢&isla 3.
Oznacme « sdruZeny kofen k 3, ktery lezi na jednotkové kruznici. Polynom f je realny, a proto

1

s kofenem a m4 i kofen @. Piitom |a|?> = a@ = 1, a proto o~ ! = @.

Jestlize o mé& minimalni polynom f, pak o' ma minimalni polynom reciproky k f, tj.
d—1
g(x) =z + Z ca—icy 'zt + eyt
i=1
Protoze minimalni polynom algebraického ¢isla je uréen jednoznac¢né, plati f = g, takZe polynom
f je reciproky a s kazdym kofenem ~ mé i kofen y~!. Proto je stupen f sudy. Protoze jediny
kofen polynomu f vné jednotkové kruznice je 3, je jediny kofen uvnitf jednotkové kruznice 5.

Ostatni kofeny f lezi na jednotkové kruznici. O

Piiklad 5.29. Z tvrzeni 5.28 je zfejmé, Zze Salemova ¢isla jsou algebraické jednotky nejméné

¢tvrtého stupné.

Pro ilustraci predvedeme, jak nalézt minimélni polynomy vSech Salemovych ¢isel stupné 4,
viz napf. [6]. Jejich minimalni polynom je reciproky, tedy tvaru f(z) = 2* — az® + ba? — az + 1.

Tento polynom ma kofeny B, B~! a dale par komplexné sdruzenych kofent v, y~!

= 7% na
jednotkové kruznici. Polynom f lze také zapsat f(z) = 22A(z+27!), kde A(t) = t> —at+ (b—2)

maé za kofeny 8+ 7! a v + 7. Tyto kofeny spliiuji nerovnosti
2<y+7<2< B+

Naopak predpokladejme, Ze polynom A ma dva realné koreny, feknéme 9§, n spliwjici nerov-
nosti

—2<i<2<n.

Rovnice

V-dy-1 a pf-npy-1

pak definuji ¢isla v a 8 (jednoznaéné, pokud polozime pozadavek R(v) > 0, 5 > 1). V piipads,
7e 0 neni celé ¢islo (§ # —1,0,1), je 8 Salemovo &islo stupné 4 se sdruzenymi koteny 571, ~, 7.

Dokazali jsme tedy, ze koten 3 > 1 celo¢iselného polynomu f(z) = 2* — ax® + ba? —az + 1
je Salemovo &islo stupné 4, pravé kdyz polynom A(t) = t2 — at + (b — 2) m4a dva realné koteny
6 # 0,41, n spliujici nerovnosti —2 < § < 2 < n. Snadno si uvédomime, Ze to nastane tehdy a

jen tehdy, kdyz

A(=2)>0>A2) a A(=1)#0, A(0)#0, A(1)# 0.
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Dosazenim ziskdme tplny popis Salemovych ¢isel stupné 4.

Tvrzeni 5.30. Salemova Cisla stupné 4 jsou prave kofeny 3 > 1 polynomii f(x) = z* — ax® +

be? —ax+1, a,b € Z, kde

—2a—2<b<2a—-2, b#*ta-—-1, b#2.
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Kapitola 6

Aritmetika v S-rozvojich

V predchozi kapitole jsme predvedli, jak reprezentovat v soustavé se zakladem [ ¢islo = ze
zékladniho intervalu [0, 1), viz rovnost (5.5). Velmi pfirozené definujeme rozvoj v soustavé se

zékladem ( pro libovolné nezaporné ¢islo.

Definice 6.1. Necht 8 > 1. Pro kazdé x > 0 najdeme k € 7Z tak, ze x37% € [0,1), a oznacime

d/g(xﬁfk) = x1Tox3 - - - . Pak definujeme tzv. S-rozvoj ¢isla x
T1X2 " Tp—1Tk * Th41Tk+2 " " kdyi k Z 1
() =
0- O‘k‘azlxgasg cee pro k < 0.
Pro x < 0 definujeme f-rozvoj pomoci znaménka (z)g = —(|z])s.

Poznamenejme, Ze [-rozvoj presné odpovidé reprezentaci, kterou bychom nagli hladovym

algoritmem. Pro dalsi vyklad ozna¢me

Per(8) = {z € R : (|z]) je posléze periodickd posloupnost},
Fin(8) = {z € R: (|z|)s je kone¢na posloupnost},

Zg = {x € R: (|z|)g nema nenulové cifry u zapornych mocnin béze}.

V nésledujicim textu se zaméfime na aritmetické vlastnosti S-rozvoju.

6.1 Periodické rozvoje

U klasickych ¢iselnych systémii s pfirozenou bazi vime, Ze periodické rozvoje maji pravé racionalni
¢isla. Formalné Per(5) = Q = Q(8). V obecném piipadé lze snadno usoudit, ze Per(8) C Q(f).
MiuZeme se ptat, zda pro nékteré neceloCiselné béaze plati rovnost. Tuto otazku témér uplné
zodpovida nésledujici véta. Ukazuje, Zze v tomto smyslu jsou pfimym zobecnénim pfirozenych

bézi Pisotovy baze. Nejdiive si ukdzeme, Ze rovnost nastava pouze pro Parryho ¢éisla.
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Tvrzeni 6.2. Jestlize pro > 1 plati Per(5) = Q(B), pak S je Parryho éislo, tedy specielné

algebraické celé cislo.

Diikaz. Predpokladejme, Ze plati Per(3) = Q(8). Protoze 8 — | 3] € Q(8), z pfedpokladu tvrzeni
je jeho rozvoj posléze periodicky. Proto i posloupnost dg(1) z definice 5.12 je posléze periodicka,
a proto 3 je z definice Parryho ¢islo. O

Véta 6.3 ([27]). Necht 8 > 1. Potom plati ndsledugici implikace. Je-li § Pisotovo ¢islo, pak
Per(B) = Q(B). Je-li Per(B) = Q(B), pak B je Pisotovo nebo Salemovo ¢islo.

Lemma 6.4. Necht K je ciselné téleso stupné [K : Q] = d. Nechl (yn)nen je posloupnost
algebraickyjch celych cisel z télesa K takovd, Ze pro vSechny Q-izomorfizmy o, je (U(yn))neN

omezend. Pak vy, nabyvd pouze konecné mnoha hodnot.

Diikaz. Necht « je algebraické ¢islo takové, ze K = Q(«). Zvolime « tak, aby okruh Ok alge-

braickych celych ¢isel télesa K byl obsaZzen v mnoziné

Zla) = {ap + a1+ -+ - + ag_1a™ 1 ag, ... a4 € Z}.
Oznatme o = oM, ..., o@ sdruzené kofeny k &slu a. Pak obraz prvku y = ag + a1 + -+ +
ag_10%1 € K, a; € Z pii paseobeni Q-izomorfizmi o1, ..., 04 je

oi(y) =ao +ara® + -+ ag_1 (a4 i=1,...d
Nerovnost |o;(y)| < K vytycuje v prostoru R? koeficientt ag, . . . , ag—; vrstvu ohrani¢enou dvéma
rovnob&Znymi nadrovinami s normalou (1, a®d), ., (a(i))dfl). Pokud takova nerovnost plati pro
kazdé i, koeficienty ag, ..., aq—1 nutné lezi v ohrani¢é oblasti.

Mg&jme posloupnost (y, = a(()n) + a(ln)oz +e- —I—aéﬁ)lad*l)neN € Ok takovou, Ze pro vSechna i

(n)
J
posloupnost y,, pouze koneéné mnoha hodnot. O

je (a(yn))n oy omezena. Jelikoz koeficienty a’ ’ jsou celoCiselné a lezi v omezené oblasti, nabyva

Diikaz véty 6.3. Zvolme x € Q(B), bez tjmy na obecnosti v intervalu [0,1). UkaZeme, Ze jeho
p-rozvoj x =Y .2, x;37" je posléze periodicky. Kdyz 3 je stupné D, pak ¢&islo x lze také zapsat
ve tvaru

1
T = 6(00 +eB+ -+ ezt

kde ¢ € N je minimalni a cg,...,cq_1 € Z. Snadno si rozmyslime, Ze pii aplikaci transformace
Tp na ¢islo x ziskdme opét ¢isla v obdobném tvaru,

1

T = Ll 4 31t ),

Q
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kde cz(-n) € 7. Zaroven tyto iterace lze vyjadrit jako

Tﬁ(n)(x) = Z =" (m - szﬁ_l)
i=n-+1 =1

Zjevné Tén) (x) € [0,1) pro vSechna n. Zvolme libovolny sdruzeny kofen k 3, ozna¢me ho .

Aplikaci télesového izomorfizmu o : Q(5) — Q(7) zjistime, Ze
n .
a(T(”) (z)) =~"0(z) — Z xiy"
i=1

Protoze 3 je z predpokladu Pisotovo ¢&islo, je |y| < 1, a proto je o (T (”)(fn)) omezena v n.

Méme tedy posloupnost algebraickych celych ¢isel (qT(") (:U)) ktera splnuje predpoklady

neN’
lemmatu. Proto Tgn) (z) nabyva pouze konené mnoha hodnot. Jestlize | < k jsou takové indexy,
Ze Tﬁ(l) (x) = Tﬁ(k) (x), pak B-rozvoj ¢isla = je periodicky s periodou k — I.

Dokazme nyni opa¢nou implikaci. Predpokladejme, ze plati Per(5) = Q(/3). Specielné to
znamend, ze kazdé racionélni ¢islo » ma posléze periodicky rozvoj. Ke kazdému m € N lze jisté

m):

zvolit racionalni ¢islo r, jehoz B-rozvoj je tvaru

r=p""1+ Z z;B7. (6.1)
j=m+1

Staéi volit libovolné racionalni &slo v intervalu (8371, 371 4+ f~™). Podle tvrzeni 6.2 je 3 alge-

braické celé ¢islo. Je-li v jeho sdruzeny kofen, pak aplikaci pfislusného Q-izomorfizmu ziskame
s .
o(ry=r=vy""1+ Z iy Y. (6.2)
j=m+1

V této rovnosti jsme vyuzili, Ze rozvoj r je periodicky, a tedy izomorfizmus na sumu lze aplikovat.

Porovnanim (6.1) a (6.2) dostaneme

B =yt = Y w7 - 87)
j=m+1
MuZzeme odhadnout
B =< Y mlv T -8 <208 Y 0,
Jj=m+1 J=m+1

93



kde n = max{|B8|7%, |y|71}. Pokud |y| > 1, vede tento odhad pro dostatecné velké m ke sporu.
Proto nutné kazdy sdruZeny kofen 7 je v absolutni hodnoté |y| < 1 a 3 je Pisotovo nebo Salemovo

¢islo. O

Poznamenejme, Ze se dosud nepodafilo vyfesit otazku periodicity rozvoju prvki télesa Q(8),

byt jen u jediné Salemovy béze .
Dusledek 6.5. Pisotova cisla jsou Parryho.
Diikaz. Staci kombinovat tvrzeni 6.2 a vétu 6.3. Ul

Priklad 6.6. V predchozim dusledku nelze implikaci obratit. Existuji totiz Parryho ¢isla, ktera

7

nejsou Pisotova. Napiiklad dominantni kofen polynomu z7 — 2% — 1 je Parryho &slo, protoze

dg(1) = 1000001. Ale $ mé sdruzeny kofen o ~ 0.78 + 0.70:.

Dokazali jsme, ze Pisotova ¢isla 8 spliwji Per(8) = Q(8), a tudiz jsou Parryho. Neni rozhod-
nuto, zda analogie k tomuto tvrzeni 1ze formulovat pro Salemova ¢isla. O platnosti Per(5) = Q(5)
neni rozhodnuto pro zadny piipad Salemova ¢&isla. Pro Salemova ¢isla ¢tvrtého stupné je ovSem

dokazano slabsi tvrzeni, totiz Ze jsou to Parryho ¢isla.

6.2 Konecné rozvoje a vlastnost (F)

Ze soustav s celoCiselnou bazi jsme zvykli, Ze pii s¢itani dvou ¢isel se zépisem, ve kterém jsou
nenulové koeficienty pouze u nezapornych mocnin zékladu, vznikne opét ¢islo stejného typu. Je
to tim, Ze pro 8 € N odpovidaji -cela ¢isla ¢isliim celym, tedy mnoZina Zg je rovna okruhu Z.

Pokud za zaklad soustavy zvolime ¢islo, které neni celé, toto uz neplati.
Tvrzeni 6.7. Necht 3 > 1. Potom Zg je okruh, prave kdyz B € Z.

Diikaz. Je-li § € Z, pak 1ze snadno ukazat, Ze kazdé prirozené ¢islo lze napsat ve tvaru Zf:o a; B,
kde a; € {0,1,...,5—1}. Poznamenejme, Ze takovy zapis je dokonce jednozna¢ny, pokud ax # 0.
Navic je tento zéapis i piipustny, jak je ziejmé z prikladu 5.14. Je tedy Z C Zg Naopak kazdé
¢islo vySe uvedeného tvaru je zjevné celé, takze Zg = 7Z, coz je okruh.

Uvazujme ¢islo x = |B] + 1, které vznikne sou¢tem dvou [-celych &isel || a 1. Najdeme
k takové, ze B* < x < B¥ 4 1. (Poznamenejme, e k miiZe byt vétsi nez 1 pro 3 blizko 1.) Pak
B-rozvoj ¢isla x je ve tvaru

kde aspoii jedna z cifer z;, j < —1 je nenulova. Proto = ¢ Zg, takze Zg neni okruh. O
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Vysledkem aritmetickych operaci s S-celymi ¢isly miize byt ¢islo, které méa nenulovou zlom-
kovou Cast, tj. jeho B-rozvoj mé nenulové cifry u zapornych mocnin baze . Jak uvidime na

prikladech, mutze se dokonce stéat, Ze zlomkové ¢ast je nekonecna.

Priklad 6.8. Necht nejprve 8 = 7. Rozdilem 7 — 1 dostaneme ¢&islo % Zapséno v rozvojich,
mame

10- - 1. =0-1

Uvazujme nyni bazi 8 = 72 = (3 ++/5)/2. Piipomeiime piiklad 5.16, kde je ukazéano, Ze dg(1) =
21%. Odtud lze snadno odvodit, Ze rozdilem 5 — 1 dostaneme ¢islo s nekoneénym [-rozvojem
1-1%. To znamend, 7e v piipadé této baze neni ani mnozina Fin(8) uzaviend na aritmetické

operace.

Vidime tedy, Ze bude nutné rozlisovat baze soustav, ve kterych je mnozina konec¢nych rozvoji

uzaviena na aritmetické operace, a ve kterych tomu tak neni. K tomu slou#i tzv. vlastnost (F)?!.

Definice 6.9. Rekneme, Ze realné ¢&islo 8 > 1 ma vlastnost (F), jestlize plati
(F) Fin(8) = Z[8~"].

Tvrzeni 6.10. Redlné cislo f > 1 md vlastnost (F), prdvé kdyz Fin(B) je okruh.

Diikaz. Implikace zleva doprava je ziejméa. Predpokladejme proto, Ze Fin(8) je okruh. Zjevné
Fin(3) C Z[B, B~']. Uzavienost mnoziny koneénych rozvoju viiéi séitani a odéitani lze formulovat

tak, ze plati i opacné inkluze, tedy

Z[B, 57" = Fin(B). (6.3)

Specialné také Z C Fin(B). To implikuje, Ze ¢islo || + 1 mé koneény rozvoj. Podobné jako v

ditkazu tvrzeni 6.7 zjistime, Ze tento rozvoj je tvaru
(18] +1)s=10"a_ja_s---a_;.
Vy¢islenim zjistime, Ze § je kofenem monického polynomu s celo¢iselnymi koeficienty,
XM (18] + D)X taj XP 4 day

Tim jsme dokazali, Ze 3 je algebraické celé Gislo. Pak ale plati Z[3, 7! = Z[p7!], takZe rov-
nost (6.3) prechazi pfimo v definici vlastnosti (F). O

LF jako finiteness, tedy koneénost
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Uplny algebraicky popis bézi, které splituji vlastnost (F) dosud nebyl podan. Uvedeme
nicméné nekteré tifdy &sel s touto vlastnosti. Cerpame piedevsim z prace Ch. Frougny a B.

Solomyaka [11]. Nejprve jednu podminku nutnou.

Véta 6.11. Necht cislo 5 > 1 spliiuje vlastnost (F). Potom [ je Pisotovo éislo, jehoZ Zddny

sdruzeny koten neni kladnyj.

Drikaz. Fakt, ze 3 je algebraické celé ¢islo, uz jsme ukézali v ramci ditkazu tvrzeni 6.10. Dokazme
nejprve, ze § nemuZe mit sdruzeny koten 7 takovy, ze |y| > 1. Kdyby S takovy srduZeny kofen
mélo, jisté by bylo mozné volit exponent m € N takovy, aby hodnota |5 — +™| byla libovolné

velkd. Ozna¢me v = max{|3|7L, |y|~1}. Zvolime m takové, Ze
1B =A™ > C:=2|8v(l —v)"h (6.4)

Nyni uvazujme S-rozvoj prirozeného ¢isla | 5™ | + 1. Protoze 8 ma vlastnost (F), je tento rozvoj
koneény. S vyuzitim nerovnosti f™ < |B™] + 1 < ™ 4 1 dostaneme rozvoj ([8™] + 1) =

am0™ - a_y---a_j. VyCisleno mame
187 +1 = amf™ + a1+ + a7

Na tuto rovnici aplikujeme izomorfizmus o : Q(8) — Q(7), ktery ¢islu 8 pfifazuje jeho sdruzeny

kofen 7, tj. () = «y. Dostaneme
18" +1=any" +a_1y '+ +a_y7,

kde jsme vyuzili, Ze izomorfizmus o je identicky na t&lese racionalnich ¢isel. Odec¢tenim téchto

dvou rovnic od sebe vyjde
B =" =a (v =BT+ ta (v =87,

Toto ¢islo odhadneme v absolutni hodnoté
J ) ) +oo A
8™ =" <> a8+ ) <218) ) v =C.
i=1 i=1

To je ovSem spor s volbou exponentu m € N, viz (6.4).

7 vyse uvedeného vyplyvéa, ze 8 je algebraické celé &islo bez sdruzeného korene velikosti > 1.
Jinymi slovy, 3 je Pisotovo nebo Salemovo &islo. Jelikoz podle tvrzeni 5.28 mé kazdé Salemovo
¢islo o sdruzeny kofen a1, staéi k vyloudeni Salemovych &isel ukazat, Ze 8 nema kladny sdruzeny

kofen. K tomu vyuzijeme f-rozvoj ¢isla f— | 5] € [0,1), tedy (86— [5])g =0-a—1a_2---a—;. Po
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vy¢isleni

B—IBl=a1f™ +-+ayB.

Predpokladejme existenci sdruzeného kotene v > 0. Aplikaci izomorfizmu o : 8 — v dostaneme
T=1B8)=a vy + - ay

To je ovSem spor, protoze na levé strané této rovnosti je ¢islo zaporné a na pravé strané ¢islo

kladné. O

Poznamka 6.12. V dikazu véty jsme pro odvozeni faktu, Ze [ neméa sdruzené kotfeny vné

jednotkové kruznice, pouzili pouze to, ze kladna cela ¢isla maji konecny rozvoj.

Nasledujici priklad ukazuje, ze implikace ve vySe uvedené vété nelze obratit. Existuji totiz

Pisotova ¢isla bez kladnych sdruzenych kofenti, ktera nemaji vlastnost (F).

Piiklad 6.13. Necht 3 je dominantni kofen polynomu X% — 2X3 — X — 1, takze 8 ~ 2.277 a
jeho sdruzené kofeny jsou v ~ —0.557 a d12 ~ 0,139 + 0.876:. Plati dg(1) = 20110“. Rozvoj
¢isla 3 je nekonecny, (3)g = 10.111(00012)«.

6.3 Vlastnost (PF)

Mnozina Fin(f) obsahuje kladné i zaporna ¢&isla. Pii zkouméni uzavienosti na s¢itani se oviem

miuZzeme omezit na s¢itani kladnych ¢isel, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.
Véta 6.14. Necht 5 > 1 a necht dg(1) je prislusny Rényidv rozvoj jednicky.
(1) Je-li dg(1) nekonecny, pak B nespliiuje viastnost (F).

(i1) Je-li dg(1) konecnyj, pak [ splituje vlastnost (F), pravé kdyZ je Fin(B3) uzaviend na s¢itani
kladnijch proki.

Diikaz. (i) Podle definice Rényiova rozvoje jednicky (5.12) je dg(8—|8]) = tats - - -. Cislo f— | 3]
tedy nepatii do Fin(3). Tudiz 8 nespliiuje vlastnost (F).
(ii) Necht dg(1) = tita - - - t,,. To znamena, ze

bt tm
1_6+ﬂ2+ G (6.5)

Predpokladejme, ze Fin(f) je uzaviené na s¢itani kladnych prvka. Uvazujme libovolné = € Fin(3)

a libovolné ¢ € Z takoveé, 7e x > B¢ B-rozvoj &isla x je tvaru x = YN x;/3, pro néjaké n > /.
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Opakovanym pouzitim (6.5) lze ziskat reprezentaci z ve tvaru x = Zfzf A Tift takovou, Ze
Ty > 1. Potom
-1
(@ -1+ > @
i=—M
je konetné S-reprezentace ¢isla x — 3¢, Tu lze interpretovat jako soucet kone¢ného poctu kladnych
prvkil z mnoziny Fin(j3). Proto je i z — 8¢ € Fin(p).

Zbyva uvédomit si, ze rozdil  — y libovolnych ¢isel z,y € Fin(3), z > y > 0 je jen konecny
pocet odecitani jednotlivych mocnin /3. Proto uzavienost Fin(/3) na s¢itani kladnych prvka im-
plikuje uzavienost na s¢itani libovolnych z,y € Fin(p).

Néasobeni ¢isel z,y € Fin(pB) je podle distributivniho zakone jen séitanim kone¢ného poétu

s¢itancii z mnoziny Fin(f). Tim je véta dokazéana. O]
Motivovani predchozi vétou, zavedeme tzv. vlastnost (PF)2.

Definice 6.15. Rekneme, 7e realné &slo 8 > 1 ma vlastnost (PF), jestlize plati
(PF) Fin(8) < Z+[37Y.

Podle poznamky 6.12 miZeme Fict, Ze vlastnost (PF) implikuje, Ze dana baze je Pisotovo
nebo Salemovo é&islo.

Nésledujici avahy byly predvedeny v ¢lanku [4]. Od této chvile se tedy soustfedime na s¢itani
x 4y svou ¢&isel z,y € Fin(B), z,y > 0. Bez Gjmy na obecnosti sta¢i uvazovat ¢isla z,y € Zg. At
tedy ¢isla 2,y € Zg, z,y > 0 maji B-rozvoje x = > p_oarB, vy = > p_obiBF. Pak Y 7_,(ak +
br)B* je B-reprezentace &isla x +y. Jestlize posloupnost cifer (a, + by,)(an_1 +bn_1) - - - (ao + bo)
spliiuje Parryho podminku piipustnosti (véta 5.11), ziskali jsme p¥imo [-rozvoj &isla x + y. V

opatném piipadé posloupnost cifer musi obsahovat zakazany fetézec.
Definice 6.16. Necht 8 > 1. Zakizany fetézec upug_1 - - - ug nezapornych celych ¢isel se nazyvé
minimalni, jestlize

(i) Fetézce ug_1---ug a ug - --uj jsou pripustné a

(ii) u; > 1 implikuje, Ze wug -+ w1 (u; — )ui—1 - -ug is pripustny Fetézec pro vSechna i =

0,1,...,k

Minimalni zakdzany fetézec ugpui_1 - - - ug obsahuje alesponn jednu nenulovou cifru, ozna¢me
ji u; > 1. Pak wpup_q---ug s cifrou u; > 1 je B-reprezentaci souétu dvou &isel w = ugS* +

w1 BT 4 (uy — DB w1 BT+ - ug a @ = B kterd jsou B-cela podle definice

2PF jako positive finiteness, tedy kladna kone¢nost
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minimalniho zakadzaného tetézce. Protoze [-rozvoj daného &isla je lexikograficky nejvétsi mezi
v8emi jeho [-reprezentacemi, musi platit, ze soucet w + w € Fin(f) ma kone¢nou S-reprezentaci
lexikograficky ostie vétsi neZ upug_1 - - - ug. Tim jsme odvodili nutnou podminku na 3, aby mélo

vlastnost (PF). Pro pfesnou formulaci (tvrzeni 6.18) uvedeme nejprve definici.

Definice 6.17. Necht k,p € Z, k > paz = 2,85+ 2,155 1 +-- +2p0P, kde z; € No, p <@ < k.
Kone¢na f-reprezentace ¢isla z tvaru v, 8% + vp—1 8%+ - - + v, £ < n, se nazyva transkripce

reprezentace 23 4+ zp_1BF 4 -+ 2pBP, pokud

kE<n a UpUp—1---0g > 00---0 z---2p.

(Tl—k) times

Véta 6.18 (Vlastnost T). Jestlize 5 > 1 spliiuje viastnost (PF), pak md i vlastnost T:

Ke kazdému minimdlnimu zakdzanému Fetézei upup_q---uo ezistuje transkripce wuipBF +

up—1 N 4w B+ .

Pokud je vlastnost T spliiena, transkripci S-reprezentace ¢isla z lze dostat nasledovné. Kaz-
dou (-reprezentace z obsahujici zakidzany Fetézec muZeme chapat jako soucet minimélniho za-
kazaného fetézce 7 (upf* + - 4+ w1 + ug) a B-reprezentace né&jakého Gisla Z. Transkripci (-
reprezentace z dostaneme souctem po cifrach transkripce 87(v,[" + - - - + vg3Y) minimalniho

zakézaného Tetézce (z vlastnosti T) a [-representation of Z.

Priklad 6.19. V soustavé se zakladem 7 = %(1 + +/5) jsou piipustné viechny koneéné 7-
reprezentace xy ---xy s ciframi x; € {0,1} takové, ze x;x;_1 = 0 pro £ < i < k. Podle definice
jsou minimalnimi zakdzanymi fetézci 2 a 11. Zlaty fez 7 spliiuje vlastnost T, protoze lze piepsat
2=74+7"2ar1+1=72 piicemz 02 < 1001 and 011 < 100. Tato pravidla mohou byt pouzita

k prepisu kazdého zakézaného Fetézce na T-rozvoj reprezentujici stejné ¢islo. Napiiklad

1

1
3=1+2=1+T+—2:T2+—2.
T T

T-reprezentace 7 + 1 + 772 a 72 + 772 jsou transkripce &isla 3. Z téchto transkripci je 100 o 01

pfimo 7-rozvojem ¢isla 3.

Necht z,8% + 2181 + - + 2pPBP je [-reprezentace ¢isla z takova, Ze Tetézec cifer
2R 2k—1 - - Zp neni piipustny. Opakovinim piedchoziho postupu dostaneme lexikograficky rostouct
posloupnost transkripci. Obecné se muze stat, ze tato poslounost bude nekonecné, tedy nebude
mozné ziskat [-rozvoj &isla z. Nésledujici véta dava postacujici podminku, aby tato nepfizniva

situace nenastala.

Véta 6.20. Necht 8 > 1. Predpoklddejme, Ze ke kaZdému minimdlnimu zakdzanému tetézci

Uplp_1 - - - Ug existuje transkripce v+ vp_1 87 L 44080 reprezentace wyBF +up_1 851 +
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<o+ u1 B+ ug takovd, Ze
Up +Up—1+ - F+ve <up+ug—1+---+up.

Potom B spliiuje vlastnost (PF). Specidlné (-rozvoj souctu x + vy pro libovolné x,y € Fin(5) lze

ziskat z libovolné B-reprezentace x + y pomoct konecného poctu transkripci.

Abychom ovérili, zda ¢islo 8 spliuje vlastnost T, musime znat pfislusné minimalni zakazané
fetézce. V pifpadé, kdy je Rényitv rozvoj jednicky konecny, tj. dg(l) = tity---ty, pak tyto

Fetézce musi byt mezi
(t1+1), ti(ta+1), tita(tz+1), ..., tite--tymo(tm_1+1), tite--tym_1lm.

Vsimnéte si, Zze ne vSechny vySe uvedené zakazané fetézce musi byt miniméalni. Napiiklad kdyz
dg(1) = 111, tak tento seznam je slozeny z 2, 12, 111. Nicméné 12 neni minimalni zakazany

Tetézec.

Jako dtsledék pfedchozi véty dostavame jednu zajimavou t¥idu Pisotovych ¢isel 8 takovych,
ze Fin(B) je okruh. Poznamenejme, ze dikaz, Ze tato tiida spliuje vlastnost (F) uz byl uveden

v |11].

Dusledek 6.21. Necht 8 > 1 je takové, Ze dg(1) = t1---tm, t1 > tg > --- > t,, > 1. Potom 8
spliiuje vlastnost (F).

Diikaz. Protoze Rényitiv rozvoj jednicky je koneény, podle véty 6.14 stac¢i dokazat platnost vlast-
nosti (PF). To provedeme ovéfenim platnosti pfedpokladi véty 6.20. Uvazujme zakazany fetézec

tity - - ~ti_1(ti + 1), 1 <i<m — 1. Zjevné plati

0B T At S+ (i 1) =

= Bz + (tl - ti+1)ﬁ_1 + 4+ (tmfi - 757)1)5_771—H + tmfiJrlﬂ_m-H_l + -+ tmﬁ_m~

7 predpokladu plyne, Ze cifry na pravé strané rovnosti jsou nezdporné. Ciferny soucet je stejny

na obou stranich. Proto je

1\09 -0 (t = tig1) (t2 — tig2) -+ - (t—i — tim)
7 times
zaddanym Fetézcem lexikograficky ostfe vétsim nez 0t1to---t;—1(t; + 1).

Zbyvajici fetézec tits - - - tim—_1tm lze prepsat na lexikograficky vétsi 100---0. O

m times

Podminky véty 6.20 jsou splnény i pro baze, které nepatii do t¥idy popsané v Disledku 6.21.
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Piiklad 6.22. Uvazujme dominantni kofen polynomu X2 — X — 1. Je dokéazéano, Ze takové 3 je
nejmensi ze v8ech Pisotovych ¢isel. Rényitv rozvoj jednicky je v tomto pripadé dg(1) = 10001.
Cislo 3 spliuje

B =p+1 and B =pt+1.

Minimaln{ zakazané fetézce jsou 2, 11, 101, 1001 a 10001. Jejich transkripce pro vlastnost T pak

mame:

2 = pg*4pB7°
B+1 = p°
B24+1 = 473
B+l = pr+p
gyl = o

Ciferny soucet u kazdé transkripce je mensi nebo roven cifernému sou¢tu pfislusného minimélniho
zakazaného Fetézce. Podle véty 6.20 ma minimalni Pisotovo ¢islo vlastnost (PF) a diky vété 6.14
i vlastnost (F). Poznamenejme, Ze vlastnost (F) minimalniho Pisotova ¢isla plyne uz z vysledku

Akiyamy [2].

Poznamka 6.23. Implikaci ve vété 6.20 neni mozné obratit. Napiiklad 3 kofen polynomu z3 —

222 — 1 spligje dg(1) = 201 a jeho minimalni zakdzany fetdzec 3 ma B-rozvoj

NN RS
gopr o py g

Ciferny soucet této transkripce je 5. Kdyby existovala jind transkripce Tetézce 3 s cifernym

souctem 3, musela by byt lexikograficky ostfe vétsi nez 03 a ostie mensi nez 101111. Lze snadno

ukézat, ze takova transkripce neexistuje. Pfesto ma tato baze /3 vlastnost (PF). M4 totiz vlastnost

(F), viz [2].

Na druhou stranu vlastnost T bez podminky na ciferny soucet transkripci nestac¢i pro vlast-
nost (PF). Jako piiklad muZeme vzit bazi § s Rényiovym rozvojem jednicky dz(1) = 100001.
Takova baze je kofenem polynomu X6 — X® — 1. Mezi sdruzenymi kofeny 3 je par komplexné
sdruzenych ¢&isel vné jednotkové kruznice. Proto 5 neni Pisotovo a podle poznamky 6.12 nemé

vlastnost (PF). Nicméné vSechny minimalni zakazané fetézce maji transkripce:

2 = BB CHBTHBTHBT+ BT
B+1 = B+ 0+pT+p 84577
B2+1 _ B3+/8—6_|_5—7+6—8
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/83+1 _ 54+/8_6+5_7
,84+1 _ B5+/8_6
/85+1 _ 56
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Kapitola 7

Redundantni pozi¢ni soustavy

s celocCiselnou bazi

Zaméfime se nyni na zpusob, jakym jsou zakladni operace (s¢itani a od¢itani, nasobeni a déleni)
realizovany z pohledu vypocetni aritmetiky. Tzv. klasické / $kolni zptisoby pocitani nemuseji
byt optiméalni co do naroc¢nosti a rychlosti zpracovani, proto si predstavime i nékolik alternativ-
nich postupii. Pro s¢itani a odéitani to jsou algoritmy tzv. paralelni, pro nasobeni a déleni pak
algoritmy tzv. on-line.

Uvazujeme ¢iselné numera¢ni systémy (/3,.4), kde baze 8 € N, Z, R, C mé velikost || > 1, a
abeceda A C Z, resp. A C Z|w] pro w € R, C, jejiz prvky nazyvame cifry, vzdy obsahuje 0 € A.

Reprezentaci ¢isla x v numera¢nim systému (3,.4) znac¢ime jako
T = (TpTp_1...01T0* T_1T_2...)g = E x; 3’ xrj €A,
J

a mnozinu vSech kone¢nych reprezentaci ¢isel v (3,.4) jako

Finy(B8) = Z:cjﬁj | I C Z konetnéa ,x; € A p = Zx]ﬂj | m,n € Z,xj €A
jerl j=m

Pii realizaci aritmetickych operaci v pocitadi se fakticky jedna vzdy praveé o reprezentace kone¢né,

proto prace na mnoziné Fin4(fS) vlastné nepredstavuje zadné omezeni.

7.1 Aritmetické operace v klasickém provedeni
Pfipomenme si, jak zakladni aritmetické operace funguji v klasickém provedeni.

Séitani a odéitani
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Smér zpracovéani je zprava doleva, tedy od nejméné vyznamnych cifer. P¥i vypoctu dochazi

k pfenosu cifer max. o jednu pozici doleva.

Klasické scitani a odecitani e———

= Xn  Xp-1 X]+l XJ' x]'_]_ e Kme1 Xm

Y = Yn ¥n1 o V1| ¥ Yi-1 o ¥Ymsr Vm
T - VLTIV

z = XY = Z,4 Zn Zni1 .. Zin| & | Zj1 . Imil Im

Ze vstupnich séitanci z = Z?:m ;B ay= Z;L:m y; 37 s ciframi x;,y; € A po zpracovani

obdrzime soucet (pfipadné analogicky téz rozdil) ve tvaru z =zt y = Z;‘;ﬁ; z; 37 - tedy opét s
ciframi z vychozi abecedy z; € A, a s (maximalné) jednou dalsi pozici v reprezentaci navic (viz

nové obsazeny index n + 1).

Nasobeni
Také nasobeni se v klasickém rezimu zpracovava smérem zprava doleva (tj. po¢inaje od cifer
nejméné dulezitych); a dochazi pfi ném k prenosu cifer smérem doleva - ovSem v tomto piipadé

pocet prenasenych cifer neni pevny, ale zavisi na délce vstupt.

|Klasické nasobeni

= X, X; Xiq Chmeal 2
Y = VYn Yi Yi-1 Ym+1 ¥Ym
XYm = Xn¥Ym Xis1 Ym X¥Ym X1 VYm Xm+1 Ym Xm ¥m
XY¥mar = XnVYm+1 Xn-1 Ymer X V¥mar XaVmer o fmid Ymsd Xm Ymaa
Xy, = Xn Vi Xn-jsm ¥j Xma1Yj  XmVj
Xm Yja1
X¥Yp1 = XnYn1 Xj+1 ¥n-1 Kmi1 ¥n1 Xm ¥na
X¥n = Xn¥n  XnaV¥n o o X ¥n Xms1¥n  XmV¥n
Z = X*y = 23 Iz, Zon1 T Zpimsl  Znem - Ziima Zome Zom

n

Ze vstupnich ¢initeld z = Zj:m z;8 ay = Z?:m y; 7 s ciframi z;,y; € A po zpracovani

2n

dostaneme souéin ve tvaru z = x-y = Zj:m zjﬁj - tedy opét s ciframi z vychozi abecedy z; € A,

ale s az n pozicemi vlevo obsazenymi navic ve vystupnim sou¢inu (oproti vstupnim ¢initelam).

Déleni
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~ev s

Pti déleni je smér zpracovani opa¢ny - zleva doprava, tedy pocinaje od nejvyznamnéjsich
cifer. Pocet cifer vysledného podilu ovSem neni pfedem znam, a miiZze byt i nekone¢ny (ackoliv
pri pocitacové realizaci vypoctu se i takovy pripad omezi na koneény pocet cifer, za cenu urcité

nepfesnosti vysledku).

—
|

[Kiasické dé&leni

X =| Xn X1 Xme1 Xm X;
y =| vk Yi-1 Y1 ¥
z = xfy = | Znk | | zn-l':-j—ml Tmksl Imk Zmk-1

Ze vstupniho délence x = Z;im z;87 a délitele y = Z;Lim y;37 (ktery musi byt nenulovy)

ziskdme podil ve tvaru z =z 1y = ;""" zjﬁj, kde hodnota dolniho indexu [ neni pevné dana.

U v8ech téchto klasickych algoritmii je vZdy nutné pfed zahajenim vypoctu znét vstupni
operandy uplné celé, bez kompletni reprezentace vstupu nelze vypocet zahajit ani urcéit zddnou
¢ast vystupu. Je to ddno mj. tim, ze klasické numeracni systémy nedisponuji Zadnou redundanci

- neboli mozZnosti vyjadrit stejné ¢islo pomoci vice (kone¢nych) reprezentaci v (5, .A).

Princip redundance budeme vyuzivat a podrobné ilustrovat v nésledujicich kapitolach, kde
predstavime paralelni algoritmy pro s¢itani (resp. odé¢itani) a on-line algoritmy pro nasobeni a

déleni. Ty budou mit nékolik spole¢nych aspekti:

e jednak v nich neni nutné znat vstupni operandy uplné celé, a presto uz lze postupné

produkovat vystupni cifry (¢aste¢ného) vysledku;

e miZeme postupovat od cifer nejvyznaménjsich (tj. zleva doprava) v pfipadé on-line algo-

ritmi, anebo dokonce pocitat na vSech pozicich zaroven v pripadé paralelnich algoritm.

7.2 0Od sc¢itani klasického k paralelnimu

S myslenkou paralelniho séitani v ceoéiselnych béazich b € N, b > 2 pfisel jak prvni Avizienis v
roce 1961 [3]. Jeho metodu rozsirili na systém s bazi b = 2 Chow a Robertson [9]. Pfed posunem

ke s¢itani paralelnimu jesté podrobnéji rozepiSeme postup séitani klasického:
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Klasické scitani —

X = Xo %ot o Xt | X Xja e Xma X
Yy = Yo Yna Yier | Yi Vi e Ymar ¥m
w = Xty = Wpn Wpg . Wi | W Wiy . Wy Wy |

R

<]

Mg&jme numera¢ni systém (3,.4), a v ném reprezentované s¢itance x = E?:m B,y =
> iem y; 37 s ciframi z;,y; € A.

Zavedeme samostatné znaceni také pro mezisoucet w = =z +y = Z?:m(xj + y)B =
Z?:m w; 37 - tedy pro reprezentaci souétu x + y v téZe bazi, ale v abecedd B = A+ A 3> w;.

Algoritmus pro s¢itdni dvou reprezentaci x a y do souCtové reprezentace z v numeracnim
systému (8, .A) tak vlastné pfevedeme na algoritmus konverze reprezentace w ze systému (3,8 =
A+ A) do reprezentace z v systému (3, A).

P1i klasickém scitani lze (kvili pfenosiim zprava) j-tou cifru z; urcit az poté, co byly urceny

vechny predchozi cifry z;_1,..., 2, vpravo, neboli
zj:zj(wj,wj_l,...,wm). (7.1)

Piiklad 7.1. Klasické s¢itani v numeracnim systému (3, .A4), s bazi 8 = 4, s vychozi abecedou
A ={0,1,2,3}, a se souc¢tovou abecedou B = A4+ A ={0,1,...,5,6}, ve které lezi cifry mezi-
souctové reprezentace w; € A+ A = B.

Postupné zprava doleva urcujeme cifry z; na zakladé wj, w;_1,...,w,, tak, aby z; € A a

pfitom byla zachovana hodnota z = w. Nejprve tedy pro j = m, mame z,, = zp (W ):
e je-li wy, €{0,1,2,3}, pak z,, := wy, — 0 a ¢, := 0;
e je-li wy, € {4,5,6}, pak z,, := wy, —4 a g, = 1.
Pro ostatni cifry na pozicich j > m méame funkeci z; = z;(w;, gj—1):
e je-li (wj +¢gj—1) € {0,1,2,3}, pak z; = wj +¢gj—1 a ¢; = 0;
o je-li (wj+qj-1) € {4,5,6,7}, pak z; =w; —4+¢gj—1aqg; =1.

Vyse uvedeny postup lze jednotné zapsat ve tvaru

zj = wj — 4¢; + ¢j—1 = wj — Bgj +¢j—1 € A,

66



kde vySe neur¢ené hodnoty ¢; a w; pro j ¢ {n,...,m} jsou nulové. Takovy zapis snadno ukazuje,

Ze pri této konverzi je zachovana hodnota z = w:

z= Z zjﬂj = Z (w; — Bg; + Qj_1)5j = ijﬁj - quﬂjH + Z Qj—lﬂj =
i J J g

j
=w— Z%ﬂjﬂ +qu,1ﬁj =w;
J J
Zz QI/BZ'H

tedy Ze z = (Zn41%n - - - 2m)g skuteéné je reprezentace souctu (z+y) = w v numera¢nim systému

(8,.A). Jsou totiz splnény v8echny k tomu potfebné podminky:
e hodnota z = w =z + v,
o cifry z; € A jsou ze spravné abecedy,

® 2= (Znt1%n - .- 2m)p je koneéna reprezentace.

‘B=4, A={0,...,3}H Klasické s&itani ‘
[a = [2] [a] [af Ja] Jo] Jo] Jol [1] |
x = 1 2 3 2 0 1 1 3
y = 2 2 3 2 3 2 1 2

W = xty = 3 4 6 4 3 3 2 5 |

10 = [1 4|
00 = Lo 0|
00 = [o 0 |
00 = [o |
10 = L2 4 |
10 = L2 4 |
10 = [1 4 |
10 = 1 -4

| 2 = oy = 1 0 1 3 0 3 3 3 1

S¢itame-li klasicky, jsou v algoritmu tyto zavislosti:
o zj = zj(wj; 45, ¢j-1) &
e ¢; = qj(wj,gj—1), a nasledné

o 2 = 2(W), G5, qj—1,- - -, Gm) = Zj(Wj, Wj—1, ..., W)

Ve séitani paralelnim, které predstavime v nésledujicim textu, se zbavime zévislosti na déni
na vSech pozicich vpravo od pozice pravé zpracovavané (j-té); a to pfi urovani pomocnych

koeficientii ¢j, ¢imz se zavislost odstrani i z pfedpisu pro vysledné cifry z;.
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Puvodni zapis, kde Fesime s¢itani dvou vstupti z,y € Fing(8), zjednodusime - diky provedi-
telnosti kroku w = } -, w; 3 = Zj(a:j+yj)ﬁj = x+y v konstantnim ¢ase, tj. bez ohledu na délku
reprezentace s¢itanct. Misto s¢itani dvou reprezentaci x,y € Fin4(3) rovnou fesime konverzi je-

diného vstupu w € Fingy 4(5) na z € Fing(B), resp. konverzi w € Fing(f) na z € Fing ().

Definice 7.2. Necht A, B jsou abecedy, § € C je baze a ¢ : BZ — AZ je zobrazeni fetézct cifer.
Rekneme, Ze ¢ je p-lokalni funkce konverze z B do A v bézi 8, kdy# existuji r,t € Ny a existuje

¢ : BP — A takové, ze p =1+t + 1 a pritom

e o(u) =v = (vj); € AL spligje Vu = (u;); € BZ vztah

Zujﬁj = Zv]ﬂj, kde vj = ¢(ujqe, ... uj, ..., uj—y) Vi EZ,
J J

e p(Fing(B)) C Fina(B).

Prilozené schéma ilustruje ptisobeni takové p-lokalni funkce - tedy jednak omezeni zavislosti
vysledné cifry ve vystupu jen na nékolik (p) cifer vstupu; a také fakt, ze délka vystupni reprezen-
tace (po aplikaci p-lokalni funkce) miize byt oproti vstupni reprezentaci $irsi, a to o maximalné

r cifer vlevo a t cifer vpravo.

| p-lokélni funkce \ p=t+1l+4r \

u= Uy || Ui Uj.g Uppq o Uiy u; [ A | Ui, i1 | - | U

v = Vier | Vit Vo e | Vi || v || Vi1 | e Vi Vit | Vit

Priklad 7.3. Paralelni s¢itani v numera¢nim systému (53,.4), kde baze 5 = 4, vychozi abeceda
A={0,1,...,5,6}, a mezi-souctova abeceda B=A+ A = {0,1,...,11,12}. Hleddme p-lokalni
konverzi z A+ A = B do A v bazi 5. M&jme mezi-soucet w = Zj w; 7 s ciframi w; € B = A+ A.

Pouzijeme pomocné koeficienty ¢; € Q = {0, 1,2, 3} uréené piedpisem

0 pokud w; € {0,1,2,3},

1 pokud w; € {4,5,6,7},
q;(w;) = qj =
2 pokud w; € {8,9,10,11},

3 pokud w; € {12}.
Vysledek po konverzi z = > ;% B9 s ciframi zj € A je urcen predpisem

Zj ::(wj—4qj) + qj-1 6{0,1,...,5,6}:.42
N——— ~—~

€{0,1,2,3} €{0,1,2,3}
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Pritom z; = zj(wj, ¢j,¢j—1) = zj(wj, ¢j(w;), gj—1(wj—1)) = zj(wj,wj—1), tedy p=r+t+1=

1+04+1=2, ajedna se o 2-lokdlni konverzi.

Dulezita okolnost pii paralelnim s¢iténi je, Zze pro fungovani p-lokalni konverze se do nume-

ra¢niho systému musi zavést urcita mira redundance.

Definice 7.4. Redundance v numera¢nim systému (f3,.4) znamené, Ze

<3$ € FinA(5)> <x = Z z; 3 = Z x;ﬂj | 2,2 € A a pritom (Jjo € Z)(zj, # xjo)).

j=m j=m’
Neboli existuje = € Fin4(3), které méa dvé rizné konecné (3,.A4) reprezentace.

Pro paralelni p-lokalni s¢itani je redundance numera¢niho systému podminka nutné, ale ne
postacujici. Mira redundance pro paralelni s¢itdni ani neni déna jednoznaCné - ruznym miram
redundance (v numeracnich systémech s toutéz bazi ) odpovidaji rizné slozitosti s¢itacich al-
goritmil; ¢im vyssi mira redundance, tim jednodussi podoba algoritmu, a naopak. Viz ilustrace

na piikladech 7.3 vs. 7.5.

Priklad 7.5. Paralelni s¢itani v numera¢nim systému (/3,.A) s bazi 8 = 4, s vychozi abecedou
A =1{0,1,2,3,4}, a se souttovou abecedou B = A+ A ={0,1,...,7,8} pro cifry mezi-sou¢tu
w; € B. Pomocné koeficienty ¢; € Q = {0, 1,2} maji zavislost ¢; = ¢;j(w;, w;—1) podle predpisu:

0 pokud w; € {0, 1,2}
0 pokud w; € {3} a zaroven w;_; <3
1 pokud w; € {3} a zaroven wj_1 >4
g =41 pokud w; € {4,5,6}
1 pokud w; € {7} a zaroven w;_; <3

2 pokud w; € {7} a zaroven w;_, > 4

2 pokud w; € {8}

\

Nakonec pro stanoveni vyslednych cifer z; pouzijeme jiz znamy piedpis:

Zj = (w]' — 4(]]') + qj—1 S {0, 1727374} =A
— ~~

e{-1,...,.3} €{0,1,2}

Pritom z; = z;(wj, gj, ¢j—1) = zj(wj, ¢;(wj, wj-1), ¢j—1(wj—1, wj-2)) = 2j(wj, wj—1,wj—2), tedy

p=2+0+ 1, a mame zde 3-lokalni konverzi.
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Porovnani priklada 7.1 (klasicky) vs. 7.3 a 7.5 (paralelni)

Je v nich stejna baze f = 4, ale rizné abecedy s riznou mirou redundance:

Priklad 7.3 Priklad 7.5 Priklad 7.1

A={0,1,...,6} A={0,1,...,4} A=1{0,1,2,3}
#A=T> |6 #A=5> |6 #A=4=|6|
p=2 p=3 neni redundantni, takze
neexistuje p-lokalni konverze
‘ Bp=4, A={0,.., 6} ‘ ‘ Paralelni s¢itani ‘
P [1] [of T[a] J2] [al T2 Jef o] |
x = 2 0 6 5 4 4 2 1
y - 3 4 5 4 3 2 1 0
| w o= xdy = 5 4 11 9 7 6 3 1 |
0o - [o 0 | [ 2 8] |[1 all |[o 0 |
0o - 1 4] |[2 8] |[1 -4 | [0 0 |
| z = oy = 1 1 6 5 2 4 2 3 1 |

Obrazek 7.1: ad piiklad 7.3 - paralelni s¢itani v numeraénim systému (3,.4) = (4, {0, ...

‘ B=4, A={0,.., 4} ‘ ‘ Paralelni s&itani

i [a] [z] [z [a] [a] [a] Jeo]| Jof |

x = 3 3 4 3 2 1 0 1

y = 4 3 4 1 4 2 2
|w=x+v= 3 7 7 7 3 5 2 3 |

0 = [ 2 8 | [1 -4 ] [1 4] [0 0 |

0 = 1 4| | 2 -8 | [1 -4 | [o 0 |
|z=x+y= 1 1 1 0 4 0 1 2 3|

Obrazek 7.2: ad priklad 7.5 - paralelni s¢itani v numera¢nim systému (3,.4) = (4, {0, ..

4}

Poznamka 7.6. V prikladech 7.3 a 7.5 se pro paralelni s¢itani pomoci p-lokalni funkce pouZiva

sice stejny predpis pro vypocet vysledné cifry z; = w;—B¢;+¢qj—1 jako v klasickém (neparalelnim)

piikladé 7.1, ale klicovy rozdil je ve zpisobu urc¢eni pomocnych koeficienti g; - tzv. prenosii

("carry propagation"). Pro klasické neparalelni s¢itani plati zavislost ¢; = ¢;(w;, wj—1, .
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- tedy na v8ech predchozich pozicich vpravo; zatimco pro paralelni sé¢itdni jen omezené zévislost

4 = ¢ (Wjtt,...w;,...w;_rs1 ) - tedy na pevném poctu sousednich cifer (vpravo i vlevo).

Piiklad 7.7. Prvni obecné vysledky o paralelnim s¢itani formuloval A. Avizienis: totiz pro
celoCiselné baze f = b > 3, b € N, s abecedami ve tvaru A = {—a,...,0,...,a}, kde g <a<b-1.
Vstupni s¢itance znacime obvyklym zptisobem: x = Zx]ﬂj, y = Zyjﬁj s ciframi z;,y; € A.

Postup sc¢itéani je pak nasledujici:

e nejdiiv pro vSechna j € Z zaroveil spocitat mezi-souctové cifry w;:

wj=zj+y; € A+ A={-2a,...,0,...,2a};

e pak pro vSechna j € Z zaroven urcit koeficienty ¢; € {—1,0,1} s jednoduchou zavislosti

¢; = qj(wj), tj. bez ohledu na sousedni pozice:

1 pokud wj; > a,
a4 =40 pokud —a<w;<a,

-1 pokud w; < —a;

e a nakonec, opét pro viechna j € Z zarovei, dopocet vyslednych cifer z; = w; —Bq; +qj—1 =

wj — bgj + qj—1 = zj(wj, ¢j(wy), ¢j—1(wj—1)) = zj(wj, wj—1), tedy p-lokalita s p = 2.
Ukazeme, Ze tento algoritmus funguje - tedy Ze vysledné cifry lezi ve spravné abecedé A > z;:

e Pokud —a < wj; < a, tak
zi=wj—b-0+¢gj—1€{-a+1,...,a—1} +{-1,0,1} = {—aq,...,a} = A
e Pokud w; > a, pak

zi=w;—b-14+¢qj—1€{a,...,2a} —b+{-1,0,1} ={a—b—1,...,2a — b+ 1}.
C D

Pritom plati

b

§<a = b<2a = b<2a—-1 = —-b>—-2a+1,
a odtud dostavame

C=a+(-b)—-1>a+(-2a+1)-1=-a
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D=2a—-b+1=a+a-b+1<(b—1)+a—-b+1=aq,

a tedy
{a—=b-1,...,2a—-b+1} ={C,...,D} C{—a,...,a} = A

e Pro w; < —a bychom ovéieni provedli analogickym postupem.

Priklad 7.8. Avizienistuv algoritmus pro bazi 8 = b = 4 s co nejmensi abecedou, kterou ur¢ime

z podminky g <a<b-1:

4
2=
2

b
:§<a§b—1:4—1:3 = a:=3, tedy A={-3,...,3}, #A=T.
Dal bude paralelni s¢itaci algoritmus pracovat analogicky jako v piikladu 7.3, ktery vyuziva

abecedu A = {0,...,6} stejné velikosti #.A4 = 7 a ma stejnou p-lokalitu p = 2.

Poznamka 7.9. Redundantni abecedu {—5,—4,...,4,5} pro decimélni soustavu pouzival uz
Cauchy [8], ktery své vypocty provadéné v klasické decimalni soustavé kontroloval vypoctem
s redundantni abecedou. Cauchy také konstatoval, ze v rozsifené abecedé je pouze malo pfenosu

cifry na sousedni pozici.
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Kapitola 8

Redundantni pozi¢ni soustavy

s algebraickou bazi

Zaméiime se postupné na otazky sméfujici k ziskani dalsich vysledka / obecnéjsich algoritmu

pro paralelni s¢itani:
o Které baze g € C vibec umoziuji paralelni s¢itani?

o Které abecedy A C Z (resp. A C Z[w]) pro danou bazi f € C umoziuji paralelni s¢itani?

Hledame minimalni velikost takové abecedy A, a pfislusny algoritmus paralelniho s¢iténi.

Kli¢ovym néstrojem k sestrojeni algoritmu paralelniho s¢itani je tzv. pfepisovaci pravidlo / repre-
zentace nuly pro piislusnou bazi 5, kde prepisovaci pravidlo obsahuje tzv. dominantni koeficient.
Takové prepisovaci pravidlo je vlastné jen vhodné vyjadfeni nuly (v bazi 3), které lze p¥i konverzi

abeced pric¢ist ¢i odecist v libovolném nésobku, za tcelem dospéni do cilové abecedy.

8.1 Paralelni s¢itani vyuzivajici silné a slabé reprezentace nuly

Dosud jsme pracovali jen s pfirozenymi bézemi 8 € N a s jedinym piepisovacim pravidlem ve

tvaru [1, — 0], coz je zkraceny zapis pro vyraz 1- 57+ — 3. 37 = 0. Nyni tento pojem zobecnime:
Definice 8.1. Bud g € C, || > 1. Rikéame, Ze 8 m4 reprezentaci nuly s dominantnim koefici-
entem, kdyz existuji b, bg—1,--.,b0,b-1,...,b_pt1,b_p takové, Ze plati

bk + g1 B 4 b0+ b BT =0

a navic existuje t > 1 takové, Ze

k
bo >t > |bl.
j=—h
J#0
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Specialné pro t = 1 je reprezentace nuly takzvané slabd (WRZ = Weak Representation of Zero),

pro ¢t = 2 hovofime o silné reprezentaci (SRZ = Strong Representation of Zero).
Véta 8.2. (SRZ-algoritmus) Necht € C, || > 1 md silnou reprezentaci nuly ve tvaru
S(x) =bpax® + -+ bz’ + - +b_pz ", b; € Z,

kde pTi znaceni B = by, M = Z?Z,hﬂ)j\ plati B > 2M. Pak existuje algoritmus paralelniho
J#0
s¢itand v numeracénim systému (3, A) s abecedou A = {—a,...,a} proa = [%1 +M [%-‘ .

Drikaz. Pfimo nalezneme potfebny algoritmus, procez si ozna¢ime pomocné parametry

, | B—1 o B-1
a = 5 c:= m,

tedy a = a’ + ¢M. Déale zna¢ime tzv. vnitini abecedu jako A’ := {—d/,...,0,...,d’}.
A+ A
1 1 I 1 l 1 1
T T I T | T T
—2a —a —a’ 0 a’ a 2a
cM cM

Postup algoritmu je pak nasledujici:

e Vstupy / sCitence maji tvar z = Z?:m ;i ay= Z?:m y; 3, kde zj,y; € A.

Mezi-soucet w =z +y = > (z; + y;) B9 = > iem w; 7, kde w; € A+ A.

Urceni koeficienti ¢; € {—c, ..., c} = @ tak, aby platilo w; — ¢;6 € A’ ={-d,...,d'}.

Cifry mezi-sou¢tu w; i koeficienty ¢; lze ziskat pro vSechny pozice j € {m,...,n} paralelné,

a stejné tak i cifry vysledné reprezentace z:

Vystupni cifry se vypocétou podle vzorce

k
Zj =W, — qu_lbl (8.1)
I=h

a lezi v abecedé A > z;, protoZe plati

k k
|25] = ‘Wj —qibo— > gjabi| < |wj—g;Bl+ > lgjllbel <
l=—h I=—h
1£0 1£0
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k
§a'+cZ\bllza'+cM:a.

I=—h
140

>y

Uréeni g; € @ je mozné diky tomu, Ze $ifka vnitini abecedy je A’ = 2a’+1, a tak se jisté da do A’
trefit alespon jednim bodem ve tvaru wj — ¢; B € Z, protoze B < 2a’ +1 (z definice o' = [%1 ).
Zachovani hodnoty zpracovavané reprezentace, tj. z = w, je zajisténo diky tomu, ze dochazi

pouze k pri¢itani vhodnych g;-nasobki reprezentace nuly - viz ilustrace:

| p-lokdIni konverze | p=t+l+r |

w = Wiias Wiias 1 Wisi Wi Wi Wiy W; Wiy Wisia Wis Wins Wis s Winy
2 = Qi Bt Geabe: - Geabealenbredienbre: - Opeibe ] gy | gubis Gpeber Gebee Guubuss G bry  Guby
o = Oeobh Gwabia . Feobeedieobeedieobess - Giaon B | Ginea By | Gias By Gpos Bew Ginos Bups GiniaBhna ... Gpaos B | Gpan by
o = Qe By G By o Gk Bes G by | Gia by Qb | by | guiby Geibez Guibes Gaby Qb2 By Gors by
a = Dymrss By Tyiinis Do O i Dy q; by 0; by q; by g; be q; b,y g; By q; by | Qs b Qs by e aby
o = Qe B Qe By | Qb Guabes Guabie Guabp | Quabs | 9uuby s b | Qoir By Gias By Qe By Qs by
a = LT | Oyies by [ 1 Byris Ojies brs st Dol G s busa] Gies By Ops2 Buria Opss Busio Qpna Busis Oiez Bris Qua Bei
2 = Guebs G by - Geben Gebie Giebees Qe bei ] Gebse | g by o O Breio Gias Breis G By o Oabes G beys
z = Zina Tt Zimn Ziu Ziwa T z ., L Za Zay Zaun Zas

n+k ' n+k n+k ntk
z = Z Zj/B]: Z Z%—lbl 6J_ Z wjﬁj Z Z q;j— lblﬁj_
j=m—h j:m—h l=—h j=m—h j=m—hl=—h
n+k
—w— >y Z bl =w =) Z b ) B =w—> 0-¢p =w—0=uw,
j=m—hl=—h s€Z \l=—h seZ
——
=0

kde gs =0pros ¢ {m—h,....,n+k}, a Zf”th b3t = 0, protoze 3 je koFenem SRZ.

Pro urceni p-lokality funkce v algoritmu diky zéavislosti ¢; = ¢;j(w;) plati

2j = 2 (Wi, Qs - - -5 Qs - - Qjtn) = 25 (W5, G-k (Wj—k), -+, @ (W) - -+, Gipn(Witn)) =

= 2j(Wjghs - W, ..., wj_p) = p=h+1+k.

O

Priklad 8.3. Paralelni s¢itani pomoci SRZ-algoritmu, v bazi 5, kterda je nejvétsim kofenem

polynomu 233 — 9% — B+ 1. Mame zde tedy rovnou k dispozici silnou reprezentaci nuly ve tvaru
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S(z)=—-22x+9+2 ! —272 tedy k = 1, h = 2, a dominantni koeficient ma hodnotu 9. Déle

B=by=9 M = |bj| = |2+ [1] + 1] = 4
J7#0
, [B=1] TJo-1]_ 2 N I B O
Tl T 2 | T “Tlem-2m)| T |20-8)|
Vychozi abeceda numera¢niho systému je A = {—20,...,0,...,20}, pomocna vnitini abe-

ceda A" = {—4,...,0,...,4}, a koeficienty ¢; jsou z mnoziny Q@ = {—4,...,0,...,4} =
{=¢,...,0,...,c}.

Algoritmus paralelniho s¢itani zatne od mezi-souétu w = = + y:
w= ijﬂj = Z(:Uj +y;)), kdew; € A+ A={-40,...,0,...,40}.
J J

Pro v8echna j paralelné uréime ¢; € Q@ = {—4,...,0,...,4} takto:

(

4 pro w; € {32,...,40}
3 prow; € {23,...,31}
q; =142 prow; € {14,...,22}

1 prow; € {5,...,13}

0 prow; € {—4,...,4}
a symetricky pro zaporna w; € {—40,...,0}. Tim je splnéno
wj—qu:wj—9qj S {—4,...,0,...,4}2./4/.

Dale pro v8echna j paralelné uréime z; € A= {-20,...,0,...,20} predpisem

1
Zii=wi— Y giib=wj — (g42b-2 + g11b-1 + gjbo + ¢j1b1) =
I=—2

=w;j — (—qjr2 + g1+ 9¢; — 2¢;-1) =

= (wj - 9qj) + (Qj+2 —qjr1+ 2qj_1) c A+ Q+Q+2Q = A.
cA Q+Q+2Q

Vyse uvedeny SRZ-algoritmus ma sice docela snadny vypocetni predpis, ale zato funguje

na relativné velkych abecedach. Dale se snazime pracovat s abecedami mensi velikosti, za cenu

vvvvvv

reprezentaci nuly).
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Véta 8.4. (WRZ-algoritmus) Necht 5 € C, |5| > 1 md slabou reprezentaci nuly ve tvaru
W(.T}):bkl'k—i-"'—‘rbo.%'o-i-"'-f—b,h:(}h, bjEZ,

kde znacime B = by, M = Zé?:,h]bj\ a plati B > M. Pak existuje algoritmus paralelniho séitdani
J#0

v numeraénim systému (3, A) s abecedou A = {—a,...,0,...,a} proa= {%-‘ + M.

Diikaz. Pfimo nalezneme takovy algoritmus. Oznaéime a’ := {%—‘, takze a = a’ + M, a opé&t

pouzivame tzv. vnitini abecedu ve tvaru A’ = {—d/,...,0,...,d'}.

Postup algoritmu je nasledujici:

e Vstupy / s¢itance maji tvar x = Z;L:m z;Bay= Z?:m y; 87, kde zj,y; € A.

n
g=m

e 7 nich vytvorime (pro vSechny pozice j zarovei) cifry mezi-sout¢tu w = z+y =>"_ (z;+

y)B =3 wiBl, kde wj = xj +y; =€ A+ A.

a

e Vypocet pomocnych koeficientt i vyslednych cifer probéhne v s cyklech, kde s := { B M—‘ .

Postupné pro ¢ = 1,...,s provadime dvojici kroki, a to na vSech pozicich j zaroven:

— ur¢eni ¢; € {—1,0,1} = @ predpisem

0 pro wj € A’

sgn(w;) pro w; ¢ A’

— a dopoctem w; := w; — Zf:,h qj—1br-

n—+sk

e Nakonec, po s provedenich cyklu, obdrzime kone¢ny vysledek z = jmm—sh %j (7 s ciframi

zj € A, kde z;j := w; z posledniho s-tého cyklu.

e V kazdé iteraci (i = 1,...,s — 1) se maximalni velikost cifer |w;| zmensi o hodnotu (B —

M) > 1, diky nerovnosti:

k k
2] = Jwj—qibo— D bt < |w; —qBl+ Y gl bl <

I=—h I=—h _

l;éO l;éo EQ*{_LOVI}
k

< |wj—q;Bl+ > |bi| =|w; —q¢;B|+ M.
I=—h
1£0

Nize uvedend ilustrace ukazuje ptisobeni jednotlivych cykli na cifry w;: malé cifry w; uz

lezi piimo v A’ zatimco vétsi cifry se k A’ piiblizi o hodnotu (B — M) pii kazdém provedent
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cyklu. V posledni iteraci ¢ = s uz bude |w; — ¢;B| < d, a tedy z; € A:

|zj| < |lwj —¢;B|+M <d + M =a.
A
c /

WRZ-algo

=) J

e Zachovani hodnoty reprezentace z =}, 2B = > (T + y;)B = x +y pii aplikaci WRZ-

algoritmu lze ukazat analogicky jako pro algoritmus SRZ.

e Pro vyhodnoceni p-lokality funkce ve WRZ-algoritmu si uvédomime jednoduchou zavislost

¢; = qj(w;). V kazdé iteraci, kterych je dohromady s, plati:

zj = zj(wj, G-k(Wj—k), - Gah(Wign)) = 25 (Wjgh, - W, wjik)

tedy v kadém jednotlivém cyklu je diléi p = h+k+1, a za s cykli pak celkové p = s(h+k)+1.
O

Piiklad 8.5. Paralelni séitani pomoci WRZ-algoritmu, ve stejné bazi § jako v piikladu 8.3
(nebot SRZ je rovnou také WRZ) - tedy plati:

283 —982 —B+1=0 k=1 h=2.

Slaba (ale i silnd) reprezentace nuly je W(x) = —2x + 9 + 2~ ! — 2. Dale plati

B=by=9 M= "|bj| = 2] +[1] +[1] = 4
J#0
B-1 9—-1 a 8
/: — :4 — — :2
a=ad +M=4+4=38 A={-8,...,0,...,8}.

Pro paralelni konverzi z A+ A = {-16,...,0,...,16} jsou potiebné s = 2 iterace:
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e Prvni iterace: vychozi w; € A+ A= {-16,...,0,...,16}, pro vSechna j zarovenr ur¢ime

1 pro w; € {5,...,16}

qg; =40 prOwje{_4a"'a07“"4}:'/4/

-1  prowj; € {-16,..., -5},

(wj — Bqj) — (gj+20—2 + ¢j+1b-1 + ¢j—1b1) =

w; =
= (wj —9¢j) — (—qj+2 + ¢j+1 — 2¢j—1) € {—11,...,0,...,11}.
e{=T,...,7} c{—4,.. 4}
e Druha iterace: vychozi w; € {—11,...,0,...,11}, pro vSechna j zaroven ur¢ime
1 pro w; € {5,...,11}
g =40 prow; € {—4,...,0,...,4} = A

-1 prow; € {-11,..., -5},

.8 =A.

zj = (wj — 9¢j) — (—qj+2 + ¢j+1 — 2¢;-1) € {=8,...,0,
e{—4,...,4}

e{—4,..4}

P1i porovnéni velikosti abeced A versus lokalit p pro SRZ-algoritmus a WRZ-algoritmus v téze

bazi 233 — 982 — B+ 1 = 0 vidime, 7e vétsi velikosti abecedy A odpovidd mensi p-lokalita (tj.

jednodussi vypocetni formule v algoritmu):

Priklad 8.5

Piiklad 8.3
p=sk+h)+1=21+2)+1=7

p=k+1+h=1+1+2=4
H#A =41 #A=17

Pozorovani 8.6. Obecny algoritmus pro paralelni s¢itani na abecedé A pomoci p-lokalni funkce

1ze technicky realizovat jako vyhledavani v tabulce (tzv. Lookup Table = LuT) o velikosti
#(LuT) = (#(A+ A))P.

Vyhledané p-tici cifer z vychozi abecedy A+ A pfifadime vyslednou cifru z; € A z cilové abecedy

..,wj—r) = Zj:Zj('LUj_,_t,...,wj_r)EA.

(#(A+ AP S (wyyy, ...
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Pozorovani 8.7. Pro realizaci algoritmu paralelniho s¢itdni na abecedé A neni nutno vytvorit
pfimo predpis pro paralelni konverzi z (A +.4) do A. Misto toho sta¢i zvolit mnozinu D takovou,
Ze plati

A+D+D+---+DDA+ A,
d—krat

a pritom existuje paralelni konverze z A + D do A. Tuto paralelni konverzi (z A+ D do A) pak

pouzijeme d-krat, a dostaneme kyzeny vysledek.

Piiklad 8.8. Pro vychozi abecedu A = {—m,...,0,..., M} C Z po sobé jdoucich cely ¢isel,
kde m, M € N, je souctova abeceda A+ A = {—2m,...,0,...,2M}. Tu lze rozlozit na A+ .A C

A+D+D+ -+ D s pouzitim D = {—1,0, 1}, kde d = max{M, m}. Zde staci mit k dispozici

d—krat
paralelni konverzi z A+ D ={-m —1,...,M + 1} do A, a pouzit ji d-krat po sobé.

Tvrzeni 8.9. Pokud existuje algoritmus paralelniho scitdni v numeracnim systému (3,.A) s ce-

lociselnou abecedou A C Z, pak bize 8 C C je algebraické c&islo.

Diikaz. Predpokladame existenci paralelni konverze z A 4+ A do A, a uvazujeme vychozi repre-

zentaci w = Y7 w;B s ciframi w; € A+ A, kde alespoii jedna cifra w;, € (A + A)\ A. Po

Jj=m
n—+r

provedeni paralelni konverze dostaneme z = 2j B9, kde zj € A a pritom

j=m—t
n+r n
z = Z 2B = Z w; B = w, nutné tedy
Jj=m—t j=m
n+r n+r
z—w = Z (zj —wj) B! = Z v =0,
j:m—ti’—/ j=m—t

Uy

kde vj, = zj, — wj, # 0, protoze z;, € A, ale wj, ¢ A, a tak z;, # wj,. Tedy (3 je kofenem

n+k

celo¢iselného polynomu Jmm—h vjﬁj , ktery neni nulovy, proto [ je algebraické ¢&islo. O

8.2 Baze umoznujici paralelni s¢itani

Vratme se ke diive poloZzené otéazce, které baze 5 € C, |3 > 1 viibec umoziuji paralelni s¢itani?
Pfitom uvaZzujeme celoCiselné abecedy 0 € A C Z. Nyni uz tedy vime, Ze baze [ pro paralelni
sCitani nutné musi byt algebraické ¢islo. Dale predvedeme postup, jak pro dané algebratické ¢islo
hledat polynomy typu SRZ nebo WRZ - a pokud to je mozné, pak takové algebraické ¢islo je

vhodnéa béze pro paralelni séitani (napf. pomoci SRZ- nebo WRZ-algoritmu).

Véta 8.10. Bud o € C, |a] > 1 algebraické ¢islo stupné d € N se sdruZenymi koFeny

ai,qo,...,aq (véetné samotného o), kde |aj| # 1 pro vSechna j = 1,...,d. Pak pro libovolné
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t > 1 existuje celociselnsj polynom Q(z) € Z[x] ve tvaru Q(z) = apx™+a12™ 1+ +am_17+am

a index jo € {1,...,m} tak, Ze Q(a) = 0 a pFitom |aj,| >t -3 1 |aj].

J#Jo
Poznamka 8.11. Takto ziskané Q(z) € Z[x| je reprezentace nuly pro bazi a. Pfi volbé t = 1
ziskdime WRZ, pfi volbé ¢ = 2 ziskdme SRZ.

Diikaz. Postupujeme konstruktivné - tedy pro zvolené o € C a t > 1 pfimo vyrobime hledany

polynom Q(x) € Z[z]. Nejprve ozna¢ime miniméalni polynom algebraického ¢isla « jako

H(.Z') = hg .I'd + hll'd_l + -+ hd_ll‘l + hd.%'o € Z[l’] ;
20

vydélime H (z) koeficientem hg € Z \ {0}, a tak ziskany polynom oznac¢ime G(x) € Q[x]:

1 h ha_ h
G(e) i= - H(x) zxd+h—;xd*1 +oo Zolxl +h—zx0 =

d
=2+ g o+ gaan 4 gaa® = H(l‘—aj)-
j=1

Pro matici spole¢nici polynomu G(z), kterou ozna¢ime M a méa tvar

—g1 10 ... 0
—gp 01 ... 0

M := GQdXd
—39d—1 0 0 ... 1
—gq 0 0 ... 0

plati, Ze G(x) je (—1)%nasobkem charakteristického polynomu y (M):

-ggo—x 1 0 ... O
—g2 -z 1 ... O
X(M) = det(M —al) = | ol =
—dd—1 0 0 ... 1
—4dd 0 0 ... —x
—x 1 0 —g2 1 0
0 —x ... 0 : ST
= ()" g -2 | [H (DT =
: : R —ga—1 0 ... 1
0 0o ... —z —gq 0 ... —x
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—x 1 0 —Jgs3 1 0
=(—g —a) ()" = (1) (=g2)- | T =D =
0 o0 ... 1 —94—1 0 ... 1
0O 0 ... —x —g¢ 0 ... —x
—43gs3 1 0

= (=1)%% + (=1)%ga® ! + (=1)g2® 2+ | T T |=...=
—dd—1 0 ... 1

—4gd 0 ... —=x
=(-1)¢ <a:d + g2t 4 g2 4 gea? 3 4+ gd> = (-1 G(z).
Ze vztahu

d
(M) = det(M — 2T) = (~1)*- G(z) = (~1)* [ (@ — @)
j=1

vime, Ze vSechny sdruzené kofeny o jsou taky vlastnimi ¢isly matice-spole¢nice M. Odtud vy-

plyva, ze a? jsou vlastni ¢isla matice M™ pro v8echna n € N. OznaCme

d
Gn(z) = H(x —aj) = 2+ g1(n)zt + -+ ga_1(n)x + ga(n), pro

<
—

gin)= (=1 > afal...af, kdeS;={IC{l,...,d}|#I=j}.
(i1,...,15)ES;

Potom

X(M) = det(M™ — 1) = (~=1)% - G, (z) € Q[z].

Diky predpokladu |a;| # 1 pro viechna j mizeme kofeny o sefadit sestupné podle velikosti:

la1] > Jag| > -+ > Jaj, | > 1> |aj 4] > -+ > |adl,

kde zna¢ime jg = max{j | |a;| > 1}. Diky || > 1 je jg > 1, a pro kazdou j-tici (i1, ...,i;) €
S;\{1,...,jm} plati
2y oy,
ay - aj,
Potom
. o o _ 0 pro viechna (i1,...,4;) € S;\{1,...,jm}
nree Aty L pro (i, i) = (L. ja).
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Odtud

. gj(n) (1Y EleS ajag ... 0‘% 0 pro j # ju
lim . o = 11_>m n = '
n—oo al ...ajH n—o0 al OéjH (_1)J proj :jH,
kde I = (i1,...,7;). Pro dané ¢t > 1 tedy jisté nalezneme ny € N takové, Ze plati

, a tedy

nO

JH

’ ‘g]H nOnO St Z ’gj nO
a . .
7j=1

J#IH

197 (n0)| > £+ > g5 (no)l. (8.2)

J#IH
Timto postupem obdrzime polynom
d
Gy () = H(JU —aj) = 2%+ g1(no)z " + -+ + ga(no),
j=1

no

jehoz kofeny jsou a;” a jehoz koeficienty splhuji vztah (8.2). Potom «; jsou kofeny modifikova-

ného polynomu
d
=[Jw™ — a*) =y + g1 (no)y™ ™V + - + ga(no),
=1

pii zavedeni substituce x = y™°. Polynom G, (y"°) méa racionalni koeficienty, pfevedeme ho do
Z[y] vynasobenim vhodnym celym ¢islem K (které mizeme volit jako nejmensi spole¢ny nasobek

jmenovateltl viech g;(ng)). Potom hledany vysledek ma tvar

K- Gno(y™) = Q(y) € Z[y] Jo =10 jm -

O

Poznamka 8.12. Takto ziskany polynom Q(y) € Z[y] ma sice stupen ngd, ale pfitom maximalné
d+1 nenulovych koeficientti. P¥i jeho pouziti v algoritmu paralelniho s¢iténi lze fakticky pracovat

v ng procesech nezavisle vedle sebe.

Priiklad 8.13. VySe popsanou konstruktivni metodu aplikujeme na konkrétni bazi g = 7, zlaty

fez. Jeho miniméln{ polynom a matice spole¢nice maji tvar

Hz)=2>-2z-1=G(z) , M=
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Matici spole¢nici M postupné umociujeme

a sledujeme charakteristické polynomy mocnin M"™:

det(M? — zl) =22 =324+ 1 = WRZ pro 7 je W(z) = 2% — 322 + 1
det(M? — 2) = 22 — 4z — 1

det(M* — zl) = 22 — 72 +1 = SRZ pro 7 je S(z) = 2® — 72" + 1.

Pro bazi zlaty ez jsme tedy dospéli k algoritmim paralelniho s¢itani WRZ a SRZ s parametry

SRZ WRZ

S(z)=a% -7zt +1 W) =a* —32% +1
B=7>2-2=2M B=3>1-2=M
A={-5,...,0,...,5} A={-3,...,0,...,3}

4 €Q={-1,0,1} 4 €Q={-1,0,1}

zj = (wj = 7q;) + (¢j—4 + ¢j+4) zj = (wj = 3q5) + (¢j-2 + gj+2)

bézi v 1 iteraci bézi ve 3 iteracich
p=k+1+h=4+14+4=9 p=sk+h)+1=3(2+2)+1=13.

V piipadé SRZ se pfi rozdéleni na 4 soubé&zné procesy (na pozicich j = 4i, j = 4i+1, j = 4i+ 2,
j = 4i + 3) p-lokalita algoritmu snizi na p = 1+ 1+ 1 = 3, s vyhledavaci tabulkou o velikosti
#(LuT) = (F#(A+ A))P = 213 ~ 9,3-103. V pifpadé WRZ se rozdélenim na 2 soub&zné procesy
(pro pozice j = 2i, j = 2i + 1) p-lokalita algoritmu snizi na p = 3(1 + 1) + 1 = 7, a vyhledavaci
tabulka ma (maximalni) velikost #(LuT) = (#(A + A))? = 137 ~ 6,3 - 107.

Véta 8.10 ukazuje, Ze algebraické ¢islo, jehoz v8echny sdruzené kofeny lezi mimo jednotkovou
kruznici, miZze byt bézi pro numera¢ni systém s paralelnim s¢itdnim. Nésledujici tvzeni adresuji
situaci opacnou - tedy algebraicka ¢isla, kterd maji néktery ze svych sdruzenych kofent na
jednotkové kruznici. Ukazuje se, Ze v takovém piipadé neexistuje algoritmus paralelniho s¢itani

vibec (bez ohledu na velikost abecedy).
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Véta 8.14. Bud 5 € C, |B| > 1 algebraické cislo se sdruzenym kotenem v € C, |y| = 1.
Bud't > 1 (libovolné). Pak B neni koienem Zddného celociselného polynomu T (x) = Z;'l:o b; 37
s vlastnosti |bo| >t - ch:l pro jo € {0,...,d}.

J#Jo
Diikaz. Pro dukaz sporem predpokladejme, Ze existuje T'(z) s pozadovanymi vlastnostmi. Potom
v8ak nejen T'(8) = 0, ale i T'(y) = 0, protoze T'(z) je nutné délitelny minimalnim polynomem

spole¢nym pro v a 5. MuZzeme vyjadrit

bjyy = — Z bj7’, a nasledné

J#jo
[bol = [bjo VPO = 1007 = | D by | < D bl =D ol < t- ) 1yl
J#Jo J#Jo J#Jo J#Jo
COZ je spor. O

Disledek 8.15. Bud § € C, |8]| > 1 algebraické ¢islo. Pak B md SRZ, resp. WRZ, pravé kdyz

B nemd Zadny sdruZeny koten v na jednotkové kruznici.

Poznamka 8.16. Algebraické ¢islo [ i jeho sdruzené kofeny -~ maji stejné vlastnosti ohledné
paralelniho s¢itani na celo¢iselné abecedé, nebot kli¢ovym nastrojem algoritmi paralelniho s¢itani

jsou minimélni polynom a jeho nasobky v Z[z], coZ je pro 8 a «y spolecné.

Nésledujici pomocné tvrzeni (Lemma 8.17) vyuzijeme dale k dikazu faktu, Ze pro algebraické

¢islo se sdruzenym kofenem na jednotkové kruznici neni paralelni séitani viibec mozné.

Lemma 8.17. Necht v € C lezi na jednotkové kruznici, tedy |y| = 1. Pak ezistuje nekonecné

mnoho j € N takouvijch, Ze Re(y7) > %
Diikaz. Zapisme v ako v = €', kde ¢ € [~m, ], a oznaéme I = [—%, %] Pak

— jpe [—gg] 4 2r =T +2r, kde L€ 7.

Nejprve ukazeme, Ze pro kazdé ¢ € [—m, ] existuje j € N, j > 1 tak, ze jp € I + 2l7 pro n&jaké

[ € Z. Rozdélme interval [—7, 7] na ¢asti {0}, (0, %ﬁ), [%’r, ?ﬂf) = [%, %r), [%, 110—2”) = [%TW’ %r),

[%,ﬂ'} = [110—2”,#], [—7,0), a pro kazdou z nich nalezneme j € N\ {1} splaujici jp € I + 2[r.
1. Piipad ¢ = 0 je trivialni, 0 = jp € I pro vSechna j € N.

2. Pro ¢ € (0, %’T) ur¢ime hledané j € N\ {1} pfedpisem j := % : %”1 Tedy j je nejmensi

prirozené ¢islo, pro které plati jo > %’T Urcité j > 1, protoze j > %5% > % . 53? = % > 1.

Délevime,ie%’r§jg0<5?”+g0<5§+2§=%,atedngoef+27r.

3. Pro ¢ € [%’r, ?ﬂf) [%T, %) plati 3¢ € I 4 27, tedy j := 3.
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4. Pro ¢ € [%TW? ‘%’r) = [%, 110—2”) plati by € I + 4w, tedy j := 5.
5. Pro ¢ € [%’r,w] = [%’r,ﬂ plati 2p € I + 27, tedy j := 2.

6. Pro ¢ € [—7,0) ozna¢ime & := —¢ € (0,n]. Podle pfedchozich bodi mame pro & ¢islo
Jj € N\ {1} takove, ze j§ € I + 2im pro | € Z. Toto j je pravé také hledanym nasobkem ¢,
jelikoz plati jo = j(=¢&) € —1 — 2km = I + 2(—k)m, diky symetrii [ = —1.

Déle pro ¢ € [—m, 7] pomoci matematické indukce najdeme nekone¢nou ostie rostouci posloup-

nost pfirozenych &isel j; tak, Ze j;¢ lezi v intervalech tvaru I + 2iw sl € Z, pro vSechna ¢ € N.

e Pro inicia¢ni krok n = 1 méame ¢ € [—7, 7], a tedy z pFedchoziho odvozeni vime, Ze existuje

j1 € N\ {1} tak, ze j1¢ € 2im pro n&jaké | € Z.

e Proindukéni krok n — n+1 vyuzijeme indukéniho predpokladu - tedy existence j,, € N\ {1}
takového, ze jno € I + 2k, pro néjaké k, € Z. Oznacime

@ = jnp — 2kpm € 1.
Pomoci postupu z prvni ¢asti ditkazu nalezneme j € N\ {1} takové, Ze
jo € I+2knr pro ndjaké keZ.
Potom plati

3% = j(ng — 2knm) = (Jin)p — 2(Gkn) pi € I + 2kr
(Gin)p € I +21(k + jkn) .

Oznacime-li ju11 1= jjn akpy1 = k +§'kn, pak jn+19 € I + 2k,417 je hledany nésobek
thlu .

Re(vi)

1/2 1
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Véta 8.18. Bud B € C, |B| > 1 algebraické cislo se sdruZenym koienem vy, |y| =1. Bud A C Z

abeceda, {0,1} C A. Pak scitani v numeracnim systému (3, .A) nelze provddét paralelné.

Diikaz. Abychom dospéli ke sporu, predpokladejme existenci p-lokalni konverze z (A + A) do A
v B ve tvaru
¢: (A+ AP — A

Ozna¢me
p—1

>4

=0

S := max taj € Ay

Déle vyuzijeme télesovy isomorfismus o : Q(3) — Q(v) splitujici

oy)=c D 4B | =D e =V
; j

Diky vlastnosti |y| = 1 z lemmatu 8.17 existuje nekoneéné mnoho j € N\ {1} takovych, ze
Re(y7) > % Lze najit konstantu NV € N, N > p a posloupnost cifer (¢;);en,, €; € {0,1}, pro néz

N-1
Re Z gy | > 28.
§=0
Stadi volit &; := 1, pokud Re(y7) > %, a € := 0 v ostatnich pfipadech. Ozna¢me

T := max

N-1
Re Zajfyj ‘:ajEA ,
Jj=0

a necht z := Z;y;ol z;87 je vzor prvku 2’ = o(x), pro ktery T = |Re(z’)|. Plati vztahy

N-1 N1 ‘ N-1 '
= iy =Y wieB) =0 | > 28| =ox)
5=0 7=0 5=0
N-1 N-1
R N = ~d o~
e(z')| = | Re Z Ty > | Re Z €57y > 26.
j=0 §=0

Pomoci p-lokalniho algoritmu paralelniho s¢itani se¢teme x + x do reprezentace z ve tvaru

N+p-1 N-1 -1
rT+x= Z zj57+szB]+szﬂ], zj € A.
Jj=N J=0 j==p
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Uréime obraz hodnoty x + = v télesovém izomorfismu o:

N+p-1  N-1 -1 '
olr+x)=2"+2" = Z ziy + Z 2y’ + Z ziv?,
i=N j=0 i=p
pro ktery pak plati
N+p-1 - N-1 4 -1 '
2T = 2|Re(2’)| = |Re(z' + 2")| = | Re Z zy + Y oz + Z ziv) || <
J=N Jj=0 Jj=-p
p—1 N—-1 p—1
< 7¥]-|Re (Z le\wl) + | Re Z 2yl | | +177P|-| Re (Z zl_pvl> <T+25.
~ 1=0 =0 7 1=0
gs <T
Tedy T < 25, ale pritom
N-1
25 < Re Z ey | <T,
j=0
odtud T' < 2S5 < T, coz je hledany spor. O

Disledek 8.19. Bud 8 € C, |B| > 1. Pak existuje abeceda A C Z, {0,1} C A takovd, Ze
v numeracnim systému (B, A) lze paralelné séitat, pravé kdyz B je algebraické cislo, jehoZ vsechny

sdruZené kofeny lezi mimo jednotkovou kruznici.

Nyni uz tedy vime, které ¢isla 8 € C jsou vhodna jako baze pro numeraéni systémy (f3,.4)
s paralelnim séitanim. Déle budeme zkoumat, které abecedy A C Z lze v numera¢nim systému
(8,.A) pouzivat k paralelnimu s¢itani. Sice je zndmo, Ze k tomu je nutné jistd mira redundace -

ovSem jak velka redundance to musi byt?

Priklad 8.20. Pro =4 je abeceda C = {0, 1,2, 3} neredundantni. V piikladé 7.5 jsme ukézali
algoritmus paralelniho séitani v systému (3,.4) pro abecedu A = {0,1,2,3,4}, ktera je redun-
dantni. Zde tedy staci velikost abecedy #A4 = 5 = 4 + 1 = #C + 1, neboli rozsifeni zakladni

abecedy C pouze o jeden prvek, a tim uz je paralelni s¢itdni umoznéno.

Analogicky to funguje pro vSechna = +b, kde b € N\ {1} - tedy k paralelnimu s¢itéani v técho
béazich postacuji abecedy ve tvaru {0,1,...,b—1,b}, tedy #A4 = b+ 1 = #C + 1. Tento vysledek
pro kladné celo¢iselné baze jako prvni odvodil B. Parhami [22].

27 -1) jsme

Priklad 8.21. Pro bazi f§ = 7 - zlaty fez (kofen minimélniho polynomu 7
v piikladu 8.13 ukéazali algoritmy paralelniho séitani s pouZitim abeced o velikosti #A4 = 11
(pro SRZ-algoritmus), resp. #A4 = 7 (pro WRZ-algoritmus). Nyni oviem pfedstavime jesté tieti
algoritmus paralelniho s¢itani pro tuto bézi, s abecedou o velikosti pouze #.A4 = 3 = #C + 1, kde

C ={0,1} je zakladni abeceda (se kterou lze v bazi T reprezentovat celé R).
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Uvazujeme abecedu A = {0,1,2} jakozto cilovou (po paralelni konverzi) a abecedu B =
{0,1,2,3} jakozto zdrojovou; hledame tedy paralelni konverzi B EA A. Jeji vzor znacime
w = Zj w; B s ciframi w; € B, a obraz s ciframi z; € A je z = Zj z;37. Pouzijeme sice
stejnou reprezantaci nuly jako ve WRZ-algoritmu: [—1,0, 3,0, —1], ovSem rozdil je ve zpiisobu

urceni pomocnych koeficientt ¢; € {0,1} = Q:
e urceni g; (pro v8echna j zaroven):

;

1 pro (w; =3)
1 pro (w; =2) A (wj—2 > 2V (wjq2) > 2)
1 pro(w;=1)AV

qj ==
0 pro(wj =2) A (wj—2 <1Awjp2 < 1)
0 pro (w; =1)A(=V)
0 pro (wj =0),

kde podminka V' mé tvar

[(’LU];Q = 3) A (’LUJ'+2 = 3)] V [(wj,2 = 3) A (wj+2 =2A W44 > 2)] V

V (w2 =2 Awj—4 2 2) A(wjyz =3)] V[(wj—2 =2Awj—s4 > 2) A (wjt2 =2 A wjrs > 2)];

tedy ¢; = q;j(wj14, wjr2, W), wj—2,w;j—4) € {0,1} = Q;
e apak (opét pro viechna j zaroveil) dopoc¢teme vysledné cifry z; := (w; —3¢;)+(gj—2+qj+2).

Spravnou funkénost algoritmu dokdzeme rozborem vsech variant / kombinaci vstupnich hodnot

w; a sousedt Wj42, TESP. Wjt4:

e Pro w; = 2 se piifadi ¢; := 1, jen kdyZ je zaruceno, Ze alespoii od jednoho souseda piijde
gj—2 = 1 nebo gj42 =1 = pak z; € (2—-3)+ ({1} +{0,1}) = {0,1} C A; v opacném
piipadé je g; := 0, a vysledné z; € (2 —0) + ({0} + {0}) = {2} C A.

e Pro w; = 1 se urci ¢j := 1, jen kdyz je jisté, Ze od obou sousedi pfijde gj_2 = gj12 = 1
= pak z; = (1 -3)+ (1 +1) =0 € A; v opatném piipadé je g; := 0, a vysledné
z; € (1-0)+ ({0} +{0,1}) = {1,2} C A.

e Prow; = 3 zcelajasné gj := 1 = vysledek z; =€ (3—3)+({0,1}+{0,1}) = {0,1,2} = A.
e A pro w; =0 opét jednoznatné = z; € (0—0)+ ({0,1} +{0,1}) = {0,1,2} = A.

Vidime tedy, Ze rozsifena abeceda A = {0, 1,2} o velikosti #.4 = 3 je dostate¢né redundantni,

aby umoziiovala paralelni s¢itani. OvSem zakladni abeceda C = {0, 1, } o velikosti #C = 2 byla
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redundantni také, diky reprezentaci nuly [—1,1, 1] - tj. pfimo ve tvaru minimalniho polynomu.

MiiZzeme totiz tvorit rizné koncené reprezentace téhoz Cisla:
(Tp oo 2011y g .. x))r =2 = (Ty ... 2 100Z g ... 27) 7.

Bylo tedy opravdu nutné rozsirfovat zékladni abecedu C o jeden prvek navic?

Priklad 8.22. Existuji i numera¢ni systémy (5,.4) = (8,C), kde uz zakladni abeceda C je

dostatecné redundantni pro algoritmus paralelniho s¢itani: napiiklad pro bézi s minimalnim

5+v52—4 _ 5+v21
5 =255~ 4,79

polynomem 32 = 53—1 a reprezentaci nuly [1, —5, 1]. Kladny kofen 3 =
mé velikost z intervalu (4,5) > |f|, a zakladni abeceda C = {0, 1,2, 3,4} staci k reprezentovani

viech z € RT pomoci hladového algoritmu:

e Pro dané x € R* najdeme n € Z tak, aby = € [, ") = pak

e 3 {5 v -vsace

e Dile o/ :=x—x,6" € [p", ") —p"- Lﬂ%J C [O,ﬂwrl —4p™) C [0,8™),
<pBm™

protoze 6n+1 — 5571 _ﬂn—l —_— l@n-ﬁ-l —4,8” — Bn _ Bn—l < Bn

e V dal3im kroku postupujeme analogicky: x,_1 := Lﬂf—l_lj €{0,...,|8]}=A0,...,4} =,

a dale takto cyklus pokracuje pro nizsi cifry / pozice n —2,n — 3, ....

Pfitom C je redundantni, protoZe pomoci odvozené reprezentace nuly [1, —4,—4,1] lze tvofit

ruzné konecné (3, C)-reprezentace stejnych &isel (pro a,b € {0,1,2,3}) ve tvaru
(xr a44b zp) =z = (x (a+1)00(b+ 1) zR).

Abecedu A = C = {0, ...,4} pouzijeme pro paralelni s¢itani, respektive pro paralelni konverzi z

vychozi abecedy B = {0, ...,5} do cilové abecedy A = {0, ..., 4} pomoci nasledujiciho algoritmu:
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e vstupni reprezentace w = Zj w;37 s ciframi w; € B ={0,...,5} uréuje pomocné koefici-

enty ¢;j := ¢j(wjt2, Wjt1, wj, wj—1,wj—2) € {—1,0,1} = Q predpisem

N (wj—1 2 4\/wj+1 > 4)

(

(
q; =
(wj—1 <3 A wjy1 <3)
(

-U)

\

kde U je podminka ve tvaru

[(wj1=5)V(wj—1 =4 Awj2=4)] A [(wjs1 =4ANwjt2 > 4)V (wj41 =5)];

e nésledné, s vyuZitim reprezentace nuly [1, —5, 1], uréime vysledné cifry (na vSech pozicich

J zéroven) predpisem z; := (w; — 5¢;j) + (¢j+1 + gj—1) € A.
Dikaz, ze algoritmus funguje, se provede opét analyzou vSech variant / vstupt w; a sousednich:
e Prow; € {0,1,2} vzdy ¢; :==0 = z; € ({0,1,2}—0)+({0,1}+{0,1}) = {0,...,4} = A.
e Pro w; =5 je evidentné ¢; :=1 = z; € (5—5) + ({0,1} +{0,1}) € {0,1,2} C A.

e Pro w; = 4 se urci g; := 1, pravé kdyz od alespon jednoho souseda priijde gj;1 = 1 nebo
¢gj-1 =1 = pak z; € (4—-5)+ ({1} +{0,1}) = {0,1} C A; jinak g; := 0, a nésledné
2, €(4-0)+(0+0)=4€ A

e Pro w; = 3 se urci g; := 1, pravé kdyz od obou sousedt jisté prijde gj+1 = gj—1 =1 =
pak z; € (3—5)+ (1+1) =5 € A; jinak ¢ := 0, a potom z; € (3 —0)+ ({0} +{0,1}) =
{3,4} C A.

Situace pro 3 kofen 32 = 53 — 1 je jina nez pro zlaty fez 7. Zakladni abeceda C = {0, ...,4} pro
reprezentovani x € RT je dostate¢nd redundantni i pro paralelni s¢itani uz sama o sobé - tedy

bez pridavani dalsich cifer.

Poznamka 8.23. Uz dfive bylo zminéno, Ze na algoritmus p-lokdlniho paralelniho s¢itani v
abecedé A lze nahlizet jako na vyhledani (vysledné cifry) v Lookup Table o velikosti #LuT =
(#A+ #A)P, resp. modifikované # LuT = (#B)P pro p-lokalni konverzi z B do A:

A3z =zj(Wjgt,...,wj, ..., wj—y), wjEB, t+14+r=p.
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Je tedy potieba v LuT vyhledavat p-tice cifer w € B, k nim vysledek z € A. Anebo alternativné

muZeme sestavit Lookup Table pro vyhledavini koeficientti ¢; € Q:
Q3¢ =qWjtr,...,wj,...,wj—), w;€B, t'+1+7 =p <p.

Tedy pracujeme s LuT’ mensi velikost #(LuT") = (#B)p/, vyhledany vysledek uzijeme ve vzorci
k
Zj = wj — Z qj—1bi,
I=—h
kde b; jsou koeficienty reprezentace nuly, a p = p’ + (k + h).

Ilustrujme si tento postup na piikladu 8% = 53 — 1, pro né&jz LuT’ ma tvar

9 = Wpp Wiy W; Wi W, Wiz Wi W; Wi Wi, =

+1 | *=| x X 5 X X

+1 | *=| x X 4 5 X X 5 4 X X - +1
+1 | *=| x X 4 4 X X 4 4 X X - +1
+1 | *=| x X 3 5 X X 5 3 X X - +1
+1 | =] x X 3 4 5 5 4 3 X X - | +1
+1 | =] x X 3 4 4 4 4 3 X X - | +1
qj = qj(Wjt2, Wjt1, Wi, Wj—1, Wj—2) — p=14+242=5
Zj = (wj_5Qj)+(ijl+Qj+1) — k=h=1

p=p +(k+h)=T7

8.3 Velikost abecedy umoznujici paralelni s¢itani

Vratme se zpét k otazkam velikost abecedy A pro paralelni s¢itani v (3,.A):
e Mohlo by u 8 = 7 = 72 — 1 stadit pro paralelni s¢itani taky jen A =C = {0,1}?

e Bude ve vSech pripadech stacit pridani pouze jedné cifry do zékladni abecedy C pro danou

bazi 8, aby vznikl numeraéni systém (53,.4) s paralelnim s¢itanim? (tj. #A4 = #C + 1)

Odpovéd na obé otazky je NE, viz nasledujici podminky vymezjici minimalni velikosti #.A4 pro

paralelni s¢itani v (53,.4).
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Znaceni 8.24. Pro algebraické ¢islo § € C znacime

ZIB=4> a7 ineNoz; €Ly . (8.3)
j=0

Poznamka 8.25. Pro algebraické celé ¢islo 5 stupné d plati Z[3] = {Zd 1:6]53 xj € Z}

Algebraické celé ¢islo § je totiz kofenem minimalniho polynomu f(z) € Z[x] ve tvaru

d— 0

f($):$d+ad71$ 1+---+a1:€1+a0x, a; € 7,

tedy f(8) =0, a proto
B =—ag 184 — . — a8 — apB’. (8.4)

Libovolné z € Z[f] lze upravit pomoci (8.4) a tim snizit maximalni index v sumé (8.3):

n d— d—1 . d—1 ‘ n—d
r=) Z i + Bt Z%ﬂj T=) s (_Zaiﬁz> (Z!EHdﬁl) =
=0 j=0 j=0 i=0 1=0
d—1 —1n - ‘ n—1 ' n—1 ‘
= x;p - Z Z aizryqf = Zz]ﬂ] +Y g =D 2,
j=0 =0 1=0 7=0 =0 j=0

.. tak muzeme postupovat dal, a snizit maximalni index sumy az na hodnotu d — 1.

Véta 8.26. Bud f € C algebraické cislo, D konecnd abeceda, 0 € D C Z[5], a zobrazeni
¢ : (D + D)P — D urcugici p-lokdini funkci paralelniho séitani ¢ : (D +D)* — D% v numeracnim
systému (8,D), s parametry t +1+4r =p; t,p € Ng. Pak pro kazdé x € D + D plati

¢(@P)—x e (B—-1)-Z[B), kde ¢(z,...,x)=:¢p(zP).
p—krdt

Diikaz. Pro x € D+ D oznacime ¢(xP) =y € D. Pro libovolné n € N analyzujeme &islo S),:

S,:=“0Ozx...zx...x-x...20%
o
t—krat n—krat r—krat

a jeho obraz po p-lokalni konverzi:

G(Sn) = “Oup_1...u1y...y-v1...v,_10% € DZ. (8.5)
n—krat
Pritom cifry u; ani v; nezaviseji na volbé n € N: u; = ¢(0/2P7) a v; = ¢(zP70/), takze

muzeme piislugné vyrazy (konstantni v proménné n) zapsat jako U = ?;1 u; Bl € Z[p] a
Jj=1"J

93



V =Y""{ v € Z[B]. Plati

n+t—1 n—1
Sp=x- Y F=U-p"+y- Y g/+V. g7,
j=—r 7=0

a to pro kazdé n € N, tedy i pro n + 1. Rozdil S,+1 — S, pak mé tvar:

Spyr = Sp=a- T =U-g" —U- 8" +y-p"
z-f=UB~-1)+y
2B =1)=U-(B-1)+(y— =)
Odtud obdrzime ¢(zP) —z =y —z=xz(8' — 1)+ U(B — 1).
e Prot=0toznamenay—z=2(8°-1)+UB-1)=U(B—-1) e (B-1)-Z[F].

e Prot > 1 lze vyraz ¢(aP) — x = y — x rozepsat jako

y—z=z(B-1)(B " +82+ B+ 1) +UB-1) =

—(B-Dla (B 4+ B+ )+ U J € (B-1)-Z[8)
EZ €z[8) €Z[p]
Vzdy je tedy splnéno ¢(2?) —x € (8 — 1) - Z[B], neboli y = ¢(2?) =43 * mod (8 —1). O]

Pro algebraicka cela ¢&isla lze tento nalez rozsitit jesté o nasledujici tvrzeni, kterd umozni odhad-
nout minimalni velikost abecedy #.A pro paralelni s¢itani v systému (3, .4) pomoci minimélniho

polynomu béaze 3.

Véta 8.27. Bud € C algebraické celé c¢islo a D konecnd abeceda 0 € D C Z. Bud
¢ : (D+D)P — D zobrazeni uréujici p-lokdlni funkci paralelniho séitani v numeracnim systému

(8,D). Pak pro kazdé x € D+ D plati

¢(2") =z = mod |f(1)],

kde f(x) € Z[x] je minimdlni polynom algebraického (celého) éisla 5.

Diikaz. Navazeme na tvrzeni a dikaz predchozi véty 8.26, odkud obdrzime

paP)—x=y—az=(B-1)z pro z € Z[F].

Baze 3 je algebraické celé ¢islo (stupné d), jeho minimalni polynom f(z) € Z[x] lze zapsat ve

d d—1 _

tvaru f(z) = 2% — ag_1x ... —a1x — ag, s koeficienty a; € Z. A samoziejmé 3 je kofenem
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f(z), tedy plati f(3) = 0, neboli ¢ = ag_18%"! + ag_28%"2 + - 4+ a1 8" + ap. Diky tomu lze

prvek z € Z[f] zapsat ve tvaru
z=co+cift+ - +ecqg18Y! s koeficienty cj €L
ten pak dosadime do vztahu y — x = (5 — 1)z, a obdrZzime nasledujici vyraz:

O=z—y+(B—1)(co+caB+ - +ce1p") =
=z —y+Bco+ B+ Fca 2B+ a1 = (co+ e+ +ea1f) =
—z—y+coBtaf+ - +ea2B +car(ao+arf+ -+ ag1 8-
—(co+ e+ g1 =
=%z —y + cq_1a0 — co) + B (co + ca_1a1 — 1) + B2 (c1 + cg_1a2 — ) + ...

o+ B cqmg + caraa—1 — ca1) = g(B).

Tedy B je kofenem polynomu g(z) € Z[z] s celo¢iselnymi koeficienty stupné maximalné d — 1.
Pak ale, jelikoz stupen g jakozto algebraického ¢isla je d, musi byt g(z) polynom nulovy, a tedy

jeho (celoéiselny) koeficient u kazdé mocniny 87 musi byt nulovy:

koeficient u BO : O=z—y+cqg_100 — o
koeficient u 61 : 0= cg+cg_101—C1
koeficient u B2 : 0= c1+cqg1a2 — 3
koeficient u Bd_l : 0= ¢cg_9+cg_1a04—1 — Cg—1

Secétenim vsech téchto rovnic dostaneme rovnost

O0=x—y+ci_1(ao+ar+ax+---+ag—1—1)

y:x—cd_l(l—ad_l —ad—2 — ... — a1 —ao)lzx—cd_lf(l),
=)
pfitom ¢4_1 € Z, tedy ¢(2P) =y =z x mod |f(1)]. O

Disledek 8.28. Bud 3 € C algebraické celé éislo stupné d s minimdlnim polynomem f(x) €
Z[z]. Bud' A C 7Z abeceda po sobé jdoucich celych cisel, {0,1} C A. Pokud v numeracnim systému
(B, A) lze scitat paralelné, pak #A > |f(1)].

Diikaz. Oznacme A ={—m,...,0,...,M}, kde m € No, M € N, a tedy #.A4 = M +m + 1. Pro
ptipady |f(1)| = 1 nebo |f(1)| = 2 je situace trividlni, jisté #.4 > 2 > |f(1)]. D4l tedy mé&jme
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|f(1)] > 3, uvazujme cifru M +1 € (A+ A) \ A a p-lokalni funkci paralelniho s¢itani ¢. Dle
predchozi véty 8.27 plati kongruence

H((M+1))=M+1 mod |f(1)]. (8.6)

Protoze ¢((M + 1)P € A) a zaroven M + 1 ¢ A, a také diky kongruenci (8.6) jsou splnény

nerovnosti

—m<p(M+1)P)<M+1 a —m<o(M+1)P)<M+1-]f(1)],

odkud jiz vyplyva hledana nerovnost |f(1)] < M + 1+ m = #A. O

Dovétek. Pokud navic § € R, 8 > 1, pak abeceda A pro paralelni séitani v bazi S musi
mit velikost alespoit #.A4 > |f(1)| + 2.

Diikaz. S vyuzitim vztaht odvozenych v predchozich diikazech a pomoci dalsi série odhadu plat-
nych pro 8 > 1 (které zde dopodrobna neuvadime) obdrzime nésledujici vztahy pro krajni prvky

abecedy A ={-m,...,0,...,M} C Z:

SMPY£M & G(MP)# —m,

Nutné tedy hodnoty —m, M, ¢(MP) jsou t¥i rizna cisla, ktera vSechna lezi v abecedé A, proto
nutné #A > 3. Je-li |[f(1)] = 1, pak je dikaz hotov, nebot #A4 >3 =2+ |f(1)] = 2+ 1. Pro
|f(1)| > 2 vyuzijeme nerovnosti —m < ¢(MP) < M spolu s kongruenci ¢(MP) = M mod |f(1)].

[ a]
_J

‘ 1)1 | (2] | : I (1)1 I— (1) ,l If(1)l ,'
| |

() CJ ()

|

Hodnota ¢(MP) lezi v jednom z bodu ve tvaru M — k- |f(1)| pro k € N, k > 1. Proto plati

m< g(MP) < M—|f(1)] = |fQ))<M+m = |fO)|+2<M+m+1=#A,

nebot v téchto vyrazech vystupuji samé cela ¢isla. Dosahli jsme tedy pfisnéjsi podminky (vyssi
hodnoty) pro minimalni velikost abecedy #.4 pro paralelni s¢itani v bazi 8 € RT, neZ je obecna

podminka odvozena v disledku 8.28 pro g € C. O
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Poznamka 8.29. Vzhledem k tomu, Ze algebraické ¢islo § a jeho sdruzené koreny maji stejné
vlastnosti z pohledu paralelniho s¢itani na celo¢iselnych abecedach, tak (vyssi) dolni mez na

velikost abecedy |f(1)| + 2 < #.A plati i pro 3, pokud néktery jeho sdruzeny kofen je v > 1.

Poznamka 8.30. V fadé piipadu skutecné existuji algoritmy paralelniho s¢itani na numerac¢nim
systému (3,.4) s kladnou béazi 5 > 1, kde velikost #.4 nabyva dolni meze odvozené vyse - tedy
#A = |f(1)] + 2. Napiiklad pro tyto pfirozené a kvadratické baze:

e f=beN,b>2 = f(x)=az-b#A=|f(1)|+2=0b+1;

e B2=aB+babeN,a>b = f(r)=2>—ar—b, #A=|f(1)|+2=a+b+1. Do této

2

tfidy patii i baze f = 7 zlaty Fez s minimalnim polynomem f(x) = z* — x — 1, pro né&jz

jsme jiz odvodili algoritmus paralelniho s¢itani v abeceds o velikosti #A4 =3 = |f(1)| + 2.

Avsak jsou i pfipady, kdy dolni mez |f(1)| + 2 jako velikost abecedy pro paralelni s¢itani nestaci,

tfeba pro nésledujici kvadratické baze:

e f2=aB—b,a,beEN,a>b+2 = f(z)=2>— ar+ b; pfitom ale minimélni abeceda
pro paralelni s¢itani v této bazi § ma velikost #A=a+b—-1>a—-b+1=|f(1)] +2.

Poznamka 8.31. Uvedme také piiklady bazi § € C\R™, tedy nekladnych ¢ dokonce nereélnych,
kde velikost abecedy dana dolni mezi #.4 = |f(1)| skutecné sta¢i pro paralelni s¢itani v (3,.4):

e f=-bbeN = f(z)=a2+0b #A=|f(1)|=b+1,
e Knuthova baze: 8 =2i = f(z) =22 +4, #A=|f(1)| =5;
e Penneyho béaze: = —-14+i1 = f(x) =z 42042, #A= | £(1)] = 5

e Eisensteinova baze: 8 = —1 + exp(%) = f(r)=22+32x+3, #A=|f(1)|=T7.
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8.4 On-line nasobeni a déleni

Pro operace nasobeni a déleni pfedstavime tzv. on-line algoritmy. Ty byly navrzeny v [29] K. Tri-
vedim a M. Ercegovacem nejdfive pro numeracni systém s bazi b € N. Zobecnéni jejich algoritmii,
které zde uvadime, funguje i pro numerac¢ni systémy s komplexni bazi a lze jej nalézt v [12]. Pfi
popisu algoritmt budeme z praktickych diavodi pouZivat obracenou indexaci cifer v reprezenta-

cich ¢isel v numeraénim systému (3,.4):
_ .3—J )
U= E ujf3 uj €D.
J

Také, bez Gjmy na obecnosti, pracujeme s reprezentacemi zacinajicimi az za zlomkovou teckou,
tedy ve tvaru

u=0-ujugug...uj... uj €D.

Stejné jako u paralelnich (p-lokalnich) algoritmi, i v on-line algoritmech provadime konverzi
reprezentaci z vychozi abecedy D do cilové abecedy B, s pouzitim zobrazeni ¢ : D? — BZ.
Kli¢ovy rozdil mezi obéma metodami je v zavislostnich mechanismech mezi ciframi reprezentaci

vstupnich (u; € DZ) a vystupnich (v; € BZ):
o v; = O(Ujqt,...,Uj,...,Uj—y), S parametry p=r+t+1, 1t €N;
o v; = ¢(ur,u2,...,Uj,...,Uj+s), s parametrem 6 € N.

V takto popsaném konceptu on-line operaci nasoben{ a déleni reprezentaci v numera¢nim systému
(8,.A) uvazujeme baze f € C, |B| > 1 a abecedy A C C, 0 € A. Vychozi abeceda v on-line

algoritmu je D = A x A, cilova abeceda je B = A, a reprezentace vstupu a vystupi maji tvar

ep(X,Y)=_P pro nasobeni, vg (N,D)= @ pro déleni.
—_—— —— =~

(%

u u v

Pro nésobeni jsou vstupy do on-line algoritmu ¢initelé X a Y ve tvaru
oo o0
X:Z%ﬂ_] Y:Zyjﬁ_] zj,y; € A,
j=1 j=1
a vystupem jejich soucin (produkt) P ve tvaru

X'Y:P:Zp]ﬂ_j ijA, pj:¢p((x1...xj+5)x(yl...ijr(;)).
j=1
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P1i déleni jsou vstupy do on-line algoritmu délenec N a délitel D ve tvaru
N=Y) n;p D=> d;B~ nj,d; € A,
j=1 j=1

a vystupem jejich podil (kvocient) @ ve tvaru

N . :
- Q:quﬁfj quA, qj:ng((nl...nj_H;)X(Cll...dj_Hs)) .
j=1

D p—
Pted pfijetim vstupt do on-line algoritmu je nutné jejich pfed-zpracovani (pre-processing).
Pro ¢initele X,Y a pro délenec N je tieba odsunout prvni nenulovou cifru o § pozic doprava od

zlomkové tecky (u on-line algoritmu se zpozdénim ¢ € N):
acj::O ijZO nj::O VjZl,...,(S.

Pro délitele D jev nutno zajistit, aby nejen samotny délitel D, ale i vSechny jeho diléi reprezentace
(tj. konefné ¢asti celkové reprezentac) byly nenulové. Aneb poZzadujeme (pro dany numeracéni

systém (3, .A)) existenci konstanty D,,i, > 0 takové, Ze pro vSechna k € N plati

Takové pied-zpracovani je samostatna tuloha, ktera také vyzaduje samostatné feSeni (mimo al-

goritmus on-line déleni jako takovy).

On-line nasobeni

Mgjme numeracni systém (5, .A), |5] > 1, kde vstupy / ¢initele zapiSeme ve tvaru
X=0-0...00511T542 - .- Y=0-0...0y541Y542- - ,
a vystup / soucin pfedpokladame ve tvaru
X Y=P=0-pip2...p541---=0:0...0p541-..,

kde cifry jsou x;,y;,p; € A, a dil¢i reprezentace zna¢ime

k k k
D ST SRR S SR )
j=1 j=1 j=1
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Algoritmus on-line nasobeni postupuje v nésledujicich krocich:

e zavedeni pomocné proménné Wy € R, resp. Wi, € C pro realny, resp. komplexni numeraéni

systém;
e iniciace vychozich proménnych (s indexem k = 0): Wy = Xo =Yy = Py = po := 0;
e iterace (pro k =1,2,3,...) cyklu sestavajiciho ze dvou krokii:

— vypocet pomocné proménné Wy := S(Wr_1 — pr—1) + (@ Yie—1 + Y Xk),

— a néasledné vybér vhodné cifry py := Selectp(Wy) € A.

Véta 8.32. Promenné Wy, urcené predpisem Wy := B(Wi_1 — pr—1) + (21 Ye—1 + yx Xx) v algo-

ritmu on-line ndsobeni pro vSechna k € N splriugi rovnost
Wi, = B¥( XYy — Pi-1). (8.7)
Pokud navic posloupnost (Wy)x je omezend, tak plati

X Y= lim (Xz V) = lim (Ppq)=P. (8.8)

k——+o0 k——+o0

Diikaz. Vztah (8.7) ukdzeme indukci. Pro k =1 je vidét trividlng, pouhym dosazenim:

Wy =Wy :=BWo—po) +(21-Yo+y1-X1) =B0—-0)+ (21 -0+y1 - X1) =91 - X1 =
= BB X1 =BV1-X1-0) =B (X1 V1 — P) =B°(X1- Y1 — Pey).

Indukéni krok predpoklada platnost tvrzeni pro k — 1, a z néj dokazuje platnost pro k:

Wy = B(Wi—1 — pr—1) + (21 Y1 + y X)) =
= BB N X 1Yio1 — Pr2) — pr_1) + 1Yot + ypXp =
= A" Xy 1 Vi1 + (2n Y1 + e Xs) — (B¥Pe_o + Bpr_1) =

k—1 k—2
=81 [ D @B B | X =85 (D piB T + e B
=1 i=1

k k—1 k—1
= BYi1 Y 2B Ay X — B piBT = X [ D uiB T +ukB N | - B P =
7j=1 7j=1 j=1

= B XYy, — B¥ Py = BF (X3.Yy — Pi1)
Rovnost (8.8) ukaZzeme pomoci vztahu Wy = B¥( XYy, — Pp_1):

B7FWy = X1, - Yy — Py = Piy =Xy Yy — 87w
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Diky omezenosti posloupnosti (W )i a velikosti |3| > 1 obdrZzime potiebny vysledek:

P= lim (P_1)= lim (XpY, - "W =X-Y -0=X.Y.

i
k—+o00 k—4o00

Postupné piijimani dalsich pfichozich vstupu / cifer x;, y; a jejich zapracovavani do pomocné

proménné Wy, v jednotlivych iteracich cyklu on-line algoritmu je ilustrovano zde:

| X, Yo =Up # U+ Us+ . # U, + U, |

\ U= 0 B*) - (i B+ (B) - Vi * X, (v B \

X - Yy X1 |3-:l X2 |3-2 X3 |3-3 Kic-1 B-Hl Xie B-k
Y1 ﬂ Y1 |3-1 U,
Y2 Yz |3-2 U,
Y3 Y2 B_a Uy
Yiet Y1 B_kﬂ Ui
Ve [K——1| w g Uy

O

Kli¢ova tuloha k nalezeni on-line algoritmu nésobeni je uréeni funcke Selectp : W — A tak,
aby posloupnost (Wy), byla omezena, Wy, € W. Ani samotny definiéni obor W neni jasny, je
tfeby ho najit (a pfitom dodrzet pozadavek Selectp(0) = 0).

I tady bude nutné urcita redundance numerac¢niho systému (3, .4), jinak nepfipada v tuvahu

postup, ve kterém urcujeme nékteré cifry vystupu, aniz bychom znali kompletni vstupy.

Tlustrace procesu nasobeni a efektu delay §

Hledame soucin dvou vstupnich ¢initela ve tvaru X,pg = Z;’il ;877 a Yorig = Z;’il g8,

Nejprve provedeme posun cifer o d-pozic, tak Ze x; := T;_5 a y; 1= J;j—s:

Bié'Xorig:Bi(s'o'i'l-i?'”:O'0~--Ox5+1x5+2"':: Xnew

B0 Yorig=B7°-0+ G172 dots =0-0...0ys419542 - =* Ynew
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Po vynasobeni X ey Ynew (on-line algoritmem) tento posun zas jednoduse vratime zpét, pouzitim

posunutych cifer p; := p;_os:

Pnew = Xnew : Ynew =0-0... 0p5+1p5+2 = 5_26(X0Tig : Yorig) = 5_26 ' Parig
o
Porig = ﬁQéPnew =DPé4+1---P25 “P25+1---DP36 " = ]576+1 . -ﬁO ‘]51 e -ﬁ(S = Z ﬁjﬂ_] .
j=—06+1
Zpozdéni nésobiciho algoritmu o ¢ cifer jasné vidime v pohledu Pprig := Xorig - Yorig, kde

cifra sou¢inu na k-té pozici je urfena na zékladé znalosti cifer ¢initel na pozicich od k + ¢
(véetné) smérem doleva. Nicméné algoritmus on-line nésobeni déle popisujeme opét v pohledu
Prew := Xnew * Ynew, tedy jak uz byl pfedstaven dfive - s nulami na prvnich § pozicich vpravo

od desetinné tecky pro oba vstupy / ¢initele.

Ze vzorce pro uréeni Wy = B(Wi_1 — pr—1) + (21 Yr—1 + yx X)) a Selectp(0) = 0 a diky predpo-
kladim zg = - - =2s =yg=---=ys =0 jsoujiste Wop=--- =Ws=0ipg=---=ps =0.

Zde tedy k-ta cifra sou¢inu je funkce py = pg(Xg, Yx), viz schéma:

Xnew =X =0-0...02541T542 - - - Th—1TETk41 - - -
Yonew =Y =0-0...005+1Y5+2 - - - Yk—1YkYk+1 - - -

X-Y=P=0-0...0p5+1P5+2 - - - Pk—1PkDk+1 - - -

Omezenost hodnot Wy, = S(Wi_1—pr—1)+ (xxYr—1+yrXk) se snazime zajistit zvlast pro kazdou

ze dvou hlavnich slozek vyrazu Wy:

e Slozka (xxYr—1 + yxXk) je tim mensi, ¢im véts je parametr zpozdéni (delay) § € N.

Ozna¢me A := max{|a| : a € A}, tj. maximalni velikost cifry z abecedy. Potom

k

> zB

j=0+1

k—1 ‘
D uib| A

j=0+1

e . 1 1 2A2
<24 ) A BT =247 . _ ’
i=0+1 BI° 1] (1_%') 18218 = 1)

|26 Ye—1 + ye Xe| < |2p|[Ye—1] + [yel| Xi| < A- <

1) 6
celkové tedy |xpYi—1 + ypXk| < (ﬁ) . (\?ﬂ%) Diky |8 > 1 se vyraz (ﬁ) zmenguje

(konverguje k nule) pfi rostoucim § € N, zatimco vyraz (ﬁ%) je konstanta pro dany

numeracni systém.

e Slozku (Wy_1 — pr—1) sméfujeme co nejbliZe k nule, neboli py = Selectp(W},) := nejblizsi

cifra z A k Wy.
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e Dile je tieba, aby f-(okoli nuly) i s pfi¢tenim (malé) hodnoty (xpYi—1 + yrXx) lezelo v
okoli A.

Priklad 8.33. On-line nasobeni v bazi f = 4 a abecedé A = {-2,—-1,0,1,2}:
MnoZinu I v okoli nuly, kam sméfujeme hodnoty (Wy_1 —pg—_1), tvoii interval (f% — A, +% + )\).
V dalsi k-té iteraci pak pracujeme s hodnotou Wy = B(Wi_1 — pr—1) + (xxYr—1 + yxXk), pro

jejiz velikost plati nerovnost
(Wil < Bl [Wi—1 — pr—1] + |2xYe-1 + yp X!,

a slozky na pravé strané déle odhadneme shora:

1 2

1 1 2A
I LY Y X . <.
Wi—1 — pr—1]| < 5 T a oY1+ o X < <|ﬁ|> <|5|—1> =7

Tak sestavime odhad celkové velikosti pro vyraz Wy, totiz |Wy| < 4 (% + /\) =2+4\+ .

PFitom chceme, aby hodnota Wy, leZela v okoli abecedy A, viz ilustrace:

4-(-1/2-A,+1/2+A)+(y,y)

4-(-1/2-1,+1/2+1)
.4 (-1/2-1,+1/2 +1) .4
[ -2 I1-1 ] 1+1 1+2 ]
» W
Vo2 1 0 1 2 7

Odtud obdrzime pozadavek, aby 2 4+ 4\ +v < 2+ %, resp. aby 4\ + v < % Tu 1ze snadno splnit
tfeba tak, Ze prostor o velikosti % rozdélime na jednu ¢ast pro v a druhou zbyvajici ¢ast pro 4X,

napf. nasledovné:

o v = % je prostor pro hodnotu |zpYy_1 + yx Xkx| < v = odtud odvodime parametr &
(delay), nebot pro dost velké § € N bude hodnota |x;Y;_1 + yrXp| dostatetné mala;

° )\ = %6 je pak prostor pro povolenou neptesnost pii vyhodnocovani velikosti Wy _1, resp.

pro nalezeni nejblizsiho prvku pi_1 € A k ¢islu Wy_1 funkci Selectp.
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On-line déleni

Mé&jme numeraé¢ni systém (3,.4), |5] > 1, kde vstupy - délence a délitele - zapiSeme ve tvaru
NZO-O...OR5+1TL5+2... D:Od1d2

a vystup / podil predpokladame ve tvaru

N

— =@ =0-
o) Q Qg ..,

kde cifry nj,d;, q; € A, a diléi reprezentace znac¢ime

k k k
N = anﬁfj Dy = Zdjﬂij Qr = ZQjﬁij .
j=1 j=1 j=1

Navic predpokladédme, ze délitel D i vSechny jeho dil¢i reprezentace spliuji podminku kladné
velikosti ve tvaru

‘Dk|: > Dpin >0,

k
> dip™?
j=1

kde Dy > 0 je pevnéa konstanta pro dany numerac¢ni systém (5, .A).

Algoritmus on-line déleni provadime v néasledujicich krocich:

e zavedeni pomocné proménné Wy € R, resp. Wi € C pro redlny, resp. komplexni numeraéni

systém;
e iniciace vychozich proménnych (s indexem k = 0): Wy = g = Qo := 0;
e iterace (pro k =1,2,3,...) cyklu sestavajiciho ze dvou kroki:

— vypocet pomocné proménné Wy := B(Wi_1 — qr—1Dr—145) + B0 (nirs — Qr—1dp+s),

— a nasledné vybér vhodné cifry g := Selectq(Wy, Dy+5) € A.

Véta 8.34. Proménné Wy wurcené v algoritmu on-line déleni predpisem Wy = B(Wi_1 —

Qe—1Dp—145) + B0 (Nhss — Qu_1dpys) pro viechna k € N splivuji rovnost
Wi = B*(Niys — Qr—1Dikys) - (8.9)

Pokud navic posloupnost (Wy)y je omezend, tak plati

. . Niys N
Q=1 Qr—1 =1 = —. 8.10
k—>1r-i{loo k-l i (Dk+5) D ( )
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Diikaz. Vztah (8.9) ukaZzeme indukci. Pro k = 1 stac¢i pouze dosadit defini¢ni predpisy a inicia¢ni

nulové hodnoty, a vyhodnotit vyraz:

W1 = B(Wo — qoDs) + B (ns41 — Qodss1) = B(0— 0 Dy) + B (nss1 — 0+ dsy1) =
= B(ns1B 1 —0-Dsy1) = B (Nst1 — Qo - Dsy1) = B¥( Ny — Qe—1Ds 1) -

V induk¢énim kroku predpokladame platnost tvrzeni pro k — 1, a odvozujeme platnost pro k:

Wi = B(Wi-1 — qr-1Dk—146) + B (s — Q1 - diys) =
= B(B" N (Ni—146 — Qr—2Dr—145) — k-1 Di—146) + nitsB ™" — QuordiysB ™" =
= B*(Ni-14s + s B 70) = B (Dr145(Qu—2 + 1 87") + QrordirsB°7F) =
=g (Nk:+6 — Q—1(Dg-146 + dk+55_k_5)> = B"(Nits — Qu—1Drts) -

Ze vztahu (8.9) pak odvodime vztah (8.10), s vyuZzitim omezenosti posloupnosti (W} ) i omezenosti

hodnot |ﬁ+§| diky predpokladu |Dyys| > Dpin > 0 pro Vk € N:

1 11 Nits

(8.9) = 5 Wi = Npys — Qe-1Drs =

: . Nk+5 1 1 N N
=1 ) =1 - W) == —0==.
Q= lim (Q—1) k;n;o(pw Drs BF ) D

O

A opét i pro algoritmus on-line déleni, stejné jako u on-line nasobeni, je klicovou tlohou
pro sestaveni algoritmu urceni funkce Selectg : (W,A) — A. Tato funkce musi fungovat tak,
aby posloupnost (Wy) byla omezené, Wy, € W; pfitom neni pfedem znam definié¢ni obor (W, A)

funkce Selectg, jen predpokladame, Ze A neobsahuje Zadné okoli nuly.

Ilustrace procesu déleni a efektu delay

Hledame podil délence Nypig = Z]Oil ;877 a délitele Dypig = Z]Oil ~jﬁ_j . Nejdiiv provedeme

predzpracovani (aneb pre-processing):
e Pro délenec staci posun o § pozic: Npey := B*‘SNomg = z;'iéﬂ njﬁj, tedy nj == n;_s.

e U délitele ovSem obecné nejde jen o pouhy posun, ale o provedeni samostatné tlohy /
pre-processing algoritmu, ktery zajisti existenci konstanty D,;, > 0 takové, ze pro Vk € N
plati |Dg| = ‘Z§1 djB7| > Dpip: upraveny tvar délitele (po predzpracovani) oznaéime
Dyew = B°Dorig = Z;’il jﬁj , kde v8ak neni k dispozici explicitni obecny predpis pro
urceni novych cifer d; € A ani pro mocninu c.
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Méme tedy pfevodni vztahy

B Nopig =B -0vi1fia---=0-0...005017542 - - - N1 kN64+k+1 = Npew

Bc : Dorig = BC -0- Jle co=0-didy. .. d5+1d5+2 cee d6+kd5+k—1 = Dnew -

Po vydéleni Nyeyw/Dnew =: Qnew on-line algoritmem, v némz k-ta cifra podilu se uréi jako funkce
qk = qx(Ng+s, Di1s), zas efekty predzpracovani vratime zpét:
5—6 : Norig Nnew

_5—
P - Qorig B BC : Dorig - Dipew a Qnew =00 Dt -

C

Qorig = B Quew = (0142 - - - a5 * Go41542 - - ) - B° = (Gs41G-542 .- 0 - G1d2 ... ) - B°.

Omezenost hodnot Wy, = B(Wi_1 — qu—1Di—145) + B0 (nprs — Qr_1dpys) se snazime zajistit

zvlast pro kazdou ze dvou hlavnich slozek vyrazu Wy:

e Oznacime velikost maximalni cifry jako A := max{|a| : a € A}. Parametr zpozdéni 0 lze

pouzit k odhadu, resp. omezeni velikosti druhé slozky vyrazu Wj:

5
187 (nkys — Qu—1dk4s)| < <|;> (Inkss| + [Qr=1] - |dital) <

() ()= () 4 (o).

6
kde hodnota (ﬁ) klesé s rostoucim § € N, a hodnota A (1 + Iﬁli—l> je pro dany numerad¢ni
systém konstantni.
e Prvni slozku odhadneme vyrazem:
Wi IBJA | Wi

BWk-1 — @k—1Dk—145)| = [B] - [Di—1+4s ‘ —qr-1| < : — qr-1| -
|5( +5)| = 1B - [Di—1+5] Dr1s =1 |Drres
Slozku DVZE:(; — qx—1| sméfujeme co nejblize k nule, neboli g, = Selectq(Wy, Dits) =
cifra z A, ktera je nejbliz hodnoté szilf;ia' Pak je potfeba, aby <|Iﬁ|7\:41> -(okoli nuly) lezelo
v okoli A.

On-line vlastnost numerac¢niho systému

Sestaven{ fungujicich algoritmti on-line nésobeni a on-line déleni se jisté povede tehdy, kdyz
dany numeraéni systém (/3,.4) disponuje tzv. on-line vlastnosti. Tato vlastnost zajisti omezenost

posloupnosti (Wy)g, resp. urceni funkei Selectp a Selectg.
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Definice 8.35. Numera¢ni systém (/3,.4) méa tzv. on-line vlastnost, neboli OL-property, pokud

existuje konstanta € > 0 a existuje omezend mnozina I C C splitujici podminku

(Vz € (BI)°) (3a € A) (B(z,e) C I +a), (8.11)

kde B(z,¢) je e-okoli bodu z.

Definice 8.36. Pro numeraéni systém s OL-vlastnosti (8.11) definujeme funkei Digit : (51)° —
A tak, Ze pro libovolné z € (81)° plati

Digit(z) =a = B(z,e) CI+a. (8.12)

Piiklad 8.37. OL-vlastnost v R: pro numerac¢ni systém s bazi § = 4 a abecedou A = {0, +1, £2}

[ B=4, A={2,-1,0,1,2} | | Ol-vlastnast v R

-2 - -1 l ]
| | |
| | | | |
-2 -1 0 1 2
[ e [0 <
vicneZil
[ I l I I (B-J}f] moZnost pro
volbu cifry
[ “5'”25] a =: Digit (x]
proxe(B-1)¢
Uiaa (1 +a)
Priklad 8.38. OL-vlastnost v C: pro numeraéni systém s bazi § = —1 + w a s abecedou

A ={0,+1, +w, +w?}, kde w = exp (%m’)
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| Ol-vlastnost v C |

[ B-w1, A-{0,2w 2% ]

vic neZ 1 moZnost

pro volbu cifry
a =: Digit (x)

proxe(B-I1)*

Véta 8.39. Necht numeracni systém (B, A) md OL-vlastnost, kde omezend mnozina I C C a
konstanta € > 0 spliiugi podminku (Vx € (BI)?) (Ja € A) (B(z,e) C I +a). Je-li 0 € I, pak
ndsobent i délent jsou proveditelné pomoci on-line algoritmi (Trivedi-Ercegovac).

Pro on-line délend pFitom navic poZadujeme i existenci algoritmu pro predzpracovani délitele.

Diikaz. Predvedeme postup pro on-line nasobeni. Indukci lze ukézat, ze posloupnost (Wy)i z

Trivedi-Ercegovac algoritmu splituje
Wy e (B)2 pro k=0,1,2,...,

tedy posloupnost (W) je omezena, a proto on-line algoritmus funguje.
e Pro k = 0 staci pouzit predpoklad 0 € I, pak plati Wy =0 e I C (8I)2.

e Dal predpokladame platnost tvrzeni pro k — 1, z néjz odvodime platnost i pro k:

Wi = 8 (Wk—1 — pr—1) +H(@rYi-1 + ypXk),
—_—

el

— Pii vhodné volbé (dostatetné velkého) parametru § je pak dostateéné mala hodnota
(z1Yi—1+ yeXi) € B(0,5).

— Z reprezentace Wy_1 = (W_p ... Wo * W1W2 ... WLWL41 - .. )3 Vytvolime diléi repreze-
antaci Wy_; := (W_p ... wo » wiws ... wr0¥)g. Pozice L € N je piitom zvolena tak,

aby platilo |Wj_1 — Wk_ﬂ < 5, coz lze dosdhnout diky |3| > a z nerovnosti / odhadu

A
1BIL- (18] = 1)

! 2A
neboli | ﬂ|L > —

e- (18l -1)°

. !
Wi—1 — Wi < <

| ™
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Odtud obdrzime

- - €
Wio1=Wi1 = Wi1) + Wi €B (56, *) CB(z,e)CIl+a=1+pg1,
—— —— N — 2

(BD)% €B(0,5) =

kde py—1 = Digit(x) a Wx_1 — px—1 € I.

Pro obé slozky vyrazu W} dohromady pak plati pozadovany odhad

Wi =8 Wi_1 — pe_1) + (2 Y1 + yrXs) C (BI)2.

I e5(0.5)

Tim je dikaz hotov pro on-line nasobeni.

Casova naroc¢nost algoritmd on-line nasobeni a on-line déleni

Chceme doséhnout linearni narocnosti O(n) pii urcovani prvnich n cifer vysledku (produktu
P nebo podilu Q). Potfebujeme proto redundanci numera¢niho systému (3,.4), a to nejen pro
realizovatelnost Trivedi-Ercegovac algoritmii jako takovych, ale i pro paralelni s¢itani / od¢itani
pti dil¢ich operacich v (3, .A).

Ptipomenime predpisy pro vypocet pomocnych proménnych Wy v obou on-line algoritmech:
e nasobeni: Wy, = B(Wi_1 — pp—1) + (2xYi—1 + v Xk)
o délent: Wy, = B(Wk—1 — qk—1Dk—1-6) + B2 (15 — Qr—1dk+5)
Jsou v nich pouzity nésledujici operace:
e sCitAni a od¢itani: pokud mozno paralelné;
e nasobeni (-f), resp. (-37%) je pouhy posun cifer o nékolik pozic;
e nasobeni (-x), (‘yk), (‘dk+s), (*gk—1) je nasobeni cifrou z abecedy A, ktera je koneéna.

Celkové se tedy jedna o kone¢ny (pevné omezeny) pocet operaci séitani v (3,.4) a posuni cifer
o nékolik pozic (-3). Uloha vypocétu proménné Wy, mé tedy konstantni slozitost.
Navic k urceni cifry py, resp. cifry g, pomoci funkce Selectp, resp. Selectg nepouZzijeme celou
proménnou Wy, ale jen jeji diléi reprezentaci Wy, (s presnosti na L pozic za zlomkovou teckou).
Analogicky i z délitele Dy, s pouZijeme jen dil¢i reprezentaci f)k+5.

V souhrnu nakonec miiZeme ucinit ten zavér, Ze funkce Selectp(Wk) a SelectQ(Wk, Ek+5)

Ize realizovat vlastné jako vybéry z kone¢nych seznami (vyhledavanim v Lookup Table).
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Predzpracovani (pre-processing) délitele

Jedna se o samostatnou tlohu vedouci ke splnéni podminky pro délitele D = Z;’il d]ﬂ*j S
ciframi d; € A, aby byl pfipustnym vstupem do algoritmu on-line déleni. Musi se najit takova
konstanta D, > 0 (pevna pro dany numera¢ni systém (3,.4)), Ze pro Vk € N plati

k
> diB
=1

Priklad 8.40. Pro bazi § = 4 s abecedou A = {—2,—1,0, 1,2} staci jen provést posun zlomkové
tecky k prvni nenulové ciffe - tak aby d; # 0. Potom plati

R | /1 1 11
Dyl = >- N opi=- 2N (o) =2 2= .
D =B 2 287 =3 Z<4> 176 12

j=2 j=2

k
> dip
i=1

di < .
- ’1 +Zdj/3ﬁ
BT

Tedy |Dy| > Dmin := 1—12 > 0 pro v8echna k € N.

Priklad 8.41. Pro bazi = 2 s abecedou A = {—1,0,1} se samoziejmé taky déla posun zlom-
kové tecky k prvni nenulové ciffe, ale to nestaci. Analogicky zptsob odhadu jako v pfedchozim
piipadé vede jen k |Dy| > % — % =0.

Je nutné navic jesté pouzit prepisovaci pravidlo +[1, —2], kdykoliv to lze - zleva od zacatku re-

prezentace D. Tim vylou¢ime problematické fetézce (d1d2) = £(1, —1) a dostaneme lepsi odhad

1 /1 1 1 1
_D >7— — = —_- —- - = -
Dl 2 5 j:3<2> 2 4 4’

tedy ziskdme D, = % > 0, po tomto diikladnéjsim pfedzpracovani.

pro upravené D:
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