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1 Výpočet plochy

Jak již z přednášky v́ıte, hodnotu určitého integrálu
b∫
a

f(x)dx lze chápat jako obsah plochy

ohraničené křivkami x = a, x = b, funkćı f(x) a osou x. Tento fakt využijme pro výpočet obsahu
následuj́ıćıch ploch.

Př́ıklad 1.1
Vypočtěte obsah elipsy zadané rovnićı x2 + xy + y2 = 1.

Řešeńı:
Pro výpočet plochy začněme vyjádřeńım y z rovnice pro elipsu. Řešeńım této kvadratické rovnice
dostaneme celkem 2 r̊uzné vyjádřeńı y, tj.

y1,2 =
−x±

√
4− 3x2

2
.

Z tohoto vyjádřeńı vid́ıme, že definičńı obory funkćı y1,2 jsou totožné a rovnaj́ı se množině

Dy1,2 =
{
x : |x| ≤ 2√

3

}
. Dále z grafu těchto funkćı na obrázku 1 vid́ıme, že daný povrch źıskáme

tak, že funkci y2 odečteme od funkce y1 a rozd́ıl zintegrujeme přes definičńı obor Dy1,2 .
T́ım dostaneme pro povrch elipsy S

S =

2√
3∫

− 2√
3

−x+
√

4− 3x2

2
− −x−

√
4− 3x2

2
dx =

2√
3∫

− 2√
3

√
4− 3x2dx.

Integrál nejprve upravme do tvaru

2√
3∫

− 2√
3

√
4− 3x2dx = 2

2√
3∫

− 2√
3

√
1− 3

4
x2dx = F

Substitućı

t =

√
3

2
x

dt =

√
3

2
dx
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Obrázek 1: Př́ıklad 1.1.

dostaneme

F =
4√
3

1∫
−1

√
1− t2dt = F.

Dále pomoćı metody per-partes dostaneme∫ √
1− t2dt =

[
f =
√

1− t2, g′ = 1
f ′ = − t√

1−t2 , g = t

]
= t
√

1− t2 +

∫
t2√

1− t2
dt =

t
√

1− t2+

∫
t2 ± 1√
1− t2

dt = t
√

1− t2−
∫ √

1− t2dt+

∫
1√

1− t2
dt = t

√
1− t2−

∫ √
1− t2dt+arcsin(t)

Čili ∫ √
1− t2dt =

1

2

(
t
√

1− t2 + arcsin(t)
)

a

F =
2√
3

[
t
√

1− t2 + arcsin(t)
]1
−1

=
2π√

3
.

Celková plocha elipsy je tedy rovna S = 2π√
3
.

Př́ıklad 1.2
Vypočtěte plochu ohraničenou parabolou y = x2 a př́ımkou x+ y = 2.

Řešeńı:
Z obrázku 2 vid́ıme, že pro výpočet sevřené plochy si nejprve nalezneme dané pr̊useč́ıky. Dosa-
zeńım rovnice y = 2− x do rovnice paraboly dostaneme

x2 + x− 2 = 0.
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Obrázek 2: Př́ıklad 1.2.

Řešeńım této kvadratické rovnice dostaneme kořeny x1 = −2, x2 = 1. Hledanou plochu S źıskáme
tak, že od plochy pod grafem funkce y = 2− x odečteme plochu pod grafem funkce y = x2, tj.

S =

1∫
−2

2− x− x2dx =

[
2x− x2

2
− x3

3

]1
−2

= 6 +
3

2
− 9

3
=

36 + 9− 18

6
=

9

2
.

Hledaná plocha se rovná S = 9
2 .

Př́ıklad 1.3
V jakém poměru děĺı parabola y2 = 2x plochu kruhu x2 + y2 = 8 ?

Řešeńı:
Opět z obrázku 3 je patrné, že při výpočtu plochy vymezené parabolou a elipsou se stač́ı omezit
na prvńı kvadrant. Z předpisu kruhu vid́ıme, že poloměr je r = 2

√
2, čili plocha kruhu Skruh = 8π.

Pro výpočet plochy výseče nejdř́ıve najděme pr̊useč́ıky mezi parabolou a kružnićı, což najdeme
např́ıklad dosazeńım rovnice paraboly do rovnice kruhu, tj.

x2 + 2x− 8 = 0.

Kořeny této kvadratické rovnice jsou x1 = 2, x2 = −4. Druhý kořen ale nelze dosadit do rovnice
paraboly, nebot’ levá i pravá strana muśı být nezáporné. Dále kružnici x2 + y2 = 8 lze źıskat
jako graf funkćı y1,2 = ±

√
8− x2 s definičńım oborem Dy1,2 = 〈−r, r〉. Plochu dané výseče Svys

źıskáme jako dvojnásobek plochy pod grafem funkce y =
√

2x v intervalu 〈0, 2〉 a plochy pod

grafem funkce y1 =
√

8− x2 v intervalu
〈

2, 2
√

(2)
〉

, tj.

Svys = 2

 2∫
0

√
2xdx+

2
√
2∫

2

√
8− x2dx

 .
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Obrázek 3: Př́ıklad 1.3.

Prvńı integrál spočteme Newtonovou formuĺı

2∫
0

√
2xdx =

√
(2)

[
2

3
x

3
2

]2
0

=
8

3
.

Při výpočtu druhého integrálu použijeme např́ıklad substituci ve tvaru

x = 2
√

(2) cos(t)

dx = −2
√

(2) sin(t)dt.

T́ım dostaneme

2
√
2∫

2

√
8− x2 = −2

√
(2)

0∫
π
4

√
8(1− cos2(t)) sin(t)dt = 8

π
4∫

0

sin2(t)dt =

4

π
4∫

0

1− cos(2t)dt = 4

[
t− sin(2t)

2

]π
4

0

= π − 2.

T́ım dostáváme

Svys = 2(
8

3
+ π − 2) =

4

3
+ 2π.

Parabola děĺı plochu kruhu v poměru

Skruh
Svys

=
8π

4
3 + 2π

.
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2 Délka grafu funkce

Na přednášce byla vyslovena následuj́ıćı věta.

Věta 1 (Délka grafu funkce)
Necht’ funkce f má spojitou derivaci f ′ na intervalu 〈a, b〉. Pak graf funkce f je rektifikovatelný
a pro jeho délku L plat́ı

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))

2
dx.

Aplikujme tuto větu na následuj́ıćı př́ıklady.

Př́ıklad 2.1
Vypočtěte délku grafu funkce f(x) = x

√
x na intervalu 〈0, 1〉.

Řešeńı:
Derivaćı funkce f dostaneme

f ′(x) =
3

2

√
x.

Dosazeńım do vzorce pro výpočet délky grafu dostáváme

L =

1∫
0

√
1 +

9

4
xdx.

Substitućı

t =
9

4
x

dt =
9

4
dx

dostaneme

L =
4

9

9
4∫

0

√
1 + tdt.

Pomoćı Newtonovy formule dostáváme

L =
4

9

[
(1 + t)

3
2

3
2

] 9
4

0

=
8

27

(
13

8

3
2

− 1

)
=

1

27

(
13
√

13− 8
)
.

Př́ıklad 2.2
Vypočtěte délku grafu funkce f(x) = ex na intervalu 〈0, a〉, kde 0 < a.

Řešeńı:
Opět derivaćı funkce f dostaneme f ′(x) = ex. Dosazeńım do vzorce pro délku grafu máme

L =

a∫
0

√
1 + e2xdx.
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Substitućı

t = e2x

dt = 2exdx

1

2t
dt = dx

dostaneme

L =
1

2

e2a∫
1

√
1 + t

t
dt.

Dále např́ıklad substitućı

u =
√

1 + t

du =
1

2

1√
1 + t

dt

2udu = dt

dostaneme

L =

√
1+e2a∫
√
2

u2

u2 − 1
du =

√
1+e2a∫
√
2

u2 ± 1

u2 − 1
du =

√
1+e2a∫
√
2

1du−

√
1+e2a∫
√
2

1

1− u2
du =

[u]
√
1+e2a√
2

− 1

2


√
1+e2a∫
√
2

1

1− u
du+

√
1+e2a∫
√
2

1

1 + u
du

 = [u]
√
1+e2a√
2

− 1

2
[ln(1 + u)− ln(1− u)]

√
1+e2a√
2

.

Př́ıklad 2.3
Vypočtěte délku grafu křivky

√
|x|+

√
|y| = 1.

Řešeńı:
Ze zadáńı vid́ıme, že daná křivka je symetrická jak podél osy x, tak podél osy y, tak podél bodu
[0, 0], viz obrázek 4. Z toho vyplývá, že pro určeńı celkové délky křivky stač́ı spoč́ıtat délku
křivky pouze v prvńım kvadrantu. Vyjádřeme křivku v prvńım kvadrantu jako funkci od y:

√
y = 1−

√
x

y = 1− 2
√
x+ x.

Definičńı obor této funkce je zřejmě interval 〈0, 1〉, nebot’ uvažujeme pouze prvńı kvadrant.
Derivaćı y podle x dostaneme

y′ = − 1√
x

+ 1 =

√
x− 1√
x

.

Dosazeńım do vztahu pro délku grafu funkce dostáváme

L =

1∫
0

√
1 +

(√
x− 1√
x

)2

dx =

1∫
0

√
1 +

(
x− 2

√
x+ 1

x

)
dx =

1∫
0

1√
x

√
2x− 2

√
x+ 1dx.

6



Obrázek 4: Př́ıklad 2.3.

Substitućı

t =
√
x

dt =
1

2

1√
x

dx

dostaneme

L = 2

1∫
0

√
2t2 − 2t+ 1dt = 2

√
2

1∫
0

√(
t− 1

2

)2

+
1

4
dt =

√
2

1∫
0

√
(2t− 1)

2
+ 1dt.

Dále substitućı

u = 2t− 1

du = 2dt

dostaneme

L =

√
2

2

1∫
−1

√
u2 + 1du

Primitivńı funkci k tomuto integrálu nalezneme opět např́ıklad metodou per-partes∫ √
1 + u2du =

[
f =
√

1 + u2, g′ = 1
f ′ = u√

1+u2
, g = u

]
= u

√
1 + u2 −

∫
u2√

1 + u2
du = u

√
1 + u2 −

∫
u2 ± 1√
1 + u2

du =

u
√

1 + u2 +

∫
1√

1 + u2
du−

∫ √
1 + u2du = u

√
1 + u2 + argsinh(u)−

∫ √
1 + u2du,

čili ∫ √
1 + u2du =

1

2

(
u
√

1 + u2 + argsinh(u)
)
.
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T́ım dostáváme

L =

√
2

4

[
u
√

1 + u2 + argsinh(u)
]1
−1

=

√
2

2

(√
2 + argsinh(1)

)
,

kde jsme využili lichosti funkce argsinh(x).

3 Objem a povrch rotačńıho tělesa

Na přednášce byly dokázány následuj́ıćı vztahy pro výpočet povrchu a objemu rotačńıho tělesa.

Věta 2 (Objem rotačńıho tělesa)
Necht’ f je nezáporná na 〈a, b〉. Potom objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu funkce
f kolem osy x je

Vf = π

b∫
a

f2(x)dx.

Věta 3 (Povrch rotačńıho tělesa)
Necht’ funkce f je nezáporná a má spojitou prvńı derivaci f ′ na intervalu 〈a, b〉. Potom povrch
rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu funkce f kolem osy x je

Sf = 2π

b∫
a

f(x)

√
1 + (f ′(x))

2
dx.

Tyto věty aplikujme na následuj́ıćı př́ıklady.

Př́ıklad 3.1
Vypočtěte objem a povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı kolem osy x křivky dané rovnićı

x
2
3 + y

2
3 = 1.

Řešeńı:
Tato křivka se nazývá asteroida. Dı́ky jej́ı symetrii, viz obrázek 5 se stač́ı omezit jen na interval
〈0, 1〉. V tomto intervalu dostaneme polovičńı povrch a objem daného rotačńıho tělesa. Tento

př́ıklad lze řešit bud’to vyjádřeńım funkce pro prvńı kvadrant jako y =
(

1− x 2
3

) 3
2

a dosazeńım

do př́ıslušných vzorc̊u pro objem a povrch. Daľśı možnost je parametrizovat danou křivku jako

x = cos3(ϕ)

y = sin3(ϕ).

a

dx = ẋ(ϕ)dϕ,

kde tečkou nad x rozumı́me derivaci podle ϕ. Substitućı ve vztahu pro objem dostaneme

V = π

1∫
0

y2(x)dx = π

0∫
π
2

y2(ϕ)ẋ(ϕ)dϕ = π

0∫
π
2

sin6(ϕ)3 cos2(ϕ)(− sin(ϕ))dϕ =

3π

0∫
π
2

(
1− cos2(ϕ)

)3
cos2(ϕ)(− sin(ϕ))dϕ = F.
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Obrázek 5: Př́ıklad 3.1.

Dále substitućı

t = cos(ϕ)

dt = − sin(ϕ)dϕ

dostaneme

F = 3π

1∫
0

(
1− t2

)3
t2dt = 3π

1∫
0

t2 − 3t4 + 3t6 − t8dt = 3π

[
t3

3
− 3t5

5
+

3t7

7
− t9

9

]1
0

=

π

(
1

3
− 3

5
+

3

7
− 1

9

)
=

16π

105
.

Protože pro objem daného rotačńıho tělesa Vast = 2V = 32π
105 .

V př́ıpadě povrchu budeme postupovat obdobně. Dosad́ıme-li parametrizaci do vzorce pro
povrch rotačńıho tělesa a využit́ım

f ′(x(ϕ)) =
ẏ(ϕ)

ẋ(ϕ)

ẋ(ϕ) = 3 cos2(ϕ)(− sin(ϕ))

ẏ(ϕ) = 3 sin2(ϕ) cos(ϕ)

dostaneme

S = 2π

0∫
π
2

y(ϕ)

√
(ẋ(ϕ))

2
+ (ẏ(ϕ))

2 ẋ(ϕ)

|ẋ(ϕ)|
dϕ = −6π

0∫
π
2

sin3(ϕ) sin(ϕ) cos(ϕ)

√
cos2(ϕ) + sin2(ϕ)dϕ =

−6π

0∫
π
2

sin4(ϕ) cos(ϕ)dϕ = F.
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Obrázek 6: Př́ıklad 3.2.

Substitućı

t = sin(ϕ)

dt = cos(ϕ)dϕ

dostaneme

F = −6π

0∫
1

t4dt = 6π

1∫
0

t4dt = 6π

[
t5

5

]1
0

=
6π

5
.

Stejně jako u objemu pro celkový povrch plat́ı Sast = 2S = 12π
5 .

Př́ıklad 3.2
Vypočtěte objem a povrch rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu funkce f(x) = sinx kolem
osy x, kde x ∈ 〈0, π〉.

Řešeńı:
Pod́ıvejme se nejprve na graf funkce sin na obrázku 3.2. Z grafu vid́ıme, že jsou všechny předpoklady
pro výpočet objemu a povrchu daného rotačńıho tělesa splněny a tak stač́ı pouze dosadit do
př́ıslušných vzorc̊u. Dále se zřejmě stač́ı omezit na interval 〈0, π2 〉. Daný objem a povrch bude
pak dvojnásobný.

Objem:

V = π

π
2∫

0

sin2(x)dx =
π

2

π
2∫

0

1− cos(2x)dx =
π

2

[
x− sin(2x)

2

]π
2

0

=
π

2

(π
2

)
=
π2

4
.

Čili

Vsin = 2V =
π2

2
.
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Povrch:

S = 2π

π
2∫

0

sin(x)
√

1 + cos2(x)dx = F.

Substitućı

t = cos(x)

dt = − sin(x)dx

dostaneme

F = −2π

0∫
1

√
1 + t2dt = 2π

1∫
0

√
1 + t2dt = π

[
t
√

1 + t2 + argsinh(t)
]1
0

= π
(√

2 + argsinh(1)
)

Čili

Ssin = 2S = 2π
(√

2 + argsinh(1)
)
.
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