
Kapitola 1

Objem a povrch rotačńıho tělesa

1.1 Objem rotačńıho tělesa

Mějme funkci f spojitou na intervalu 〈a, b〉. Nechme jej́ı graf rotovat kolem osy x. Naš́ım

úkolem bude určite objem takto vzniklého tělesa. Tento úkol umı́me snadno vyřešit pro

konstantńı funkci. Je-li totiž f(x) = c 6= 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak vzniklé těleso

je válec, jehož základna je kruh o ploše πc2 a výška válce je b − a. Objem válce je

Vf = πc2(b − a). Právě této znalosti využijeme při odvozeńı objemu rotačńıho tělesa.

Nejdř́ıve si uvědomme, že rotaćı grafu funkce f a grafu funkce |f | vznikne stejné rotačńı

těleso. Označme M a m maximum resp. minimum funkce |f | na intervalu 〈a, b〉, pak pro

objem Vf tělesa vzniklého rotaćı grafu funkce f zřejmě plat́ı

πm2(b− a) ≤ Vf ≤ πM2(b− a) . (1.1)

Uvažujeme rozděleńı σ intervalu 〈a, b〉 pomoćı bod̊u a = x0 < x1 < · · · < xn = b

a označme Mi = max
x∈〈xi−1,xi〉

|f(x)| a mi = min
x∈〈xi−1,xi〉

|f(x)|. Upevněme d́ılč́ı interval 〈xi−1, xi〉.

Použijeme-li (1.1) pro funkci f na tomto d́ılč́ım intervalu, dostaneme dolńı a horńı odhad

objemu rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı grafu funkce s definičńım oborem 〈xi−1, xi〉.
Sečteńım objemů přes všechny d́ılč́ı intervaly dostaneme pro celkový objem Vf odhad

n∑
i=1

πm2
i (xi − xi−1) ≤ Vf ≤

n∑
i=1

πM2
i (xi − xi−1) (1.2)

Všimněme si, že výraz napravo je horńı součet funkce f 2 při rozděleńı σ vynásobený č́ıslem

π a analogické tvrzeńı plat́ı pro výraz nalevo. Tento vztah plat́ı pro každé rozděleńı σ.

Proto

π sup
σ
Sf2(σ) ≤ Vf ≤ π inf

σ
Sf2(σ) (1.3)

Jelikož uvažujeme funkci f spojitou na intervalu 〈a, b〉, existuje na tomto intervalu i
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integrál z funkce f 2, a plat́ı
∫ b
a
f 2 = supσ Sf2(σ) = infσ Sf2(σ). Odvodili jsme tedy tvrzeńı

Věta 1.1.1. Necht’ f je funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉. Pak objem rotačńıho tělesa,

které vznikne rotaćı grafu funkce f kolem osy x, je π
∫ b
a
f 2.

Př́ıklad 1.1.2. Rovnice x2 + y2 = R2 popisuje kruh o poloměru R se středem v počátku

souřadné soustavy. Jeho rotaćı kolem osy x vznikne koule o poloměru R. Kolem osy x

rotuje tedy graf funkce f(x) =
√
R2 − x2 s definičńım oborem 〈−R,R〉. Podle předchoźı

věty je

objem koule o poloměru R = π

∫ R

−R
(R2 − x2) dx = π

[
R2x− 1

3
x3
]R
−R

= 4
3
πR3 .

1.2 Plášt’ rotačńıho tělesa

Opět necháme rotovat kolem osy x graf funkce f(x) spojité na intervalu 〈a, b〉. Úkolem

je spoč́ıtat plášt’ vzniklého rotačńıho tělesa. Pojem plášt’ nezahrnujeme povrch kruh̊u

π(f(a))2 a π(f(b))2. Celý povrch rotačńıho tělesa źıskáme až po přičteńı ploch těchto

kruh̊u k plášti. K odvozeńı pláště využijeme znalost vzorce pro plášt’ P komolého kužele,

jehož dolńı podstava je kruh o polomeru r1, horńı podstava je kruh o polomeru r2 a výška

v. Plat́ı P = π(r1 + r2)
√

(r1 − r2)2 + v2. Protože rotaćı funkce f a funkce |f | vznikne

stejné těleso, bez újmy na obecnosti uvažujme v této sekci pouze nezáporné funkce.

Následuj́ıćı argumentaci uvád́ıme pouze pro zájemce kv̊uli úplnosti. Výpočet po-

vrch̊u obecných těles (ne pouze rotačńıch) bude totiž obsahem daľśıho kurzu matematické

analýzy.

Necht’ f je spojitá nezáporná funkce na intervalu 〈a, b〉 a necht’ σ = {x0, x1, . . . , xn},
kde a = x0 < x1 < . . . < xn = b, je rozděleńı intervalu 〈a, b〉. Graf funkce f aproximujeme

lomenou čárou sestávaj́ıćı z úseček Ui pro i = 1, 2, . . . , n. Úsečka Ui má koncové body

(xi−1, f(xi−1)) a (xi, f(xi)). Úsečku Ui necháme rotovat kolem osy x. T́ım vznikne komolý

kužel, označme jej Ki, jehož podstavy maj́ı poloměry r1 = f(xi−1) a r2 = f(xi) a výška

kužele Ki je v = xi − xi−1. Plášt’ i-tého komolého kužele je

pi = π(f(xi) + f(xi−1))
√

(f(xi)− f(xi−1)2 + (xi − xi−1)2 (1.4)

Označme p(σ) =
∑n

i=1 pi. Součet p(σ) plášt’̊u kužel̊u vzniklých rotaćı úseček Ui je dolńım

odhadem pláště rotačńıho tělesa. Podobně jako při definici délky grafu funkce definujeme

plášt’ rotačńıho tělesa jako

P = sup
σ
p(σ) .

Uprav́ıme výraz (1.4). Protože f je spojitá na 〈xi−1, xi〉, nabývá všech hodnot mezi

f(xi−1) a f(xi), speciálně se nabývá i pr̊uměru, tj. existuje ξi ∈ 〈xi−1, xi〉 takové, že
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f(ξi) = f(xi)+f(xi−1)
2

. Přidejme nav́ıc požadavek, že funkce f má spojitou derivaci na

〈a, b〉. Jako obvykle označ́ıme ∆i = xi−xi−1. Podle Lagrangeovy věty o př́ır̊ustku funkce

existuje ηi ∈ 〈xi−1, xi〉 takové, že

√
(f(xi)− f(xi−1)2 + (xi − xi−1)2 =

√
1 +

(
f ′(ηi)

)2
∆i .

Celkově

p(σ) = 2π
n∑
i=1

f(ξi)

√
1 +

(
f ′(ηi)

)2
∆i .

Kdyby pro každé i platilo ξi = ηi, bylo by možno interpretovat p(σ) jako integrálńı

součet funkce 2πf(x)
√

1 + f(′(x))2 na intervalu 〈a, b〉. Předpoklad ξi = ηi neńı však

opodstatněný. Můžeme ale upravit

p(σ) = J (σ) + E(σ) , (1.5)

kde

J (σ) = 2π
n∑
i=1

f(ηi)

√
1 +

(
f ′(ηi)

)2
∆i je integrálńı součet

a

E(σ) = 2π
n∑
i=1

(
f(ξi)− f(ηi)

)√
1 +

(
f ′(ηi)

)2
∆i je chybový člen.

Jelikož předpokládáme spojitost derivace f ′ na uzavřeném intervalu, je derivace ome-

zená, řekněme konstantou C. S využit́ım Lagrangeovy věty lze sč́ıtanec chybového členu

odhadnout

∣∣f(ξi)− f(ηi)
∣∣√1 +

(
f ′(ηi)

)2
∆i ≤ C |ξi − ηi|

√
1 + C2 ∆i ≤ C

√
1 + C2 ∆2

i .

Pro zkráceńı zápisu označme konstantu C̃ := 2πC
√

1 + C2. Pak

∣∣E(σ)
∣∣ ≤ C̃

n∑
i=1

∆2
i ≤

1

n
C̃

n∑
i=1

∆i =
1

n
C̃ (b− a) . (1.6)

Podobně jako při odvozováńı vzorce pro délku grafu funkce i ted’ nalezneme normálńı

posloupnost rozděleńı (σn) takovou, že lim
n→∞

p(σn) = P .

Ze základńı věty integrálńıho počtu v́ıme, že lim
n→∞

J (σn) =
∫ b
a

2πf(x)
√

1 + f(′(x))2 dx .

Odhad (1.6) implikuje lim
n→∞

E(σn) = 0. Dosad́ıme-li členy normálńı posloupnost rozděleńı

(σn) do vztahu (1.5) a provedeme limitńı přechod, dostaneme

P = lim
n→∞

p(σn) = lim
n→∞

J (σn) + lim
n→∞

E(σn) = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + f(′(x))2 dx .

3



Dokázali jsme tedy tvrzeńı

Věta 1.2.1. Necht’ funkce f má spojitou derivaci f ′ na intervalu 〈a, b〉. Pak plášt’ tělesa

vzniklého rotaćı grafu funkce je P = 2π
∫ b
a
f(x)

√
1 +

(
f ′(x)

)2
dx .

Př́ıklad 1.2.2. Část paraboly f(x) = x(1 − x), kde x ∈ 〈0, 1〉, necháme rotovat kolem

osy x a spoč́ıtame povrch rotačńıho tělesa. Protože f(0) = f(1) = 0, představuje plášt’ P

už celý povrch rotačńıho tělesa. Podle předchoźı věty

P = 2π

∫ 1

0

x(1− x)
√

1 + (2x− 1)2 dx .

Výpočet integrálu necháme na čtenáři.
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