Kapitola 1

Objem a povrch rotac¢niho télesa

1.1 Objem rotacniho télesa

Mégjme funkei f spojitou na intervalu (a, b). Nechme jeji graf rotovat kolem osy x. Nasim
ukolem bude urc¢ite objem takto vzniklého télesa. Tento kol umime snadno vyftesit pro
konstantni funkci. Je-li totiz f(x) = ¢ # 0 pro kazdé x € (a,b), pak vzniklé téleso
je vélec, jehoz zakladna je kruh o plose mc? a vyska vélce je b — a. Objem valce je
Vi = mc*(b — a). Pravé této znalosti vyuzijeme pii odvozeni objemu rotacnfho télesa.
Nejdiive si uvédomme, zZe rotaci grafu funkce f a grafu funkce |f| vznikne stejné rotacni
téleso. Ozna¢me M a m maximum resp. minimum funkce | f| na intervalu (a, b), pak pro

objem V; télesa vzniklého rotaci grafu funkce f ziejmé plati

mm*(b—a) < V; < 7M?*(b—a). (1.1)

Uvazujeme rozdéleni o intervalu (a,b) pomoci bodu a = xg < 7 < -+ < x, = b

a oznacme M; = <max|]§(:z:)| a m; = <min |f(z)]. Upevnéme diléi interval (z;_q,x;).
TE(Ti—1,T; TC(Ti—1,T4

Pouzijeme-li (1.1) pro funkei f na tomto diléim intervalu, dostaneme dolni a horni odhad
objemu rotacniho télesa, které vznikne rotaci grafu funkce s definiénim oborem (x;_1, z;).

Sectenim objemu pfes vSechny diléi intervaly dostaneme pro celkovy objem V; odhad

Zﬂ'm?(%l —xi,l) S Vf S ZWM,?(IZ —SL’i,l) (12)
i=1

=1

Vsimnéme si, Ze viraz napravo je hornf soucet funkce f2 pti rozdéleni o vynasobeny éislem
7w a analogické tvrzeni plati pro vyraz nalevo. Tento vztah plati pro kazdé rozdéleni o.
Proto

ngpsz(a) < Vi< igf Sp2(0) (1.3)

Jelikoz uvazujeme funkci f spojitou na intervalu (a,b), existuje na tomto intervalu i



integral z funkce f2, a plati f; f? =sup, Sp2(0) = inf, Sp2(0). Odvodili jsme tedy tvrzeni

Véta 1.1.1. Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b). Pak objem rotacniho télesa,

které vznikne rotaci grafu funkce f kolem osy x, je fab f2.

Piiklad 1.1.2. Rovnice 22 4+ y? = R? popisuje kruh o poloméru R se stfedem v pocétku
soufadné soustavy. Jeho rotaci kolem osy x vznikne koule o poloméru R. Kolem osy x
rotuje tedy graf funkce f(z) = v R? — 22 s definiénim oborem (—R, R). Podle predchozi
vety je

R

R
objem koule o poloméru R = 7T/ (R —2°) do = 7T|:R2£L' - lx?’} = iR,
R -R

1.2 PIlast rotaéniho télesa

Opét nechame rotovat kolem osy x graf funkce f(z) spojité na intervalu (a,b). Ukolem
je spocitat plast vzniklého rotacniho télesa. Pojem pldst nezahrnujeme povrch kruht
7(f(a))? a w(f(b))% Cely povrch rotacniho télesa ziskdme az po pricteni ploch téchto
kruht k plasti. K odvozen{ plasté vyuZijeme znalost vzorce pro plast P komolého kuzele,
jehoz dolni podstava je kruh o polomeru ry, horni podstava je kruh o polomeru r, a vyska
v. Plati P = 7(ry + 79)/(r1 — r9)% + v2. Protoze rotaci funkce f a funkce |f| vznikne

stejné téleso, bez Gjmy na obecnosti uvazujme v této sekci pouze nezaporné funkce.

Nasledujici argumentaci uvadime pouze pro zajemce kvuli uplnosti. Vypocet po-
vrchu obecnych téles (ne pouze rotaénich) bude totiz obsahem dalsiho kurzu matematické

analyzy.

Necht f je spojitd nezdporna funkce na intervalu (a,b) a necht o = {xg, 1, ..., 2.},
kde a = xy < 1 < ... < x, = b, je rozdéleni intervalu (a, b). Graf funkce f aproximujeme
lomenou ¢arou sestavajici z tsecek U; pro ¢ = 1,2,...,n. Usecka U; mé koncové body
(zi1, f(zi_1)) a (24, f(2;)). Usecku U; nechame rotovat kolem osy x. Tim vznikne komoly
kuzel, oznacme jej K, jehoz podstavy maji poloméry ry = f(x;—1) a ro = f(z;) a vyska

kuzele K; je v = x; — x;_1. Plast i-tého komolého kuzele je

pi = m(f (@) + flam))V (@) = Fleia)? + (2 — 250)? (1.4)

Oznacme p(o) = Y1, pi- Soucet p(o) pléstu kuzelu vzniklych rotact isecek U; je dolnim
odhadem pléasté rotacniho télesa. Podobné jako pti definici délky grafu funkce definujeme
plast rotacniho télesa jako

P =supp(o).

Upravime vyraz (1.4). Protoze f je spojita na (x;_1,x;), nabyva vSech hodnot mezi

f(zi—1) a f(x;), specidlné se nabyva i pruméru, tj. existuje & € (x;_1,x;) takové, ze



f(&) = M Ptidejme navic pozadavek, ze funkce f ma spojitou derivaci na
a,b). Jako obvykle ozna¢ime A; = z; — z; 1. Podle Lagrangeovy véty o ptirustku funkce
b). Jak bkl cime A Podle L &t rirustku funk

existuje n; € (z;_1,x;) takové, ze

V(@) — o)+ (@ —z)2 =1+ (f’(m))2 A;.

= 27r2f EN 1+ (F(m)” A

Kdyby pro kazdé i platilo & = n;, bylo by mozno interpretovat p(o) jako integralni
soucet funkce 27 f(z)+/1+ f('(x))? na intervalu (a,b). Predpoklad & = m; neni vsak

Celkove

opodstatnény. Muzeme ale upravit

plo) =J (o) +£&(0), (1.5)
kde
= 27‘(‘2 f(mia/1 f’(nz)) i je integrdlni soucet
a

= 27r2< ) (f’(m)) ; je chybovy ¢len.

Jelikoz predpokldddme spojitost derivace f’ na uzavieném intervalu, je derivace ome-
zend, feknéme konstantou C'. S vyuzitim Lagrangeovy véty lze s¢itanec chybového ¢lenu
odhadnout

(&) = Fo) [/ 1+ (F(m)” A < Cl& —m VI+C? A < CVI+C? AL

Pro zkréceni zapisu ozna¢me konstantu C = 2rCV/1+ C2. Pak

E0) < S A <L a S A =2C(b-a). (1.6)

Podobné jako pii odvozovani vzorce pro délku grafu funkce i ted nalezneme norméaln{
posloupnost rozdéleni (o,) takovou, ze li_)m p(o,) = P.

Ze zakladni véty integralniho poctu vime, ze hm J(on) f 2 f (x W dx .
Odhad (1.6) implikuje nh_)n;o E(oy,) = 0. Dosadlme i ¢leny normélni posloupnost rozdéleni

(0,,) do vztahu (1.5) a provedeme limitni pfechod, dostaneme

P—hmp(an)—hmj(an)+hm50n —277/f W1+ f((x))?dx.

n—oo



Dokazali jsme tedy tvrzeni

Véta 1.2.1. Necht funkce f md spojitou derivaci f' na intervalu {a,b). Pak pldst télesa
vzniklého rotact grafu funkce je P = 27 f; flz)y/1+ (f/(:c))2 dz .

Piiklad 1.2.2. Cést paraboly f(z) = (1 — z), kde = € (0,1), nechdme rotovat kolem
osy x a spocitame povrch rotacniho télesa. Protoze f(0) = f(1) = 0, predstavuje plast P

uz cely povrch rotacniho télesa. Podle ptedchozi véty

Pz?ﬂ/lx(l—x)\/1+(2x—1)2d$.

Vypocet integralu nechame na ¢tenari.



