Nestandardni zapisy c¢isel
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Abstrakt

V ¢lanku pfedstavujeme pozi¢ni numeracni systémy s neceloéiselnou bézi,
porovnavame jejich vlastnosti s klasickymi soustavami a na pfikladu ukazujeme
jejich vyuziti k dlazdéni prostoru.

Problém, jak zapisovat ¢isla, fesi lidstvo od nepaméti. Pozi¢éni zapis, kdy stejny
symbol, napf. 2, pouzity na ruznych mistech vyjadiuje jednou pocet dva, jindy pocet
dvé sté, byl umoznén vynalezem symbolu 0 pro ,nic“. I malému skoldkovi je jasné, ze
tloha vynésobit ¢isla 79 a 37 zapsana v desitkové soustavé je jednodussi, nez nasobit
tato ¢isla zapsana rimskym zptsobem LXXIX a XXXVII. Pfesto se poziéni zapis
prosadil v Evropé az ve 13. stoleti. V tomto pfispévku se nechceme vénovat davné
minulosti, to pfislusi historikim matematiky. Chceme vSak ukazat, jaké pozi¢ni zapisy
¢isel se studuji dnes.

V béZném zivoté zapisujeme ¢&isla v desitkové soustaveé. Kazdé prirozené &islo x
zapiseme jako x4 (10)% 4+ 251 (10)F1 + 23 _2(10)¥=2 + ... + 21 (10) + z¢, kde cifry x;
jsou z mnoziny {0,1,2,...,9}. Chceme-li zapsat zaporné celé ¢islo, tak zapiSeme jeho
absolutni hodnotu a pfed tento zapis dame znaménko minus. S¢itat a nésobit ¢isla
v desitkové soustavé nas naucili uz ve gkole. Algoritmy pro tyto operace vyzaduji,
abychom si zapamatovali tabulky vysledki sou¢tu dvou cifer a vysledkii souc¢inu dvou
cifer.

n
I kazdé redlné ¢islo z € R lze vyjadiit ve tvaru sumy = = + Y zx(10)*, kde
k=—o0

xg € {0,1,2,...,9}, a zapsat v desitkové soustavé (z)19 = *xp ... 2120, Z_1Z_2. ...
Pochopeni tohoto zapisu uz vyzaduje povédomi o konvergenci v R. Algoritmy na séitani
a nasobeni, jak nés je ve kole naudili, uméji ostatné pracovat jenom s ¢isly, ktera maji
ve svém zapisu pouze koneéné mmnoho nenulovych cifer, tj. jenom s ¢isly ve tvaru
()10 =22pn ... 2120, T_1T—2 ... T,

Bazi f = 10 v predchozim povidani muzeme zaménit za libovolné celé prirozené
¢islo vétsi nez jedna. Tim ovlivnime mnozinu potiebnych cifer. V soustavé s bazi § = 2
si vysta¢ime jen se dvéma ciframi, 0 a 1. Tabulka vysledkd operaci + a x dvou cifer
je snadné k zapamatovani. V této soustavé pracuji skoro vSechny pocitace, protoze
realizovat technicky pouze dva symboly 0 a 1 je nejjednodussi.
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1. Pozi¢éni zapis komplexnich é&isel

Komplexni éisla jsou obvykle vyjadiena ve tvaru x +iy. Reédlnou slozku z a imaginarni
slozku y zapisujeme jako realné ¢isla, tedy obvykle v desitkové soustavé. Nasobeni dvou
komplexnich ¢isel probiha podle vzorecku pro vypocet realné a imaginarni slozky sou-
¢inu. Oddélovani redlné a imaginarni ¢asti pii pocitani neni v8ak Sikovné. V roce 1965
Walter Penney, zaméstnanec ministerstva obrany USA, publikoval jedenapilstrankovy
¢lanek [16] a v ném nasledujici vétu.

Vé&ta 1. Necht 8 = i— 1. KaZdé komplexni ¢islo z € Z[i] := {a+1ib | a,b € Z} lze
jednoznacné zapsat ve tvaru

z= Zz;ﬁ’ﬂ kde zr € {0,1}.

k=0

Prvky Z[i] se obvykle nazyvaji gaussovskd celd ¢isla. Misto sumy budeme pouzivat
Zapis
(Z)ﬁ = Znin—1.--%2120 @ .

V ném se vyskytuji pouze dvé cifry 0 a 1. Nepotfebujeme pouzivat zadné znaménko =+.
Tabulka pro nasobeni cifer 0 a 1 je jednoducha. Do tabulky pro soucet dvou cifer
potfebujeme doplnit 1 4 1. Protoze S =i—1, 82 =—-2i, A2 =2+2i, B*=—4,...,
plati 2 = 8% + 32, tj. (2)s = 1100e. Tedy secist 1 + 1 na k-té pozici sou¢tu dvou
fetézci znamenda napsat na k-tou pozici nulu a na pozice k + 2 a k 4 3 pficist cifru 1.
Piedvedme si to na piikladé 3 + 1 = 4, zapsano v bazi 8.

1 1 01 ¢ = (3)3
1 o = (1)g

1 1 0 2 e

1 1 0 0 e

1 1 0 0 e

2 2 0 0 e

1 1 0 0 0 0 e

1 1.0 00 0 0 e

1 21 0 0 0 0 e

1 01 00 0 0 e

1 1.0 000 0 0 0 e
111010000 e = (4)4

Dtkaz Penneyovy véty je jednoduchy.

Oznatme S := {3}, 28" | 2t € {0,1}}. Z¥ejm& S C Z[i]. Cheeme vSak ukézat,
ze S = Z[i]. K tomu stadi ovéfit, ze

a) 1,-1,i,-ieSa

b) S je uzaviena vudi operaci s¢itani.

a) Jelikoz f* = —4 a (4)5 = 111010000e, je (%)5 = 11101e = (—1)g. Jednoduse

nahlédneme, ze (i)g = 11e a (—i)g = 111e.
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b) Uzavienost vzhledem ke s&itani lze odvodit z faktu, Ze pouziti pravidla 2e —
1100e neméni soudet cifer v zapisech (z)g a (y)ga, které chceme secist. Navic jak jsme
vidéli na piikladé souc¢tu 3+1, nevyhovujici hodnoty cifer (tedy ty, co nejsou 0 a 1)
se presouvaji v zapisu vice doleva. To miZze pokracovat do nekonec¢na leda tak, Zze
presouvana Cast cifer reprezentuje ¢islo 0, a lze ji proto vymazat.

Dikaz jednozna¢nosti vyjadreni &isla z € Z[i] v bazi 8 = i — 1 vyuziva toho, Ze
polynom miniméalniho stupné s celo¢iselnymi koeficienty, ktery ma kofen 3, je polynom
2?2 + 2z + 2. Kdyby nékteré z € Z[i] mélo dva riizné zapisy v bazi 3, pak by 3 bylo
kofenem nenulového polynomu s koeficienty v {—1,0, 1}, a tento polynom by mél byt
roven soucinu g(x)(x? + 2x + 2), kde g() je polynom s celoéiselnymi koeficienty. To

neni mozné. (]
MnozZina %Z[l] = Bl,LS predstavuje komplexni &isla, ktera lze zapsat v bazi
s nanejvys n misty za zlomkovou teckou e. Mnozinu Fin(8) = |J,,cy B%Z[i] pak tvori

¢isla, ktera lze zapsat v bazi 8 pomoci koneéné mnoha cifer.! Fin(3) je husta v C,
a tedy kazdé komplexni ¢islo je limitou n&jaké posloupnosti s ¢leny ve Fin(53). Dalsi
asili vyzaduje dtkaz, ze kazdé komplexni &islo z lze reprezentovat jako nekone¢nou

fadu
k

z= Z zjB7 s koeficienty z; € {0,1}.
j=—00

Vratme se v8ak ke gaussovskym celym ¢islim. Jejich rozvoj v bazi 5 nehledame tak
naivné, jak jsme to délali v p¥ipadé ¢isla 4. Sta¢i se inspirovat algoritmem pro hledéani
zapisu piirozeného &isla v soustavé s bazi 8 € N. Tak napiiklad pfi hledani koeficienta
aj € {0,1,,...,6} pro zéapis ¢isla 278 = ax7F + ... + a1 7' + ag v béazi B = 7, vidime,
ze Cislo 278 a ag museji mit stejny zbytek po déleni ¢islem 7. Tedy ag = 5. Protoze
278 —ag =273 =7 x 39 = 7 x (a7 "' + ... + ay), stadi ted vyjadiit v sedmickové
soustavé ¢islo 39. Jeho posledni cifru a; ziskdme stejné, tedy a; = 4, coz je zbytek po
déleni ¢isla 39 sedmickou. A tak pokra¢ujeme dal.

Vystacili jsme si s ciframi 0,1,,...,6, protoZe pokryji v8echny zbytky po déleni
Cislem 7. I na mnoziné Z[i] lze definovat déleni se zbytkem. P¥i popisu zbytkd hraje
dulezitou roli norma komplexniho ¢isla N(z) = 2z, kde Z znadi ¢islo komplexné sdru-
zené k ¢islu z.

Vé&ta 2. Necht f = a + ib € Z[i], kde a a b jsou nesoudélnd. Ke kaZdému z € Z[i]
existuje y € Zl[i| a zbytek r € R tak, Ze z = Py + r, kde

R=1{0,1,...,N(B) —1}.

Tato véta pochéazi od Gausse [10] a jeji obdobu lze vyslovit i pro pfipad, kdy a a b
jsou soudélné. Zaklad § = i — 1 z véty 1 ma normu 2. Mnozinou zbytkid, a tedy
mnozinou cifer, je R = {0, 1}. Stejnou metodou, jakou jsme hledali rozvoj ¢isla 278
v bazi 7, mtzeme hledat rozvoj gaussovskych celych ¢isel v bézi i — 1.

Az dosud vypada situace v Zli] velice podobné jako v Z. V Z lze za zéklad zvolit
libovolné B € Z,3 > 1 (a dokonce i B < —1). Ctenafe jisté napadlo, pro¢ jsme si

1V Geském textu se b&zné pouziva v dekadické soustavé desetinna ¢arka k oddéleni koeficientit
u zapornych mocnin zakladu, v obecnych soustaviach pouZivame znac¢eni mezinarodni, a to psani
tlusté tecky e, kterou nazveme zlomkovd tecka.
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vybrali v Z[i] pravé bazi 8 =1—1 a ne t¥eba § = i+ 1. I toto gaussovské ¢islo ma pieci
normu 2 a po déleni dva mozné zbytky 0 a 1. Divod je jednoduchy; pro 8 =i+ 1 by
véta 1 neplatila. To zjistime tak, Ze —1 ani —i se nam nepodaii v této bazi vyjadrit.
Kdybychom totiz chtéli na vypocet posledniho koeficientu v rozvoji ¢isla —i v bézi
B =i+ 1 pouzit vétu 2, dostaneme —i = (—i) + 1, a tedy v dalsim kroku méame
hledat opét rozvoj stejného ¢isla —i, a tak dokola.

Na otazku, s kterymi bazemi § je vhodné pracovat v gaussovskych celych ¢islech,
odpovida nasledujici véta z [13]. Opét ji vyslovime v jednodussi formé.

Vé&ta 3. Necht 8 = a+ ib € Z[i], a, b nesoudélnd. Pak kaZdé z € 7Z[i] lze zapsat
ve tvary

=Y zf* kde z €{0,1,...,N(8) -1},
k=0

tehdy a jen tehdy, kdyz B = —n 1 pro néjaké n € N ={1,2,3,...}.

Algoritmus pro hledani rozvoje &isla 278 v soustavé se sedmickovym zakladem po-
uzival zbytky po déleni zékladem 7. Takovy algoritmus je vhodny, kdyz chceme hledat
rozvoj celého ¢isla. Nehodi se v8ak k tomu, abychom nasli rozvoj ¢isla 7 v sedmickové
soustavé. Na hledani rozvoju libovolnych redlnych kladnych ¢éisel slouzi

hladovy algoritmus pro hledani rozvoje v bazi g > 1:

Pro zadané x € R,z > 0, nalezneme maximalni k € Z takové, aby ¥ < z, a polozime
T = L;TJ Z volby k plyne, ze 1 < 3, < 3 a &islo x lze napsat jako x = x3% + ¥,
kde 0 < y < B*. Je-li y = 0, konéime, jinak stejny postup pouzijeme pro &islo . Tuto
proceduru opakujeme, ale nemusime se zastavit po kone¢ném poctu kroki. Ziskdme
tak kone¢ny nebo nekoneény fetézec cifer z mnoZiny {m € Z | 0 < m < 8} a ¢islo «
zapsané jako

v =a,B" + 2185 g L

Napf. ¢islo m v sedmickové soustavé ()7 = 3 e 06634 .. ..

Co brani pouziti hladového algoritmu pro hledani rozvoje komplexnich ¢isel? Na C
nam schazi rozumné uspofadani pro porovnani 3% < x. V roce 1989 nasel Thurston [20]
jednoduchou obdobu hladového algoritmu pro komplexni ¢&isla.

Vé&ta 4. Necht § € C,|B| > 1 je baze, A C C je koneénd mnoZina cifer a V.C C je
omezend mnozina obsahujici ve svém vnitiku 0. Pokud

BV CcV+A={v+a|lveV,ac A},
pak kazdé z € C lze zapsat ve tvaru
_ . gk k-1 k—2 _ .
2= 2kf" + 2p—1 BT+ ap—2B 4. .., kde zj € A pro kaZdé j < k.
Driikaz. Protoze V obsahuje ve svém vnitiku 0, kazdé z € C miZeme vydélenim vhod-
nou mocninou B* dostat do V. Proto sta¢i vétu dokazat pro z € V. Z podminky

BV C V + A najdeme k ¢&islu Sz ¢islo 21 € V a cifru a; tak, ze Sz = z1 + a1, tj.
z= % + %1 Analogicky najdeme z5 a cifru as tak, ze 821 = 29 + asg, tj. 21 = %2 + %
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Po dosazeni pak z = %1 + g% % Zkonstruujeme tak posloupnost cifer a,, a Cisel
zn € V takovou, Ze pro kazdé n plati

a1 as QAp Zn
Z2=—F —F .t =t .
g B2 pr B

Jelikoz je V omezend a 8| > 1, je lim 22 = 0. 0

Okamzité nas napadne, zda by nebylo mozné vyuzit predchozi vétu k dikazu repre-
zentovatelnosti komplexnich ¢isel z € C v bazi 8 =1i—1 a abecedé A = {0,1}. Stacilo
by najit néjaké okoli nuly V tak, aby (i—1)V € VU(V 4 1). Kdybychom se omezili na
néjakou ,,slusnou” mnozinu V' s plochou p(V'), tak mnozina (i—1)V ma plochu 2u(V),
a tu mame pokryt dvéma kopiemi V' a V + 1 ptavodni mnoziny. AZ na néjaké hrani¢ni
body by musela platit rovnost (i— 1)V =V U (V +1).

Hned je jasné, ze jako V nemuze slouzit kruh, protoze kruh dvojnasobné plochy
nepokryjeme dvéma ptvodnimi kruhy. A stejné nevhodné jsou i dal$i mnoziny, jejichZ
obrazek si v ruce nacrtneme. Z toho vsak nelze usoudit, ze vhodné V neexistuje.

V roce 1981 Hutchinson [12] dokézal nasledujici vétu.

Vé&ta 5. Pro libovolnd kontrahujici zobrazeni ? fi,..., fr : R® — R" existuje jedind
neprdzdnd kompaktni mnoZina C C R™ takovd, Ze

C=Ff(C)U...Uf(C).

Pro 8 = i— 1 nam tato véta aplikovana na dvé kontrahujici zobrazeni komplexni
roviny fi(z) = 5 a fa(z) = Z’# zarudi existenci V' s vlastnosti V = %V U %(V +1).

Jak V vypada? Na to odpovi pohled do dikazu Hutchinsonovy véty. Nejdfive se
ukaZe, Ze na prostoru vSech kompaktnich podmnozin R™, ktery je vybaven Hausdorffo-
vou metrikou, je zobrazeni F' : X — f1(X)U...Uf.(X) také kontrahujici. Pak uz staci
pouzit Banachovu vétu o pevném bodé kontrahujiciho zobrazeni. Pevny bod lze zkon-
struovat jako limitu iteraci kontrahujictho zobrazeni libovolné pocateéni kompaktni
mnoziny. Takze staéi vzit napi. Vy kruh. Pak iterace F*¥(V;) s dostatecné velkym k
bude velice blizka hledané mnoziné V, viz obr. 1. Tato mnozina mé fraktalni hranici.
Na druhé strané kdyz uz vime, Ze kazdé komplexni &islo 1ze v bazi § =1 — 1 a abe-
cedd {0,1} reprezentovat, staci polozit V. = {z € C | (2)s = 0 e ajazas...}. Pro
komplexni rovinu zfejmé plati C = Z[i] + V, a rovinu lze tedy periodicky vydlazdit
stejnymi kopiemi fraktalni dlazdice V.

Problém s hledanim vhodné mnoziny V je zpiisoben tim, Ze na pokryti SV jsme
povolili jenom dvé kopie V. Kdybychom zvétsili dostate¢né abecedu, pokryjeme SV
snadno. Na obr. 2. je zobrazena jin& volba mnoziny V: 8 nasobek mnoziny V' je pokryt
5 kopiemi V' posunutymi o prvky abecedy {0, 1, —1,1, —i}.

Soustavy, ve kterych je pouzito vice cifer, nez je nutné, se nazyvaji redundantni.
Cisla v nich nemaji jednozna¢ny zapis. Velkym kladem redundantnich soustav je, zZe
umoziuji pfi s¢itani dvou fetézcu zpracovavat vSechny pozice paralelné. Mame-li do-
statek procesori, rychlost, kterou ziskame soucet dvou ¢&isel, nezavisi na délce fetézcu.
Prvni algoritmus pro paralelni s¢itani navrhl Avizienis v roce 1961, kdy predstavy

2Kone¢na mnozina kontrahujicich zobrazeni na tiplném metrickém prostoru se obecné nazyvé sys-
tém iterovanych funkci (angl. iterated function system), tento koncept byl zaveden v [12] a Casto
slouzi ke konstrukei fraktalnich mnozin.
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Obr. 1. Mnoziny V a V + 1 splijici vlastnost (i— 1)V =V U (V +1).

2i V4i 21
S S
// \(l_l)v // N
y N y S
S S
7 i N 7 i N V41
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/ N / N
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(a) (b)

Obr. 2. (a) Jina volba mnoziny V', vyobrazena je také mnozina (i—1)V. (b) Mnozina (i— 1)V
pokryta 5 kopiemi V.

o pouziti libovolného poc¢tu procesorii byly hodné vzdélené realité. Algoritmus pra-
coval s desitkovou soustavou a t¥inacti ciframi {—6,—5,...,—1,0,1,...,5,6}, viz [2].
Také v soustavé se zdkladem 8 = i — 1 lze paralelné s¢itat, musime vSak pracovat
alespoii s pétiprvkovou mnozinou cifer, viz [§].
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2. Soustavy s iracionalni bazi

Pro zjednodusSeni situace se omezime na reprezentace realnych ¢isel. Jako béazi £ si
zvolime libovolné realné ¢islo 5 > 1. Pozorny ¢tenar si v8iml, ze popsany hladovy
algoritmus nevyzaduje, aby béze byla pfirozenym ¢&islem. Soustavy s necelociselnym
zékladem zacal jako prvni studovat Alfréd Rényi v [17]. Piedpokladejme v této kapi-
tole, ze § ¢ N. Cifry, které hladovy algoritmus pro zapis kladného &sla pouziva, jsou

0,1,....18).

Piiklad 6. Uvazujme zéaklad § = 1+T\/g7 tj. zlaty Tez, vétsi z kofent kvadratické rovnice
2% = z+1. Obvykle se znadi ¢ a my toto znaceni nadale pouzijeme. Rozvoje &isel s timto
zékladem budou vyuzivat cifry 0 a 1. Protoze ¢F = ¢*~1 4+ ¢*~2 pro kazdy index
k € Z, hladovy algoritmus nepfipusti, aby dva sousedni koeficienty zy_1 a xx_o byly
oba jednicky, viz [21]. To je rozdil oproti dvojkové soustavé, kde Zadna kombinace cifer
neni v zapisu éisel zakazana. Hledejme rozvoj éisla x = 2. Protoze ¢ < 2 < ¢?, hladovy
algoritmus dava 1 = 1 a 2 = 21¢+y, kde pro zbytek y plati y = 2— ¢ = ¢~ 2. Posledni
rovnost plyne ze vztahu ¢ = ¢ + 1. V dalsim kroku hladového algoritmu dostaneme
uZ nulovy zbytek a algoritmus se zastavi. Ziskali jsme tak vyjadieni 2 = ¢ + ¢~ 2, coz
obvykle zapisujeme (2)4 = 10001. V rozvoji celého ¢isla 2 se uplatni i zdporné mocniny
béaze. Tento jev se u soustav s celo¢iselnou bazi 8 nevyskytoval. To vedlo k zavedeni
novych ,celych® ¢isel v ¢lanku [4].

Pro obecny zaklad 8 > 1 se definuji mnoziny [-celgch cisel a ¢Cisel s koneé¢nym
[B-rozvojem predpisem

1
Zg={xtzx |z e Rz >0a (z)g = xTr—1...200} a Fin(f) = U @Zg.
neN

Je-li zéklad 8 € N, > 2, mnozina Zg = Z. Jinak je Zg # 7Z. Pro vechny
zaklady je vSak mnoZina Zg diskrétni a relativné hustéa, tj. nema vlastni hromadné
body a vzdalenosti mezi nejbliz§imi sousedy jsou omezené. Napf. pro zlaty fez ma
mnozina Zg mezi sousedy dva rizné typy mezer, a to mezeru délky 1 a mezeru délky %,

viz obr. 3. Je-li baze 8 = %, vzdalenosti mezi sousedy nabyvaji nekoneéné mnoha
hodnot.

Mezi fyziky vzrostl zdjem o mnozinu Zg po objevu kvazikrystald, tj. pevnych la-
tek, jejichz difrakéni obrazky lokalné vykazuji péti¢etnou rota¢ni symetrii. Tato syme-
trie se u béznych krystali nemuze vyskytovat. Objev prvniho kvazikrystalu se datuje
rokem 1982, kdy Shechtman? se spolupracovniky prudce zchladili slitinu hliniku a man-
ganu, viz [18]. Od té doby byly objeveny i dalsi pevné latky s krystalograficky zakaza-
nymi symetriemi, a to s lokalni osmi¢etnou a dvanacticetnou symetrii. Dnes pouzivané
matematické modely kvazikrystalt popisuji koordinaty atomt pomoci mnoZiny Z
(v pripadé péticetné symetrie) namisto mnoziny Z v klasickych krystalech, viz [4].

Vidéli jsme, Ze mnoZina Zg neni uzaviend vici séitani. Vskutku, ¢islo 1 +1 = 2
mé v bazi ¢ rozvoj s nenulovymi ciframi i za zlomkovou teckou. Pro zéklad 8 ¢ N
plati obecné, ze Zg + Zg ¢ Zg. 7 aritmetického hlediska je v8ak uspokojujici, kdyz
soucet dvou Cisel s koneénym rozvojem ma také konecny rozvoj. To uz implikuje, Ze

3Dan Shechtman dostal za tento objev v letodnim roce Nobelovu cenu za chemii.

282 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 4



1
= 1
¢
| — —
0 1 ¢ ¢? #*+1  ¢P P+1 P+

Obr. 3. Neékolik nejmensich nezapornych ¢-celych &isel.

soudin dvou ¢isel s koneénym rozvojem mé také koneény rozvoj. Ani takova vlast-
nost vS8ak neni samoziejma, jak dokazuje nasledujici véta, kterd pochazi od Frougny
a Solomyaka [9].

Véta 7. Necht pro bdzi 8 > 1 plati Fin(8) + Fin(8) C Fin(8). Pak 8 je algebraické
celé ¢islo a vSechny jeho sdruZené koteny jsou v absolutni hodnoté mensi nezZ jedna.

Piipomeiime, Ze ¢islo 8 nazyvame algebraickiym, je-li kofenem néjakého polynomu
fx) = 2% +ag_127 1 + ... + a1x + ap, kde a; € Q. Takovychto polynomi je vic,
ale jenom jeden mezi nimi mé minimalni stupen, tomu fikime minimdlni polynom
¢isla 8. Ostatnim kofentim minimalniho polynomu se ¥ika sdruZené k ¢islu 8. Stupném
algebraického ¢isla 8 se rozumi stupeii jeho minimélniho polynomu. Jsou-li koeficienty
minimélniho polynomu celoéiselné, nazyvame [ algebraické celé ¢islo. Napft. zlaty fez
¢ = % je algebraické celé ¢islo s minimalnim polynomem z? — z — 1 a k nému
sdruZzeny kofen je ¢’ = %

Snadno se ukaze, ze algebraické celé ¢islo 5 > 1, jehoz sdruzené kofeny jsou v abso-
lutni hodnoté mensi neZ jedna, méa nasledujici vlastnost: existuje A # 0 takové, Ze

Jim [[A5"[ =0, 1)

kde ||z|| znaci vzdalenost = od nejblizsiho celého ¢isla. Algebraicka ¢isla 8 > 1 s vlast-
nosti definovanou (1) se nazyvaji Pisotova c¢isla. Na druhé strané lze ukazat, ze kazdé
algebraické Pisotovo ¢islo je algebraické celé a jeho sdruzené kofeny jsou v absolutni
hodnoté mensi neZ jedna. Vétu 7 bychom tedy mohli vyslovit i ve tvaru, Ze uzavie-
nost Fin(g3) viaci séitani vynucuje, aby zédkladem S bylo Pisotovo &slo. Mnozina Piso-
tovych ¢isel, obvykle se zna¢i S, mé zajimavé vlastnosti: je uzaviend, jeji minimalni
prvek je realny koten polynomu 2 —x—1 (jeho hodnota je 3 = 1,32471...), mnozina S
ma nekoneéné mnoho hromadnych bodi, nejmensi hromadny bod je zlaty fez ¢ atp.
Pro dalsi podrobnosti odkazujeme ¢tenafe na [5]. Dlouholetou nevyfesenou otézkou
(Pisotuv-Vijayaraghavantuv problém) je existence ¢isla s vlastnosti (1), které by ne-
bylo algebraické.

Pisotova ¢isla hraji v numerac¢nich systémech duleZitou roli: je-li zaklad 8 Pisotovo
¢islo, pak mnozina fS-celych ¢isel ma pouze koneéné mnoho raznych mezer mezi sou-
sednimi prvky [19]. Navic posloupnost téchto mezer lze generovat piepisovacimi pra-
vidly [7].

Demonstrujme to na piikladé zlatého fezu. Zde, jak jsme jiz zminili, mezi sousedy
v mnoziné Zg jsou mezery dvojiho typu: mezera délky 1, tu ozna¢me pismenem A,
a mezera délky %, tu ozna¢me pismenem B. Opakované budeme piepisovat slova v bi-
narni abecedé {A, B} pomoci piepisovacich pravidel ,A zamén za AB* a B zaméi
za A“, pritemZ za¢neme s jednopismennym slovem A. Postupné dostavame:
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A~ AB+— ABAw+— ABAAB — ABAABABA — ABAABABAABAAB — ...

Kazdé dalsi slovo ma jako svoji pfedponu predchozi slovo, takZe nekoneénym piepi-
sovanim ziskiAme nekoneéné dlouhé slovo, které kéduje posloupnost mezer v mno-
7iné Zg, srovnej s obr. 3. Délkami generovanych slov jsou postupné 1,2,3,5,8,13,.. .,
tedy Fibonacciho ¢isla. Numeraéni soustava se zakladem zlaty Tez tzce souvisi se
soustavou, ve které se pfirozena ¢isla vyjadiuji pomoci Fibonacciho &fsel, pro tento tcel
definovanych jako Fy =1, Fy =2 a F,, = F,,_1 + F,,_o pro kazdé n = 2,3,4,.... Libo-
volné m € N lze vyjadiit ve tvaru m = Fy,, + Fy, , +...+ Fy,, pfiemz k; —1 > k;_;
pro kazdé ¢ = 1,2,...,n. Tedy zapis nedovoluje pouzit dvé sousedici Fibonacciho
&isla. Tomuto zapisu, zavedenému v [21], se ¥ika Zeckendorfova reprezentace Cisla.
Pro dalsi souvislosti, napt. mezi provadénim aritmetickych operaci s ¢isly zapsanymi
v béazi ¢ a v Zeckendorfové reprezentaci, odkazujeme ¢tenafe na [11] nebo Gesky psanou
knihu [14].

3. Pisotova ¢isla a aperiodicki dlazdéni prostoru

Dalsi hezkou vlastnosti pisotovského zakladu [ je souvislost takového numera¢niho
systému s dlazdénim prostoru.

Dlazdéni prostoru R™ je dano kone¢nou mnozinou D dlazdic, jejichz kopiemi lze
vyplnit cely prostor bez mezer a toho, aby se dlazdice prekryvaly. Upfesnéme, ze
dlaZdici D € D se rozumi kompaktni mnozina s neprazdnym vnititkem v R™ takova,
7ze D se shoduje s uzavérem svého vnittku; kopie dlazdice D je mnozina x + D pro
néjaké x € R™; dvé kopie dlazdic se neprekryvaji, pokud zadny vnitini bod jedné
dlazdice nepatii jiné dlazdici. Rozhodnout o dané kone¢né mnoziné D, zda jeji pomoci
Ize vydlazdit prostor, je obecné velice obtizn4 tloha.

Pro nazornost ukazeme, jak vyuzit kubické iracionality k vydlazdéni roviny. Uva-
7ujme kubicky polynom z3 — 22 — 2 — 1. Jeden jeho realny kofen je B = 1,83929.. .,
dalsi dva kofeny tvori komplexné sdruzena ¢isla v a7, v absolutni hodnoté mensi nez 1.
Cislo 8 je tedy Pisotovo. Numeraéni systém pouziva cifry 0 a 1, a protoze pro § plati
B3 = 82 4+ 341, hladovy algoritmus nepfipusti, aby S-rozvoj n&jakého &isla obsahoval
t¥i po sobé jdouci jednicky, tj. fetézec 111. Plati tedy

Fin(B8) = { + Z zy 8" ‘ m,n €7Z, x; € {0,1} a x;pox;p12; # 111} )

k=m

Ke konstrukei dlazdéni roviny budeme vyuZivat pouze nezaporné prvky Fin(8). Ty lze
rozdélit disjunktné do spocetné mnoha mnozin podle toho, jaka posloupnost 0 a 1 se
vyskytuje v jejich zapise za zlomkovou teckou. Necht tedy w je fetézec v abecedé {0, 1},
ktery neobsahuje tfi po sobé jdouci jednic¢ky. MnozZinu takovych fetézcii oznac¢me R
a poloZzme

Tew ={z 20| (2)g = x)T—1...v170 ow} pro kazdé w € R.
Specialné, je-li w prazdny fetézec, tj. za zlomkovou teckou nejsou zadné nenulové cifry,

je Te =Zg N[0, +00).
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Obr. 4. Dlazdice Do, De1 a De11.

Definujme zobrazeni mnoziny Fin(8) N [0, +00) do C pfedpisem

n
T = kaﬂk — 2 = Zxk’yk.
k=m

k=m

Pro ¢tenaie sbéhlého v algebfe dodejme, Ze piifazeni z — 2’ je definovano izomor-
fizmem o mezi algebraickymi t&lesy Q(8) a Q(7).

Protoze sdruzeny kofen v je v absolutni hodnoté mensi nez jedna, je obraz vsech
nezapornych S-celych ¢&isel, tj. (T,)' = {2’ = o(z) | x > 0, x € Zg}, mnozina omezena
v C. Uzavér této mnoziny se nazyva centrdlni dlaZdice ptislusejici k Pisotovu ¢islu S,
znadi se Do a je znazornén na obr. 4. O této dlazdici bylo ukazano [1], Ze je uzave-
rem svého vnittku a Ze hranice D, méa Lebesgueovu miru 0. Nyni uz muZzeme popsat
dlazdeéni celé gaussovské roviny. Definujme dlazdice

Dey :={2' |z € T} prokazdé w € R,

kde pruh nad mnozinou znaéi jeji uzavér v klasické eukleidovské metrice na C. Cast
dlazdéni je na obr. 5. Toto dlazdéni m4 nésledujici vlastnosti:

a) Kazda dlazdice Dy, je posunutou kopii jedné ze tii riznych dlazdic Do, De1 nebo
Deiy.

b) Kazd4 dlazdice po zvétseni faktorem % se da poskladat z kopii D, De1 a De11.

Odivodnéme tyto vlastnosti. Mnozinu fetézci R neobsahujici t¥i po sobé jdouci jed-
nic¢ky lze totiz napsat jako disjunktni sjednoceni

R={0w|we R}U{10w|we R}U{110w | w € R}.
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Obr. 5. Cast dlazdeni gaussovské roviny dlazdicemi Do, De1 a De11.

7 definice mnoZiny T,,, pFimo plyne
Teow = Te + o0w, Ter0w = To1 + 000w, Te1100w = Te11 + 0000w,

kde ew ztotoziujeme s &islem x, pro které (z)s = ew. Dlazdice Dagy, je tedy posunutou
kopii dlazdice D,, dlazdice De10y je kopii De1 a dlazdice De110w je kopii De11. Pro
odtivodnéni vlastnosti b) si sta¢i uvédomit, ze %T. je mnozinou ¢&isel, ktera maji za
zlomkovou teckou nanejvys jednu cifru. Proto zfejmé %T, = Te UT,1, coz, vyjadieno

v dlazdicich, znamena

1
— D¢ = Dy U Day.
5

Obdobné ze vztaht %T.]_ = T.11 UTOO] = T.]_1U (T.—|—.01) a %Toll = ToOll = T.—|—.011
dostaneme dalsi skalovaci identity. Vlastnost b) se nazyva sob&podobnost dlazdeéni
a dava navod, jak z centralni dlazdice Do nagenerovat dlazdéni celé roviny postupnym
skalovanim faktorem <.

Konstrukci mnozin D, kterou jsme pravé popsali, 1ze provést pro kazdé Pisotovo
¢islo B stupné d. Tyto mnoziny budou tvofit pokryti prostoru R4, nemuseji vsak

286 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 56 (2011), ¢. 4



Obr. 6. Zakladni trojice dlazdic odpovidajici kofenu rovnice x> = 22 + 1.

tvorit dlazdéni prostoru, a to kvili prekryviam. Na otézku, kdy tvori dlazdéni, odpo-
vida ¢astecné nasledujici véta z [1], kterd spojuje geometrické a aritmetické vlastnosti
numeracniho systému.

Vé&ta 8. Necht B > 1 je Pisotova jednotka* stupné d > 2 a R mnoZina vSech koneé-
nych Fetézci vyskytujicich se v B-rozvojich redlnych cisel. Pak mnoZiny Dey,, kde w
probihd R, tvori dldzdéni prostoru R4~ prdve tehdy, kdyz Fin(B) + Fin(B) C Fin(B).

V piipadé, Ze mnoziny D, tvoii dlazdéni, je pocet ruznych dlazdic roven alespon
stupni  a zavisi na mnoziné fetézcii, které se vyskytuji v rozvojich Cisel v béazi .
Napr. nejmensi Pisotovo ¢islo 3, které je kubické, generuje dlazdéni s péti raznymi
dlazdicemi. Ruznost dlazdic nevylucuje, ze jedna dlazdice je nasobkem jiné. Napf.
na obr. 4. vidime, Ze D411 je posunutou vD,. Zajimavé je dlazdéni pomoci kubické
iracionality, ktera je kofenem rovnice 23 = 22 + 1, viz obr. 6. Viechny dlaZdice jsou
pouze kopiemi centréalni dlazdice v raznych velikostech.

Zasadni rozdil mezi dlazdénim roviny pomoci dlazdice V', které jsme ziskali pfi zéa-
pisu komplexnich &isel v bazi § =i— 1, a dlazdénim konstruovanym pro Pisotovo ¢islo
je, ze Pisotova ¢isla davaji aperiodickd dlazdéni, tedy dlazdéni nelze posunout o néjaky
vektor tak, aby se krylo s pavodnim dlazdénim.

4Miniméni polynom &isla 8 ma absolutni clen 1.
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4. Zavér

N4&s prispévek se vénoval pouze poziénim zapisim ¢isel. Tim nechceme tict, Ze jiné nez
poziéni systémy nejsou dilezité. Napf. zapis redlného ¢&isla pomoci fetézového zlomku,
tj. ve tvaru

1

ag+ ——————
1

o I

LY v I

, kde ap€Z a a; €N pro i>1, (2)

je nenahraditelny pii racionalnich aproximacich iracionélnich ¢isel. V matematické
literatufe lze nalézt rizné zobecnéni fetézovych zlomki. Jedno z nich, zavedeno Ber-
natem [3], piipousti v zapisu (2) jako koeficienty ¢-cela ¢isla, tj. a; € Zy. Zajimavé
vysledky o Fetézovych zlomcich by vSak samy stacily na dlouhy ¢lanek.

Poziéni soustavy s celoCiselnym zékladem a rozsifenou mmnoZzinou cifer, tedy sou-
stavy umoznujici paralelni zpracovéni cifer daného ¢&isla, se dnes bézné vyuzivaji ve vi-
ceprocesorovych aritmetickych jednotkach. Ty se uplathuji hlavné pfi algoritmech pro
Sifrovani, které pracuji s velkymi ¢isly, napt. metoda RSA. O téchto soustavach jsme se
zminili jenom kratce. Do povédomi §irsi odborné vefejnosti totiz vstoupily samy kvili
»slavné® chybé procesoru Pentium odhalené v roce 1997. Pentium (tenkrat i dnes)
pouzivéa pro déleni algoritmus SRT a redundantni soustavu se zakladem § = 4 a péti
ciframi {—2, 1,0, 1,2}, viz [15].

Praktickych vyuziti pozi¢nich soustav s necelo¢iselnym zakladem zatim neni mno-
ho. Kromé jiz zminénych modeli kvazikrystalti je pozoruhodné dalsi aplikace nume-
raéni soustavy se zakladem ¢ (zlaty fez). Ta poslouzila Daubechiesové a spol. k ro-
bustnimu kédovani analogového signalu, viz [6].

Shriime nicméné, Ze studium pozi¢nich systémii piinasi fadu hezkych matematic-
kych problémi, které zasahuji do teorie ¢isel, teorie fraktali, teorie komplexni pro-
ménné ¢ topologie.

Podgkovani: Autori dékuji své kolegyni Ing. I.. Balkové, Ph.D. a RNDr. Pavle Pavli-
kové, Ph.D. za peclivé precteni rukopisu. Tato prace byla podporfena grantem Student-
ské grantové soutéze CVUT ¢&. SGS11/162/0OHK4/3T/14.
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