Maticové numeracni systémy

(TIGR seminar)

Tomas Vavra
TIGR seminar

14. bfezna 2022

Maticové numeraéni systémy 14. bfezna 2022

1/26



UZ na Diskrétni matematice jste se naudili zapisovat prirozena Cisla v

riznych soustavach.
Napr. pri zdkladu 5:

57=2+45-11
=245-(1+5-2)
=2-5241.542

= (212)s.

Co ale kdyz chceme zapisovat neceld Cisla?

(A navic v soustavé s necelociselnym zikladem)
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Jak najit rozvoj necelého Cisla?

Necht uz zndme rozvoj, napr.
[0,1)2x=2-51+1.5242.573
Cifry mazeme hledat iterativné

x1=5bxg—2=1-514+2.572
X2:5X1—].:2~5_1

X3:5X2—2:0
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Obecné mame

d1 X1
X1 X0 1 X0 5+5

d1 d2 X2
X2 X1 2 X0 5+52+52

d d d X
X3=5x—d3s = Xo= — + =+ > 45

5 52 53 53

Pokud nakonec x; = 0, pak mame konecny rozvoj

Pokud udrzime x; omezené, pak mame konvergenci

Pokud x; z kone¢né mnoziny, pak periodicky rozvoj
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Zatim umime rozvijet mala &isla (napf. z [0,1))

Pro &isla > 1 prvné vydélime mocninou zdkladu

11.4

Potom rozvineme

5.0.456 — 2 = 0.28
5.028—-1=04
5.04—-2=0

Cili

11.4

o =257 41574257

114=2-5'4+1.5242.51 =(21.2)s

(TIGR seminar) Maticové numeraéni systémy 14. bfezna 2022 5/26



Klasické nastaveni je 5 > 1, cifry z D = {0,1,...,|5]}
Méné klasické je 8 < —1, cifry z D = {0,1,...,||5]]}
Lze také 8 € C, cifry z D =777

Rozvoje pokazdé ziskavame pomoci T3(x) = fx — d(x)
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Interesting questions

@ Given 3 and d(x), what are (purely) periodic points?
@ What are the points that end in 07

@ Invariant measure on [0, 1], i.e. p( T/gl(A)) = u(A) for all A

measurable
@ Arithmetic operations on representations (1. 4+ 1. = (10.01),,)
© Fractals associated with representations

@ Properties of “integers”
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Obrézek (cela Cisla s komplexnimi ciframi)

VN
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To samé mizeme délat s maticemi (zdklad) a vektory (cifry)

Pokud M € Z™*™ d € 7", pak Mx — d generuje rozvoje vektort

Theorem (Pelantova, Vévra, 2022)

Necht M € Z™*™ je reguldrni matice. Potom existuje konecna mnozina

D C Z™ takovd, Ze kazdy vektor z € 7™ se da vyjadrit jako

z= Z M*d,, di €D, | C7Z koneénsd
kel

(TIGR seminar) Maticové numeraéni systémy 14. bfezna 2022 9/26



Definujme T4(x) = Mx — d(x), xo = x, xk = Tg(xk—1), potom

x=M1di+ M 2%dy+ -+ MK d, + M ¥x,.

Pokud xi lezi v konecné mnoziné F nezdvislé na xg, pak pridanim vsech

dy + F ziskdme konecény rozvoj.

Jak tedy ukazat, Ze x, € F7
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Prevedenim do Jordanova tvaru a pouzitim dalsich trik(l se da véta

dokazat :-)
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Theorem (J. Jankauskas, J. Thuswaldner, 2018)
Necht M € Z™*™ je reguldrni matice, jejiz vlastni Cisla splriuji |\| > 1.
Potom existuje konecnd mnoZina D C Z™ takova, Ze kazdy vektor z € 7.

se d vyjadit jako

z= /\//kdk-i-Mkildkfl—i-"‘—l-/\/ldl—i-do, d; € D.

Veliky problém je ale velikost minimalni D.

Predevsim délaji problém vlastni ¢isla |A| =1
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Co jsme udélali s Kevinem a Joshem

Nejjednodussi matice s vl. &isly [\ =1 je M = (1)

+1 0
Druha nejjednodussi je
0 =1
(11 y
Treti je a obecnéji Jordaniv blok J,(1)
01
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1 1 0 0

01 1 0 0
In(1) =

0 0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1
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Vétsinou se rozvoje typu M¥dy + - - - + Md; + do délaji pomoci
Xiy1 = M7 (x — dy)

My ale vyuzili specidlniho tvaru M:

z=(%%,...,%2.0,...,000 = M"z=(0,0Q,...,0,z,0,...
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Pokud umime reprezentovat (x,*,...,*,+1,0,...,0)7 pro véechny pozice

41, pak umime vSechno:
@ Chceme reprezentovat (z1,22,...,2m)" (BUNO zm > 0)

@ Necht (x,%,...,%,1)T = MXd) +--- + do, potom

(*, ey m—1, Zm)T = [(dk ce do)z”’]/\//
© Podobné vytvofit (*,...,zm_1 — rm_1,0)" a nalepit pred to, co uz
mame
Q atd
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Lemma

Necht M = J,(1). Potom umim reprezentovat Z", pokud umim

reprezentovat (x,...,x,+1,0,... ,O)T, kde £1 je na libovolné pozici.

Napt. pokud M = J5(1), d; = (0,1)7 a do = (0, —1) ", pak

[d1] = (0,1)7,

[da] = (0, 1),
[didb] = (1,0)7,
[dach] = (~1,0).
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N
Necht M = J3 a d; = (0,0,1)7,dr = (0,0, -1)7

VEimnéte si, ze di,d> = (0,0,1)7 mod 2

R; znadi hodnoty rozvoji délky maximalné i

Ry ={(0,0,1)7} mod 2,

R> ={(0,0,1)7,(0,1,0) T} mod 2,

Rs ={(0,0,1)7,(0,1,0)7,(1,1,1)"} mod 2,

Ry ={(0,0,1)7,(0,1,0)7,(1,1,1)7,(0,0,0)"} mod 2,
Rs ={(0,0,1)7,(0,1,0)7,(1,1,1)",(0,0,0) "} mod 2.

Neumim reprezentovat Z3
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Necht M = J3 a d1(0,0,1)7,d> = (0,1,-2)"

Umim reprezentovat Z3
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Theorem (Caldwell, Hare, Vavra, 20227)
Necht M = J(1) a D = {(a,b)",(c,d)T}. Potom umime reprezentovat

72 prdvé tehdy kdyZ dv, d» nespliiuji néjaké podminky.

Obdobny vysledek neni znamy ani pro zdklad 3 a cifry —p,0, g

Priklady podminek:
Q bd >0
@ gcd(b,d) #1
© b=dmod4aa=cmod?2

Q gcd(ad — be, [b] +|d]) > 3
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Vétsi bloky

Theorem (Caldwell, Hare, Vavra, 20227)
Necht M = J,(1) pro libovolné n € N, potom 3 cifry (0...,0)7,

(0,...,0,41)7 sta&i na reprezentovani 7.".

Pro n = 4 funguje (0,0,0,1)7,(0,0,1,—2)7, ale pro n > 5 nemame

2-prvkovou mnozinu cifer.
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Umime reprezentovat (x,...,%*,A,0,...,0)7, kde maZeme volit

A =42 nebo A = j:H(2k -1),
k

coz jsou nesoudélna Cisla. ..

Pro A = 2k volime reprezentaci
[pmmp mppm mppm pmmp...]p, (Thue-Morse slovo)

kde p=(0,...,0,1)7, m=(0,...,0,-1)"
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Matice podobné J,(1)

Co kdyz M = P~1J,(1)P € Z"*" pro P regularni?

(podobnostni transformace)

z=Y Mde <= Pz=> (Jn(1))"(Pds)

Zkoumame pak systém se zakladem J,(1), ale pro vektory z PZ" s ciframi

z PZ" (lattice numeration systems)
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Theorem (C,H,V)

Necht M je podobnd J,(1). Potom stai n cifer k reprezentovani Z".

Tato mez je ostrd, tj. existuje matice radu n, ktera potfebuje pravé n cifer.

Dikaz prvni Casti je relativné technicky

Vyuziva faktu, ze PZ" = BZ", kde B € Z"*" ma specidlni tvar
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Uvazujme D = {dM), ... d(M},

1 2 0 0
0 1 2 0 0
Y- P i
0 0 1 2 0
0 0o 1 2
0 0 1

Véimnéte si, ¢ M¥ = Id mod 2
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Potom

M™dp + -+ Mdy 4+ do = dp + - + di + dp mod 2

= aod(l) 4+ -+ akd(k) mod 2

To je maximaln& 2k vektord a my potfebujeme 2" = k >n
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