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Predmluva

Skriptum, jehoz druhé vydani drzite v rukach, je uréeno studentum prvniho ro¢niku
FJFI jako u¢ebni pomtucka k prednaskam z matematické analyzy. Pokryva latku predna-
senou v letnim semestru. Prestoze je vyklad doplnén ilustrujicimi ptiklady, nemuze na-
hradit cviceni k prednasce. Dulezitym doplikem tohoto skripta jsou sbirky piikladu:
Cwiceni z matematické analyzy, Diferencidlni pocet (J. Mares, J. Vondrackovd) a Cvicend
z matematické analyzy, Integrdni pocet a tady (E. Pelantovd, J. Vondrackova).

Diferenciédlni a integralni pocet jedné redlné proménné je oblasti matematiky, ve které
prvni ucebnice vznikla pred vice nez 400 lety. Poté celé generace matematiku ménily
obsah, pouzity formalizmus i metody vykladu. Na tomto misté chci vsak zduraznit roli
mé byvalé kolegyné Jany Vondrackové, kterd svymi prednaskami v minulych letech roz-
hodujicim zpusobem ovlivnila napln predmétu Matematicka analyza na FJFI. Dale chci
podékovat Miloslavu Znojilovi za velice peclivé precteni rukopisu i za cenné pripominky,
které pomohly zvysit iroven textu. Rovnéz jsem vdééna mnohym studenttim, kteti v mych
poznamkach z prednasky a v prvnim vydéani skripta odstranili ¢etné typografické i vécné
chyby; studentovi Vaclavu Potockovi vdécim za pomoc s obrazky, které jsem v textu

pouzila.

Praha, listopad 2014 Autorka

11



Seznam pouzitych symbolua

symbol pro pfislusnost prvku k mnoziné

-

prunik, resp. sjednoceni mnozin
podmnozina

existencéni kvantifikdtor

<< W NN DOm

obecny kvantifikator

3

soucet n séitancu

M
I

mnozina prirozenych éisel {1,2,3,...}
mnozina celych ¢isel

mnozina raciondlnich ¢isel

mnozina realnych cisel

rozsifena mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

aa =20 N 2Z

roz§ifena mnozina komplexnich ¢isel

prazdna mnozina

— =
8
[

nejvetsi celé cislo neprevysujici

rovnost definujici novy objekt

implikace

ekvivalence

T

oznaceni konce dukazu

kombinaéni ¢islo o nad k

N O

S
o
S

n-ty Tayloruv polynom funkce f v bodé a

=
3

n-ty zbytek v Taylorové vzorci

diferencial funkce f v bodé x

+ o
8 =
&

symbol pro nekone¢nou fadu i jeji soucet

3
Il
—

znak integralu

mnozina primitivnich funkei k funkei f

&>
o
&,__‘k"

urcity integral funkce f od a do b

11



Obsah

1 Aproximace funkce polynomem
1.1 Tayloruv vzorec . . . . . . . . . ..

1.2 Odhad chyby v Taylorové vzorci . . . . . . . . . . .. ... ... .....

2 Ciselné fady
2.1 Zékladni pojmy . . . . ..
2.2 Rady s kladnymi ¢leny . . . . .. ...
2.3 Rady s obecnymi ¢leny . . . . . ...

2.4 Prerovnani fady a nasobeni fad . . . . .. ... ... oL

3 Mocninné rady
3.1 Definice a vlastnosti mocninnych fad . . . .. ... ... L.
3.2 Rozvoj funkce do mocninné ftady . . . . . ... ..o

3.3 Aplikace mocninnych fad . . . . . ... .o

4 Primitivni funkce
4.1 Definice primitivni funkce . . . . . . ... oo Lo
4.2 Metody vypoctu primitivni funkce . . . . . . ...

4.3  Primitivni funkce specidlnich t¥id funkei . . . . . . . ...

5 Riemannuv integral
5.1 Urcity integral: Cauchyova-Riemannova definice . . . . . . .. ... ...
5.2 Urcity integral jako limita posloupnosti . . . . . . . ... .. ... ...
5.3 Vlastnosti ur¢itého integralu . . . . . . .. .. ..o
5.4 Vypocet urcitého integralu . . . . . . . . . ... oL
5.5 Véty o stfedni hodnoté integrdlu. . . . . . .. .. ... .. ...

6 Zobecnény Riemannuv integral
6.1 Definice zobecnéného integralu . . . . . . . ... ...
6.2 Vypocet zobecnéného integrdlu . . . . . ... ..o

6.3 Konvergence zobecnéného integralu . . . . . . . .. .. ...

v

16
16
18
26
33

40
40
44
49

53
93
56
60

66
66
74
78
83
87



7 Aplikace Riemannova integralu 105

7.1 Délka grafu funkce . . . .. ... 105
7.2 Zavedeni goniometrickych funkcia ¢islor . . . .. ..o 107
7.3 Odhady faktoridlu . . . . . ... ... 114



Kapitola 1

Aproximace funkce polynomem

1.1 Tayloruv vzorec

Polynomy jsou funkce, jejichz hodnotu ve zvoleném bodé umime snadno vypocitat. Po-
moci polynomu lze rovnéz dobie aproximovat nékteré dalsi "rozumné”funkce. V této

kapitole budeme uvazovat pouze realné polynomy

n

p(x) :Zakmk, kde ag,aq,...,a, € R, (1.1)
k=0

tedy funkce p : R — R. Abychom tohoto zapisu mohli pouzivat i pro hodnotu z = 0,
pokladame 0° = 1. Je-li a, # 0, nazyvame index n stupném polynomu p. V pifpadé,
ze vSechny koeficienty a; jsou nulové, nazveme p nulovym polynomem a jeho stupen
nedefinujeme. Budeme-li v§ak mluvit o polynomech stupné nanejvys n, budeme mezi
tyto polynomy pocitat i nulovy polynom.

Ze zakladni véty algebry plyne, ze koeficienty ag, aq, ..., a, daného polynomu p jsou

urceny jednoznacné. Podle binomické véty je
k
R <(a:—a)+a>kzz b (x —a)a™ (1.2)
oo \! , ‘

a proto lze pro libovolné pevné zvolené a € R vyjadrit polynom p rovnéz ve tvaru
p(z) = Zbk(:c—a)k, kde bg,bq,...,b, € R. (1.3)
k=0

Pro polynom p dany vztahem (1.1) a bod a € R jsou koeficienty by, by, ...,b, rovnéz
urceny jednoznaéné. Navic z vyjadieni (1.2) plyne, ze koeficient b, je nenulovy pravé

tehdy, kdyz stupen polynomu p je n.

Véta 1.1.1. Necht redlnd funkce redlné proménné f md v bodé a € R konecnou n-tou



derivaci. Potom existuje pravé jeden polynom T, stupné <n takovy, Ze

T®(a) = f®(a) pro kazdé k=0,1,...,n.

k=

[e=]

a nazyvdme jej n-tym Taylorovym polynomem funkce f v bodé a.

Dikaz. Uvazujme polynom p stupné nanejvys n ve tvaru (1.3). Jeho k-ndsobnym zderivo-
vanim a dosazenim bodu a dostaneme p*)(a) = k!b,. Protoze hleddme polynom, pro
ktery by k-ta derivace v bodé a byla rovna k-té derivaci funkce f v bodé a pro vSechna
k=0,1,...,n, musi platit

f¥(a)

by =f®a) = b= o pro kazdé k=0,1,....n.

Koeficienty b jsou proto jednoznacné urceny, a tedy existuje jediny polynom hledanych

vlastnosti. O

Poznamka. Neni-li z kontextu jasné, v jakém bodé a jaké funkci prirazujeme Tayloruv

polynom, pouZzijeme misto stru¢ného 7;, oznaceni T, ¢ ,.
Taylorovy polynomy diulezitych funkei v bodé a = 0.

e Pro funkci f(z) = e® je f*)(x) = €. Proto f®(0) =1 pro kazdé k = {0} UN

n

flz)=¢€¢" = T,(zv)= g

1
H X
k=0

e Pro funkci f(z) = sinz je f®¥(z) = (=1)Fsinz a f?*(z) = (—1)*cosz. Po

dosazen{ bodu a = 0 dostaneme f%(0) =0 a fZ+1(0) = (—1)%. Proto

f(z)=sinx = Th11(x) = Topia(z)

e Pro funkci f(x) = cosz je f®M(z) = (=1)*Fcosz a f#*(z) = (—1)*'sinz. Po

dosazeni bodu a = 0 dostaneme % (0) = (—1)* a fZ+D(0) = 0. Proto



f(x)=cosx = Ty(z)="Toy.1(x)

e Ozna¢me f(x) = In(1+x). Plati f(0) = 0, a protoze pro pfirozené k je k-ta derivace
f®(z) = (=1)*Y(k—1)! (1 +2)7*%, dostaneme f*)(0) = (—1)*~1(k — 1)!. Taylortv

polynom ma tvar

S
—~
|
—
~—

T
—_
™

flx)=In(1+2) = T,(x)= —

e Uvazujme a € R a funkci f(z) = (1 + 2)*. Jeji k-t derivace pro kazdé celé k > 0
ma tvar f®(z) = a(a—1)...(a —k+1)(1+2)**. Po dosazni bodu 0 dostaneme
fB0)=ala—1)...(a—k+1).

Definujme vyraz ¢teny ”"a nad k”takto

(a) _ 1 kdyz k=0,
k)| eleslelocht ) iy ke N

Cislo "o nad k”je tedy definované pro libovolné realné av. To, ze jsme zvolili stejné

znaceni, jaké je zvykem pouzivat pro kombina¢ni ¢isla, neni ndhodné. Kdyz a je

o , « . . . s . « “ s | o
prirozené, nase definice se shoduje s definici kombinaéniho ¢isla ﬁ P1i tomto

a—

znaceni muzeme zapsat Tayloruv polynom takto

fa)= (142 = Tn<x>:i(‘,§f)xk

Motivaci pro Taylorovy polynomy byla aproximace funkce. Proto nés zajima, jaké chyby
se dopustime, kdyz hodnotu funkce v bodé x nahradime hodnotou Taylorova polynomu

ve stejném bodé.

Definice 1.1.2. Necht funkce f mé v bodé a kone¢nou n-tou derivaci. Polozme R,,(x) :=
f(z) = T,(z). Pak vztah
f(x) = To(2) + R (2)

nazyvame Taylorovym vzorcem a R, (x) nazyvame n-tym zbytkem v Taylorové vzorci.



Abychom v dalsim textu nemuseli opakovat u vét stejné predpoklady, zavedeme néasle-

dujici amluvu.

Umluva. O funkei f, bodé a € R a piirozeném ¢&isle n fekneme, ze splituji zdkladni
predpoklady (ZP), kdyz existuje okoli H, takové, ze plati
1) v kazdém z € H, existuje konecnd (n — 1)-ni derivace funkce f a

2) v bodé a existuje koneéna n-ta derivace funkce f.

Véta 1.1.3. Necht pro f,a,n plati (ZP). Pak pro zbytek v Taylorové vzorci plati

lim Rn—m =0.
T—a (:(: — a)”
Diikaz. 7 definice zbytku plyne, ze
Ru(a) =R\ (a)=R!(a)=...= R"VY(a) = R"™(a) = 0.
Ze (ZP) a definice n-té derivace dostaneme
(n—1) . (n—1) (n—1)
0= RO(a) = lim B @ =B @)y P (@)
2o (@ —a) e (7 —a)

Existence limity a (ZP) ndm umozni (n — 1)-krat pouzit I’'Hospitalovo pravidlo na vyrazy

typu ” g” . Dostaneme

" R/ Rgl’nfl)
lim (z) = lim n(7) =...=lim (z)
z—a (x — a)n z—a n(x — a)’hl z—a n) (gj — a)

To dokazuje tvrzeni véty. m
Peanuv tvar zbytku. Oznacime-li w,(x) := (fﬁg)n, lze Tayloruv vzorec napsat ve tvaru
flz) = To(x) + wp(z).(z—a)" , kde limw,(z)=0.

D Y — T—ra

Peanuv tvar zbytku

Zapis pomoci tohoto tvaru zbytku lze aplikovat na vypocet limit.

Priklad 1.1.4. Pocitame limitu lin% ez;—g—l Pouzijeme Tayloruv vzorec pro funkci f(x) =
T

e’ bod a = 0 a n = 2. Dostaneme

e —r—1 . D@ tw@a—z—1 | l+a+Z tw(r)a? —x—1
lim ——— = lim = lim =
x—0 QjZ x—0 I2 x—0 ;1}2




=lim (wo(z) + 3)=1.

x—0

Priklad 1.1.5. Pro vypocet nasledujici limity

3 3

lim £ sinz T T5(z) — ws(z)x i T + é—? —ws(x)x _ 1
+—0 ;L‘g x+—0 1’3 x—0 ;L‘g 6

jsme pouzili Tayloruv polynom stupné 3 pro funkci sinz v bodé a = 0. Tuto limitu jsme
mohli spocitat i podle vicenasobné aplikace 1'Hospitalova pravidla. Proto si uvedme jesté

jeden priklad.
Priklad 1.1.6. Peanova zbytku pro funkci logaritmus
In(1+y) =y — 59" +wa(y)y?, kde limws(y) =0
y—0

vyuzijeme pro vypocet limity

1 1 1 1
. 2 < o T L
m>1—1>I—Poo (a: o ln(l * x)) zgrfoo (3C v (91: 22 wz(l/m)'ﬁ))

= Jm 5+ w(lfz) =5

Priklad 1.1.7. Urceme limitu posloupnosti (sin2 (m/ n? + n)) . Vyuzijeme Tayloruv
n=1

1
vzorec funkce (1 + z)2 pro prvni Tayloruv polynom s Peanovym tvarem zbytku, tj.

(1+ x)% =1+ § + zwi(x). Dostaneme
Vs =mf1+ 3 =n(1+ &+ ta(d) =n+ b +a(d).
Heineova véta, spojitost funkce sin? z a fakt, ze sin?  ma periodu 7, implikuji
sin? (mv/n2 + n) = sin® <7rn +Z4 le(%)) = sin® (% + le(%)) o sin?(Z) = 1.

Aplikace Taylorova vzorce k vySetfovani prabéhu funkce.

Necht funkce f ma v jistém okoli bodu a derivace az do stupné k a necht

Fla)= (@) = .. = F5V(@) = 0 # f¥(a).
Pak podle Taylorova vzorce

) (g
f(z) = T(z) + wip(z).(x — a)* = f(a) + (f k'( ) +wk(:v)) (x —a)~.

(.

-~

f*) (a)
k!

, (k) ., . - ..
Vyraz (fk—,(a) —i—wk(x)) oznaceny svorkou ma pro x +— a limitu rovnou , COZ je

5



dle predpokladu nenulové ¢islo. Proto existuje okoli H,, na kterém tento vyraz nemeéni
znaménko. Podle definice lokalniho extrému muzeme rozhodnout:

e Je-li k sudé, pak je v bodé a lokdlni extrém, piicemz pro f*)(a) > 0 je v bodé a
lokalni minimum, v opa¢ném piipadé je v bodé a lokdlni maximum.

e Je-li k liché, pak je v bodé a inflexe.

Uvedené pouziti Taylorova vzorce neni zdaleka nejdulezitéjsi. Dalsi vlastnost lze heslo-
vité vyslovit jako
”Taylorav polynom je nejlepsi aproximace”

a presné formulovat ve véte.

Véta 1.1.8. (o nejlepsi aproximaci) Necht pro f,a,n plati (ZP) a necht Q(x) je
polynom stupné < n, ruzng od Taylorova polynomu T, (x) prislusejiciho funkci f v bodé

a. Pak existuje takové okoli H,, Ze
[f(z) = To(o)| < [f(z) = Qx)]  pro kazdé x € H,—{a}.

Diikaz. Uvazujme polynomy T, a ) ve tvaru
L) =S ap@—a) a Q@)= Az —a).
k=0 k=0
Protoze se jedna o dva ruzné polynomy, plati

i:=min{ k| oy # B} <n.

Pouzijeme vyjadieni funkce f pomoci Peanova zbytku f(x) = T,,(x) + w,(x).(z — a)™.
@) -Q(@)

(z—a)t

Pro x # a dostaneme ‘

‘Tn(x) +wn(2)-(r — )" = Q)

(z —a)

- ‘Zzzi(ak — B — ) + wa(w).(r — )"

(x —a)

n

(i =B+ 3 (an = B — @) 4w (@) (x — )" 7| |

k=i+1

Tedy pro x jdouci k a je

'f(fﬁ)—Q

(x_a)gx)‘ = ‘Oéi_ﬁi’ >O7



zatimco

LEE I

(z—a)

Z véty o nerovnostech v limité plyne, ze existuje okoli H, tak, ze

f(x) = Q(x) > f(x) = Tu(@) pro kazdé x € H, — {a}.
(z —a) ( —a)
Po vynésobeni posledn{ nerovnosti kladnym |(z — a)| dostaneme tvrzen{ véty. O

Dausledek 1.1.9. Kdyz T,,_1(x) # T,(x), pak pro jisté okoli H, plati
T (z) — f(z)] < |Th-1(z) — f(x)| pro kazdé = € H, — {a},

tedy kazdy dalsi Tayloriuv polynom aprozimugje funkci f lépe.

Nasledujici obrazek zachycuje, jak se s rostoucim n zlepsuje aproximace funkce sinus.

Tl (117)

T5(z)

\sina:

TS((L') T7(I)

N\

V dukaze véty jsme nevyuzili konkrétni tvar Taylorova polynomu, ale pouze jeho vlast-
nost, ze | f(z) — Tn(z)|/|(x — a)"| — 0. Je-li tedy pro néjaky polynom p stupné nanejvys
n limita podilu |f(x) — p(x)|/|(z — a)™| pro x blizici se k a rovna 0, je polynom p nejlepst

aproximaci. Proto dalsi vétu lze uvést bez dukazu.

Véta 1.1.10. Necht pro f,a,n plati (ZP). Necht ddle pro polynom p stupné nejvyse n a

redlnou funkci w plati, Ze

f(x) =px)+ (r —a)". ©(x), kde lim @(z)=0.

Tr—a

Pak p je n-ty Tayloriv polynom funkce f v bodé a.



Piiklad 1.1.11. Urceme Tayloruv polynom funkce f(x) = ¢** v bodé a = 0.

Chceme-li najit T, () pifmo z definice potiebujeme uréit f*)(0) pro kazdé k. Protoze f(x)
je funkce suda, je kazda jeji lichd derivace f*+1(z) funkce lichd, a tedy f@*+1(0) = 0.
Z toho uz muzeme odvodit, ze Ty, = Ty, 1.

Zajimaji nas tedy pouze f%)(0). K tomu ale potiebujeme uréit viechny derivace f*)(x).
Nékolikandsobnym derivovéanim funkce f(z) zjistime, ze neni jednoduché odvodit tvar
f®)(x) pro obecné k. Myslenku zkonstruovat Taylortiv polynom pifmo z definice opustime

a vyuzijeme Taylorova vzorce pro funkci e”

—~ 1
e’ = Z 7 2 + 2"w,(r), kde limw,(x) = 0.
k=0

z—0

ProtoZe tento vztah plati pro kazdé redlné x, lze dosadit za proménnou do rovnosti z2.

Dostaneme
"1
2
e’ = E o 2%k 4 xQ”wn(:z:Q) )
k=0

Z véty o limité slozené funkce pak také

lim w, (2?) = 0.
z—0

Z predchozi véty plyne, ze
1
Tgn(x) = T2n+1($) = E l’zk.
k=0

7 toho, 7ze vime, ¢emu se rovna koeficient u 22* v Taylorové polynomu, odvodime piimo

tézko urcitelnou 2k-tou derivaci
(2k)!

o) 1 o
oy —m = o=

Poznamka. Dalsi pomuckou, ktera nam umozni hledat Taylorovy polynomy, je vztah

mezi Taylorovym polynomem funkce a Taylorovym polynomem jeji derivace.

I (g R I
(Tusalo) =3 o = L o =i,

Ze znalosti (n—1)-niho Taylorova polynomu derivace funkce odvodime n-ty Tayloruv

polynom puvodni funkce:

n-l N n—1 (x — a)k“
Torpale) = Y mla—a) = Typale) = fla) + oy
k=0 k=0



Piiklad 1.1.12. Nasim tkolem bude urcit Tayloruv polynom funkce f(z) = arctgz
v bodé 0.

Urcit k-tou derivaci funkce pro obecné k nevypadd schudné. Zato umime urcit Tayloruv
polynom derivace. Vyuzijeme znalosti Taylorova vzorce pro funkei (1 4+ z)* se specidlni
volbou a = —1:
-1 - -1 k n :
(14+2)" = p )T T wp(z), kde limw,(x)=0.
k=0

z—0

. /=1 , o , ,
Jelikoz ( . ) = (—1)*, dostaneme po nahrazeni proménné x vyrazem x? rovnost

1

n

/ n

(arctgz) = i g (—1)F2? + 2?w, (2?).
k=0

To uz implikuje, ze Tayloruv polynom derivace funkce arctg z je polynom > ,_,(—1)*z?*.

Ptedchozi pozndmka a lichost funkce arctg pak dava teseni naseho tikolu
(D i

f(z) =arctgr = Topt1(2) = Tonsa(z) = Z
— 2k +1

1.2 Odhad chyby v Taylorové vzorci

Vétou o nejlepsi aproximaci je zarucena existence okoli H,, ve kterém je chyba aproxi-
mace Taylorovym polynomem mensi nez pii pouziti jiného polynomu. V dalsim kroku

nas zajima, jaké chyby se dopustime pro konkrétni x.

Véta 1.2.1. (Taylorova)  Necht existuje okoli H, bodu a takové, Ze funkce f v ném
md konecnou (n+1)-ni derivaci a necht x € H,. Pak zbytek v Taylorové vzorci f(x) =
T () + R,(x) mad tvar

(n+1)
f (5) (l‘ - a)n—&-l'

) = Gn

Cislo &€ zdvisi na x a n a lezi wonitr intervalu s krajnimi body x,a.

Dikaz. Zvolme pevné x € H, — {a}, ozna¢me J uzavieny interval s krajnimi body a a z

a na ném definujme funkci




Pro takto definovanou funkci plati

n D), ), (n+1) 5
@) =1+ T et Y e - P ey

b(z) = fz) a Pla) = To(z). (1.5)

Déle uvazujme funkci ¢(z) spojitou na J, kterd ma uvniti tohoto intervalu koneénou
nenulovou derivaci. Tim mame splnény predpoklady Cauchyho véty o prirustku funkce.

Proto existuje bod £ z vnitiku intervalu J takovy, ze

blx) — () _ ()
ox) — dla) €

Po dosazeni z (1.4) a (1.5) dostaneme

R,(z) _ f(z) = To(z) f(nJrl)(f) 1
o(x) — ¢la)  o(z) -

Abychom dokonéili dikaz, staci zvolit funkci ¢(z) = (z — 2)"™. Dosadime-li do (1.6) za
& (&) =—(n+1)(x—&", ziskdme tvrzeni véty. O

(1.6)

Poznamka k diukazu. Pokud misto funkce ¢(z) = (x — 2)"*™ zvolime v poslednim

kroku dukazu funkci ¢(z) = z, dostaneme
R, (x (n+1)
© _ 17 (o

T —a n!

a odsud ziskdme tzv. Cauchyho tvar zbytku. To, ktery ze zbytku je vyhodnéjsi pouzit,

zavisi na konkrétni funkci f.

Langrangetv tvar zbytku

Fr)

Fnl®) =000

(z —a)

Cauchyho tvar zbytku

(n+1)
Rua) = &) (o e —a)

n!

Oba tvary zbytku R, (x) odvodime v kapitole o ur¢itém integralu jinym zpusobem (mozna

jednodussim).

10



Piiklad 1.2.2. Ve fyzikalnich vypoctech (napt. u matematického kyvadla) se lze setkat
s aproximaci sinx = x pro jisté malé hodnoty z. Chceme-li vSak pocitat hodnoty funkce
sinus a kosinus pro vSechny redlné hodnoty x pfesnéji - feknéme s piesnosti 1078, jak
to dela bézna kalkulacka - potfebujeme lepsi aproximaci. Kvuli periodicité, symetriim
a vztahum mezi funkcemi sin a cos sta¢i umeét pocitat s dostatec¢nou presnosti hodnoty
sinz a cosx pro z € (0,7).

Vyuzijeme Taylorova vzorce a Lagrangeova tvaru zbytku pro stupen Taylorova polynomu
2n + 2,

S ~ (=" 2k+1 (=1)""cos(&en)  anss
Smx_;(%ﬂ)!x +\ @nt3)l
Ran+2(2)
Odhadnéme velikost zbytku pro x € (0, §)
n )\ 2n+3
s (5)

| Ront2(2)| <

n -

2n+3) = @n+3)

Uz pron =4je A, < 1,41 x 107°. Ze vztahu

mame hodnotu sinz s chybou mensi nez 10~® pro kazdé z € (0, §).

Piiklad 1.2.3. Funkce f(z) = €” je nekonecnékrat diferencovatelna na celém R. Pro

bod a = 0 je jeji zbytek v Lagrangeovée tvaru

R,(x) = (neTi), 2" pro kazdé n € N a kazdé x € R, kde [§] < |z|.

Abychom nezapomnéli na zavislost £ na = a n, budeme pouzivat znaceni { = &, ,,. Ne-

rovnost |, | < |z| implikuje ef=» < el*l. Mizeme proto odhadnout

§o,n ||
(& n (& n n— oo ,
|R, ()] = mx“ < CE] |z|"*" =0 propevnéz €R.
Lze tedy napsat rovnost
RN
e’ = ngl—il-looz o pro kazdé xr € R

Funkci e” se nam podatilo napsat jako limitu jejich Taylorovych polynomi. Pouzili jsme

nasledujici jednoduché tvrzeni.
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Tvrzeni 1.2.4. Necht funkce f je v bodé a € R nekonecnékrdt diferencovatelnd a x € Dy.
Pak
f(z)= lim T,(z) < lim R,(x)=0.

n——+00 n—-+00

Diikaz. Tvrzeni ziskdame limitnim pfechodem v Taylorove vzorci f(x) = T,,(z) + R, (z).

]

Poznamka. Snadno odvodime nutnou podminku pro to, aby lim 7,,(z) byla rovna éislu

f(z):

lim T,(z)=f(z) = lim (T,(z)-Th-1(z)) =0 = lim

n—-+o0o n—-+oo n—-+oo n!

Zobecnény binomicky vzorec

Zkoumejme, kdy funkce f(z) = (1 + ) je rovna limité svych Taylorovych polynomu.

Piipomenme, ze f™(z) = a(a —1)...(a —n + 1)(1 + 2)*". Odtud jsme odvodili
Mo _ (®)
0 _

n! n/*

Pro a € NU{0} je funkce (1+ x)® polynomem a pro n > « je n-ta derivace identicky
rovna 0. Proto T, (x) = T,11(x) = .... Vztah f(x) = T,(x) je vlastné obycejnym bino-

mickym vzorcem, a tedy plati pro kazdé z € R.

Uvazujme a ¢ NU{0}. Zkoumejme nejdiive nutnou podminku odvozenou v predchozi

poznamce. Pro vypocet limity

(n)
lim 17(0) z" = lim (a):fv"

n——+o00 n! n—+oo \ N

pouzijeme ”podilové”kritérium . Dostaneme

’(a)xn‘ Tl 2| — [z] = nllgloo

GE)e™ ] e e . ‘f(’”(O) "

0 pro |z| <1

n

{ +oo  pro |z|>1

Rovnost (1 + 2)* = lim T, (z) mé proto Sanci platit pouze pro x € (—1, 1).
Uvazujeme nejprve z € (—1,1).

Po dosazeni do Cauchyho tvaru zbytku dostaneme

Y ()

n!

() = ala — 1)n‘ A(a—n) (16 ()

R, ()

'Necht pro kladnou posloupnost (a,) existuje £ := lim @il Je-li £ > 1, pak lima, = +oo, zatimco
je-li ¢ < 1, pak lima, = 0. '

12



a1 ] - fn )"
— n+1 1 a—1 T )
o) re <1+§m>

Vyrazy obsahujici &, , odhadneme tak, abychom &, , vyloucili. Vyuzijeme toho, Ze pro
kladné z je 0 < &,,, < x a pro zdporné z je x < &, < 0. Snadnymi dpravami, jez

prenechame ¢tenari, ovérime, ze

1 _ Son
0< 1+€x <1l a 0<(1+&)" " '<max{(1+2)* "1} =K.

Odhadem a pouzitim ”podilového”kritéria dostaneme

n—r00

\Rn($)|§‘KOz<a_1>x”+l — 0.
n

Proto plati zobecnény binomicky vzorec

n——+00

(I1+2)*= lim Z (Z)xk pro kazdé x € (—1,1)

Platnost ptedchozi rovnosti lze pro néktera « rozsitit i na hodnoty x = 1 nebo x = —1.
Diskusi této otéazky odlozime na pozdéjsi dobu, kdy budeme mit k dispozici silnéjsi mate-
maticky aparat.

Spatné chovéni Taylorovych polynomi

Nésledujici piiklad ukazuje, ze zdaleka ne kazdou funkci lze dobfe aproximovat jejim

Taylorovym polynomem. Méjme funkeci definovanou predpisem

e pro x # 0,
0 pro z =0.

Prubéh funkce zachycuje obrazek.

Jelikoz liII(l) f=0= f(0), funkce f je spojitd v bodé 0, pro vypocet derivace v bodé 0
T—

13



lze pouzit Darbouxovu vétu,

f(0) = lim f'(z) = lim 3 efz% =0.

x—0 =0 3
Posledni rovnost plyne z obecnéjsiho vztahu, ktery plati pro & € N,

1 k

1
lim — e = lim = = lim <, — dle 'Hospitala = 0. (1.7)
=0+ I =0+ o2 y—too eY

Protoze f'(0) = liH(l] f’, je prvni derivace spojita v bodé 0, a proto f”(0) lze spocitat opét
T—

pomoci Darbouxovy véty. Pro vypocet limity vyuzijeme (1.7),

x—0 z—0 x4 :L'6

6 4
f7(0) = lim f"(z) = lim <—— + —) e =0,
Indukef snadno nahlédneme, ze f™(z) mé tvar

o =p (1) e

T

kde P(y) je polynom. Opakovanym pouzitim (1.7) a Darbouxovy véty dostaneme
f™(0)=0 prokazdé neN.

Tayloruv polynom funkce f mé tedy tvar T,,(z) = 0 pro kazdé pfirozené n a zbytek ma

7 definice tvar

R, (x) = e 22 pro kazdé x # 0.

Podminka lim R,(z) = 0, kterd je nutnd k tomu, aby se funkce rovnala limité svych
n—+00

Taylorovych polynomu, neni splnénd pro zadné nenulové x.

Na zaver kapitoly zavedeme termin diferencidl, ktery je bézné pouzivan v ruznych
aplikacich. Necht funkce f ma v bodé x prvni derivaci. Tayloruv vzorec pro n = 1 ma

tvar
flx+h)= f(x)+ f'(x).h + hw(x+h), kde fllii%w(x—kh) =0.

14



Vyraz f'(x).h nazyvadme diferencidl? a znacime

Napifklad da2® =32%h, dsinz = cosz.h

Protoze d x = 1.h, nahrazuje se ¢asto h v zapisu diferencidlu vyrazem d x. Diferencial 1ze

tedy zapsat
df(z)=f(z)dzx.

Tento zapis vede i k tzv. Leibnizové symbolice pro derivaci funkce

d f(z)
dz

= ['(z).

2Diferencidl vystihuje piiristek funkce v bodé x + h oproti bodu z jenom piiblizné. Pouze pro h =
0 je hodnota diferencidlu pfesnd (a to 0). To nebranilo Leibnizovi a mnohym dalsim, aby pracovali
s diferencidlem jako s pfesnou hodnotou i pro nenulové h. Pfitom spravnost svych dedukei (a ty spravné
byly!) obhajovali tim, ze h, se kterym pracuji, je nekoneéné mal4, tzv. infinitezimalni veli¢ina. Rovnéz
Isaac Newton pouzival nekone¢né malé veli¢iny, fikal jim fluxe. Ozvaly se vSak i kritické hlasy, které
prirovnavaly infinitezimdlni veli¢iny k ”duchum zemfelych veli¢in”- ty jednou jsou nulové a pak zase
nejsou, podle potieby operaci, které se s nimi provadéji.
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Kapitola 2
Ciselné fady

2.1 Zakladni pojmy

Tato kapitola je vénovana limitam ¢iselnych posloupnosti, jejichz n-ty ¢len vznikl souc¢tem
prvnich n ¢lenu jiné posloupnosti. S limitami takovych posloupnosti jsme se uz setkali a

zname

n

. 1 1 (DR
Jm g =t Jm ) e n ) o =2,

k=1 k=1

Podobné limity hraji v matematice vyznamnou roli. V kapitole Tayloruv vzorec jsme uz
meéli moznost vidét, jak lze hodnoty znamych funkci vyjadrit jako limity posloupnosti
(="

tohoto typu. Pro kazdé z € R napiiklad platilo sinx = an1£100 oo ORI 2R atd.

Definice 2.1.1. Nechf (a,)nen je ¢iselnd posloupnost. Posloupnost jejich ¢asteénych

souctu (s,)nen definujeme vztahem
S, =a+as+...+a, prokazdé n e N.

Dvojici posloupnosti ((an)neN, (sn)neN> pak nazyvame €iselnou fadou a znacime ji
symbolem Z;ﬁj ay, kde a, nazyvame n-tym €lenem ciselné tady. Existuje-li konec¢na
limita
s= lim s,,
n—-+00

fikame, ze Tada konverguje a ma soucet s. V opa¢ném pripadé rikame, ze fada diver-

guje.
Poznamka. Uvedme tfi komentate k predchozi definici.

1. Divergentni fady jesté délime na podstatné divergentni, pro néz lim s,, existuje,

ale neni kone¢nd, a na oscilujici, pro néz lim s,, neexistuje.
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2. Jestlize indexovani puvodni ¢iselné posloupnosti (a,) zacind jinym celym cislem
nez jednickou, upravujeme i indexovani ¢iselné fady. Napi. k posloupnosti (ay,),>5

prifazujeme fadu >/ a,, atd.

3. Pro tadu (tedy dvojici posloupnosti) i pro jeji soucet (tedy ¢islo) se vzilo stejné

znaceni 3" a,,. My u této zvyklosti ziistaneme a budeme zapisovat

+o0 1 +<>01 +<>01

n:12—n:1, HZ:OH:€7 ;E:_FOO

Nevinna nedbalost této konvence nejenze nezpusobi zadné zmatky, ale da nam i

moznost psat
“+o0o

Z (—1)" osciluje.

n=1
Definice 2.1.2. Rekneme, 7e fady Y./ a, a > > b, maji stejny charakter, kdyz
obé soucasné konverguji, nebo obé soucasné osciluji, nebo obé jsou soucasné podstatné

divergentni.

Poznamka. Zménime-li hodnoty a, pro konetné mnoho indexu n, charakter nové a
puvodni tfady je stejny. Specidlné, kdyz vynechdme koneény pocet ¢lent posloupnosti,
mame fadu se stejnym charakterem, ale jinym souctem.

Véta 2.1.3. (nutnd podminka konvergence) Kdyz rada :3 a, konverguje, pak

lim a,=0.
n—-+00

Dikaz. Koneénost limity posloupnosti (s,) implikuje 0 = lim(s,, — s,_1) = lim a,,. O

Piiklad 2.1.4. Rada > ' % diverguje, protoze lim —= = 1.

1
Vn
Piiklad 2.1.5. Rada S

1 % diverguje, i kdyz lim% = 0. Tento piiklad demonstruje,

ze podminka lim a,, = 0 neni podminkou postacujici.

Jak uz bylo zminéno v tvodu, fady jsou specidlnim pripadem posloupnosti. Proto
mnoho vét pro rady je okamzitym dusledkem vét platnych pro posloupnosti a uvadime

je proto bez dukazu.
Véta 2.1.6. Necht > "X a, a >.72 b, jsou ciselné rady.

o Kdyz fady Y. "% a, a >, b, konverguji, pak také fada > (an +b,) kon-

verguje.

o Kdyztada > a, konverguje a tada Y25 b, diverquje, pak fada > 2 (an+by,)

diverguje.
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e Necht a € C —{0}. Pak vady Y. a, a Y12 (aa,) maji stejny charakter.

+

Véta 2.1.7. (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence) Rada ey On kom-

vergquje pravé tehdy, kdyz
n+p

(Ve > 0)(Ing)(Vn € N,n > ny) ‘v’pGN(‘Z ak‘ < 5)

k=n+1

Nejdifve se budeme zabyvat chovanim fad s kladnymi ¢leny. Ze praveé tyto fady maji
dulezité postaveni mezi fadami, zduvodnuje nasledujici dusledek Bolzanova-Cauchyova
kritéria.

Dtsledek 2.1.8. Konverguje-li Tada 23 la,| , pak konverguje i Tada Jll Q.

Diikaz. Konvergence fady > |a,| je podle piedchozi véty ekvivalentni tvrzen

n-+p
(Ve > 0)(3no)(¥n € N,n > no)(¥p € N)( ‘ S ]akl‘ < )
k=n+1
Z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
n+p n+p
) 2{: ak’ < ‘ 2{: |akw < €.
k=n+1 k=n+1

+o0

To znamend, ze Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence je splnéna i profadu ) | '~}

(.

[
Definice 2.1.9. Nechf Z:g a, je konvergentni rada.

e Konverguje-li také fada > |a,|, fikdme, ze fada >

.—1 G, konverguje absolutné.

o Kdyz fada 327 |a,| diverguje, ifkdme, 7e fada 3" a, konverguje neabsolutné.
2.2 Rady s kladnymi ¢leny

V této kapitole budeme zkoumat konvergenci fad Z n—1 On, U kterych a,, > 0 pro kazdé

n € N. V tomto piipadé je posloupnost ¢astecnych souctu rostouci, protoze
Spt1 = Sp + Qpi1 > S, pro kazdé n € N.

Tedy lim s,, existuje (koneénd nebo +00). To znamend, ze kazda fada s kladnymi

¢leny je bud konvergentni nebo podstatné divergentni.

Tii elementéarni pozorovani plynou z véty o nerovnostech v limitach. Nazyvame je

srovnavaci kritéria.
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Véta 2.2.1. Necht pro nezdporné posloupnosti (an)nen @ (bp)nen plati, Ze a, < b,

od jistého indexu nyg.
e Pokud > a, diverguje, pak >.1°b, diverguje.

e Pokud b, konverguje, pak Z 1 Gn, konverguge.

n=1

Véta 2.2.2. Nechl pro kladné posloupnosti (an)nen @ (bn)nen plati, Ze aZ:1 < o

od jistého indexu nyg.
e Pokud Y "X a, diverquje, pak > b, diverguje.

e Pokud > 'b, konverguje, pak > "> a, konverguje.

o , b . ’ / ,
Dikaz. U nerovnosti afl—:l < % s indexy k = ng,ng + 1,...,n — 1 vynasobime levé

a pravé strany. Po zkraceni dostaneme

an QU

by

by,
<b_ — a, < b, prokazdé ne N, n>ng.

0

Protoze tady Z 10n a :O‘i Z“O b, maji stejny charakter, plyne tvrzeni dokazované

vety z véty 2.2.1. O

Véta 2.2.3. Necht (ay)nen @ (by)nen jsou kladné posloupnosti takové, Ze existuje

e Pokud L <+oo a Y.'20b, konverguje, pak > % a, konverguje.
e Pokud L>0 a ZZ: b, diverguje, pak Z 1 an  diverguje.

e Pokud 0< L < +oo, paktady S.°9b, a S.7°5a, maji stejny charakter.

Dikaz. Treti bod véty je ptimym dusledkem dvou ptedchozich bodu a toho, ze fady
s kladnymi ¢leny mohou pouze konvergovat nebo podstatné divergovat. Proto stac¢i dokazat
prvni dvé tvrzeni.

Pokud L < +oo, pak od jistého indexu ngy plati nerovnost 3> < L+ 1. To im-

plikuje a, < (L + 1)b, . Piedpoklad konvergence fady > b, vynucuje konvergenci

fady S (L + 1)b,. Podle véty 2.2.1 nerovnost a, < (L + 1)b, dava konvergenci fady

+oo @n

Pokud L > 0 je konecné, pak od jist¢ho indexu ng plati nerovnost §* > % nebo
ekvivalentné a,, > % b,. V pripadé, ze L = +o0, pak od jistého ng je Z—: > 1 ¢ili a, > b,.

Za predpokladu divergence Z:{S b, dostaneme aplikaci véty 2.2.1 nase tvrzeni. O]
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Néktera popularni kritéria pro konvergenci fad s kladnymi ¢leny jsou v podstaté jen
speciadlnimi piipady vet 2.2.1, 2.2.2 a 2.2.3, do kterych je dosazena jedna z nésledujicich

fad se zndmym chovanim.

1. | Geometrickd fada 37> ¢" konverguje prave tehdy, kdyz |q| < 1.

Pro geometrickou tadu je n-ty ¢astecny soucet roven s, = ¢ 117‘;’1 proq # 1 a

s, = n pro q¢ = 1. Posloupnost (s,) ma tedy konecnou limitu, a to +Z-, pouze pro

lq| < 1.

2. | Necht o € R. Rada oo L konverguje prave tehdy, kdyz o > 1.

n=1 n&

Pro o <1 a kazdé n € N je n% l Protoze harmonické rada :3 % je diver-
gentni, plyne z véty 2.2.1 dlvergence fady Zn . na
Uvazujme « > 1. Oznacme € := o — 1 > 0. U fady s kladnymi ¢leny
~\n° (n+1)
snadno urcime n-ty ¢astecny soucet a posléze soucet celé rady s, =1 — m — 1.

Na upravu n-tého ¢lenu této konvergentni fady pouzijeme Tayloruv vzorec

(1+z)*=1—-cr+arw(x), kde limw(z)=0.

z—0
Dostaneme
1 1 1 1 1N 11 1 e—w(t
n® (n+1)F n® ne n ne nf n n " nite
Oznacime-li b,, = n% = 11+s, méme lim §* = ¢ > 0. Z véty 2.2.3 plyne konvergence
fady > =.
3. | Rada o5 i diverguje.

Protoze vime, ze lim s,, existuje, muzeme soucet fady urcit tak, ze spoc¢itame limitu

vybrané posloupnosti (san),

2m 1 n 2k 1 n Qk 1
= e > _— e
klnk Z< Z zlnz) _Z< Z 2kln2’“>
=2 k=1 4=2k-141 k=1 j=2k-141

n

2k—1 1 1
= —_— — |_>
Z:2’f1n2’€ 211122 k
k=1 k=1
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+oo 1

Poznamka. I kdyz fada ) '~ —= konverguje pro sebemensi pevné kladné e, rada

+o00o 1
n=1 n1+%

je divergentni. Jelikoz

1
3 n — n —
lim T = lim Yn=1,
n—oo T n—oo
nltn
‘ « < +00 1 s . 1L w oo 1
md podle véty 2.2.3 fada ) =) T stejny charakter jako harmonicka rada ), —; =.

A nynfi slibend kritéria. Prvni dvé kritéria ziskdme porovndnim zkoumané rady s ge-

ometrickou radou.

Cauchyovo odmocninové kritérium: Necht a,, > 0 pro kazdé n € N.

1) Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kazdé n € N,n > ng plati /a, < q, pak
rada Y12 a, konverguje.
2) Jakmile pro nekoneéné mnoho indexu n plati {/a, > 1, pak Tada Z:z an,

diverguje.

Dukaz. 1) Z predpokladu plyne, ze a,, < ¢™ pro kazdé n od jistého indexu. Tvrzeni
pak plyne z véty 2.2.1 a z toho, ze geometricka fada s kladnym kvocientem mensim nez
jedna konverguje.

2) Predpoklad implikuje, ze pro nekoneéné mnoho indexi je a, > 1. Rada diverguje,

protoze neni splnéna ani nutnd podminka konvergence a,, +— 0. O

d’Alembertovo podilové kritérium: Nechf a, > 0 pro kazdé n € N.

QAn41
an

1) Jestlize existuje ¢ < 1 a ng takové, Ze pro kazdé n € N,n > ng plati < ¢, pak
rada Y2 a, konverguje.
2) Jakmile pro vsechny indexy m od jistého indexru ng plati % > 1, pak rada

“+o00 . .
Y2 ay diverguge.

Diikaz.  Obé tvrzeni plynou z véty 2.2.2, kde za (b,) bereme geometrickou posloupnost.
V bodé 1) bereme kvocient ¢ € (0,1) a v bodé 2) bereme g = 1. O

Dalsi kritérium dostaneme, kdyz jako srovnavaci fadu pouzijeme :{2 n%, ktera

konverguje pro a > 1.

Raabeovo kritérium: Necht a,, > 0 pro kazZdé n € N.
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1) Existuje-li « > 1 a ng takové, Ze plati n <1 — az“) >« pro kazdén € Nyn > ng,
pak Tada Zzz a, konverguje.

2) Kdyz existuje ng takové, Ze pro kazdé n € N;n > ng plati n (1 — a”“) <1, pak
rada S a, diverguje.

Diikaz. 1) Oznaéme € := a — 1 > 0 a uvazujme konvergentni fadu

+o0 1

Zb Zm'

Ovéifme-li platnost nerovnosti “2+ < 1 hude tvrzend plynout z véty 2.2.2. Za timto

Jr£ 1+5

> . /v b
Ucelem si rozepiseme == = (1 — —) 2 pomoci Taylorova vzorce jako ’g*l =1-
n

1 -w<—5> Nerovnost n (1 - a;—“) >« lze ekvivalentné prepsat jako - <1-—-2 =

n

n

1 — &= Stacf ukézat, ze od jistého indexu je

To prepiseme po jednoduchych ekvivalentnich tipravach (ode¢teni 1 a vyndsobeni nerov-
nosti ¢islem —n) na

? 1
l—i—é?Zl—I—E—i-w(——).
2 n

Protoze leva strana nerovnosti mé limitu ostfe vétsi nez pravéa strana, podle véty o
nerovnostech v limitach existuje ng tak, ze nerovnost, nad kterou jsme udélali otaznik,

plati pro n > ny.

2) Nerovnost n (1 — %) < 1 je ekvivalentni s nerovnosti % > 1 — =. Jelikoz
1— % = bzzl, muzeme polozit b, = ﬁ a divergence Tady Z:iz a, plyne ptimo z véty
2.2.2 a z toho, ze fada 3. b, je divergentni. O

Poznamka. Pro Cauchyovo a d’Alembertovo kritérium je tfeba ovérit existenci g < 1

takového, ze /a, < q, resp. a”—“ < q, pro vSechna n. To 1ze jednoduse provést nalezenim

limity posloupnosti ({/a,), resp (=

An+1

) v piipadé, ze tato limita existuje.

Priklad 2.2.4. Mame rozhodnout o konvergenci rady Pouzijeme Cauchyovo

et T
kritérium. - (/) X
Varst = 2 ifirg 2
om
n n?

Z definice limity plyne, Ze od jistého indexu ngy je < %, tedy tfada konverguje.

2n+1

Poznamka. Rovnéz v Raabeové kritériu lze existenci pozadovaného o > 1 nebo splnéni

predpokladu druhé ¢asti snadno demonstrovat pomoci vypoctu lim n (1 — a"“) pokud
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existuje a neni rovna 1.

Priklad 2.2.5. Mame rozhodnout o konvergenci rady

+f(2—\2/§)~(2—\3/§)-...-(2—{‘/5).

Podil “Z—;rl = 2 — /2 < 1 pro kazdé n a limita podilu je 1. Nen{ tedy mozné pouzit

d’Alembertovo kritérium. Zkoumejme vyraz relevantni pro Raabeovo kritérium

L2
mn n n _1 n—
n(1_a H) (V-1 = C T e g

1
Qp P

Protoze In2 < 1, zkoumana rada podle Raabeova kritéria diverguje.

Jak jsme vidéli na dvou ptikladech, k ovéreni predpokladu kritérii se pouziva vypocet
limity. Proto se s oblibou tato kritéria vyslovuji v tzv. limitnim tvaru, ktery je o néco

slabsi.

Cauchyovo odmocninové kritérium - limitni tvar: Necht a,, > 0 pro kazdé n € N.

n=1

1) Kdyz lim {/a, = q < 1, pak fada S a, konverguje.
n—o0

n=1

2) Kdyz lim {/a, = ¢ > 1, pak fada 3.7 a, diverguje.
n—oo

d’Alembertovo podilové kritérium - limitni tvar: Necht a,, > 0 pro kazdé n € N.

1) Kdyz lim 2 = g < 1, pak fada >, a, konverguje.

n—oo 9an

2) Kdy? lim “ =¢ > 1, pak fada ' a, diverguje.
n—oo

an

Raabeovo kritérium - limitni tvar: Necht a, > 0 pro kazdé n € N.

1) Kdyz lim n (1 — “Z—:l) =a>1, pak fada ST a, konverguje.

n—00 n=1

2) Kdyz lim n <1 — az—:l) =a < 1, pak fada 31 a, diverguje.

n—00 n=1

Kapitolu zakonc¢ime Gaussovym kritériem, které v podstaté jenom shrnuje predesla kritéria.

Gaussovo kritérium: Necht (a,,) je kladnd posloupnost, pro niz existuji q, o« € R, kladné

e a omezend posloupnost (c,) takovd, Ze

An+1 =q- « + Cn
ay, n nlte

pro kazdé n € N. (2.1)

+o0o

n=1

1) Kdyz je g < 1 nebo kdyz q=1 a a > 1, pak rada ) a, konverguje.

2) Kdyz je ¢ > 1 nebo kdyz ¢ =1 a o < 1, pak 7ada 3.2 a, diverguge.

n=1
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Diikaz. Z tvaru (2.1) dostaneme, ze lim 2 = g.

Je-li ¢ # 1, dava tvrzeni véty d’Alembertovo podilové kritérium v limitnim tvaru.
Je-li ¢ = 1, dostaneme z (2.1), ze nh_)rgon (1 — “Z—:l) = « a pro a # 1 umime o konver-
genci rozhodnout podle Raabeova kritéria.
Jediny pripad, ktery zbyva diskutovat, je ¢ = 1 a @ = 1. Uvazujme proto fadu, jejiz
¢leny (a,,) vyhovuji pro kazdé n € N vztahu
an+1 1 Cn

—1-
ay, n nite

+o00o
Tuto fadu srovname s fadou . by, kde b, = m Tato divergentni fada je jednou

n=3
z téch, které jsme uvadeéli mezi ”kalibrovacimi”. Upravme nejdiive podil jejich ¢lenti,

b, nlnn

_ _ In(1—-1 In(1-2
n lnn n n Inn

Kdyz ukézeme, ze nerovnost b”—:l < 22 plati od jistého indexu, bude z véty 2.2.2 plynout

b — an

divergence fady Y ,_, ay.

a b c 1 1n<1_%>" nt 1 1\n
Intl o ol <~ L ><1——>— <~ ¢, > (1——)111(1——)

an, by, nite —

— +oo

Protoze vyraz na pravé strané posledni nerovnosti ma limitu —oo a protoze je podle

predpokladu posloupnost (¢,) omezena, nerovnost plati od jistého indexu ny. O

Priklad 2.2.6. Vysetiime konvergenci fady :3 !(z)| , a € R. Piipomenme, Ze
a\ ala—1)...(a—n+1)
n) n! '

Pro a € NU{0} je a, od indexu no = a+ 1 rovno 0, a proto fada konverguje. Uvazujme
proto v ¢ NU {0}. Pfi takovém « jsou vSechny ¢leny fady kladné. V Gaussové kritériu
misto podilu a,1/a, budeme upravovat podil a,/a,_1. Zjednodusi se technické tipravy,

a pritom charakter fady s ¢leny a,_; a tfady s ¢leny a,, je stejny.

a—n-+1
n

Qn

1
:1—&+ pro kazdé n>a+1.
n

1
Sl

Ap—1 n

Rada je tedy konvergentni pravé tehdy, kdyz oo+ 1 > 1.
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—+00

el | () | konverguje

Piipojenim piipadu o € N U {0} dostdvame zavér, ze fada

praveé tehdy, kdyz a > 0.

Tvar Gaussova kritéria by mohl svadét k domnénce, Ze neexistuji fady s kladnymi
¢leny, o jejichz konvergenci toto kritérium nerozhodne. Ale opak je pravdou. O nékterych
fadach totiz lze dokéazat, ze podil a,1/a, nelze vyjadrit ve tvaru pozadovaném v Gaus-

sové kritériu. Mezi takové patii fada v néasledujicim ptiklade.

Priiklad 2.2.7. Zkoumejme v zavislosti na redlném parametru g konvergenci rady

+o0 1
;nlnﬁn'

Kdyz 5 < 1, tak pro kazdé n € N — {1} je

1 1

nln®n ~ nlnn’

o0 1

n=2 nlnn

+00 1

Protoze fada n=2 nlnPn

je divergentni, plyne z véty 2.2.1 i divergence fady

Uvazujme proto # > 1. Oznac¢me € := 3 — 1 > 0. U tady s kladnymi ¢leny

-/ 1 1
In°n  In°(n+1)

n=2

1 1

1
In® 2 In®(n+1)

= In®2°

je snadné urcit n-ty casteény soucet s, = Jednd se tedy o konver-

gentni fadu. Ukazeme, Ze
1 1
. In®n In®(n+1
lim % =e>0.

n—00 _—
nlnlten

Upravme pomoci Taylorova vzorce (14+x)™° = 1 —ex+w(x)z, kde limgw(x) = 0, nejdiive

nasledujici vyraz

1 1 ( 1n(1+l)>
5 = € — 1.¢ I+ —— =
In®(n + 1) (lnn%—ln(l—}—%)) In®n Inn

1 1
= 1 (1—€ln(1+")+wnln(1+")), kde w,, =+ 0.

Inn

Proto
1 1

n°n In°(n 1
¢:nln<l+—>(5—wn) — €.
n

nln'ten

Podle véty 2.2.3, je tedy rada :{Oo —1L_— konvergentni pro ¢ > 0. Dostali jsme tak

=2 pln'ten

25



dalsi ”kalibrovaci” radu.

Necht § € R. Rada o0 _L_ konverguje pravé tehdy, kdyz 5 > 1.

n=2 plnfn

Nyni bychom mohli vytvorit nové, jemnéjsi kritérium, které by ovSem opét nebylo

univerzalni.

2.3 Rady s obecnymi ¢leny

Pii vysetiovani fady 3" a, zaéiname se zkoumanim konvergence fady S |a,|. V pii-
padeé, ze tato rada konverguje, jsme s tkolem hotovi. V opa¢ném piipadé musime pouzit

jemnéjsi kritéria.

Dirichletovo kritérium: Necht (a,)nen je redlnd posloupnost a (by,)nen komplexni po-
sloupnost splnugici
i) (an)nen je monotonni a lima, = 0;

it)  (bn)nen md omezenou posloupnost édstecnijch soucti.

Pak tada 37 anb, konverguje.

n=1

Diikaz. Konvergenci fady odvodime z Bolzanova - Cauchyova kritéria. Pro odhad vyrazu
}ZZIZ 41 akbk‘ pouzijeme Abelovy sumacni formule. Oznac¢me pro pevné n € N a libovolné
EeNk>n

B :=b,1+byo+ ...+ b

Specidlné tedy B, = 0. Pak

n+p n+p n+p n+p—1 n+p—1
g arby, = E ay(By— Bi-1) = E ay By, — E ap41Br = apnypBryp+ E (ax — aks1) By
k=n+1 k=n-+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Omezenost ¢astecnych souctu posloupnosti (b, )neny znamena, ze
(BK)(Vn e N)(|D _bi| < K).
i=1

To pro By, = Y0 by — Y21, b; davé odhad | By| < 2K. S vyuzitim trojihelnikové nerov-

nosti nyni muzeme odhadnout

n+p n+p—1 n+p—1
‘ Z akbk‘ < |ntpBrip| + Z ‘(ak — ak+1)Bk‘ < 2K|anip| + 2K Z ‘(ak — ak+1)
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Jelikoz (a,) je monotonni posloupnost, jsou vsechny rozdily a; — axy; nekladné nebo
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nezaporné. Proto

n+p—1 n+p—1

Z ‘(ak—akﬂ) :‘ Z (ar — art1)

= |tntp = Gny1| < @nip| + |ania|

Pokracujeme proto v odhadu, pficemz vyuzijeme monotonii (ay,).

n—+p
‘ S akbk‘ < 2K (2/nsp| + lans1]) < 6K |y . (2.2)
k=n+1

Podle predpokladu mé posloupnost (a,) nulovou limitu, coz symbolicky lze zapsat
(Ve > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(Ja,| < €). (2.3)

Dostaneme-li kladné e, polozime & = K tomuto £ podle (2 3) nalezneme ng tak, ze pro
k:n—i—l apbr| < 2K(264¢) =

6K € = . To podle Bolzanova - Cauchyova kritéria dava konvergenci fady. O

GK
kazdé n > ng,n € N a pro kazdé p € N podle (2.2) plati ’

Priklad 2.3.1. Pomoci Dirichletova kritéria dokazeme, ze fada

400
Y- costan)

n=1

konverguje, kdyz a # 27k, k € Z. Kdyz je « celoéiselnym nésobkem 27, pak cos(an) = 1

pro kazdé n a tada s ¢leny %, tj. harmonicka tada, je divergentni.

Necht tedy o € R, 5= ¢ Z. Roli posloupnosti (a,) v Dirichletové kritériu ma posloupnost

(%), ktera je klesajici a mé limitu 0; za posloupnost (b,) bereme (cos(an)). Protoze

‘i Cos(ak)‘

1
sm( Oé)COS(+Oé) < 1 ,
sin & |sin &|

mé (b,) omezenou posloupnost ¢astecnych souctu. To implikuje konvergenci zkoumané

fady. Tato fada ovSsem nekonverguje absolutné, protoze

Z‘ cos(a ’ cos n) B i’f 1 + cos(2an)
—_— - 2n .

n=1

Rada napravo je pro o # kr soucétem divergentni fady Z L a konvergentni fady

n=1 2n
Z*oo COS(QO‘" , tedy fada napravo je divergentni. Je-li @ = km, je fada napravo harmo-

nicka, a tedy rovnéz divergentni.

Odvodime nékolik dusledku Dirichletova kritéria.
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Abelovo kritérium: Necht (a,)nen je redlnd posloupnost a (by,)nen komplexni posloup-
nost spliugici

i) (an)nen je monotonni a konvergentni;

i) Zj b, je konvergentni rada.

Pak 7ada 3.7 a,b, konverguje.

Diikaz. Oznaéme o = lima, € R. Rada :{i’i a,b, konverguje, protoze je souctem dvou

konvergentnich rad:

+0o0 +oo “+o00
Z anb, = Z(an —a)b, +a Z by,
n=1 n=1 n=1
pricemz fada 3" (a, — a)b, konverguje podle Dirichleta a fada 3.7 b, konverguje

podle predpokladu. O

Jednoduchym piikladem posloupnosti (b,,), kterd ma omezené ¢astecné soucty, je po-
sloupnost b, = (—1)"*1. Ziejmé plati | > p_,(—1)**!| < 1. Rady, kde n-ty ¢len m4 tvar
(—1)"*a,,, pticemz posloupnost (a,) neméni znaménka, se vyskytuji casto. Setkali jsme

se s nimi napf. pii vyjadreni funkef sinz, cosz a In(1 + z) pomoci Taylorova polynomu.

Definice 2.3.2. Necht (a,) je redlnd posloupnost kladnych éfsel. Radu Y% (—~1)"* a,,

nazyvame radou se stridavymi znaménky.
Vyslovime dvé kritéria urcend specidlné na rady se sttidavymi znaménky.
Leibnizovo kritérium: Necht (a,) je klesajici posloupnost kladnijch ¢isel. Kdyz plati

lim,, oo a, = 0, pak Tada Zzz(—l)”“ a, konverguje.

Diikaz 1: Plyne pifmo z Dirichletova kritéria, ve kterém polozime b,, = (—1)".

Dikaz 2: Jen pro zajimavost uvedeme i piimy jednoduchy dikaz. Protoze

Son42 = Sop + £G2n+1 — a2n+22 > Sop a Sop+1 = Sop—1 t+ E—Gzn + G2n+12 < Sop—1,
vV WV
>0 <0

je posloupnost (sa,) rostouci a (sg,_1) klesajici. Posloupnost sudych ¢lenu (so,) ma tedy
limitu l; > —oo a posloupnost lichych ¢lent (sg,-1) ma limitu Iy < +oo. Jelikoz navic
Son = Son—1 — G2, & lima, = 0, je limita posloupnosti (sg,) rovna limité posloupnosti
(S2n—1). Z pokryvaci véty o limitach vybranych posloupnosti plyne, ze existuje i lim s,, =

ly = Iy # +00, tj. Tada konverguje. O

Kdyz o konvergenci fady lze rozhodnout pomoci Leibnizova kritéria, pak rozdil souctu

fady od n-tého ¢astecného souc¢tu muzeme snadno odhadnout.
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Odhad chyby: Necht (a,) je posloupnost klesajici k nule. Soucet konvergnetni rady

+o0

T (=1)"*" a,, ozna¢me s. Pak

k+1 — k+1 _
’S_ ‘ ’ Z ak’ = Op41 — Op42 + g3 — Anpd T Angs — A6 - - -
~ J/ & ~ ) N ~— J,

k=1 k=n+1 >0 >0 >0

a proto

n

k+1 _
’3 - E (1) ak‘ = Opg1 =Onpt2 + Gny3 —Onga + Anys - < Aoyl

= <0 <0

Soucet s fady se stifidavymi znaménky se 1isi od sumy prvnich n clentu fady o min, nez
je velikost dalsiho ¢lenu rady.

Poznamka. Vrafme se k vypoctu hodnoty sinx pro x € (0,7F) s pfesnosti 1078, Tuto
00 —1)" n . T

: 0 (;nJr)l),xQ +1 Je pro z € (0, %)
_ )k

2I~c+1)'

To je odhad stejné dobry, jako vysledek

ulohu jsme ftesili v prikladé 1.2.2. Protoze sinx =

Zk+1 g6 1i8{

rada se stiidavymi znaménky, je z predchoz1h0 pravidla jasné, ze Y, _ 07 x

v absolutni hodnoté od sinz 0 méné nez (”2” +3),
odvozeny pracnéji pomoci Lagrangeova tvaru zbytku.

Modifikované Gaussovo kritérium: Necht (a,) je kladnd posloupnost spliujici pro

néjaké q, 0 € R, kladné e a omezenou posloupnost (c,) vztah

Any1
an 1+€

pro kazdé n € N.

o Je-li g > 1 nebo je-liqg =1 aa <0, pak rada ) (=1 a, diverguge.

o Je-liqg<1mneboje-liq=1aa>1, pak rada ( )" a,, konverguje absolutné.

n=1

o Je-lig=1aac(0,1), pak fada 35 (—1)"*' a, konverguje neabsolutné.

n=1

Diikaz. 1) Necht g > 1. Protoze lim “Z—:l = ¢ > 1 implikuje lim a,, = 400, neni splnéna
ani nutnd podminka konvergence. Tedy fada Y7 (—1)"! a, diverguje.

2) Necht ¢ < 1. Pak podle Gaussova kritéria pro kladné rady dostaneme, ze

—+o00
n=1

“+o00

ol (—=1)"" a,, konverguje absolutné.

a, konverguje, a tedy

3) Necht ¢ = 1. Rozlisime ¢tyii piipady.

“+o00
n=1

3a) Necht a > 1. Pak podle Gaussova kritéria pro kladné rady dostaneme, ze

+o0
n=1

Qn

konverguje, a tedy (—=1)"" a,, konverguje absolutné.

3b) Necht a < 0. Protoze limn <1 — “Z—“) = a < 0, mame od jistého indexu nerovnost

n

n (1 — %) < 0, a tedy “=2 > 1. To ale znamend, ze kladna posloupnost (a,) roste a
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ze jeji limita nemuze byt rovna 0. Neni tedy splnéna nutna podminka konvergence a rada

+o0

T (=1)" a, diverguje.

3c) Necht 0 < a < 1. Podle Gaussova kritéria pro fady s kladnymi ¢leny rada Zg G,

diverguje. Neabsolutni konvergenci fady > (—1)"*! a, ukézeme ovéfenim podminek
Leibnizova kritéria.

Jelikoz lim n (1 — %) =« > 0, je od jistého ng splnéna nerovnost k (1 — a’;—f) > 7,
t].

Bt 2 pro véechna k € N,k > ng. (2.4)
Qe 2k

To znamenad, ze kladna posloupnost (a,,) je klesajici. Abychom jesté dokazali, ze lim a,, =
0, vyuzijeme toho, ze
pro z € (0,1) je In(l—2)< —x.

Zlogaritmovanim (2.4) dostaneme

Q Q
Inag 1 —Ina, < ln(l—ﬁ> < T

Sec¢tenim predchozich nerovnosti pro k = ng,ng +1,...,n — 1 mame

O[ ]. ]. 1 n—o0
Ina, —Ina,, < —=|—+ + ...+ — —00,
2 N ’I’L(]"i‘l n—1

To implikuje Ina, = —oc0, a tedy lima,, = 0, jak jsme pro splnéni podminek Leibnizova

kritéria potrebovali.

3d) Necht a = 0. Cleny kladné posloupnosti (a,,) spliujf

Gntl _q 4 01_18 pro kazdé n € N. (2.5)
an n

Vyuzijeme toho, ze
pro z € (—%,+00) je In(l+z)>z—a".

Cn

Protoze lim -tz = 0, od jist¢ho indexu n, je }%

< 1. Zlogaritmovanim (2.5) a vyuzitim

odhadu dostaneme

2
Inagyy —Inag =In <1+ Ch >> * < ck ) pro kazdé k € N,k > ny.

Ll+e klte  \|l+e
ctenim pr zich nerovnosti pr =ny,n ...,n— 1 mam
Secte edchozich nerovnosti pro k np+ 1,0, 1 mame
n—1
| | Ck Ck \?
na, — n“"1>zk1+s_ )
k=nq
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Uvédomme si, ze fada napravo je konvergentni. Plyne to ze srovnévaciho kritéria pro

kladné fady. Jelikoz (cx) je omezend posloupnost, existuje H tak, ze |ck\ < H. Proto je

lex] H _ H? oy . +oo 1
ie < zive a podobné i < . Pritom fady )0, <= a S —= jsou konver-

gentni. Proto fada na pravé strané nerovnosti ma konecny soucet. To znamena, ze po-
sloupnost (Ina,) je omezena zdola, a tudiz limIna, # —oo. To implikuje, ze lima,, # 0,

a nenf tak splnéna ani nutnd podminka konvergence fady 37 (—1)""q,,. O

Vsechna kritéria, ktera jsme pro konvergenci fad s obecnymi ¢leny vyslovili, vyzadovala
monotonii posloupnosti (a,). U Gaussova kritéria to neni patrné na prvni pohled. Ale

1 an+1

v dukazu jsme vidéli, ze pozadavek, aby podi mél dany tvar, bud vynucuje monotonii

(a,,) nebo implikuje lima,, # 0. Je tedy jasne, Ze napt. pro vysetrovani rady
400 n
>
= \/n+(=1)"
nelze pouzit zadné z dosud odvozenych kritérii. Proto zavedeme na mnoziné fad operaci

zavorkovani, jejiz vysledek je nékdy tada, chovani které lze jiz vysettit pomoci uvedenych

kritérii.

Definice 2.3.3. (uzévorkovani fady) Necht (a,)! je ¢iselnd posloupnost a necht
(k,);' 29 je ostte rostouci posloupnost nezapornych celych éisel s nultym ¢lenem kg = 0.

Radu Z 1 Ay, jejiz cleny definujeme piedpisem

A, =ay, \+1+ak, 42+ ...+ ar, prokazdéneN,

nazyvame uzavorkovanim trad 2 4., podle posloupnosti (k, ).
k=1 n=0

Kdyz oznacime s,, ¢astecné soucty rady Z+ | Gn & Sy, Castecné soucty jejiho uzavor-
kovani +°° 1 A, pak S, = sy, pro kazdé n € N. Tedy posloupnost castecnych souctu

(Sn) je Vybrana z posloupnosti (s,,).

Véta 2.3.4. Pokud tada Z+ | an konverguge, pak konverguje 1 kazdé jeji uzavorkovani
+00
A,.

n=1
Pozndmka. Obracené tvizeni neplati. Rada > > (—1)" osciluje, zatimco jeji uzdvor-
kovéni podle posloupnosti (k,) = (2n) je konvergentni fadou s ¢cleny A, = 0 pro kazdé
n € N.

Z hlediska pouziti je véta 2.3.4 malo zajimava. Zavorkujeme pfece v nadéji, ze z cho-
vani uzavorkované fady budeme moci néco fict o neznamém chovani rady puvodni. To

nam umozni dals{ véta.
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Véta 2.3.5. Necht Z:g A, je uzdvorkovani tady Zzg a, podle posloupnosti (k).
Necht jsou splneny podminky

i) existuje M € N takové, Ze pro kazdé n € N je k1 — ky, < M a
it) lima, =0.
Pak rady z:g A, a Z:ﬁ a, maji stejny charakter a v pripadé konvergence i stejny

soucet.

Diikaz. Opét oznacime S,, n-ty castecny soucet rady Z:z A, a s, n-ty castetny soucet

rady Z;ﬁi a,. Uvazujme téchto M posloupnosti:
(Sn>, (Sn —+ akn+1), (Sn —+ Ak, +1 -+ akn+2), ey (Sn -+ Ak, +1 —+ Ak, +2 4+ ...+ akn—',-M—l) .

Existuje-li lim S,,, pak vSechny tyto posloupnosti maji diky podmince ii) tutéz limitu.
Pritom vSechny uvedené posloupnosti jsou vybrané z posloupnosti (s,), konkrétné jsou

to posloupnosti

(8k0)s (Skat1)s (Skut2), -+ - (Skpanr—1) -

Jelikoz indexy vybranych posloupnosti vzhledem k podmince i) pokryvaji celé N, plyne

z pokryvaci véty pro limity, ze existuje také lim s, a je rovna lim .S,,. O
Priiklad 2.3.6. Uzavorkujme fadu

+Z°° (="

—Vn+ (="
podle posloupnosti (k,) = (2n). Dostaneme

o 1 1 X VImri-vam-2 &
Z(\/%Jrl_\/m—l)_;(\/%ntl)(\/m—l)_;(a"_ﬁ”)’

n=1
kde
Ven+1—+v2n 1

Qp, (\/%+1>(\/m_1) (\/%+1)(\/m—1)(\/m+\/%)

? 2
P = Vo +1)(vV2n+1-1)
Pritom )
lim Oi" = a lim 51n =1.
n——+oo a2 4\/5 n——+o0o -

Tedy tada > v, konverguje a fada > (3, diverguje. Proto uzavorkovand rada > (., — 3,)

diverguje. Jelikoz lim a,, = 0, diverguje i puvodni rada. Pfitom podle Leibnizova kritéria
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rada

+

=~ (1"
n

konverguje. Vidime, jak je predpoklad monotonie v Leibnizové kritériu dulezity.

3
||
N

2.4 Prerovnani rady a nasobeni rad

Operace scitani v C je komutativni. Proto pti s¢itani koneéného poctu ¢isel nezalezi na
poradi, v jakém scitame. Ted se budeme vénovat otazce, co udéla zaména poradi pri

nekonecné mnoha séitancich.
Definice 2.4.1. Méjme &iselnou fadu 3,25 a,, a bijekei ¢ : N — N. Pak fadu Y% agm)
nazyvame prerovnanim rady Z:g a, podle ¢.
Priklad 2.4.2. Uvazujme konvergentni radu
ln2:§ﬂ=1—l+l—l+l—l+...
n 2 3 4 5 6

n=1

Soucet fady jsme uméli urcit jiz v zimnim semestru s vyuzitim rovnosti

n

. Inn=~vy+¢,, kde v je Eulerova konstanta a 11111 en = 0.
n—-+0o0o
k=1

Pro 2n-ty ¢astecny soucet ss, totiz plati

1 1 "
52”:Z<2k—1_%>:;E_2k

k=1

n

1
— =In2n—1 n—En — In2.
12k‘ nzn nn -+ &g £ n

JelikoZ $op,11 = S9, + ﬁ, jeilimsg, 1 =In2.

Cleny fady ted uspofdddme tak, aby vzdycky po dvou kladnych ¢lenech nésledoval

jeden zaporny c¢len, tj. uvazujeme fadu

1—1—1 1+1—|—1 l—l—
3 2 5 7 4 7

Formalneé 1ze bijekci ¢ popsat predpisem

2k, pro n = 3k,
o(n) =< 4k —1, pron =3k — 1,
4k — 3, pron =3k — 2.

Budeme uvazovat soucet fady > % A,, kterd vznikne z fady > %] ag(m uzdvorkovanim
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po trech. Protoze limita n-tého ¢lenu tady je 0, maji obé fady stejny charakter a v pripadé

konvergence i soucet. Pro n-ty ¢astecny soucet S,, tady Z:{i’i A, plati

1 1 1 S I TN |
S”:Z<4k:—3+4k—1_ﬁ>:;E_;ﬁ_;%:

k=1

:1n4n+7+64n—%(111271—1—7—1—52”) —%

/N

1nn+7+6n> — 3 In2.
Prerovnana tada je tedy opét konvergentni, ma ale jiny soucet.

Poznamenejme, ze tada, kterou jsme v predchozim piikladé prerovnali, byla neabso-
lutné konvergentni. Jak ukaze dalsi véta, to je i duvodem, pro¢ bylo mozné prerovnanim
zmeénit jeji soucet. Predtim se jesté pro obecnou realnou fadu podivejme zvlast na chovani

kladnych a na chovani zapornych ¢lenti.

Poznamka. Necht > a,, je redlna fada. Pro kazdé n € N oznacme

+ . ‘an| + ap a - ‘an‘ — Qp
Snadno nahlédneme, ze
n { Qs kdyz a, > 0 _ { 0, kdyz a, > 0
a, = a a. = .
" 0, kdyz a, <0 " —ay, , kdyz a, <0

Rovnéz pro kazdé n € N plat{ a,, = a;f —a,,. Z defini¢niho vztahu pro ¢;f a a;, dostaneme:

e Kdyz fada > a, konverguje absolutné, pak obé fady > 7> af a > a kon-
verguji a plati > a, = > at — > a,.

o Kdyz fada Zn a, konverguje neabsolutne, pak obé fady Zn Lat a :: a,
podstatné diverguji, tj. maji obé soucet +oc.
Véta 2.4.3. Necht _1 ay je absolutné konvergentni Tada. Pak kaZdé jeji prerovndni je

absolutné konvergentni tada se stejnym souctem.

Diikaz.  Necht Z 1 G, je absolutné konvergentni fada a ¢ : N — N je bijekce. Pro
kazdé n € N polozme h,, := max{¢(1),¢(2),...,¢(n)}. Protoze ¢ je prosté, dostaneme
h, > n. Plati

n hn +o00
D asw| < D larl < D | €R. (2.6)
k=1 k=1 k=1

Posloupnost ¢asteénych soucttu absolutnich hodnot prerovnané rady je omezend, a tedy

fada S a4 je absolutné konvergentni.

Dukaz toho, ze prerovnanim nezménime soucet rady, rozdélime na tii pripady:
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a) Necht pro kazdé n € N je a, > 0. Pak odhad (2.6) tikd, ze

+oo +oo
Z a¢(n) S Z Uy, .
n=1 n=1

Protoze fada ) a,, vznikne pferovnanim z absolutné konvergentni fady ) ae(,) pomoci
bijekce ¢, plati také

+oo +oo +oo
Z an = Z Ap=1(g(n)) < Z A (n)-
n=1 n=1 n=1

To uz dava rovnost souctl ) ag(m) = Y an.
b) Pro redlnou absolutné konvergentni fadu ) a,, vyuzijeme pozorovani, ze > a} a
> a,, jsou konvergentni fady s nezdpornymi ¢leny. Pro ty jsme uz v bodé a) ukdazali, ze

prerovnani nemeéni jejich soucet. Proto muzeme psat
_ + - _ + -
Doan =D 0= ) an =D aly = D G = D o

c) Konverguje-li absolutné komplexni fada ) a,, pak ze vztahu |a,| > |Re a,| a
la,| > |Im a,| plyne, ze konverguji absolutné i fady > Re a,, a > Im a,. U téchto fad

uz podle bodu b) ptrerovnani nezméni soucet. Proto plati

Zan:ZRean+iZIman ZRea¢n)+ZZIma¢ Z%

pro kazdé prerovnani. O

Véta 2.4.4. (Riemannova) Nechf Z+ 1 G, je neabsolutné konvergentni redlnd rada.
Pak ke kazdému s € R existuje prerovndni Y Gny, jeZ md soucet s. RovnéZ existuje

oscilujict prerovndni ) ay ()

Diikaz. Protoze fada 1%

n=1

af =Y.' a; = +00. Vynechdnim koneéné mnoha é&lent

a, konverguje, je lima, = 0. Navic se jednd o neabsolutni
konvergenci, a proto

fady nezmeénime jeji Charakter, a tedy

Z a, Z ~ =400 prokazdé N € N. (2.7)

n=N

Uvazujme s € R. Vlastnost (2.7) ndm umozni pieuspordddvat cleny posloupnosti (a,,)
takto:

Bereme postupné kladné cleny tak dlouho, az jejich soucet prevysi hodnotu s. Jakmile
presahneme s zacneme k ziskanému souctu pridavat nekladné ¢leny posloupnosti pokud
nedocilime souc¢tu mensiho nez s. Jakmile soucet klesne pod hodnotu s, za¢iname pridavat

k jiz vytvorenému souctu dosud nepouzité kladné ¢leny posloupnosti az do doby, nez prvné
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presahneme hodnotu s. Pak opét rozsifujeme soucet o dalsi nekladné ¢leny, abychom klesli
pod hodnotu s, atd.

Z konstrukce je patrné, ze kazdy ¢len posloupnosti (a,) je vybran pravé jednou, a
tedy se jedna o prerovnani fady. V kazdém kroku se ¢astecny soucet lisi od s nanejvys
o absolutni hodnotu posledniho ¢lenu, za kterym jsme zacali vybirat ¢leny s opacnym

znaménkem. Protoze lim a,, = 0, ¢astecné soucty konverguji k s.

Uvazujeme-li s = 400, proces vybirani ¢lenu posloupnosti (a,) modifikujeme takto:

Bereme postupné kladné cleny posloupnosti, dokud jejich soucet nepiekro¢i hodnotu 1,
pak k souc¢tu priddme prvni nekladny ¢len. Opét pridavame kladné ¢leny posloupnosti,
az soucet presahne hodnotu 2, pak k souctu pridame v poradi druhy nekladny clen. A
znovu pridavame kladné cleny posloupnosti, pokud nedosdhneme souctu vétsiho nez 3,

atd. Je ziejmé, ze limita ¢astecnych souctu je +00. Pro s = —oo je postup obdobny.

Chceme-li docilit oscilujici fady, vybirame stiidave z kladnych a nekladnych ¢lenu tak

dlouho, az castecny soucet presahne hodnotu 1, resp. klesne pod hodnotu —1. O

V télese plati kromé komutativnich zakonu i distributivni zakony, a tedy soucin dvou
koneénych souctu
(a1 4+ an+...+an)(by +ba+ ...+ by)

Ize ziskat jako soucet ¢isel a;b;, kde probereme v libovolném poradi vSechny kombinace in-
dext i a j. Po zkuSenosti s prerovnavanim fady uz musime byt pii nasobeni nekonecnych

souctu opatrni.

Definice 2.4.5. Necht " a, a 3" b, jsou &iselné fady a ¢ : N x N — N necht je
bijekee. Pro kazdé n € N polozme ¢, = a;b;, kde n = ¢(4, j). Pak fadu > ¢, nazyvdme

n=1
souéinem fad > X a, a > b,.

Poznamka. Pro soucin fad se pouziva znaceni
E aibj s
i,jeN

které ale nepostihuje zvolenou bijekci ¢, tedy nepostihuje poradi s¢itani v fadé. To ale
nevadi v pfipadé, ze soucin dvou fad je absolutné konvergentni fadou. V té, jak vime, na

poradi clenu nezalezi.

Véta 2.4.6. Necht ZZS} ay, @ Z:ﬁ b, jsou absolutné konvergentni rady. Pak jejich [li-
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bovolny soucin je taky absolutnée konvergentni vada a pro jeji soucet plati

400 +o0
1,JEN n=1 n=1

Diikaz. Mé&jme bijekci ¢ : Nx N — N. Cislo 4,, necht oznacuje prvni slozku dvojice ¢~ (n)
a ¢islo j, druhou slozku dvojice ¢~(n), tj. ¢(in,jn) = n.

Polozme k,, := max{iy, is,...,0n, j1,7J2,---,Jn}. Pak

n kn kn +o00 +oo
Slerl < (3 lanl ) (3o l) < (X lanl) (10wl
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
To znamena, ze fada Z:S |c,| m& omezené castecné soucty. Proto je Z:ﬁ ¢, absolutné

konvergentni. Soucet absolutné konvergentni tady lze ziskat z libovolného prerovnéni a

libovolného uzavorkovani fady. Oznacme
My ={(i,j) € N*|i < k,j <k, (k i) (k — j) = 0}

Ziejmeé
UM, =N a MnM=0, kdyz k+# L.

keN

Soucet rady lze tedy ziskat takto:

Seomtin 3% ab = () (30)

Definice 2.4.7. Nechf Z:ﬁ ay A Z:ﬁ by, jsou ¢iselné fady. Radu

+oo n—1
E ( E akbn—k>
n=2 k=1

nazyvame souéinovou fadou fad > a, a 37 b,.

Poznamka. Soucinova fada je uzavorkovanim jednoho konkrétniho souc¢inu dvou fad.

Proto muzeme rovnou vyslovit dusledek predchozi véty.

Dausledek 2.4.8. Pro absolutné konvergentni rady Z:ﬁ apn, @ ZZS} b, plati

() () = ()
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Zacina-li indexovani clenu fad od jiného indexu nez jedna, napt. od nuly, musime

prislusné upravit i indexovani soucinové fady. Protoze

+oo +oo +oo +oo
E apn = E ap-1 @ E bn = E bn—l )
n=0 n=1 n=0 n=1

plati pro absolutné konvergentni rady

400 400 +oo n—1 +o0o0 n—2 400 n
(Do) () = (o) =S (Sahea) = S (Ch ).
n=0 n=0 n=2 k=1 n=2 k=0 n=0 k=0
Komplexni mocnina: Uvazujme dvé absolutné konvergentni rady
+oo +00
a/n Bn
ZO F a ZO H, Q, ﬂ € C.

Urceme n-ty clen jejich souc¢inové tfady
- "ok prk 1 < /n 1
bn— — - — k on—k — n ]
D aibui ;k! =0 7l (k)aﬂ e+ )

k=0 " k=0

Z dusledku tedy plyne

PIESTORETES SR

n=0 ’ n=0 n=0
, - . . o .. - , o +oo " o T
To nas ale nepiekvapuje. Z kapitoly o Taylorové rozvoji uz vime, ze ) '~ & = € pro
kazdé realné x, a tedy jsme dokézali tvrzeni
e“.ef = P (2.8)
které je pro redlné exponenty ziejmé z definice obecné mocniny. Fakt, ze tada Zf% .
— n:

je konvergentni pro kazdé komplexni z, nam umoznuje definovat komplexni mocninu

predpisem

z
ez::Z— pro z € C

Ukazali jsme tedy platnost vztahu (2.8) pro kazdé komplexni o a . Kone¢né muzeme
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psat

—+00
et = E
n=0

+oo Z‘2n¢2n

(i9)"
' (2n)!

n.

n=0

a odvodit tak vztah

“+oo .
Z2n+1 ¢2n+1

—~ (2n+1)!

(=)
B HZ:; (2n)!

+oo

iy
n=0

(_1)n¢2n+l

on+ 1] =cos¢+ising

€' = cos¢+ising pro kazdé

peR

uziteény ve fyzice, v elektrotechnice a pod.
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Kapitola 3

Mocninné rady

3.1 Definice a vlastnosti mocninnych rad

Definice 3.1.1.  Necht (a,) 2 je redlné resp. komplexni posloupnost a necht a je
realné resp. komplexni ¢islo. Pak fadu Z:{:O a,(x —a)" nazyvame mocninnou fadou se
sttedem v bodé a. Mnozinu vSech realnych resp. komplexnich ¢isel x, pro ktera mocninna
fada konverguje, nazyvdme obor konvergence mocninné fady, s(x) pak oznacuje soucet

mocninné fady pro x z oboru konvergence.

Posloupnosti (a,,);/%) a bodu a piitazujeme funkci s(z). Je-li s,(x) = > a,(z —a)”
a so(z) = 7% a,a", pak s,(7) = sp(x — a). Staéi tedy studovat vlastnosti mocninnych

fad se sttedem v bodé 0. Uvedme si nékolik piikladu redlnych mocninnych tad.
o ()% = >/ %a" =L =s(z), obor konvergence je (—1,1).

. (%)Z:& — Zn 0 n, "™ = e* = s(x), obor konvergence je R.

o ()% ST nla™ konverguje pouze pro x = 0.

Véta 3.1.2. Pro kazdou mocninnou fadu > 2% a,(v — a)" ezistuje p € R, p > 0 takové,

Ze
i) pokud |x —a| < p, pak > 7 an(x — a)" konverguje absolutné;
i) pokud |z —a| > p, pak 3170 a,(z — a)" diverguge.

Dukaz. Staci ovérit platnost dvou tvrzeni:

1. kdyz je posloupnost (an(xo — a)") omezend, pak pro kazdé x takové, ze |r — a| <

|70 — a|, fada 3°7°° a,,(z — a)™ konverguje absolutné,

2. kdyz je posloupnost (an(xo — a)”) neomezend, pak pro kazdé = takové, ze |z —a| >

|70 — al, fada > a,(z — a)" diverguje,
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a pak polozit
p= sup{|a:0 —al : posloupnost (a,(zo —a)") je omezené} :

Predpokladejme, ze v néjakém bodé xq je posloupnost (an(xo — a)”) omezena. Tedy
existuje K > 0 takové, ze |a,(xo — a)"| < K pro kazdé n € N. Pak pro |z — a| < |zo — d|

dostaneme

— gl \n C im
la,(z — a)"| = |ap||x — a|” = |a,||zo — a|n< |z — al > < K( |z — al > '
’xo_a‘ ’xo—a‘

Posloupnost na pravé strané je geometricka s kladnym kvocientem < 1, proto podle

stovnavactho kritéria fada > |a,(z — a)"| konverguje.

Druhé tvrzenf je ziejmé, protoze neomezenost (a,(zo — a)") implikuje neomezenost
(an(z —a)™) pro |z — a| > |z — a| a nenf tedy splnéna ani nutnd podminka konvergence
rady. O

Definice 3.1.3. Cislo p z piedchozi véty nazfvame polomér konvergence mocninné

rady.

Véta 3.1.4. Polomér konvergence mocninné rady :i% an(x —a)"™ je roven

1
pP= " —>
lim sup {/|a,|
pricemz klademe p = 0, kdyZ limes superior je +00, a p = +00, kdyz limes superior je (.

Diikaz. 7 dukazu predchozi véty vime, ze p = sup M, kde
M ={ly| : (a,y") je omezena}.
Popiseme prvky mnoziny M. Ziejmé 0 € M. Uvazujme proto y # 0. Pro nenulové y plati

limsup {/[an|ly[* = |y|limsup {/[ay|.

e Kdyz limsup {/|a,||ly|* > 1, pak existuje € > 0, Ze pro nekoneéné mnoho indexu n

je lany™ > (14 ¢)", a tedy posloupnost (a,y™) neni omezena. Mame tedy implikaci

ly|lim sup {/]a,| > 1 — ly| ¢ M .

e Kdyz limsup {/|a,||y|™ < 1, pak od jistého indexu pocinaje je |a,y"| < 1, a tedy

posloupnost (a,y™) je omezend. Plati tedy

ly| im sup {/|a,| <1 = ly| € M.
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Z téchto dvou implikaci uz snadno odvodime:
jestlize limsup {/|a,| = +o00, pak M = {0} a p =sup M =0,
jestlize limsup {/|a,| =0, pak M = (0,4+00) a p = sup M = +o0,

jestlize limsup {/|a,| = (04 00), pak M =(0,1/L) nebo M =(0,1/L).
V obou pripadech je p = 1/L. O

Poznamka. 7Z Cauchyho vzorce (viz Matematickd analyza I) plyne, ze kdyz existuje

|an]

lim
n—oo |an+

i pak je tato limita rovna p.

Priklad 3.1.5. Zkoumejme obor konvergence komplexni fady Z:g %ﬂ Polomér kon-

vergence je
1

=71 =1

lim sup o
Pro z z vnittku kruhu se stfedem 0 a polomérem 1 fada konverguje absolutné, vné kruhu
fada diverguje. Zbyva proto urcit, co se déje na kruznici. Kazdé x z jednotkové kruznice

ma tvar x = cos ¢ + isin ¢, ¢ € (0,27). Proto

Z Z COS Z

Z Dirichletova kritéria vime, ze pro ¢ # 0 obé tady konverguji. V bodé = = 1, tj. pro
¢ = 0 tada diverguje.
Obor konvergence zkoumané mocninné rady je kruh se stfedem v bodé 0 a jednot-

kovym polomérem véetné hraniéni kruznice vyjma bodu 1.

Poznamka. Protoze lim {/n = 1, dostaneme ihned tvrzeni, ze mocninné rady

+oo +oo +o0o a
Zan(x—a)", Z|an| r—a)" Znan a Z —(z—a)"
n=0 n=0 n=1 n

maji stejny polomér konvergence. Obory konvergence mohou vsak byt ruzné. Dokladem
toho jsou napi. rady Zn L a Zn 0"

n

Véta 3.1.6. Necht Z;ﬁ% an(x —a)™ je redlnd mocninnd rada s kladngm polomérem kon-

vergence p. Oznaéme jeji soucet s(x). Pak pro kazdé x € (a — p,a + p) plati

+o0
= Znan(a: —a)" !,
n=1
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Dikaz.  Zvolme pevné bod xy € (a — p,a + p) a kladné p; € R, p; < p tak, aby
platilo ¢ € (a—py1,a+p1). Podle predchozi poznamky fada 375 |a,|n?pt 2 konverguje.
Oznacme jeji soucet K. Pak pro libovolné = € (a — p1,a + p1) plati

5(x) = s(20) Za” x—a)" — (vg —a)") = (z — o Zanzl‘—a o—a)" k.
n=1

Proto

s(@) — s(xo)
E nay(ro—a)"

r — X9

Z Q, Z( r—a) —a)" " — (29 — a)n—l)

n=2

+o0
_‘Zanz zo—a) "tk ((x—a)k—(mo—a)k> — 2pn 2 < K|z—m0) .
n=2 ~ - n=2

(Ifmo) Zf;()l (mfa)i(:rofa)k—l—i

Z véty o limité seviené funkce dostaneme po limitnim prechodu z — zq, ze

) s( — s(xp) _1
lim E na,(ro —a)" .
T—T0 T — .’L'O

Vlastnost, kterou jsme ted dokazali, lze shrnout heslem
”Mocninnou radu lze uvniti oboru konvergence derivovat ¢len po clenu”

a formalné zapsat

(g ay(z — a)")l = g(an(x — a)”)l.

Protoze derivovanim se neméni polomeér konvergence, lze mocninnou tfadu s kladnym

polomérem konvergence derivovat nekonecénékrat, pricemz
+oco
= Zn(n —D(n—2)...(n—k+ Day(z —a)"".
Specidlné

s®)(a) = klay .

Véta 3.1.7. Necht > %0 a,(r—a)" je mocninnd vada s kladngm polomérem konvergence.

Oznacéme s(x) jeji soucet. Pak pro kazdé n € NU {0} plati a, = %

Poznamky. Uvedme dva dusledky predchozi véty.
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1. Dvé riizné mocninné fady Y% a,(z—a)" a Y120 b, (v —a)" s kladnym polomérem

konvergence nemohou mit stejny soucet.

2. Polynom Y}, ax(x —a)* je n-tym Taylorovym polynomem funkce > a,(z —a)"
za predpokladu, ze tato mocninnd fada ma polomeér konvergence p > 0.
3.2 Rozvoj funkce do mocninné rady

Vyjadreni realné funkce redlné proménné jako rady
“+oo
flz) = Z an(r —a)® prokazdé ze€J
n=0

nazyvame rozvojem funkce do mocninné rady se stfedem v bodé a € Dy, kde in-
terval J je takovy, ze a € J° a J C Dy. Jako J uvazujeme zpravidla nejveétsi interval s

touto vlastnosti.

Z predchozi véty vime, ze nutnou podminkou pro nalezeni rozvoje funkce do mocninné
fady se stfedem v bodé a je existence f™(a) pro kazdé n € N a ze jedinym kandiddtem

pro rozvoj funkce je mocninna rada

Tuto fadu nazyvame Taylorovou fadou funkce f. Z Taylorova vzorce

"R (g
1) =3 T a4 R

definujiciho zbytek R, (x) plyne, ze

I £(n)
fa) =S4 ,(C‘)(x—a)” ——  lim Ry(z)=0.
"0 n: n—+o0o
Oveérovani podminky lim R,(z) = 0 nebylo vzdy jednoduché. Pomdhal nam k tomu

Lagrangetuv a Cauchyuv tvar zbytku. Moznost derivovani mocninné rady ndm umozni

ziskat snadnéji vyjadieni funkce f pomoci mocninné rady.

Piiklad 3.2.1. Naleznéme rozvoj funkce f(z) = arctgx do mocninné fady se stfedem
v bodé 0. Protoze

1 K L
f’(aj) = (arctgx)l = 2 1 = Z(—l)nfL‘Qn pro kazdé x € (—]_, ]_),
n=0
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dostaneme

2n +1

, +oo (_l)nx2n+l !
(arctgz) = Z — pro kazdé z € (—1,1).

n=0
Kdyz dvé funkce maji stejnou derivaci na intervalu, pak se tyto funkce lisi nanejvys

o konstantu. Existuje proto konstanta c¢ takova, ze

+oo (_1)n$2n+1

arctgx = ;ZO Tontl +c¢ pro kazdé z € (—1,1).
Kdyz dosadime do pravé a levé strany rovnosti z = 0, dostaneme ¢ = 0.

Otéazkou zustava, jak vypada maximalni mnozina téch x, pro které plati rovnost
mezi mocninnou fadou a funkci arctg . Protoze polomér konvergence mocninné rady se
derivovanim neméni, je zrejmé, ze pro x v absolutni hodnoté vétsi nez 1 nemuze rovnost
platit. Zbyva tedy diskutovat body x = 1 a x = —1, ve kterych fada konverguje. Odpoved

nam poskytne nasledujici véta.

Véta 3.2.2. (Abelova) Redlnd mocninnd rada je spojitd v celém svém oboru konver-

gence.

Diikaz. Uvazujme redlnou mocninnou fadu s(z) = 3" a, (v — a)". Je-li p = 0, nenf co

dokazovat. Proto uvazujme p > 0. Pro x takové, ze |x —a| < p, existuje kone¢na derivace

s'(x), a tedy je funkce s spojitd v x. Zbyva tedy diskutovat piipad p € (0, +00) a ukazat

+oo +o0 +oo

E a,p” konverguje = lim E a,r" = g anp"
T—p_

n=0 n=0 n=0

a podobné

+o0o +oo +oo
a,(—p)" konverguje = lim a, " = an(—p)" .
; (—p) guj H_ﬂ; ; (—p)

Dokézeme pouze prvni z téchto implikaci, druha se dokazuje obdobné. Zvolme libovolné

kladné e. Jelikoz plati

400 n no+p
R> Zanp" = nl—lglooz arp® = (Ve > 0)(3ng)(Vp € N)< OZ ap"| < 8)
n=0 =0 n=ngp+1

nalezneme k ¢ piislusné ng. Budeme odhadovat vyraz

+00 400 n ~+00 n
o S| =[St w) ¢ 5 ar((2) )]
n=0 n=0 n=0 n=ngp+1 P

J/

H
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Protoze polynom Y "°  a,z" je funkce spojitd v kazdém bodeé, a tedy i v bodé p, plati

<5>.

Abychom odhadli hodnotu H, uvazujeme libovolné p € N a pouzijeme Abelovu sumaci

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € R)(\x <8 = ‘Zan(asn —

no+p no+p—1
Z bnCn = Bg+pCno+p + Z By (e — cuy1),
n=ng+1 n=nop+1
kde
n T n
B, = Z br, b, = a,p", ac, = (—) - 1.
k=no+1 p
O vyrazu B, pro n > ng vime, Ze |B,| :’ > ot akpk‘ < e. Protoze nas zajima li-
mita * — p_, uvazujeme x < p. Pro takova z je posloupnost (c,) klesajici a |¢,| < 1.
Dostaneme
no+p \n no+p—1
‘ Z anpn<<_> - 1)’ < |Bugtpl-lenotsl + Z | Bn|(cn — ¢ny1) <
n=ng+1 p n=ng+1

no+p—1
< e+e Z (Cn — Cnt1) = €+ €(Cngt1 — Cngap) < 3€.

n=ng+1

Posledni odhad plati pro kazdé p € N, proto i |H| < 3e. Celkové mame

—+00

+o00
Ve>0)(Fd>0)(VreR,p—d<x< p)( ‘Zan:p" - Zanp” < 45) :
n=0 n=0
To uz znamena
+o0 “+oo
li n "= n n’
jak jsme chtéli dokazat. O]

Pokracovani prikladu 3.2.1 Nyni muzeme dokonéit rozvoj funkce arctgz do moc-
ninné rady. Uz vime, zZe
+oo n.2n+1
(=D"z
arctgxr = ———F  — prox e (—1,1).
8r=) "5 i P (=1,1)

n=0

Jelikoz Tada napravo konverguje pro x = 41 a funkce arctg x je spojita v bodech 1 a —1,
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dostaneme z Abelovy véty

+oo +oo
(=" (=
arctg (1) nE_O oyl & A g(—=1) ng_o 1

Tedy na zavér

+oo (_1)nx2n+1

arctgm:Z— pro xz € (—1,1). (3.1)
— 2n+1

Priklad 3.2.3. Stejnym zpusobem odvodime rozklad funkce In(1+2) do mocninné fady.

Vyuzijeme toho, ze

! 1
(ln(l + x)) =13z Z(—l)”x" pro kazdé = € (—1,1).

Proto plati
n n+1

In( —c—l—z_: n+1 pro z € (—1,1).
Po dosazeni x = 0 dostaneme ¢ = 0. Jelikoz fada konverguje i pro x = 1 a funkce In(1+z)
je spojitd v bodé x = 1, lze platnost rozvoje rozsifit na interval 7 = (—1, 1).
V kapitole Tayloruv vzorec jsme odvodili, ze
=X /a
(14+2)* = Z (n)x” pro z € (—1,1).

n=0

K tomu jsme pouzili Cauchyuv tvar zbytku a technicky naroéné odhady. Ted ukazeme,

jak lze stejny vysledek elegantné ziskat pomoci metody neurcitych koeficienta.
Piiklad 3.2.4. Chceme rozvinout funkei f(z) = (1 + x)® do mocninné fady. Protoze
f'(x) = a(l +x)*7, plati

A+z)f'(x) =af(z) a f(0)=1.

+

n 4 ~
o @™ s kladnym polomérem konvergence p

Hledejme proto mocninnou fadu s(z) =

takovou, aby platilo
+oo 00
s(0)=1a (14+a)s'(z)=as(x) = a=1a (1+x) Znanx”_l = aZanx".

To implikuje

+00 +oo
ay + Z((” + 1)ans1 + nan>$n = aap + Z aa,x”
n=1 n=1
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Jelikoz dvé mocninné fady maji stejny soucet pouze v ptripadé, ze vSechny jejich koefici-

enty jsou stejné, dostaneme

a—n

ap=aa =« a (n+1)ay41 +na, =aa, prokazdén e N, tj. ap = ) ap, -
n
Tedy
a—n+1 a—nm+2 a—n+3 a—1 « «Q
n = ) ) L= = kazdé NuU {0}.
a - — — 5 I (n) pro kazdé n € {0}
Rada s(z) = :{i% (Z) 2™ mé polomér konvergence 1, protoze lim QZL = 1. Zbyva

vysveétlit, pro¢ se s(z) = (1 4 z)®. Derivujme pro z € (—1,1)

+x - (14 z)2

((1s(x))a>’ s'(x)(1+ x)* — s(x)a(l 4+ x)* .

Mocninnou fadu jsme konstruovali tak, aby ¢itatel zlomku byl identicky roven nule. Tedy

s(x)

——~_ — konstanta prox € (—1,1).
(14 x)> P ( )

Jelikoz jsme ag volili tak, aby navic s(0) = 1 = 1, je konstanta rovna 1. Proto

+o0o
s(z) = Z (Z) 2" =(14+2z)* prox € (—1,1) alibovolné a € R.
n=0

Zbyva tedy urcit maximalni mnozinu téch z, pro ktera predchozi vztah plati. Mnozina

téchto = bude zaviset na a. Pro a € N U {0} je funkce (1 + z)® polynomem. I fada

“+oo
n=0

konecné mnoha hodnotach, rovnaji se pak pro kazdé x € R. Proto

LaeNU{0}: (1+x)a=§<z>x”:§:<z>x” proz €R.

(i) 2™ ma pouze kone¢ény pocet nenulovych ¢lenti. Rovnaji-li se dva polynomy v ne-

Pro a ¢ NU {0} je (Z) # 0 a o konvergenci rad oo (a)(—l)” a oo (a) 1ze

n=0 \n n=0 \n

rozhodnout pomoci Gaussova resp. modifikovaného Gaussova kritéria. Protoze

1+«

dostaneme

+00
Ia>1,a0a ¢ N: (1+x)a:Z(a)x" proz € (—1,1),
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+00
II. a € (0,1) : (1+:C)°‘:Z(a) 2" prox e (—1,1),
—0

+oo
IV.a<0: (14 2)* = (a)x" pro z € (—1,1).

3.3 Aplikace mocninnych rad

1) Séitani nekoneénych sum

Urcéeme nekonecny soucet
+o0 1

=2 3(2n+1)

n=0

Odmocninovym kritériem snadno zjistime, Ze se jedna o konvergentni fadu. Definujme

+oo p2n+l
f@) =3 57
n=0
Protoze
o= 1 1 1 1 ;
/ _ 2n _ — = —(In(1 —In(1 — )
/() ;x -2 20+ 20— 2<n( t2)—l-2)),
dostaneme

f(z) = %(111(1 +z)—In(l — x)) :

Soucet s vyjadiime snadno pomoci hodnoty funkce

2) Scéitani koneénych sum

Abychom secetli

> (1)

uvazujeme soucin dvou mocninnych fad a zobecnény binomicky vzorec

:Z:(Z)x” :Z:(i):v" =(1+2)*(1+2)’ =(1+2)*"" 212:)(&;5):5".
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Pomoci soucinové fady dostaneme

+oo —+00 +oo n

«Q n B n o __ n « 5

> () 20 -2 ()65

n=0 n=0 n=0 k=0
Tedy plati

(O‘)( g ) - (‘”5) pro kazdé n € N,a, B € R
pr k)\n—k n

Zvolime-li n = a = 3, dostaneme
"L\’ " /n n 2n
= = kazdé N.
> (1) 2 ()G = () o

3) Reseni rekurentnich vztahi

Chceme najit neznamou posloupnost (d,,)nen vyhovujici rekurentnimu vztahu!

n—1

di=1 a dn:dedn,k pron > 2.

k=1

Definujme funkci

+oo
f(x) = Z dpx" .
n=1

Vynéasobenim rekurentniho vztahu hodnotou x™ a sumaci pres n = 2, 3,4, ... dostaneme
+o00 +o0 n—1
E dnl’n = E " E dkdn—k .
n=2 n=2 k=1

Prava strana predstavuje souc¢inovou fadu. Proto muzeme psat

Resenim této kvadratické rovnice pro neznamou f(x) je

1++1—4x

fralw) = =%

!Tento rekurentni vztah vznikne z Wlohy uréit poéet véech moznych uzdvorkovani souéinu n &isel
ai1.as . ..a,. Pocet uzavorkovani je oznacem d,,. Napi. dy = 5, protoze ¢tyfi ¢isla lze uzdvorkovat péti
zpusoby: al.(ag.(ag.a4)), al.((ag.ag).a4), ((al.ag).ag).a47 (al.(ag.ag)).a4, (a1.a2).(as.aq)
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Jelikoz z defince funkce f plyne, ze f(0) = 0, vyhovuje ndm teseni

=1 LSS ()= A () care

n=1

Rozvoj funkce do mocninné fady je jednoznacny, proto porovnanim koeficienti u stejnych

mocnin dostaneme po malé tprave

(-0

Cisla (d,,) se nazyvaji Catalanova cisla.?
4) Vypocet hodnot funkci

Pro libovolné = € (—1,1) lze hodnotu arctgz urcit jako soucet fady (3.1), kterd stiida

znaménka a navic posloupnost n-tych ¢lenu fady je monotonni. Podle poznamky u Leib-

nizova kritéria je chyba mezi skutecnou hodnotou funkce a sou¢tem prvnich n ¢lenu rady

mensi, nez je absolutni hodnota prvniho zanedbaného ¢lenu. Pro odhad chyby proto ne-

potfebujeme uvazovat zbytek v Taylorové vzorci. Ten totiz vyzaduje znalost n-té derivace

funkce arctg x, kterou nemame k dispozici. Napf.
1 1

1 _
arctg (35) = 15~ 5705 5109

kde

1
7.107°

K urceni hodnoty arctg (10) nelze piimo vyuzit rozvoj funkce arctgx do mocninné
fady, protoze pro x = 10 > 1 fada diverguje. Staci si vSak vzpomenout na vztah arctg x +
arctg% = 5 sgnz. Z toho dostaneme

1 1
arctg (10) =% — — :
et (10) =3 = 54 3155 ~ 507 7107

Ted vsak potiebujeme znat dostateéné piesné hodnotu ¢isla 5. Pro jeho urceni lze vyuzit

+ chyba, kde |chyba| <

opét fadu (3.1), jelikoz

+o0o
bl —2arctg(1) ;Qn—“

Abychom udrzeli chybu v uréenf arctg (10) pod velikost{ 107, musime spoécitat hodnotu

T s presnosti lepsi nez V predchozi tadé je vSak prvni zanedbany ¢len mensi nez

7. 107
tato chyba az pro n v fadu milionu, coz vyzaduje se¢ist miliony zlomku. Hodnotu 7 lze

lépe urcit z tzv. Machinovy formule, kterd se odvozuje v 1. semestru a ma tvar

17 = 4darctg () — arctg (555) -

W~

2Belgican E. Ch. Catalan (1814-1894) zkoumal, kolika zpusoby lze pomoci neprotinajicich se uh-
lopticek rozdélit pravidelny n-thlenik na trojihelniky. ReSenim je pravé cislo d,,—1.
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K dostateéné presnému urceni arctg(%) a arctg(Q—ég) opét postaci secist nékolik maélo

pocatecnich clenu rady.

Evaluace funkce arctg x je podstatné ulehcena faktem, ze odpovidajici rozvoj do moc-

ninné fady je rada se stfidavymi znaménky. Stejnou vlastnost maji i funkce sinz a cos x.

Avsak rada e* = :i% =7 pro kladnd x nestida znaménka. Tuto ”vadu”lze pti vypoctu

napi. /e = e'/? pickonat tim, ze uréfme dostateéné piesné soucet fady se stifdavymi

znaménky
+00 n
L ()
‘ nz; 2" n!

a pak vezmeme prevracenou hodnotu vysledku. Algoritmum na vypocet elementarnich

funkei a jejich implementacim se pravem vénuje velkd pozornost, viz [9].
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Kapitola 4

Primitivni funkce

4.1 Definice primitivni funkce

Tato kapitola je vénovana postupu inverznimu k derivovani.

Definice 4.1.1. Necht funkce f je definovana v intervalu (a, b), kde —oo < a < b < +00.

Funkci F' spliiujici podminku

(V2 € (a,8)) (F'(a) = /()
nazyvame primitivni funkci k funkci f v intervalu (a,b).

Poznamka. Uvedme jednoduché pozorovani.

1. Primitivni funkce neni pojem lokélni, nema tedy smyslu mluvit o primitivni funkci

bez udani intervalu.

2. Je-li F primitivni funkei k f v intervalu (a,b), pak F' je primitivni k f i v kazdém
podintervalu (¢, d) C (a,b).

3. Z definice primitivni funkce plyne, ze F' je diferencovatelna v kazdém bodé intervalu

(a,b), a tedy F' je nutné spojitd na (a,b).

Priklad 4.1.2. Funkce F'(z) = 23 je primitivni funkef k funkei f(x) = 32% v libovolném

intervalu (a, b).

Definice primitivni funkce vyvoldva hned dvé otdzky: 1) zda ke kazdé funkei f existuje

primitivni funkece a 2) kolik primitivnich funkei muze k dané funkci f existovat.

Véta 4.1.3. Necht F' je primitivnd funkci k funkei f v intervalu (a,b). Pak G je primitivni
funkci k funkci f v intervalu (a,b) prdvé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze
G(x)=F(z)+c prokazdé x € (a,b).
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Diikaz. Kdyz F a G jsou funkce primitivni k f, pak F'(z) — G'(z) = f(z) — f(z) = 0.
Proto funkce F' — G je konstantni na intervalu (a, b).

Dikaz obracené implikace je trivialni. O

Definice 4.1.4. Necht k funkei f existuje primitivni funkce v intervalu (a,b). Mnozinu
véech primitivnich funkei k funkci f v (a, b) nazyvdme neurcitym integralem!' a znacime

jej [ f nebo [ f(x)dz.

Poznamka. Najdeme-li k f primitivni funkci F' v intervalu (a, b), zapisujeme obvykle

/ fa)d(z) = F(z)+c,

zde f je integrovand funkce, = je integra¢ni proménnd a c¢ se nazyva integrac¢ni konstantou.
Ukolu uréit [ f(z)dz fikdme "najit primitivn{ funkei k f7, nebo ”vypocitat integral z f”,

nebo "integrovat f”.
Otézku existence primitivni funkce ¢astecné tesi nasledujici véta.

Véta 4.1.5. Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Pak funkce f md v tomto

intervalu primationd funkci.

Diikaz bude plynout z tvrzeni, které dokdzeme v kapitole Urcity integral. Ctenaf nemusi
mit obavu, ze bychom této véty nebo jejich dusledku vyuzivali pro dukazy tvrzeni v ka-
pitole Urcity integral. Neptujde tedy o bludny kruh. Na misté je otazka, pro¢ nejdiive
neprobereme kapitolu Urcity integral a pak nepokracujeme kapitolou Neurcity integral.
Souvisi to s ¢asovym rozvrhem cviceni. Vylozit teorii k neurcitému integralu je jedno-
duché, zato naucit se prakticky hledat neurcity integral je otazkou ruznych triku. Pro

urcity integral je situace opacna.

Priklad 4.1.6. Podivejme se na existenci integralu k funkci sgn z, kterd neni na R
spojitd. Kdyby primitivni funkce F' existovala, tak pro > 0 by musela mit tvar F'(x) =
x + ¢1. Pro zdporné x zase F(x) = —x + ¢o. Protoze primitivni funkce musi byt vsude
spojitd, je nutné ¢; = ¢; = ¢ a jediny mozny kandidat je F(x) = |z|+¢. Tato funkce nem4

vsak v bodé 0 derivaci. Tedy k funkci sgn x v intervalu R neexistuje primitivni funkce.
Na druhé strané i funkce f, kterd neni spojitd na R muze mit v R primitivni funkci.

Priklad 4.1.7. Uvazujme funkci

Y

2xsin%—cosi pro x #0
flx) =
0 pro z =20

' Leibniz zaved] operaéni symbol | pro integrovéni (je odvozen z prvnfho pismene slova suma), ndzev
integral vsak pochdazi od Jakoba Bernoulliho. Leibniz pak po dohodé s Johannem Bernoullim zavedl
oznaceni ”integralni pocet” (calculus integralis), a to misto diivéjsiho terminu ”inverzn{ metoda tecen”.
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ktera neni v bodé 0 spojitd, jelikoz neexistuje ani limg f. Primitivni funkei k funkci f

v intervalu R je

ZL’QSiIl% pro = # 0
0 pro z =20

Snadnym vypoctem pro x # 0 dostaneme F'(x) = f(x) a derivace F’(0) spoc¢itame piimo
7 definice F'(0) = lim Z&-FO _ lin%xsin% = 0= f(0).
z—

z—0

Nasledujici véta je jednoduchym dusledkem zakladnich pravidel pro derivovani.

Véta 4.1.8. Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkcim f resp. g v intervalu (a,b) a
necht o € R. Pak

F £+ G je primitivnt funkei k funkci f £+ g v intervalu (a, b);

aF je primitivni funkci k funkci af v intervalu (a,b).

Poznamka. Vétu symbolicky zapisujeme [(f+¢g)=[f+ [g a [(af)=aff.

Pro prehlednost shrneme neurcity integral nékterych zakladnich funkei do tabulky.

[dx = r+c reR
reR, aeN
[a¥dz = ”ff:llec reR—-{0}, acZ,a< -2
r € (0,400), a¢Z
Jorde = = reR, b>0b#1
[tae - { Inz z € (0,400)
* In(—x) x € (—00,0)
[sinz dr = —cosz+c r€R
[cosxdz = sinz+ec r€e€R
[ dz = tgz+c ve€(-Z+km2+kn) kel
[z dz = —cotgz+c zv € (kmkr+m),k€Z
fﬁ dz = arcsinx +c re(-1,1)
fﬁdx = arctgz+c r€R
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4.2 Metody vypoctu primitivni funkce

Uvedeme dvé metody hledani primitivni funkce. Metoda integrace per partes je odvozena
na zakladé vzorce pro derivovan{ souc¢inu dvou funkef (fg)'(x) = f'(x)g(z) + f(z)g ().

Substituéni metoda je zalozena na vzorci pro derivovani slozené funkce (f o g)'(x) =

f(9(x)).g (x).

Véta 4.2.1. (metoda per partes v neurcitém integralu) Necht funkce f a g jsou

diferencovatelné v intervalu (a,b) a necht funkce H je primitivni funkci k funkci f.g'
v (a,b). Pak f.g— H je primitivnd funkci k funkci f'g v (a,b).

Diikaz. 7 predpokladi plyne, ze pro kazdé = € (a,b) je
(f(x).9(x) = H(z)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x) — f(x)g'(x) = f'(x)g(x).

To podle definice znamend, ze f.g — H je primitivni funkei k f'g v (a, b). O

Pro zapis metody per partes v symbolech neurcitého integralu se bézné pouziva

/(f’g) = fg— /(fg’)-

Piiklad 4.2.2. Pii vypoctu neurcitého integrdlu [z sinaz dz metodou per partes

polozime
g(z)=2 a f'(r)=sinz = J'(x)=1 a f(x)=—cosz.

Proto
/xsinx dm——xcosx—i—/cosx dr = —zcosx +sinx + c.

Priklad 4.2.3. Neékdy je zapotiebi postup metodou per partes opakovat. V nasledujicim

vypoctu jsme volili nejdrive

gz) =2 a filz) =¢" = gi(x) =22 a fi(z)=¢",

/xQGxdx:xQBm—Q/xemdx:*,

V dalsim vypoctu pokracujeme metodou per partes a volime

abychom dostali

p(r) =z a folr)=¢" = gh(z)=1 a folr)=e".
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Tim dostaneme konecny vysledek
*:wQe’”—2/xex dx:x2e’”—2xew+2/6x dr = 2%e® — 2ze® + 2¢* + c.

Piiklad 4.2.4. Pro zvolené ¢'(x) v metodé per partes muzeme pouzit ruznd g(x),
navzajem se lisici o konstantu. V obou ndasledujicich postupech zvolime f(z) = In(z + 1)

a ¢'(z) = 1, ale jednou vezmeme g(x) = x a podruhé g(z) = = + 1,

/ln(x—i-l) dx:xln(x—kl)—/xj_l dx:xln(x—i-l)—/(l—xil) de =

=zln(z+1)—z+In(z+1)+c

nebo druhym postupem,
/ln(x+1) dz = (:v+1)ln(:v+1)—/ de=(x+1)In(x+1)—z+c.

Véta 4.2.5. (o substituci v neurc¢itém integralu) Necht pro funkce f a ¢ plati
(1) f ma primitivnt funkci F' v intervalu (a,b),
(i1) ¢ je v intervalu (o, B) diferencovatelnd,
(111) ¢(a, B) C (a,b).

Pak F o ¢ je primitivnt funkci k funkci (f o ¢).¢" v intervalu (o, B3).

Diikaz. ((F ¥0) (x))l = F'(¢(x)).¢/(z) = f(¢(z)).¢/(z) v intervalu (o, B). O

Symbolicky zapisujeme substituéni metodu v neurcitém integralu takto

[ Hew)sw ai= [ s dn

kde za x do primitivni funkce k funkei f dosadime z = ¢(t).

Priklad 4.2.6. Pro urceni primitivni funkce k funkci tgt v intervalu (%, 37”) nejdrive

upravami docilime, ze integrovana funkce bude tvaru f (qb(t))gb’ (1),

int —sint 1
/tgtdt:/sm dt:—/ o dt:—/—dx:—1n(—x)+c:—ln(—cost)+c.
cost cost T

Protoze ¢ € (5,2F), mdme z = cost € (—1,0). Vyuzili jsme toho, Ze primitivn{ funkef

k funkci X je v intevralu (—1,0) funkce In(—z).
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Priklad 4.2.7. V intervalu (—g, %) hledame tento neurcity integral

1 1 1 1
— dt = dt =2 . de .
wt = Gy 7 e e
Uvazujme vnitini funkei ¢(t) = tg % Neurcity integral tak staci vypocitat pro hodnoty

T =o(t) € (-1,1),

1 1 1 z+1
9 dr = ( _ )d —1 .
/1—:52 ! /a:—i—l ro1) T e

Z véty o substituci dostaneme

t
/ 1 dt—lnM—i—c

cost B 1—tg (%)

V predchozich piikladech jsme upravili integrovanou funkei do tvaru f(¢(t))¢'(t) a
pak pocitali neurcity integral z jednodussi funkce f(x). Nékdy se stane, ze funkce f(x)
je pro integrovani obtiznd, zatimco pii vhodné zvolené vnitini funkci ¢(t) je funkce
f(o(t)).¢'(t) jednoducha. Ovsem otézkou je, kdy nés véta 4.2.5 k takovému postupu

opraviuje.

Poznamka. Necht f je definovdna na intervalu (a,b) a necht 1 je bijekce intervalu (o, )
na (a,b) s nenulovou kone¢nou derivaci. Z véty o derivaci inverzni funkce dostaneme pro
kazdé T € (a,b)

¢ (M) () () =1

Predpokladejme, ze na intervalu (o, §) existuje neurcity integral

/ OO (8) dt

Ve véteé o substituci za vnitin{ funkci vezmeme ¢~ : (a,b) — (a, 3). Pak existuje integral

(.

J (@) o) @ @) dr = [ e ar

'
=T

v intervalu (a, b). Kdyz tedy do primitivni funkce k funkei f(¢(t))’(t) dosadime ¢~'(7)

za proménnou t, dostaneme primitivni funkei k funkei f(7). Symbolicky,

[romwna-core — [0 ar=6w) +e.
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Priklad 4.2.8. V intervalu R hledame neurcity integral

/ 1

—dx

V1422

Jako vnitini funkci pouzijeme bijektivni zobrazeni ¢ : R — R definované predpisem

¥ (t) = sinht s kladnou derivaci ¢'(t) = cosht. Funkce 9 je bijekci. Hleddme tedy primi-

tivni funkeci

cosht dt:/l dt:t+c:sinh’lx—i—c:ln(x%—\/l—{—aﬁ)+c

/ 1

V1 + sinh?¢

Pro odvozeni inverzni funkce k sinu hyperbolickému stacilo feseni kvadratické rovnice:
r=—— = (et)Q—Qet:c—lzo — e =s+V1+22.

Protoze e! > 0 a z — /1 + 22 < 0, vyhovuje ndm kofen rovnice z + /1 + 2. Po zlogarit-
movan{ dostaneme sinh™' z = In (x +V1+ SBQ) :

Hledani inverzni funkce k sinu hyperbolickému se muzeme vyhnout, kdyz pouzijeme

jinou vnitini funkei, a to x = ¢(t) = tgt, kde muzeme zvolit napt. ¢ € (—g, g)

1 1
——dzr = dt = dt = | — dt.
/ V1422 ’ / 1 4 sint COSQt / / 1 cos2t cost
cos“t

cos2 t

Posledni integral jsme uz pocitali v prikladé 4.2.7; do jeho vysledku staci dosadit inverzni

funkci k tangens. Dostaneme

tg (arctga}) + 1

1
—— _dz=1
/,/1_}_1,2 diL‘ I 1 — tg(arctgz)

Primitivni funkce, kterou jsme dostali pti pouziti substituce z = tgt, se lis{ od primitivni

+c.

funkce ziskané po substituci x = sinht. Tato rozdilnost je jenom zdanliva. Primitivni
funkce ziskané ruznymi postupy se mohou lisit podle véty 4.1.3 nanejvys o konstantu.
V nasem piipadé je konstanta 0, tj. funkce jsou si rovny. Dalsi substituci, ktera vede
k nalezeni primitivni funkce, je x = % Nechame na ctenéri, aby ziskal tfeti mozny tvar

vysledku.
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4.3 Primitivni funkce specialnich tirid funkci

Bohuzel jenom mala ¢ast elementarnich funkei ma primitivni funkci, ktera by byla ele-

mentarni. Napiiklad je zndmo, Ze neurcité integraly

/ —a* dz, /g dz, mnebo /—da:
Inz

nelze vyjadrit pomoci elementéarnich funkci. Pritom se jednd o integraly ze spojitych
funkei na ptislusnych intervalech, a tedy primitivni funkce museji existovat, nejsou vsak
zapsatelné pomoci koneéné mnoha operaci (soucet, souc¢in, podil, sklddani, invertovani)
ze zakladnich funkei (z®, o”,sinz). V piikladu 1.2.3 jsme ukézali, ze

Yy — 1 n =34

e :Z Ey pro kazdé y € R,

n=0

tedy také

—=? = Z — |) z?™  pro kazdé z € R.
n!

Proto podle pravidel pro derivovani mocninné fady snadno ovéiime, ze na R je

e—wQ dr = f (_1)n x2n+1 +e
= nl(2n+1) ’

Rozpoznat, kdy funkce ma ”rozumnou” primitivni funkci, je casto slozité a na rozdil
od derivovani, které je rutinni zédlezitosti, je integrovani uménim. V podstaté jedina tiida
funkei, ke kterym existuje presny navod jak integrovat, jsou racionalni funkce a funkce,

které po vhodné substituci v integralu lze na racionédlni funkce prevést.

I. J % dx, kde p a ¢ jsou polynomy s realnymi koeficienty.

Nejdrive ukazeme, ze stac¢i uvazovat ptipad, kdy stupen p < stupen ¢. Kdyby totiz
stupenn p > stupen ¢, pak délenim ziskdme p(z) = u(z)q(x) + v(x), kde stupen v <
stupenn ¢q. Po dosazeni dostaneme fp dr = [u(z) do + f% dz. Najit neurcity
integral k polynomu u(x) je Jednoduche a zbyva tedy integral z podilu dvou polynomu,

kde uz stupen polynomu v citateli je ostie mensi nez stupen jmenovatele.

Klicem k teSeni problému je rozklad (—) na parcialni zlomky. Vyuzijeme vlastnost
polynomu s redlnymi koeficienty: ¢(Z) = g(z) pro kazdé z € C. To implikuje, ze kdyz A

je kofen polynomu ¢(z) s ndsobnosti [, pak komplexné zdruzené X je rovnéz kofenem se
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stejnou nasobnosti. Polynom ¢ je tedy délitelny vyrazem
— _ !
(z— Nz =N = <x2 — A+ Nz + /\)\> = (2% + Bz +7),

kde 8 = A+ X ay = A\ jsou redlné konstanty. Protoze trojclen a2 4+ Sz + v nema realné

kofeny, je diskriminant D = 3% — 4y < 0. Z toho uz plyne nésledujici lemma.

Lemma 4.3.1. Polynom q s redlnymi koeficienty a s koeficientem ¢ u nejuétsi mocniny

lze rozloZit do tvaru
q(z) = c(x — al)kl oo (= as)ks (m2 + Bz + %)h . (x2 + Brx + fyT)ZT, (4.1)

kde o, ..., ay jsou rizné redlné koveny a kde x* + Bix +v; proi = 1,...,7 jsou rizné

kvadratické vyrazy se zdpornym diskriminantem.

Véta 4.3.2. (rozklad na parcidlni zlomky) Nechf p a q jsou nenulové polynomy
s redlnymi koeficienty takové, Ze stupen p < stupen q a necht rozklad ¢ md tvar (4.1).
Pak existuji

redlné konstanty A;;, kdei=1,...,s, 7=1,...,k; a

rediné konstanty B;; a Cy;, kdet=1,...,r, 5 =1,...,;

takové, Ze
x A A A A A A
p(x) _ n_, 2, L ) 2ky shs o
q(r) x—0a1 (x—ap)? (x — o)) x— (x — ag)ke (x — ag)ks
Biix + 011 Biox + 012 n Bllll’ + Clh n BHT[L' + Crlr
Ptbrtyn (@+hr+m)? 0 @+ hrtn)t (P4 St )

Dikaz. Veétu dokazeme indukei podle stupné polynomu ¢. Kdyz stupen polynomu ¢
je 1, pak stupen p je 0, tj. p(z) = const. a podil p/q je piimo pozadovaného tvaru.
Predpokladejme, Ze stupen polynomu q je n > 2. Diskutujme dva pripady.

a) Necht ¢(z) ma alespon jeden redlny koten «; jeho ndsobnost oznac¢me k. Pak ¢(x) =
(z — a)*r(z), kde stupeii r(z) je n — k a r(a) # 0. Polozime-li A = p(a)/r(a), pak
polynom p(x) — Ar(z) ma kofen «, coz znamend, Ze tento polynom lze napsat jako

p(z) — Ar(z) = (z — a)p(x), pricemz stupen p je o jednicku mensi nez stupen p. Plati

o) o) A pe) A A (-l
gz)  (z—a)r(z) (z-a)f (@-a)fr(@) @-af (z-ao)r()
4 #(z)
@—afF " (—a) (@)’
= i)
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a tedy stupen q je o jednicku mensi nez stupen q. Jelikoz stupen p byl mensi nez stupen g,
je také stupen p mensi nez stupen ¢ a podil polynomu p(z)/G(x) 1ze rozlozit na parcidlni
zlomky podle indukéniho predpokladu.

b) Nechf ¢(z) nemd zadny redlny koren. Je-li stupen ¢ roven n = 2, je podil p(x)/q(x)
uz pozadovaného tvaru. Proto diskutujme ptipad n > 2. Uvazujeme komplexni koten A, k
nému komplexné zdruzeny koien A a jejich spoleénou nasobnost I. Tedy (x — \)(x — \) =
22 + Bx + 7, kde B a v jsou redlné. Pak ¢(z) lze psat jako q(z) = (z% + Bz + 7)ir(2),
kde () je redlny polynom stupné n — 21, ktery nemd kofen \ ani \. Nalezneme realné
konstanty B a C' tak, aby polynom p(z) — (Bz + C)r(z) mél kofeny A a A (Ctenaf af
overi, Ze to skuteéné je mozné). Muzeme napsat p(z) — (Bzx +C)r(x) = (22 + Sz +7)p(z).

Podobné jako v predchozim piipadé dostaneme

p(x) p(x) Bx +C p(z) — (Bx + C)r(z) _

glr) (224 Br+)r(z)  (22+Bx+7) (224 Bz +7)r(z)

Bz +C p(z)
@+ Br ) (@4 Br ) r(e)

Opét je stupen p(z) < stupen §(x) < stupen ¢(z), coz umozni pouzit indukéni predpoklad
a rozlozit p(x)/q(x) na parcidlni zlomky. O

Po rozkladu podilu dvou polynomu na parcidlni zlomky tedy staci umeét integrovat

A Bx +C
/<x—a>'f doa /(:v2+5:c+7)’“ de-

Prvni integral je jednoduchy. Vénujme se proto druhému z nich. Integrovanou funkci

upravime tak, abychom v citateli dostali derivaci kvadratického vyrazu ze jmenovatele:

Bz +C B B
/(xQ—l—xﬂjc——i—’y :_/ x2j_xﬁ—;+»y) de +<C_56>/(m2+61$+7)k d:i

B

Podle véty o substituci spocitame

2 1
A:/(aﬂ ;Cﬁ;f—wk dx:/ﬁ dy, kdeza y dosadime 2%+ Bz + 7.

Zbyva tedy zvladnout integraci vyrazu typu

_/(w2+5w+7)’“ o
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kde diskriminant D = 32 — 4y < 0. Jelikoz

2+ Br+y = (x+é)2+<_D> S (<2$+B)2+1> 7

2 4 4

dostaneme po substituci \/i Y

1
B: COnSt./m dy

Na zavér ukazeme, jak vypocitat

1
I = — _dz.
g /(w?ﬂ)k !

Kdyz k = 1, pak z tabulky zdakladnich integralu mame I, = arctgx + const. Pro k > 1

aplikujme na vypocet I metodu per partes:

1 x x
[ ey B ——— = - 2 B — g
e e R R A

x 24+1-1
— —($2+1)k + Qk/—(as2+ Ty dx .
Odtud

1 x 2k -1

I, = —
g % @+ F 2k

+2k[k_2kjk+1 — [k-Jrl = I, .

x
(2 + 1)F
Integralf 2+

1)k

a ten zase z integralu [ W

dx = arctg x + const.

- dz urcime podle predchozi rekurence ze znalosti intergalu [ W dz,

dx atd. Po £k — 1 krocich se dostaneme ke znamému

integrélu [ 5

Popsali jsme algoritmus, jak nalézt primitivni funkci k racionalni funkci. Jeho prvni
krok, a to nalezeni rozkladu (4.1) polynomu ve jmenovateli, je vSak pro polynomy stupné

vyssiho nez 4 obecné v principu nemozné.

Dalsi tridy funkci, ke kterym umime najit neurcity integral, jsou funkce, které lze
vhodnou substituci prevést na integral z podilu dvou polynomu. Pro popis téchto typu

budeme vyuzivat pojem raciondlni funkce ve dvou proménnych. Rozumime tim funkci R

p(fr,y
q(z,y)

tvaru R(z,y) = , kde p(z,y) a q(x,y) jsou polynomy ve dvou proménnych s redlnymi

koeficienty.

II. [R (x, v Zfig) dz, kden €N, R(x,y) je raciondln{ funkce a ad — bc # 0.

Uvazujme vnitini funkci
ar +b
cx+d

() = {
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Vyrazy x a 9/(x) lze vyjadrit jako raciondlni funkce v proménné y = ¢(z). Po snadnych
upravach konkrétné dostaneme
o b—dy” ad — bc 1

=1 (y>_cy”—a a (v7) (y):mny"

Vysledkem je 1loha hledat primitivni funkci k racionalni funkci.
ar +b b— dy” ad — be 1
\|—— | de = —— ny"  dy.
/R(x, cx—i—d) ’ /R<cy”—a’ y> (cy™ — ad)? " Y

III. [2™(a+b2™)” dz, kdea,b€R, m,n,p€ Q, anavic a,b,n,p # 0.

Nejdiive pouzijeme substituci 2™ = ¢(x) = t. Pii této substituci

/xm(“ be")” do = %/tm:l_l(w bt)” dt = %/t%“ﬂ‘l(atbty dt.

o Je-li ’”T“ € Z, jedna se o funkce zahrnuté v ptedchozim bodé. Pro prevod na racionalni

funkei staci substituovat y = va + bt, kde s je jmenovatel racionalniho ¢isla p.

e Je-li p € Z, je situace stejna; substituujeme y = /¢, kde s je jmenovatel raciondlniho
m—+1

Cisla e
o Je-li mTH + p € Z, 1ze opét vyuzit prechozi pripad. K racionalni funkci pod integralem

vede substituce ¢/ %bt =y, kde s je jmenovatel ¢isla p.

Pripady, které jsme dosud probirali, jsou pouze specialnimi podpiipady ptredchoziho
bodu. Pro ostatni ptipady, kdy ani jedno z ¢isel p, mTH, p+mT+1 nenf celé, dokézal Cebysev,
ze nelze nalézt primitivni funkei v elementarnim tvaru. Pro tento dulezity dovétek dostaly

integraly [2™(a + ba")” dz své jméno. Rikd se jim binomické integraly. Napiiklad

integral
1 ~1/2
—dx:/xo 1—23 dz,
/ Vv1— a3 ( )
je binomicky s parametry m = 0, n = 3 a p = —1/2. Vysledek proto hleddme rovnou ve

tvaru mocninné rady

3n+1

/ L g —f nog) @ + const
m Z'—n:() n 30+ 1 const.

IV. [R(z,vaz?+bx+c) dz, kde a,b,c € R, a R je raciondln{ funkce ve dvou

proménnych.

V tomto piipadé jenom vyjmenujeme substituce (fikd se jim Eulerovy substituce),
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které vedou k integraci raciondlni funkce. Prevod samotny nechdvame na ¢tenari.
e Kdyz a > 0, volime novou proménnou ¢ tak, aby platilo vaz? + bx + ¢ = ++/ax+t.
e Kdyz ¢ > 0, volime novou proménnou ¢ tak, aby platilo vax? + bx + ¢ = zt +/c.

e Kdyz vyraz pod odmocninou mé realné kofeny, tj. existuje o, 5 € R takové, ze
ar? +br+c = a(z—a)(z—B), klademe Vaz?+br +c=/a(z —a)(z — B) = t(x—a).

Je ziejmé, ze pokud v az? 4 bx + ¢ je vyraz definovany na néjakém intervalu, pak nejméné
jednu z vyjmenovanych substituci lze pouzit. Casto se stane, ze lze pouzit dvé nebo do-

konce vSechny tii substituce.

V. i R(sin x, cos :I;) dx, kde R je racionalni funkce ve dvou proménnych.

Substituci, kterou uvedeme, muzeme pouzit na intervalu (—m + 2k7, w 4+ 2km) pro k € Z.

Omezime se na zakladni interval a polozime

tgg:gb(w):y pro z € (—m,m).

Vyjadiime sinz a cos x jako racionalni funkce v proménné y

7 ) sinzg sin2§ 1—cos®%
— - — — — —
y=1tey y cos? 2 1—sin2§ cos?%
a tedy
R y? s 1
sin® — = 5, A CoS” o= ——.
2 1+ 2 1+y

Y
Jelikoz cos § je na intervalu (—m,7) kladny, je znaménko sin § stejné jako znaménko

. 1
tgZ =v9. Protosin% = —2— acos% =
g2 y 2 /1+y2 2 1+y2

. Ze vzorcu pro poloviéni ihly dostaneme

_ . T T 2y W T . ox  1—y?
sinw = 2sin — cos - = a cosxT = cos” = —sin” — =
2 2 1+y? 2 2 142

Protoze navic i derivaci ¢'(x) lze vyjadrit jako racionalni funkei v proménné y

1 yr+1

2cos? % 2

¢'(x)

bude funkce, ktera po substituci za znakem integralu vznikne, racionalni v proménné y

1—q2 2
/R Y , Y dy .
1+92 " 1+y?) y?2+1
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Kapitola 5

Riemannuv integral

5.1 Urcity integral: Cauchyova-Riemannova definice

Definice 5.1.1. Je dan interval (a,b). Konetnou mnozinu o = {zy, x1, ..., x,} takovou,
ze a=1x9 < <... <z, =>bnazyvame rozdélenim intervalu (a,b). Bodum x; pro
k=1,2,...,n—1fikdme délici body intervalu (a, b); intervalu (zy_;, x) fikdme ¢dstecny

interval intervalu (a,b) pti rozdéleni o.

Definice 5.1.2. Necht 0 = {zg,21,...,2,} s body a = 2y < 21 < ... < z, = b je
rozdélenim intervalu (a,b). Oznaéme Ay, = 2 — x4_; pro k = 1,2,...,n. Cislo v(o) =

max{A; | k =1,2,...,n} nazyvime normou rozdéleni o.

Piiklad 5.1.3. Rozdéleni intervalu (a, b)
o={a,a+Aa+2A,...;a+(n—1)Aa+nA=>b}, kde A= (b—a)/n,

ma vSechny vzdalenosti mezi délicimi body stejné. Proto se mu fika ekvidistantni. Jeho

b—a

normou je A =
n

Definice 5.1.4. Necht o a ¢’ jsou rozdéleni intervalu (a,b), pticemz o C o’. Pak o’

nazyvame zjemnénim rozdéleni o.

Poznamka. 1) Kdyz o’ je zjemnénim o, pak pro normy plati nerovnost v(o) > v(o’).
2) Kdyz o1 a o9 jsou dvé rozdéleni intervalu (a, by, pak o1 U os je spoleénym zjemnénim

rozdéleni oy 1 o09.

Definice 5.1.5. Necht funkce f je omezend na (a, b) a necht o = {xo,z1,...,2,} s body

a=1x9<x <...<x,=>jerozdélenim intervalu (a,b). Ozna¢me

M; = sup f(x) a m;= inf f(z)

$E<Ii71,xi> x€<xi717xi>
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pro kazdé 1 =1,2,...,n. Pak
S(O') :ZMZAZ a S(O’) :ZmlA,
i=1 =1

nazyvame hornim, resp. dolnim, souc¢tem funkce f pii rozdéleni o.

Véta 5.1.6. Necht funkce f je omezend na intervalu {(a,b). Oznacme M = sup,¢ ) f()

am =inf ey f(x). Pak pro kazdé rozdéleni o intervalu (a,b) plati
m(b—a) <s(o) <S(o) < M(b—a).

Diikaz. 7 definice ¢isel M, m, M;, m; plyne m < m; < M; < M prokazdéi=1,2,....n.

Vynasobenim téchto nerovnosti kladnym A; a s¢itanim ptes ¢ = 1,2, ..., n dostaneme

=1 =1 =1 =1

Protoze Y . A; = b — a, dikaz je hotov. O
Disledek 5.1.7. MnozZina dolnich © hornich soucti je omezend.

Lemma 5.1.8. Necht [ je funkce omezend konstantou K na intervalu {(a,b), tj. pro kazdé
x € (a,b) plati |f(x)| < K. Necht ddle o je rozdéleni intervalu {a,b) a o’ jeho zjemnénd.
Pak

S(o) —2Kpv(o) < S(o') < S(o) a  s(o) <s(o') <s(o)+2Kpr(o),

kde p je pocet bodi mnoziny o' — o.

Diikaz. Nejdiive uvazujme zjemnéni o' = o U {c} pro ¢ ¢ o = {xg,21,...,2,}, tedy
puvodni rozdéleni zjemnime pfidanim jediného bodu. Necht ¢ lezi v i-tém ¢dstecném

intervalu (x; 1, z;). Plati

S(0") = S(0) = (wi —wiza) sup f(z)+ (i —c) sup f(z) + (¢ —zi1) sup f(x) =

(Ti—1,25) (e,wi) (Ti—1,€)

=S(o) — (z; — c)( sup f(z) — sup f(m)) —(c— xi_1)<< sup f(xz)— sup f(ac)) :

(®i—1,24) (c,xi) Tio1,Ti) (zi—1,0)
NG J N S/
w o

Vyrazy ve svorkach jsou zrejmé nezaporné a nepresahuji hodnotu 2K . Muzeme odhadnout

S(o) > S(0') = S(0) — 2K (x; — ¢) — 2K (¢ — zi) = S(0) — 2KA; > S(0) — 2K (o).
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Zjemnéni o', které vznikne ze o pridanim p novych bodu, muzeme postupné vytvaret
pridavanim jednoho bodu, které provedeme p krat. Pii zadném kroku se norma nového
zjemnéni nezvétsuje. Pouzijeme-li odhad ziskany pro pridani jednoho bodu p krat, dosta-
neme

S(o) = S(0') = S(o) — 2Kpr(o).
Dukaz nerovnosti pro dolni soucty je analogicky. O

Véta 5.1.9. Necht f je funkce omezend na (a,b) a necht o1 a oy jsou dvé rozdéleni
intervalu {(a,b). Pak
S(O’l) S S(O'Q).

Diikaz. Jelikoz o1 U g3 je spoleénym zjemnénim obou rozdéleni, plyne z lemmatu 5.1.8

s(o1) < s(oy Uoy) < Sy Uoy) < S(o2).

Budou nés zajimat mnoziny vSech hornich a vSech dolnich souctu, tedy mnoziny
{S(0) | o jerozdéleni (a,b)} a {s(o)| o jerozdéleni (a,b)}.

Uz jsme ukézali, Ze obé tyto mnoziny jsou omezené zdola zavorou m(b—a) a shora zavorou

M (b — a). Téchto zavor se pii volbé nejhrubsiho rozdéleni o = {a, b} nabyva,

max S(c) = M(b—a) a mins(o) =m(b—a)

g o

N

Definice 5.1.10. Necht f je omezend na (a, b). Infimum mnoziny hornich sou¢tu a supre-
mum mnoziny dolnich souc¢tu nazyvame hornim, resp. dolnim integralnim souctem

funkce f a znacime

/abf:iI;fS(U), resp. /abf:sgps(a).

Véta 5.1.11. Pro funkci omezenou na {(a,b) plati

/abf < /abf-

Diikaz. Zvolime libovolné pevné rozdéleni o;. Pro kazdé rozdéleni oy plati s(oy) < S(o3),
tedy s(o1) je dolni zavorou mnoziny hornich souctu. Z definice infima jako nejvétsi dolni
zavory plyne

s(op) < i(%f S(02)
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Protoze tato nerovnost plati pro kazdé oy, je ¢islo inf,, S(o2) horni zavorou pro mnozinu
dolnich souctu. Nyni z definice suprema jako nejmensi horni zavory mnoziny dostaneme

sup,, s(01) < inf,, S(02), coz jsme chtéli ukazat. O

Ted uz muzeme uvést definici uréitého integralu! spojovanou se jmény Cauchyho a
Riemanna.
Definice 5.1.12. Necht f je funkce omezend na (a,b). Je-li f:f = fff, fikdme, ze f
mé v intervalu (a,b) Riemannuv integral. Spole¢nou hodnotu dolniho a horniho in-
tegralniho sou¢tu znac¢ime fab f nebo f; f(z)dz. O funkci f fikdme, ze je integrovatelna
v (a,b).
Piiklad 5.1.13. Funkce konstantni na intervalu (a,b) mé pro kazdé rozdéleni o stejny
horni i dolni soucet s(o) = S(o) = ¢+ (b — a). Proto se horni i dolni integralni soucet
shoduje a plati f: c=c-(b—a).
Priklad 5.1.14. Funkce Dirichletova ma sup; f =1 a inf; f = 0 na kazdém intervalu
J = (a,b). Proto s(6) =0-(b—a) a S(c) =1-(b— a). Z toho plyne

b b b
/ f=0, / f=b—a, a proto / f neexistuje.

Rozhodovat o existenci integralu ndm umozni dalsi véta.

Véta 5.1.15. (nutnd a postacujici podminka existence integralu) Necht f je

funkce omezend na intervalu {(a,b). Pak
b
/ f existuje < (Ve >0)(3 rozdéleni o intervalu (a,b)) (S(U) —s(0) < z—:) .

Diikaz. (=) Protoze ff f =inf, S(o), najdeme z druhé vlastnosti infima k libovolnému

€ > 0 rozdéleni o tak, ze
b
SWQ</f+§

Podobné protoze f: f = sup, s(0), najdeme rozdéleni o, tak, ze

3@ﬁ>l%—%.

!Diferencidlni a integralni pocet vybudovali nezdvisle Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz.
Do ucelené teorie zahrnuli viechny roztiisténé, izolované objevy svych predchudci. Oba pracovali s poj-
mem nekonecné malé veli¢iny. I kdyz méli jisté pochybnosti o aktualni existenci nekone¢né malych veli¢in,
praktické vypocty, které bylo mozné na jejich zdkladé provadét, pochybnosti rozptylily. V dnesni dobé s
takovymi vypocCty zachdzime opatrnéji, pracujeme s pojmy upiesnénymi pomoci limity a nikoliv s infini-
tezimalnimi veli¢inami. Poznamenejme, ze sou¢asnd matematika se k postupum prace s infinitezimalnimi
veli¢inami vratila v rdmci formélné vybudované nestandardni analyzy.
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Polozme o := 01U0s. Toto rozdéleni je spoleénym zjemnénim oy i 05. Pouzijeme-li lemma
5.1.8, dva piedeslé odhady a piedpoklad existence ff f,tj. ze ff f= ff f, mame

b 5 b 5
S(J)—S(U)SS(Jl)—S(02)</ f+§—/ f+§:5.

(«<=) Protoze horni a dolni integralni soucet je infimem resp. supremem jisté mnoziny,

plyne ptimo z definice

b b
OS/ f—/ f < S(o) —s(o) pro kazdé rozdéleni o.

Pravou stranu umime z predpokladu udélat mensi nez sebemensi kladné . A to je mozné

jenom tak, Ze fff — f;f = 0. O

Dusledek 5.1.16. Necht —co < a < c < d <b< +oo. Je-li f integrovatelnd v (a,b),
pak f je integrovatelnd i v {c,d).

Dikaz. 7 existence fab f plyne pro kazdé ¢ > 0 existence rozdéleni o intervalu (a, b) tak,

ze

S<a7b>(0) - 3<a,b>(0) <e€.

Definujme rozdéleni o* = o U {¢c, d} intervalu (a, b) a rozdéleni c** = o* N (¢, d) intervalu
(c,d). Protoze o* je zjemnénim rozdéleni o a vSechny ¢astecné intervaly rozdéleni o**

jsou obsazeny v rozdéleni o*, plati

S(c,d><0**) — S(ad)(d**) S S<a7b>(0'*) — S<a7b>(0'*) S S(a,b>(0') — S<a7b>(0') < €.

*

Pro libovolné kladné e se ndm podatfilo tedy najit takové rozdéleni o** intervalu (c, d),
ze Sia)(0™*) — s(ca)(07) < €, coz znamend splnéni nutné i postacujici podminky pro

existenci fcd f. O]

Disledek 5.1.17. Necht —0o < a < ¢ < b < +o00. Je-li f integrovatelnd v {(a,c) a v
(c,b), pak f je integrovatelnd i v {(a,b).

Diikaz. Pro dukaz existence fab f vyuzijeme vétu 5.1.15. Pro libovolné kladné e existuji

rozdéleni o) intervalu (a, c) a o intervalu (c,b) takova, ze

S(a’@((f(l)) — 5(a,c><0(1)) < a S(c,b)(0(2)) — 3(c,b)(0(2)) < (5.1)

N
N|™

Polozme o = o U 0. Pro toto rozdéleni intervalu (a, b) plati
St (0) = Stacy (0) + Steny (0) 2 51 (0) = st0.0) () + 50y (0?) .
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Kombinaci téchto vztaht a nerovnosti 5.1 dostaneme

S<a,b>(‘7) - 5<a,b>(0) < €.

Tim je splnéna postacujici podminka pro existenci integralu ff f.

]

[ kdyZz mame nutnou a postacujici podminku existence integralu, jeji tvar neni Sikovny
L y . el X : b ) .y
pro ovérovani. Je vSak velice uzitec¢ny pro dukaz existence fa f u funkci spojitych nebo

monotonnich.
Véta 5.1.18. Funkce f spojitd na {(a,b) md v tomto intervalu integrdl fff

Diikaz. Podle Cantorovy véty je funkce spojitda na uzavieném intervalu spojita stejno-

meérneé, tj.
(Ve > 0)(30 > 0)(Va, 2" € (a,b))(Jz — 2'| <0 = |f(z) — f(2")] < &).

Uvazujme libovolné kladné e a polozme € = €/(b—a). Ke kladnému 0, které ziskame k &
v definici stejnomérné spojitosti, sestrojime rozdéleni o = {xg, x1, ..., z,} intervalu (a, b)
tak, aby jeho norma byla mensi nez §. Protoze funkce spojitd na uzavieném intervalu
nabyva na tomto intervalu svého suprema i infima, existuji pro kazdé ¢+ = 1,2, ..., n ¢isla
§isMi € (wi1, ;) takova, ze m; = f(&) a M; = f(m;). Tedy ziejmé |n; — & < Ay < 0.
Proto

n n

0<S(0) —s(o) =D (Mi—mi) A => (f(m) — F(&)) A < 52& —&(b—a) =¢.

i=1 =1

To uz podle véty 5.1.15 znamend existenci f; f. O

Véta 5.1.19. Funkce f monotonni v intervalu (a,b) md v tomto intervalu integrdl fab f.

Dikaz. Opét ovérime, ze je splnéna nutnd a postacujici podminka existence integralu.

Existenci integralu pro konstantni funkce jsme jiz ukazali v prikladé 5.1.13. Proto predpo-

klddejme bez ijmy na obecnosti, ze f je klesajici funkce a ze f(a) > f(b). Ke kladnému

e zkonstruujme rozdéleni o = {zg,x1,...,x,} intervalu (a,b) tak, aby jeho norma byla
e

mensi nez 0 := OOk V nésledujicim odhadu vyuzijeme toho, ze funkce klesajici v uza-

vieném intervalu nabyva suprema M; v levém a infima m; v pravém kraji intervalu,

0< 8(0)s(0) = 30 (Fr) 1) A <0 2 (Fleic)-F(r)) = 0(F(0) ) = <

i=1
Splnéni této podminky uz implikuje existenci f; f. O]
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Ukazeme na piikladé, Ze ani spojitost ani monotonie nejsou nutnou podminkou pro

existenci integralu.

Priklad 5.1.20. Pripomenme definici Riemannovy funkce

p

(@) 0 pro iraciondlni =z,
) =
pro =g, p.q nesoudélna cela, ¢ > 1.

Q=

Tato funkce je omezena shora ¢islem 1, zdola nulou. Je nespojita v kazdém racionalnim
bodé x # 0 a spojitd v kazdém iraciondlnim bodé. Ukazeme, ze integral této ”hodné” nespojité
funkce existuje.? Pocitdme fol f. Protoze inf f = 0 na kazdém intervalu, je s(o) = 0 pro
kazdé rozdéleni o, a tedy fgl f=0.

Pro nalezeni horniho integralniho souctu zvolme ptirozené n a popisme body z intervalu
(0,1), ve kterych je funkéni hodnota vétsi nebo rovna % Kromé bodu 0 a 1, ve kterych

je hodnota Riemannovy funkce rovna 1, jsou to zkracené zlomky %’, kde 0 < p < q < n,

protoze f <§> = % > % Takovych zlomku neni vice nez paru ptirozenych ¢isel splnujicich

n 3

2
castecnych intervalku stejné délky A = % Pak

0 <p<q < n. Téch je ( ) Uvazujme ekvidistantni rozdéleni intervalu (0,1) na n

n3
S()=> MA= Y MA+ Y MA <
k=1

k, kde Mp<t k, kde Mp>1

1 1 n 1 2
< p3.2 . (2 ).1._<_.
="n n3+ +(2) nd T n

Z definice horniho integrélniho souctu plyne, ze

1 2
/fginf{—|n€N}:O.
0 n

Dolni i horni integralni soucet ma stejnou hodnotu 0. Proto fol f=0.

Na druhé strané funkce f, kterd je integrovatelna na (a,b), nemuze byt vsude nespojita,

jak doklada nasledujici véta.

2Riemanniv ptivodni piiklad ”hodné” nespojité funkce, kterd piesto ma integral, je

+

{zn)
n2

[

fz) =

7

Il
—

n

kde (z) je funkce periodickd na R s periodou 1, piicemz klademe (z) := x pro z € (—3,1) a (3) := 0.

Timto ptikladem se Riemann dostal daleko za Cauchyovy predstavy o tom, Ze je rozumné integrovat
jenom funkce po ¢éstech spojité.



Véta 5.1.21. Necht funkce f je integrovatelnd v intervalu {(a,b). Pak funkce f md v (a,b)

nekonecné mnoho bodi spojitosti.

Diikaz. Ukézeme, ze pro kazdy interval {(a,b) a pro kazdou funkci f integrovatelnou na
(a,b) plati, ze v (a,b) existuje alespon jeden bod spojitosti f. Tim bude véta dokazéna,
protoze z existence fab f plyne existence fcd f pro sebemensi interval (c,d) C (a,b), a

v intervalu (c, d) tedy taky najdeme bod spojitosti funkce f.

Necht existuje f; f. Zvolme libovolné €; > 0. Z nutné a postacujici podminky pro

existenci integralu plyne, ze existuje takové rozdéleni o intervalu (a,b), Ze

n

Staty(0) = Sy (0) =D _(M; — mi)A; < (b — a).

=1

A tedy alespon na jednom ¢astecném intervalu (z;_q,x;) je rozdil M; — m; suprema a

infima mensi nez £;. Oznaéme prostedni tfetinu tohoto intervalu jako (ay, by).

Protoze existuje i ffll f, tvahu opakujeme pro kladné e, a interval (aq, by). Zase najdeme

rozdéleni o intervalu (ay, by), kde

n

Staren) (@) = Sty (0) = Z(Mz —m;)A; < ga(by — aa).

=1

A tedy alespon na jednom ¢astecném intervalu je rozdil M; —m; suprema a infima mensi
nez €y. Prostfedni tfetinu tohoto ¢astecného intervalu oznacéime (ag, by). Takto muzeme

pokracovat dal.

Volime-li kladn4 ¢isla €, tak, aby lim e,, = 0, dostavame posloupnost do sebe vnorenych
intervalu (a,b) D (a1,b1) D (ag,by) D ..., pficemz rozdil suprema a infima funkce f je
na intervalu (a,,b,) mensi nez €,. Posloupnost levych kraju (a,) téchto intervalu tvoif
ostie rostouci posloupnost a posloupnost pravych kraju (b,) ostte klesajici posloupnost,

pricemz a,, < b, pro kazdé n. Proto

c¢:= lim a, € (a,,b,) pro kazdé n € N.

n—+00

Ted ukazeme, ze bod ¢ je bodem spojitosti funkce f.

Necht je ddno kladné . Najdeme n tak, aby ¢ > €, a polozime 6 := min{c—a,, b, —c}.
Pak d-okoli (¢—d,c+6) C (an,b,), a proto pro kazdé = z tohoto okoli je rozdil f(x)— f(c)
omezen rozdilem suprema a infima funkce f na intervalu (a,, b,). Ten je mensi nez ¢,, < ¢.

To dokazuje spojitost f v bodé c. O

Poznamka. Malou obménou predchoziho dukazu 1ze dokonce odvodit, ze mnozina bodu

spojitosti funkce f integrovatelné v (a,b) ma mohutnost kontinua, tj. mohutnost R.
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5.2 Urcity integral jako limita posloupnosti

Definice 5.2.1. Posloupnost (0,,),en rozdéleni intervalu (a, b) nazveme normalni, kdyz
pro normy plati

7}51;0 v(o,) = 0.

Priklad 5.2.2. V posloupnosti (0,,) ekvidistantnich rozdéleni definovanych
on={a,a+ A ja+2A,...;a+ (n—1)A,a+nA =0}, kde A= (b—a)/n,

je norma kazdého rozdéleni v(o,) = 2. Proto je to normélni posloupnost rozdéleni.

Piiklad 5.2.3. Pro kazdé n € N uvazujme rozdéleni o, intervalu (a,b) pomoci geome-

trické posloupnosti

on ={a,aq,aq’, ..., a¢" = b}, kde q= {/b/a.

Pro normu kazdého rozdéleni o,, plati

k=1 _1 _1

v(on) = max a((b/a)" — (b/a) T ) = max a(b/a)* (1= (b/a) ) =a(1-(b/a) +) 0
a jedna se proto o normalni posloupnost rozdéleni.

Lemma 5.2.4. Necht f je omezend na intervalu (a,b). Pak ke kazdému kladnému e

existuje kladné 6 tak, Ze pro libovolné rozdéleni o intervalu {(a,b) s normou v(o) < & plati

/abfss<o—>s/abf+€ A /abf‘ggs(‘”g/abf'

Diikaz. Horni integralni soucet je infimem mnoziny hornich souctu, tedy z druhé vlast-

nosti infima plyne
2 €
(Ve > 0)(30") (/ f+§ > S(0*) ) :

Oznacme p pocet diléich intervalku rozdéleni o*. Vezméme libovolné rozdéleni intervalu
(a,b) s normou v(o) < 4. Toto 0 bude specifikovdno pozdéji. Definujme spoleéné zjemnéni
o' = o Uc* Z lemmatu 5.1.8 vime, ze S(0’) < S(c*) a S(¢’) > S(0) — 2Kpv(o), kde K

je konstanta omezujici absolutni hodnotu funkce f. Proto

0< S(o) — /f = S(0) :5(0'2+ S(o') = S(o") + 8(0*) — /f.

<2Kpv (o) <0 \—<//2—/
€

Kdyz polozime § = ﬁ? je prava strana predchozi nerovnosti < €, coz jsme méli dokazat.

Dukaz pro dolni soucty je obdobny. ]
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Véta 5.2.5. Necht f je funkce omezend na intervalu {(a,b) a necht (o,)nen je libovolnd

normdlni posloupnost rozdéleni. Pak

b b
/a f - ml—g{loo S(Un) a4 /a f - nnl—l>r+lloos(0n) .

Diikaz. To, ze posloupnost (o,) je normélni, znamend
(V6 > 0)(3no)(Vn > ng) (v(on) < 9).

7, predchoziho lemmatu o hornim a dolnim integralnim souctu plyne

(V5>0)(35>O)(V0,y(0)<5)(/abf§S(a)S/abf—l—5>.

Kombinaci obou vyroku jiz dostaneme

(vs>0)(3n0)(vn>n0)(/abfgS(an)g/abf+e) — /abf: lim S(a).

n——+00

Druha cast véty o dolnim integralnim souctu se dokazuje obdobné. O]

Piiklad 5.2.6. Vypocitejme ff e” dr pomoci piedchozi véty.
Zvolime normalni ekvidistantni posloupnost rozdéleni o,, = {a + zb’Ta |i=0,1,... ,n}.
Protoze funkce e* je rostouci, nabyva infima m; a suprema M; na krajich ¢astecnych

intervalu. Proto

n

: —a b_ b_ —a i—1 b— b—a _ 1
s(on) = Ze‘”(’_l)bn L Z (ebT) = eb z :

Jelikoz lim —*5 =1, je
x—0 €

lim s(o,) = e’ — e

n——400

Horni soucty lze vyjadtit pomoci dolnich souct,

b—a

n
‘b—a b_a/ b
S(o,) = E et — =en s(o,).
i=1 n
Souhrnné dostaneme

b b b
/ e’ dv = lim S(o,) = lim s(o,) =€ —e* = / e’ dor = / e’ dx.
a n—+0o00 n—+00 a a

Priklad 5.2.7. Urcime fab 2P dz pro 0 < a < b a parametr p € R, p > 0.
Opét se jednd o funkeci monotonni na (a, b). Suprema i infima bude funkce na ¢asteénych

intervalech rozdéleni nabyvat v krajnich bodech. Kdybychom pouzili ekvidistantni rozdeé-
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leni z ptedchoziho ptikladu, museli bychom umét secist sumu
B b—a\" b—a
S(op) = a+i—1V  —-
=3 (e 0) 5

Takovou sumu secist neumime. Mtizeme vSak pouzit jinou normalni posloupnost rozdéleni.

Pouzijeme ” geometrickou” posloupnost z prikladu 5.2.3. Ted horni sou¢et ma S(o,) tvar

S () (- )= (- () B () -

S
——
3k
/N

_ il (1 - <i>’l‘) <£>%Lj_l = (@ =) (5

Vyuzijeme toho, ze

. » . z—1 1
R S IS
a dostaneme , » o
0 bp AP
/ 2P dz = lim S(o,) = e
a n—+4o00 P + 1

Pro dolni a horni souc¢ty plati vztah

b

s(0) = (%) " S(on) .

Proto horni a dolni integralni soucty jsou stejné a integrél ff 2P dx existuje,

+1 _ gptl

b
/xpdx:bp_.
a p+1

Poznamka. Zména hodnoty funkce v koneéném poctu bodi nezméni hodnotu horniho
ani dolniho integralniho souctu. Staci dokazat piipad, kdy zménime funkci v jednom
bodé. Kdyz f a g jsou funkce omezené na intervalu (a, b), pricemz g(z) = f(x) pro kazdé

x € (a,b) — {c}, pak pro libovolnou normalni posloupnost rozdéleni (o,,) je

|S¢(0n) — Sy(on)| < I/(O‘n).<Supf — inf g) — 0.
(a,b) (a,b)

Proto je lim Sy(0,,) = lim S, (0y,).
Doposud jsme vyjadiili f; fa ff f jako limitu. Ted vyjadiime fab f jako limitu. Zave-

deme nejdiive zédkladni pojem - integralni soucet.
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Definice 5.2.8. Necht f je funkce omezend na (a,b) a necht o = {xg,z1,...,2,}, kde

a=z9<z; <...<x,=Db,jerozdéleni intervalu (a,b). Sumu
T(0) =" f(&)A:, kde & € (x;-1,3;) pro kazdé i € {1,2,...,n},
i=1

nazyvame integralnim souctem funkce f pii rozdéleni o.

Poznamka. 1) 1kdyz to formdalné nevyznacujeme, integralni soucet J (o) zavisi nejenom
na o, ale také na volbé jednotlivych bodu &;.

2) Pro kazdé rozdéleni o plati
s(o) < J(o) < S(o).

Véta 5.2.9. (zdékladni véta integralniho poc¢tu)® Nechf f je funkce omezend na
intervalu {a, b). Integrdl f; f existuje pravé tehdy, kdyz pro kaZdou normdlni posloupnost

rozdéleni (oy,)nen je posloupnost (j(an)) konvergentni.

neN
Diikaz. (=) Predpokladejme, ze fab f existuje. V tomto pripadé pro normélni posloup-
nost rozdéleni z véty 5.2.5 je lim S(o,) = lims(o,) = f: f. Protoze s(o,) < J(0,) <

S(0y,) pro kazdy integralni soucet o, plyne tvrzeni z véty o limité seviené posloupnosti.

(<) Nejdiive ukézeme, ze kdyz kazda posloupnost (J ((Tn)) je konvergentni, tak

vSechny posloupnosti (j (an)) maji stejnou limitu. Ukazeme to sporem.

Predpokladejme, ze existuji dvé normalni posloupnosti rozdéleni (ag)) a (07(3)) takové,
ze lim J (07(11)) # lim J (0,(12)). Pak posloupnost rozdéleni (,,) definovand predpisem 65, =
aﬁll) a Oop_1 = o2 je opét normalni, a pritom lim J (6n) neexistuje, nebot vybrané
podposloupnosti sudych a lichych ¢lentt maji ruzné limity - spor.

Uvazujme normélni posloupnost rozdéleni (o,),en @ oznacme body n-tého rozdélent

Op = {x(()n), x(ln), e ,m,(gz)}. Infimum, respektive supremum, funkce f na ¢astecném inter-

valu <x§ﬁ)1, :L'Z(”)) znacéime mgn), respektive Mi("). 7 vlastnosti suprema a infima plyne, Ze
(n) (n) .(n)

pro kazdé n € N a pro kazdé i = 1,2,..., k, existuji body f‘i("), n; € (x;_,x; ) takové,

ze
1 1 n
n < e <m L - L <)
n n
Vynasobenim nerovnosti kladnym ¢islem AZ(-n) = xgn) - ml(-ll)l a sectenim téchto nerovnosti
proi=1,2,...,k, dostaneme

kn
$(00) < TW(0) = S FENAY < s(o) + =2,
=1

n

3Plvodni Cauchyova-Riemannova definice integralu je zaloZena na integralnich souétech. Definice
urcitého integralu pomoci hornich a dolnich integralnich souctu, jak jsme ji uvedli my, pochézi od Gastona
Darbouxe (1842-1917). Tato véta tedy ukazuje ekvivalenci obou definic.
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respektive

b—a n n
Son) = —= < TP(0n) =Y fM)A" < S(ou).
Z véty o limité seviené posloupnosti a z toho, ze lim S(0,,) a lim s(o,) existuji a rovnaji
se hornimu, respektive dolnimu, integralnimu souctu, dostaneme

b
/ f= lim JY(o / f= lim J%0,).

n——+00 n——+00

Jak jsme uz dokazali lim 7™ (o,,) = lim J®(0,,), coz znamend rovnost horniho a dolniho

integralniho souctu, a tedy existenci f; f. O]

Poznamka. 7 dukazu véty plyne, ze v piipadé existence fab f je toto ¢islo limitou

integralnich sou¢tu J(o,) pro libovolnou normalni posloupnost rozdéleni.

5.3 Vlastnosti urcitého integralu

Zacneme tuto kapitolu doplitkem k definici urcitého integralu. Z technickych duvodu je
vyhodné, kdyz nemusime hlidat, zda horni mez v urcitém integralu je skutecné vétsi nez

dolni.

Definice 5.3.1. 1) Necht funkce f je integrovatelnd v intervalu (a, b). Pak definujeme
[2f == [7f atikéme, ze f md integrdl od b do a.
2) Necht a € Dy. Pak definujeme faa f =0 a tikdme, ze f m4 integral od a do a.

O o bopoo v .
Ukazeme, ze pritazeni urcitého integralu k funkci, tj. f — fa f, je linedrnim funkcionalem

na prostoru funkef integrovatelnych v (a, b).

Véta 5.3.2. (linearita urcitého integralu) Nechf a,a,b € R a necht funkce f a g
mayji integral od a do b. Pak funkce af a f+ g maji integrdl od a do b a plati

/ab(af)za/abf . /ab(f+g):/abf+/abg

Diikaz.  Nejdiive uvazujme situaci, kdy a < b. Je-li (,,) norméalni posloupnost rozdéleni

intervalu (a, b), tak pro integralni soucet funkei af a f + g plati

n

Jap(on) = D (af)(E) A = a ) f(&)Ar = aTs(on), (5-2)

k=1 k=1

n

Tia(00) =Y (f +9) (&) Ak = Zf Er) Ak + Zg Ay = Ti(0,) + Ty(00) . (5.3)

k=1
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Predpokladali jsme existenci fab fa fab g. Proto ze zakladni véty integralniho poctu plyne,
ze posloupnosti (j f(an)) a (jg(an)) jsou konvergentni pro kazdou volbu normalni po-
sloupnosti rozdéleni. Jelikoz soucet dvou konvergentnich posloupnosti a realny nasobek
konvergentni posloupnosti jsou opét konvergentnimi posloupnostmi, jsou taky Jar(o,) a
Jt+4(0y) konvergentni pro kazdou volbu (o,). Tedy zase podle zakladni véty integralntho
poctu existuji f;(af) a f;(f + g). Limitnim prechodem v (5.2) a (5.3) pro n — +o0 pak

uz dostaneme pozadované rovnosti mezi integraly.

Necht b < a. Pak fff =— [ fa fabg = — [" 9. Z dokdzaného plati, ze existuji ;" (af)
a ['(f +g). Proto existuji i fab(ocf) a fab(f + g) a plati

[en=-[Tan=-a[r=af7.
/ab(erg):—/b (f+9) = / /g—/f+/

V pripadé a = b véta pouze tvrdi 0 = a.0 a 0 = 0 + 0. n

Poznamka. 7 existence ff( f+9g) neplyne existence f; fa f: g. Staci uvazovat Dirichle-
tovu funkci f a polozit g = —f.

Vlastnost urcitého integralu popsanou dalsi vétou lze vystizné nazvat aditivita in-

tegralu v mezich.

Véta 5.3.3. Necht a,b,c € R a necht existuji alesporni dva z integrdli fab fofifa fcbf.
Pak existuje i treti integral a plati f;f = facf + fcbf.

Diikaz. Nejdrive predpokladejme, ze a, b a ¢ jsou tii ruzné body. Existenci tfetiho in-
tegralu, kdyz existuji dva z integrali f: foJifa fcb f, zaruéuji dusledky 5.1.16 a 5.1.17
Staci tedy dokazat rovnost.
1) Nejdiive diskutujme piipad a < ¢ < b.

Necht (,,) je normalni posloupnost rozdéleni intervalu (a, b) takova, ze pro kazdé n € N je
¢ € 0. Polozme o3 = 7, N {a,c) a ol =o,N (¢, b). Takto definované (o S )) (o (2)) jsou
normdlnimi posloupnostmi rozdéleni intervalu (a,c), resp. {(¢,b). Pro integrélni soucty
plati ziejmy vztah

Tiat)(0n) = Ta) (0)) + Ty (o) . (5.4)

7 existence integralu fac fa fcb f podle zékladni véty integralniho poctu plyne

\7(a b) n_)oo / .f \7(a c) 0—7(11 ”_’°° / f a jac (J 2 "_’oo / f

To spolu s (5.4) dokazuje vétu.
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2) Diskutujme pfipad a < b < c.
Podle bodu 1) plati rovnost [* f = f:f + [, f. Proto fff =[f=fr=0f+ fcbf,
jak jsme méli ukazat. Ostatni pripady ostrych nerovnosti mezi ¢isly a, b, ¢ maji analogicky
dukaz.

Kdyz mezi ¢isly a, b, ¢ nastane alespon jedna rovnost, je véta primym dusledkem toho,

ze integral se stejnou horni a dolni mezi klademe roven 0.

]
Poznamka. Nechf f ma na intervalu (a, b) koneény pocet skoku, feknéme ¢y, ca, . . ., g,
kde a < ¢; < g < ... < ¢ < b. Integral fcc,l f existuje, protoze zménou funkéni hod-

noty f nanejvys v bodech ¢; ;1 a ¢; lze ziskat funkci spojitou, a tedy integrovatelnou
na (¢j_1,¢;). Zména funkéni hodnoty funkce ve dvou bodech neovlivni ani existenci ani
hodnotu integralu. Stejnd tvaha plati i pro integraly [ f a fi f. Vyuzijeme opakované

aditivity integralu v mezich a dostaneme, ze existuje integral fab f a plati

[r=foefr=s [

Véta 5.3.4. (o nerovnostech v integralu) Necht funkce f a g jsou integrovatelné
v intervalu {a, b).

o Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a,b), pak fff < ffg

o Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € {(a,b), pak f;f < fabg

Diikaz. 1) Uvazujme funkci h integrovatelnou a nezépornou na intervalu (a,b). Pro
jejl infimum m na tomto intervalu plati m > 0. Protoze pro kazdé rozdéleni o intervalu
(a, by je dolni soucet s(o) > m(b—a) > 0, je nutné i fabh = sup,, s(a) > 0.

Z predpokladu véty a z linearity integralu plyne, ze funkce h := g — f je integrovatelna
a nezaporna. Proto 0 < f:(g —f)= fabg — f: f.

2) Stejné jako v predchozi ¢dsti bude tvrzeni véty ziejmé, pokud ukazeme, ze funkce
h, kladnéd a integrovatelnd na (a,b), ma kladny integrél. Zvolme xy € (a,b), ktery je
bodem spojitosti funkce h. To lze, protoze integrovatelnd funkce ma dokonce nekonecéné
mnoho bodu spojitosti, viz 5.1.21. Kladnost h(xy) a spojitost implikuji existenci okoli
(xg — 0,9 + d), na kterém je h(z) > @ Z bodu 1) plyne

z0+0 z0+0
/ h z/ heo) — y(gg)5 > 0.

0—9 0—¢
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Z aditivity integralu v mezich a bodu 1) dostaneme

b zro—9 zo+9 b
/ h :/ h + / h + / h > 0.
a a To—0 zo+0
N—— N N———
>0 >0 >0

]

Véta 5.3.5. Necht f je integrovatelnd v {(a,b). Pak |f| je integrovatelnd v (a,b) a plati

\/abf( < /ablf!-

Diikaz. Staci si uvédomit, ze pro kazdou funkei omezenou na (e, d) plati

su — inf < su —inf . 5.5
up 7] = nf 1f] < sup f — inf f (55

Diikaz této nerovnosti je jednoduchy pro funkeci nezdpornou na celém (c, d). Tam je totiz
sup|f| = sup f a inf |f| = inf f, a proto jde v (5.5) o rovnost. Pro funkci nekladnou
na celém (c,d), je sup|f| = —inf f a inf|f| = —sup f, a také v (5.5) plati rovnost.
Zbyvéa diskutovat funkeci f, kterd na (c,d) nabyva jak kladnych tak zapornych hodnot.
Pro nésledujici odhad vyuzijeme toho, ze inf |f| > 0, —inf f > 0 a toho, Ze maximum ze
dvou kladnych ¢isel je mensi nez jejich soucet:

sup | f| — inf |f] < sup|f| = max{sup f,— inf f} <sup f — inf f.
(c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d)

Praveé dokdzana nerovnost (5.5) implikuje pro kazdé rozdéleni o intervalu (a, b)

Sig(o) = sip(0) < Sy(o) — s¢(0). (5.6)

Existenci fab f lze ekvivalentné piepsat

(Ve > 0)(Jo) <Sf(0) —s¢(0) < 5).

To spolu s (5.6) znamend, ze funkce |f| splituje na (a, b) nutnou a postacujici podminku
pro existenci integralu. Proto fab | f| existuje.

Nerovnosti |f| > f a |f| > —f implikuji podle véty o nerovnostech v integrélech, ze

SN = L7 a [ = = J0f To dava [ 171> [[2 ] s

Véta 5.3.6. (integral jako funkce horni meze) Necht f je funkce integrovatelnd na

intervalu (a,b). Pak funkce F : (a,b) — R definovand predpisem F(z) = [* f je spojitd
na (a,b). Je-li navic funkce f spojitd v bodé xq € (a,b), je funkce F diferencovatelnd v xg
a plati F'(xo) = f(zo).
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Dikaz. Funkce f je omezend na (a,b), existuje tedy K tak, ze |f(z)| < K pro kazdé z.

Pro odhad rozdilu F(x) — F(x¢) vyuzijeme aditivity v mezich integralu

fo= =1L A=] =

Kdyz pro dané kladné e polozime 6 = +, bude pro kazdé x € (a,b) platit

|F'(x) = F(xo)| =

Zo

|z — 20| <6 = |F(x) — F(xy)| <e.

To znamena, ze F' je spojitd v bodé xg, jak jsme méli ukazat.

Pro dukaz dalsi ¢éasti tvrzeni predpokladdme, ze bod xy € (a,b) je bodem spojitosti

funkce f. To lze ekvivalentné prepsat
(Ve > 0)(36 > 0)(Vt € (a,b))( [t —zo] <& = flzo) —e < f(t) < flzo) +¢).

Uvazujme x takové, ze xqg < x < g + 0. Z véty o nerovnostech v integralech ziskame
horni odhad

F(x) — F(xo) :/xf < /x(f(xo)—l—e):(f(x0)+€)-(x—xo)

a odhad z druhé strany

F(z) - Flzo) = / rs / (Flro) — <) = (Flao) — <) - (x— o).

Po dpravé dostaneme
F(zx)—F
r — X

Pro x z levého d-okoli bodu xy dostaneme stejny odhad. Celkové

F(x) - F
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € (a,b),0 < |z — z0| < 9) < ‘w — fzo)| < 5) :
— Zo
a to je definice faktu
F(x) - F
tim £ TG0 _ i)
T—rTQ Tr — :L’O
jak jsme chtéli ukézat. O]

Protoze fzb f = fab f— [ f, obdobné tvrzeni lze samoziejmé dokézat i pro funkei

s pohyblivou dolni mezi v integralu. Symbolicky lze psat

(/amf):f(x) a (/:f>,=—f(9«“)‘ (5.7)
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Priklad 5.3.7. Vypoctéme limitu

. fom arctg?t dt
lim ————.

T——400 2 +1
Protoze v citateli i jmenovateli jsou diferencovatelné funkce a jmenovatel ma limitu +o0,

muzeme zkusit pouzit I’'Hospitalovo pravidlo.

/
x 2
‘ (fo arctg?t dt)  arctg®z 2
lim 7 = [im — = —.
e (Va?+1) P

Tedy vysledek je %2 a nemuseli jsme vibec hledat explicitni tvar funkce foz arctg?t dt.

Nyni muzeme dokazat, jak jsme to slibili v kapitole Primitivni funkce, vétu o existenci

primitivni funkce k funkci spojité.

Dusledek 5.3.8. Funkce spojitd na otevieném intervalu (a,b) md v tomto intervalu

primitivni funkci.

Diikaz. Zvolme libovolné ale pevné ¢ € (a,b). Spojitost funkce f implikuje existenci
urcitého integralu od ¢ do z pro kazdé = € (a,b). Proto lze polozit F(x) := [ f. Podle
predchozi véty je F'(xo) = f(xo) pro kazdé xy € (a,b). O

5.4 Vypocet urcitého integralu

Nyni uz mame k dispozici dostatecny aparat, abychom dali do souvislosti urcity a neurcity
integral. Newtonova formule vyuziva znalosti primitivni funkce pro vypocet urcitého in-
tegralu. Dalsi metody pro vypocet urcitého integralu - per partes a substituéni - jsou
jenom dusledkem této formule a metody per partes a substituéni metody pro primitivni

funkece.

Véta 5.4.1. (Newtonova formule) Necht existuje f; f, kde a,b € R,a < b a necht
existuje funkce F takovd, Ze

1) F je spojitd na {(a,b);

2) F'(x)= f(x) pro kazdé x € (a,b).
Pak plati

/ f = Fb)-Fla) "2 [F).

Dikaz. Uvazujme normélni posloupnost rozdéleni (o,,) s ¢leny o,, = {xgn) , :c§"), e ,x,(;;)},

(n

kde a = 2" < 2! (n

V<< mkn) = b. Pouzijeme-li Lagrangeovu vétu o prirustku funkce
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F' na intervalech <x§f1, 1:2(”)> postupné pro ¢ =1,2,...,k,, dostaneme

F(b) — F(a) =Y _(F(z{") — F(z"))) ZF’ ™) =

kn

=D FEMAY = T(on).

i=1
Po limitnim ptrechodu pii n — +oo dostaneme lim J(o,) = F(b) — F(a). Zakladni véta
integralniho poctu tikd, ze z predpokladu existence integralu plyne f; f=1mJ(0,).
Proto fff = F(b) — F(a). O

Poznamka. Piedpoklad existence f; f v Newtonové formuli je dulezity. V roce 1881
V. Volterra? sestrojil piiklad funkce F' spojité na (a, by, kterd ma omezenou derivaci I, ale
F’ neni funkce integrovatelna na (a, b). Neuvedeme zddny piiklad takovéto funkce, protoze

pro vSechny znamé funkce s touto vlastnosti je diukaz neexistence integralu zdlouhavy.

Poznamka. 1) Funkce F, jejiz existence se predpokldda ve vété, je primitivni funkei
k funkei f na (a,b), ale navic musi byt F' spojita na (a,b).

2) Predpoklady kladené na F' lze zeslabit. Pozadavek spojitosti funkce F' na (a,b) musi
zustat zachovan, ale staci, kdyz F'(z) = f(z) pro vSechna x € (a,b) az na konetny

pocet vyjimek. Aditivita integralu v mezich a puvodni Newtonova formule totiz umozinuje

/abf2[1f+/:f+...+/cjf:

= F(c1) — F(a) + F(c2) — F(e1) + ...+ F(b) — F(cy) = F(b) — F(a),

prepsat

kde {¢1, ¢, ..., ¢k} jsou body, ve kterych neplati F'(z) = f(z).

Priklad 5.4.2. Vypocitejme foﬂ dx pomoci Newtonovy formule.

lJrcos2 T

Nejdiive nalezneme primitivni funkci

1 1 1 1
————dr = — dz = —dr =
1+ cos?x sin“x + 2 cos? x cos?x 2+ tgiw

a po substituci tg x = t pokracujeme

1 1 1 1 tg @
= dt = —/— dt = arctg — arctg —= =: F(x).
/2+t2 2 H(%)Q V2 f f V2
2

Funkce F' je primitivni funkei na intervalu (0,7/2), ale aby F' byla spojita na (0,7/2),

4Vitto Volterra (1860 - 1940), italsky matematik, proslavil se vysledky v oblasti integrélnich rovnic
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musime dodefinovat

F(r/2) = xii7512_ F(z) = ok

Z Newtonovy formule dostaneme
w/2 1 T
———der = F(n/2) - F(0) = —.
/0 1+ costa o+ (7/2) ©) 2v/2

Pocitejme urcity integrél ze stejné funkce ale v intervalu (0, 7). Primitivni funkci pocitame
stejné. Zapomeneme-li na pozadavek spojitosti a jenom forméalné dosadime horni a dolni

mez, dostaneme F'(7) — F'(0) = 0, coz je nemozné pro integral z kladné funkce.
Priklad 5.4.3. Vypoctéme v zavislosti na parametru p € R, p > 0, limitu

' 1P 42P 43P oo 4P
L= lim .
n—+oo np-l-l

Pokud p neni pfirozené ¢islo, neumime soucet v ¢itateli vyjadrit explicitné. Cely zlomek

>

k=1

prepsany do tvaru

vSak lze interpretovat jako integralni soucet funkce f(x) = xP na intervalu (0, 1) pfi ekvi-
distantnim rozdélenf o, = {£ | k = 0,1,...,n}, ve kterém je A, = L. Jelikz (o,) je
normalni posloupnost rozdéleni, dostaneme ze zékladni véty integralniho poctu a New-

tonovy formule

xPtt } 1 1

1
L= i = [ 27 da :[ _ .
im Jr(on) /Ox x P Py

n——+o0o
Véta 5.4.4. (metoda per partes pro uréity integral) Necht funkce f a g jsou

spojité na (a,b) a diferencovatelné v (a,b). Kdyz existuji integraly fab f'lg a fab fq', pak

/ f@)g() de = [f@)g(@)]l - / f(@)d(x) da

Dikaz. Predpoklady véty zarucuji, ze funkce fg je primitivni funkei k funkei f'g+ fg' v
intervalu (a,b) a fg je spojita na (a,b). Proto z Newtonovy formule ff(f’g—l—fg’) = [fq]b.

Linearita integralu uz dokazuje vétu. O]

Priklad 5.4.5.

1 2 1
1 L |
/:varctgxdm = Lalrctgaz:} ——/ 1dx =
0 2 o 2

Poznamka. Vétu lze vyslovit i v jednodussim tvaru, kdy se pozaduje spojitost vsech

=1
N —

funkci, a ta uz implikuje existenci obou integralu:
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Kdyz funkce f,g, f' a g jsou spojité na {(a,b), pak fab flg=1[fg]° — fab fq'.

Tato véta ma vSak omezené pouziti. Napf. na vypocet integralu

3
/ arcsin v dx
0 Vao+1

pii volbé f(r) = z a g(x) = arcsin /75 jf nelze pouzit, jelikoz funkee ¢'(z) = Wlm—l—l)

je neomezend na (0,3), a tedy funkci ¢’ nelze udélat spojitou na (0, 3).
Véta 5.4.6. (substituce v urc¢itém integralu) Nechf pro funkce f a ¢ plati

1) ¢ je spojitd na {«, 5) a diferencovatelnd v (c, 5);

2) [ je spojitd na ¢{a, B).
Pak

pokud integral nalevo existuje.

Dukaz. Funkce ¢ je spojitd, proto ¢{a, ) je uzavieny interval. Zvolme libovolné bod
¢ € ¢(a, ) a polozme F(zr) = fcxf pro = € ¢{a, ). Tato funkce F' je spojitd a dife-
rencovatelnd na ¢(«, ). Proto slozend funkce F (qb(t)) je spojita na («, ) a ma derivaci
f ((;S(t)).qS’ (t) v intervalu («a, ). Z Newtonovy formule plyne

B o(B) () o(B)
S dt = [F L — F(d(a)) = _ —
/a F@).d@) dt = [Fow)]” = F6(8) - F(é(a) / ! / I /qb .

Pi upravéch jsme pouzili aditivity integralu v mezich. O]

Priiklad 5.4.7. Pro vypocet nasledujiciho integralu pouzijeme nejdiive substituci x =

cost pro t € (0,7/2) a posléze substituci t = /2 —y pro y € (0,7/2).

1 /2 0 w/2
/ V1—a2?2dx = / sint dt = —/ sin®(7/2 — y) dy:/ cos’y dy =
0 0 ™ 0

/2

1 w/2 1 /2
= 5/ (sinzy—l—coszy) dy 25/ ldy = T
0 0

Tuto kapitolu uzavieme vyuzitim Newtonovy formule pro odvozeni dalsiho tvaru

zbytku pii aproximaci funkce polynomem.

Véta 5.4.8. (integralni tvar zbytku) Necht pro nezdaporné celé éislo n, funkci f a
bod a plati, Ze existuje okoli H,, na kterém md funkce f spojitou (n+ 1)-ni derivaci. Pak

n-ty zbytek R, (x) v Taylorové vzorci je pro kazdé x € H, roven
Ro() = [ o=t ar.
n! J,
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Dukaz. Tvrzeni dokdzeme indukeci na n.

e Nejdiive uvazujme n = 0. Kdyz ma funkce f na jistém okoli bodu a spojitou prvni

derivaci, Newtonova formule tika, ze

f@) = f@ = [ £

Jelikoz je 0-ty Tayloruv polynom Ty(z) = f(a), dava predchozi vztah rovnost pro zbytek

Rofa) = [ " P dt

jak jsme meéli ukazat.
e Pro indukéni krok predpokadejme, ze funkce f mé spojitou (n + 2)-hou derivaci na
okoli H,. To implikuje, ze také (n + 1)-ni derivace je spojitd. Z indukéniho predpokladu

a metody per partes dostaneme R, (x) =

——
o(t) u(t) v(t)

1 r n r(n 1 o)+l n T r z—t)"+1 L
:;/ (@ =0 o) de = — | |- +1><t>}a+/ e p 2 (1) d
a u/(t) N r— a

Odtud pak

10 (a)

Ru(@) = (n+1)!

(l’ _ a)nJrl 4 1 )| /I(x . t)n+1f(n+2)<t) dt .

(n+1

Nyni si staci uvédomit, ze z definice Taylorova polynomu a zbytku v Taylorové vzorci

plyne

[ (a)

Ro(z) = Tt (1) — Ty (%) + Ry (z) = 1)

(x —a)"™ + R,y (7).

Srovnanim obou vyjadieni pro zbytek R, (x) uz snadno odvodime

1 x
R, = — )T (1) de
ale) = gy [ =0 ar,
jak vyzaduje indukéni krok. Tim je véta dokazana. O]

5.5 Veéty o stredni hodnoté integralu

V pripadé, ze neumime najit primitivni funkci k funkci f, musime se pii vypoctu integralu
fab f obrétit k néjaké numerické metodé. Casto vsak v aplikacich neni nutné znat piesnou

hodnotu integralu a postacuje ”"rozumny” odhad.
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Piiklad 5.5.1. K funkci e ®* neumime najit primitivni funkci v elementarnim tvaru.
Pomoci véty o nerovnostech v integralu dostaneme pro hodnotu fol e **dz odhad:

e 0<e™ <1 = 0<[je®dr <1

Lemin{fe®|ze(0,1)}<e™ <1 = 1< [fe®dr <1

o c T < e prozx € (0,1) = fol e *dxr = [—e‘ﬂ(l) =1- é < fol e~dr <1

Priklad 5.5.2. Uvazujme a > 0 a odhadnéme integrél |fa2a % dx‘.

: 2a 2a 2a
gl — —/ ldng Smxdxﬁ/ 1dyc.
X T X a X a X a X

2 ginx
dx
u T

Obecnéjsi navod na odhadovani hodnot integralu ndm daji véty o stiedni hodnoté

4}

< In2.

integralu.

Véta 5.5.3. (o stiedni hodnoté I) Nechl funkce f a g omezené na intervalu (a,b)
magi tyto vlastnosti: funkce f je integrovatelnd a nezdpornd na intervalu {a,b) a soucin

fg je integrovatelny na {(a,b). Pak
b b
existuje i € <<1r1bf> g,sup g) takové, Ze / fg= u/ f.
a, (a,b) a a

Dikaz.  Oznaéme m infimum a M supremum funkce g na intervalu (a, b). Pak z platnosti

nerovnosti m < g(z) < M pro kazdé x € (a,b) a z toho, ze f(x) > 0 dostaneme

mf(@) < g(@)f(@) < Mf(x) = m / f < / fg<M / o (58)

Z platnosti posledni nerovnosti plyne, ze je-li fab f =0, pak fab fg =0, a v tomto pripadé
lze zvolit p libovolné. Sta¢i proto uvazovat piipad f: f # 0, coz spolu s nezapornosti f
dévé [V f > 0.

Polozme p = fj fag/ f; f. Pak (5.8) po vydéleni kladnym ¢islem fab f dava nerovnost
w € (m, M), jak tvrd{ véta. O

Poznamka. 1) Priddame-li k pfedpokladum véty jesté spojitost g, pak tvrzeni lze vyslovit

ve tvaru: Existuje £ € (a,b) takové, ze

/a " fg = g(e) / N (5.9)
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2) Pii volbé funkce f(z) =1 pro kazde = € (a,b) véta fika: fabg = u(b — a). Cislo p se
nazyvé stiedni hodnota funkce g. Cislo p vystihuje jakou vysku by mél mit obdélnik nad
intervalem (a,b), aby jeho plocha byla stejnd, jako plocha mezi osou x a grafem kladné
funkce g.

3) Predchozi véta plati i v pripadé, kdy predpoklad nezdpornosti funkce f je nahrazen

jejl nekladnosti.

Véta 5.5.4. (o stifedni hodnoté IT) Necht funkce [ a fg jsou integrovatelné v intervalu
(a,b) a necht g je monotonni v {a,b). Pak

b 13 b
eristuje & € {(a,b) tak, Ze / fg= g(a)/ f+g(b)/ f.
a a 3
Diikaz. 1) Nejdiive dokdzeme specidlni piipad, kdy funkce g je klesajici a g(b) = 0. Za

téchto dodatecnych podminek mame najit £ € (a,b) tak, ze f; fg=g(a) ff f.

Kdyz g(a) = 0, pak nutné g(z) = 0 na celém intervalu a tvrzeni plati automaticky. Proto

F(x):/azf.

Funkce F je spojita na (a,b), a proto nabyva maxima a minima. Ozna¢me

predpokladejme g(a) > 0.

Definujme

m=minF a M=maxF .

(a,b) (a,b)
Uvazujme déle rozdéleni o intervalu (a,b), o = {zg,x1,...,2,}, pro jehoz body o =
{zo,21,...,2,} plati a = xy < x1 < ... < x, = b. Ptipomenme Abelovu sumaci, kterou

pouzijeme na sumu

Clo) = Z st [ 1

Abelova sumace Nechf (ag)ren a (bg)ren jsou libovolné posloupnosti. Polozme By =
Zle b; pro k =0,1,..., tedy specidlné By = 0. Pak

n n n n—1 n—1
Z a;b; = Z ai(Bi - Bifl) = Z a; B; — Z a1 By = a, By, — Z(ai+1 - ai)Bi-
=1 i—1 i=1 =1 =1
Pro dpravu G(o) uvazujeme a; = g(r;_1) a b; = f;_l [, atedy B; = [ f. Dostaneme
n—1
G(o) = glona) P+ 3 (=60 + glwi1)) ()
>0 =1 ;’0
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Proto

n—1

G(o) < Mg(zn1) + MZ(_Q(%) +g(xi1)) = Mg(a).

i=1

Podobné odhadneme G(o) zdola a celkové dostaneme
mg(a) < G(o) < Mg(a). (5.10)

Rozdil G(0) a fab fg 1ze odhadnout pomoci rozdili hornich a dolnich souctu funkce g,
ktera je podle predpokladu monotonni, a tedy integrovatelnd. Vyuzijeme také omezenosti
funkce f (tj. existence K takového, ze |f(x)| < K pro kazdé x € {(a,b) ) k odhadu

o= [ so] = [Soten) [ 1= [ 1o =[5 [ 100 ot =sto oo <

Zj:/:i‘f(x) (9(%-1)—9@)) ‘dx < Ki(Q(%q)—g(xi))(xi—xi_l) = K(Sg(a)—sg(g)> ,

Necht (0,,) je normélni posloupnost rozdéleni. Dosadime-li do posledniho odhadu za

o postupné o,,, mame pro kazdé n € N

6o - [ o] < (S0 = so)) =5 0.

Tedy

b
Jdim Glo) = [ g,
Jelikoz podle (5.10) je mg(a) < G(0,) < Mg(a), musi i limita posloupnosti padnout do

stejnych mezi,

b
mg(a) S/ fg < Mg(a) .

- b
Cislo Ju J9
g(a)

b
takové, ze F(&) = Late o prepsano je

= oa)
g(d)/jfz/abfg-

2) Dokazme ted vétu pro libovolnou klesajici funkei g. Definujeme g(x) = g(z) — g(b).

padne mezi maximum a minimum spojité funkce F'(x), a tedy existuje £ € (a, b)

Funkce ¢ spliiuje predpoklady, za kterych jsme vétu dokézali v bodé 1). Proto

/abffzzé(a)/jf-
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Po dosazeni

/ab(fg—fg(b)) Z/abfg—g(b)/abfz (g(a)—g(b))/:ifzg(a)/jf—g(b)/jf

a po uprave

/:fgzg(a)/;erg(b)/abf—g(b)/;f:g(a)/;ﬂg(b)/fbf_

3) V piipadé, ze je g rostouci, vyuzijeme platnost véty pro klesajici funkci —g. O

Poznamka. U véty o stredni hodnoté II jsme predpokladali existenci fj fg. Je tieba
fict, ze integrovatelnost f a g na intervalu (a, by uz implikuje integrovatelnost sou¢inu fg.
Protoze jsme tuto implikaci nechtéli dokazovat, pridali jsme kromé potiebnych predpokla-
du integrovatelnosti f a monotonie g (monotonie uz vynucuje integrovatelnost) i fakticky

zbytecny predpoklad integrovatelnosti fg.

Poznamka. Kdyz o funkcich f a g predpokladame, ze f je funkce spojita na intervalu
(a,b) a g funkce monotonni se spojitou derivaci ¢’ na (a, b), pak je dikaz 2. véty o stiedni

hodnoté jednodussi.

Diferencovatelnost funkce g a jeji monotonie zarucuji, ze g je spojité na (a, b) a ¢’ neméni
na tomto intervalu znaménko. Navic fab g =g() —g(a).

Polozme F(x) = fax f pro kazdé x € (a,b) a integrujme per partes,

/abfg _ [Fg]Z—/ang’. (5.11)

Z véty o stfedni hodnoté I aplikované na funkci F' a nezapornou, resp. nekladnou, funkci

¢’ dostaneme . .
| P =P [ 4= FOs) - @) (5.12)

Dosazenim (5.12) do(5.11) dostaneme

/ f9 = 9(@)(F(€) — F(a)) + g(b) (F(b) — F(€)) -

To uz je ekvivalentni s tvrzenim véty.

Priklad 5.5.5. Odhadnéme stejné jako v piikladé 5.5.2 integral |fa2a % dx|, proa > 0.

Pouzijeme vétu o stiedni hodnoté II, kde za f bereme spojitou, a tedy integrovatelnou
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funkci f(z) = sinz a za g vezmeme klesajici, a tedy taky integrovatelnou funkci

pro z € (a,2a),

8=

g(z) =

e}

pro x = 2a.

Dostaneme odhad

2 ginx
dz| =
" x

ktery ukazuje, ze hodnota integralu s rostoucim a klesé k 0. To z odhadu ‘ fja % dx‘ <

I 1 2
—/ sin x dx’:‘— (cosa—cos&)’ﬁ—
a a a

a

Y

In 2 ziskaného v piikladu (5.5.2) nelze vy¢ist.

Poznamka. Predstavime jiny zpusob odvozeni Lagrangeova a Cauchyho tvaru zbytku
v Taylorové vzorci. Pro funkei se spojitou (n+1)-ni derivaci na jistém okoli H, lze zbytek

vyjadrit v integralnim tvaru

R,(x) = = / (z — )" f (1) dt pro kazdé x € H,.
n! J,

Lagrangeuv tvar zbytku: Na interval s koncovymi body a a x pouzijme prvni vétu

o stfedni hodnoté, specidlné rovnost (5.9), ve které roli f(¢) hraje funkce (z —t)" a

roli spojité funkce g(t) hraje funkce f"*1(t). Poznamenejme, ze pro pevné x € H,

funkce (x — )™ neméni znamanko na intervalu s koncovymi body a a z. Podle

poznamky 5.5 existuje £ v intervalu s koncovymi body a a = takové, ze

1

z (n+1)
= 1o [o—or = £

Fn(2) (n+1)!

= — (x — a)™.
n!

Cauchyho tvar zbytku: Opét pouzijeme rovnost (5.9). Nyni roli f(¢) hraje kon-

stantni funkce 1 a roli spojité funkce g(t) hraje funkce (z —t)" f*+1)(¢). Dostaneme

Rafe) = = (=00 [1a =L g —a)
Z integralniho tvaru zbytku jsme odvodili Lagrangeuv a Cauchyho tvar, pravda za tro-
chu silnéjsich predpokladi na (n + 1)-ni derivaci funkce f, nez tomu bylo pii odvozeni

v kapitole Tayloruv vzorec.
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Kapitola 6

Zobecnény Riemannuv integral

6.1 Definice zobecnéného integralu

Pii definici uréitého integralu jsme pozadovali, aby krajni body intervalu J, na kterém
pocitame integral, byly koneéné hodnoty a aby funkce f byla na intervalu J omezen4.
Tento integral budeme nazyvat vlastni a na Riemannovu pocest jej budeme znacit po-
moci pismenka R jako R fab f.

Zobecnéni, které ted zavedeme, pripusti také intervaly J s krajnimi body +oo a
nebude pozadovat omezenost funkce f na J. Myslenka zobecnéni je zalozena na spojitosti
R fab f jako funkce meze.

Dokézali jsme totiz vétu, Ze existence Rf: f implikuje spojitost funkci Rfaw fa Rfmb f

na intervalu (a, b), coz znamena

Jremoafs o afsom el

Limita lim,_,_ R [ f muze vSak existovat i v piipadé, kdy o integrdlu R ff f nem4 smysl

mluvit, protoze je bud b = 400 nebo f neni v okoli bodu b omezena.

Abychom formalizovali tyto uvahy, zavedeme pro funkei f na intervalu J s krajnimi

body a,b € R,a < b, zédkladni piedpoklad, ktery mize byt dvojiho typu:

R1) necht pro vsechna z € (a,b) existuje R[” f,
R2) necht pro vsechna x € (a,b) existuje Rf; f

Definice 6.1.1. Necht —oco < a < b < 400 a necht pro funkci f plati R1), resp. R2).

Existuje-li konec¢na limita

x b
lim R/ I, resp. lim R/ f,
T—b_ a T—a4 =
nazyvame tuto limitu zobecnénym integralem funkce f od a do b a znacime f; f.
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Poznamka. Zavedme jesté nékolik pojmu, které se objevuji v ¢esky psanych textech.

My je budeme rovnéz uzivat.

1. Kdyz f;f existuje jako Rfjf - tedy uz podle staré definice, fikdame, ze fff je
vlastni integrdl. Kdyz f; f existuje podle nové, ale ne podle staré definice, pak
nazyvame fab f nevlastni integral. Misto spojeni zobecnény integral budeme v dal-

Sim textu tikat jednoduse integral.

2. Kdyz f; f existuje, fikame, ze integral fab f konverguje, kdyz fab f neexistuje, (bud
z duvodu, ze zkoumand limita je 0o nebo nebo z duvodu, Ze limita neexistuje)

ffkéme, ze integrél [* f diverguje.

3. Integral f; f muze byt nevlastni bud ”vlivem meze” (jeden z bodu a nebo b je ne-
kone¢no) nebo ”vlivem funkce” (a, b jsou konecéné, ale funkce f neni omezend v okoli

jednoho z krajnich bodu). Bod a nebo b nazyvame kritickym bodem.

Priklad 6.1.2.

. . . Y . . 7T
r = lim dr = lim [arcsm x} = lim arcsiny = 5

1
1 Y 1
I | -
/0 V1 — 12 y—1_ /0 1 — 2 y—1_ 0 y—1_

Priklad 6.1.3.

0 1 0 . ]
/ 1522 dr = lim / 5 dz = lim [arctg x] = _ygm arctgy = 3

0 yo— ), 14z y——00 y —0
Priklad 6.1.4. Integral z Dirichletovy funkce nelze uvazovat, protoze neni splnéno R1)
ani R2).

V predchozich tivahéch jsme zobecnili integral na funkce, které mély jediny kriticky
bod, a ten byl umistén na kraji intervalu. Ted udélame dalsi - uz posledni - zobecnéni,

kde pripustime konecny pocet kritickych bodu. Vyuzijeme aditivity integralu v mezich.

Definice 6.1.5. Mnozinu M = {ag,ay,...,a,} C R kdea=ap<a; <...<a, =0,
nazveme vhodnym rozdélenim intervalu (a,b) pro funkci f, kdyz pro kazdy interval
(ak—_1,ar), k=1,2...,n, je splnéno R1) nebo R2).

Definice 6.1.6. Nechf mnozina M = {ag, a1, ...,a,} je vhodnym rozdélenim intervalu
(a,b) pro funkci f. Rekneme, ze fab f konverguje, kdyz konverguji integraly fai’“_lf pro
kazdé k =1,2,...,n. Integral ff f pak definujeme vztahem

[r=2[s

V pripadé, ze alespon jeden z integralu f;il f diverguje, rikame, ze ff f diverguje.
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Poznamka. Kdyz k funkci f na intervalu (a,b) najdeme néjaké vhodné rozdéleni, pak
jich muzeme najit celou fadu. Je proto dulezité si uvédomit, ze konvergence integralu ani

jeho hodnota nezavisi na tom, které vhodné rozdéleni jsme pouzili.

Priklad 6.1.7. Zkoumejme integral fj;o 9021+1 dx. Vhodné rozdéleni je napt. mnozina
M = {—00,0,+00}. Protoze

+o00 0
1 +oo T 1 0 T
/0 NCRE] dr = [arctgx]o =3 a / 2 dr = [arctgx}_oo:§7

—0o0

zkoumany integral konverguje a jeho hodnota je

“+o00 1 d +oo 1 d 0 1 d
/_OO 2+ 1 x_/o 2+ 1 x+/_oox2+1 L=

Piiklad 6.1.8. Uvazujme integral f02 —— da. Vhodné rozdéleni je {0,1,2}. Protoze

L _ Vo1 , Y
1 dz = lim 1 dz = lim [—In(1 — x)}o = 400,
0

—x y=1- Jo 1—x y—1-
o . oy . 2 1 dz di . ’ . i 7k 2 1 d
muzeme Tict, ze fo 17—, dx diverguje a nemusime uz ani zkoumart fl - dz.

Podobné jako u Riemannova urc¢itého integralu udélame dodatek k definici: polozime pro

a>b ,
/ f=- / f,  pokud integral na pravé strané existuje.
a b

Zakladni vlastnosti zobecnéného integralu plynou jednoduse z vlastnosti R fab f

a z vlastnosti limity. Proto je jenom vyjmenujeme, dikaz je prenechén ctenéfi.
Necht a,b € R, a < b, a nechf existuji f: fa f: g. Pak

o (linearita) f;(af +9) = afab f+ f:g pro kazdé a € R;

e (aditivita v mezich) f;f = [ f+ fcbf pro kazdé ¢, a <c<b;

e (nerovnosti) f;f < fab g, pokud f(x) < g(x) pro kazdé x € (a,b).

6.2 Vypocet zobecnéného integralu

Platnost vét pro vypocet vlastniho integralu rozsitime na zobecnény Riemannuv integral.
Véty vyslovime jenom pro ptipad, kdy kritickym bodem je pravy kraj intervalu. Obdobna

véta pro levy kraj je nasnadeé.
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Véta 6.2.1. (Newtonova formule) Nechf —oco < a < b < 400 a necht pro funkci f
na intervalu (a,b) plati R1). Existuje-li funkce F' takovd, Ze

i) F je primitivni funkce k funkci f v intervalu (a,b) a

it) F md konecné limity 1(11r+n F, 1117m F,

pak existuge ff f a plati

b
/f:l%mF—limF 2 [F(x)].
a - a+

Diikaz. Pro x € (a,b) muzeme aplikovat Newtonovu formuli (dokdzanou pro vlastni
integréal) na uzavieny interval (a, x), kde se pozaduje spojitost funkce F' na celém (a, x).
Proto dodefinujeme F(a) := lim,, F. Z Newtonovy formule plyne [* f = F(z) — F(a).

Limitnim pfechodem pro x — b_ dostaneme tvrzeni véty. O]

Véta 6.2.2. (metoda per partes) Necht —oo < a < b < 400 a necht funkce f a g
splriugi:
i) f,g maji spojitou derivaci [, g v intervalu {a,b),
ii) ewistuje konecnd limita lim,_ fg a
i11)  existuje jeden z integrdlu fab f'g, fab fq.
Pak existuge i druhy integrdl a plati

/abf’gz [fg]Z—/abfg’

Diikaz.  Aplikujeme vétu o metodé per partes pro vlastni integral na interval (a, x), kde

x € (a,b). Vsechny predpoklady véty jsou splnény, a tedy

/""‘ f'g= f(x)g(x) — f(a)g(a) — /x fq pro kazdé x € (a,b) .

Limitnim pfechodem pro x — b_ dostaneme tvrzeni véty. O

Priklad 6.2.3. Na vypocet nevlastniho integralu fol In x dz nejdiive formélné pouzijeme

1 1
/ Inx d:r:[xlnx](l)—/ 1 dx
0 0

Ted ovéime predpoklady véty: integral foll dz existuje, protoze je to dokonce vlastni

per partes:

integral z konstanty a je roven 1. Pomoci I'Hospitalova pravidla snadno ukazeme, ze

lirr(l]:vlnzv = 0. Spojitost funkce xIlnx v bodé 1 zase dava lin% xlnx = 0. Proto
T T

1
/ Inz dzr = -1
0
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Véta 6.2.4. (substituéni metoda) Necht funkce ¢ je ostie monotonni a md spojitou

derivaci ¢' na intervalu (o, ) a necht funkce f je spojita na intervalu ¢p{a, ). Oznaéme
a:=¢(a), b:=limg ¢. Pak plati

B b
/ FO0)d () dt = / f() d

za predpokladu, Ze alesponi jeden z integrdlu existuje.

Dikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ je ostie rostouci. Pak obraz intervalu

(o, B) m4 tvar ¢{a, B) = (a,b). Inverzni funkce ¢! je ostie rostouci na (a,b). Plati
lli)r_n ¢ '=p, anavic (‘v’z € <a,5)) ((b(z) < b) a (Vy € (a, b)) ((b’l(y) < B) )

Spojitost funkei f, ¢ a ¢’ zarucuje splnéni predpokladu pro metodu substituce ve vliastnim

integralu na intervalu («, z), pro kazdé z € (a, ). Proto
z #(2) #(2)
/ flo@®)¢'(t) dt = / f(z) dz = / f prokazdé z € (a,p) . (6.1)
a #(a) a

1) Piedpokladejme, Ze existuje fab fotj. limy [ f existuje a je koneénd. Z véty o

limité slozené funkce pak existuje i lim, 5 ff(z) f a plati

#(2) Yy b
lim / f= lim / f= / f-
z=B- J, y—=b- J, a

Pro ovéreni predpokladu véty o limité slozené funkce jsme vyuzili toho, ze ¢(z) # b pro
kazdé z # (3. Dosazeni do levé strany podle vztahu (6.1) davé tvrzeni véty.
2) Predpoklddejme, 7e existuje ff f(o@)e¢'(t) dt, tj. lirél IZ F(o(t)) @/ (t) dt existuje
z—p_

a je konecna. Z véty o limité slozené funkce pak existuje i lim ffﬁl(y) f (¢(t))¢’ (t) dt a

y—b_

plati

o1 (y) z B
i [ S@0)6 0 dt =t [ fo0)d0) &= [ Fow)s ar.

y—b_ z—B—

Po dosazeni z (6.1) do levé strany dostaneme

¢~ (y) o(o~(y))
lirn/ ’ f((b(t))(b’(t) dt = lim ’ f = lim /yf,

y—b_ y—=b- J, y—b_

coz dava pozadovanou rovnost. O
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Piiklad 6.2.5. Pomoci substituce x = ¢(t) = arctgt spocitame integral

too Jarctg ¢ &t

0 1+

Interval (a, ) = (0, +00) se zobrazi na (a,b) = (0, %). Rovnost

0 0

1+t

plati za podminky, ze alespon jeden z integralu existuje. Integral napravo je vlastni in-

tegral spojité funkce, a proto existuje.

6.3 Konvergence zobecnéného integralu

V piipadé, ze hodnotu zobecnéného Riemannova integralu nebudeme umét spocitat, bude
nas alespon zajimat, zda integrédl existuje, tj. zda konverguje. Otazku konvergence in-
tegralu musime rovnéz zodpovédét diiv, nez pouzijeme pro vypocet integralu metodu per
partes nebo substituci. V této kapitole vSechna tvrzeni vyslovime pro funkce, u kterych
je na intervalu J splnénd podminka R1). Samoziejmé obdobné véty lze vyslovit i pro
ptipad, kdy funkce na J vyhovuje podmince R2).

Konvergence nevlastniho integralu podle definice znamenad existenci a konecnost limity
jisté funkce. Proto nutnou a postacujici podminku konvergence integralu lze ziskat primo

z Bolzanova - Cauchyho kritéria pro funkce.

Véta 6.3.1. Nechl —oo < a < b < 400 a necht pro funkci f plati R1). Pak

[1]<9)

Disledek 6.3.2. Necht —oo < a < b < +oo a necht pro funkci f plati R1). Pak

/bf konverguje <= (Ve > 0)(3c € (a,b)) (Va', 2" € (c, b))(

b b
/|f| konverguje ——> /f konverguje

Dukaz. 7 predpokladu vime, ze pro kazdé = € (a, b) existuje vlastni Riemannuv integral
R f; f. Pro vlastni Riemannuv integral z existence integralu funkce f na omezeném
intervalu plyne i existence integralu funkce |f| na stejném intervalu. Proto funkce |f]
rovnéz spliuje podminku R1). Konvergence fab | f| podle predchozi véty znamend

/;/iﬂ’ <5> :

(Ve > 0) (3 € (a,b)) (%', 2" € (c,5))
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Protoze B
X
1| =
zl

vyhovuje Bolzanovu - Cauchyho kritériu pro integraly i samotna funkce f. m

Priiklad 6.3.3. Dokazme pomoci Bolzanova - Cauchyho kritéria konvergenci

T ginx
dx .
1 x

Protoze funkce 1 je na kazdém intervalu (z’,2”) C (1,+00) monotonni a nezdpornd a

funkce sin z je spojita (tedy integrovatelnd) na (z’, "), lze pouzit druhou vétu o stiedni
hodnote,

1

v si I 1
/ Y qe = —// sinz dz = —(cos1 — cos§) .
T T J1 z

’ i

K libovolnému € > 0 staci polozit ¢ := 2/e. Pak pro libovolné z/, 2" > ¢ plati

T sinx 2 2
dx‘ < — < —=g¢,
- c

l./
coz podle Bolzanova - Cauchyho kritéria znamend konvergenci zkoumaného integralu.

Pomoci stejného kritéria dokazeme, ze integral

/m
1

sinx

dr diverguje .
x

Mdéame dokéazat

x//

sin x

(32 > 0) (Ve € (1,+00)) (32, 2" € (e, +O<>))( /

T

>c) .

Polozme ¢ := % a pro libovolné zadané ¢ > 1 budeme uvazovat par ¢’ = nw, 2" = 2nm,

kde n = [c] + 1. Plati rovnosti a odhady:

X

/

/2 sin x MZI/ (kt+1)m \smx\ 2n21/ sin x
nr kr T+ k'ﬂ'
2n—1 2n—1 2n—1
1 T 2 1 2 1 1
> - ] dr = — - > = R —
_Z(k’+1)7r/0 S Wzk+1_7r om o -
k=n | k k=n

2

Poznamka. Ptredchozi ptiklad ukazuje, ze implikaci v dusledku 6.3.2 nelze obratit.
Definice 6.3.4. Necht integrél f: f konverguje.
e KdyZ konverguje také fab |f], ikdme, Ze f; f konverguje absolutné.
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o Kdyz f; | f| diverguje, fikdme, Ze f; f konverguje neabsolutné.

Nejdrive se budeme vénovat konvergenci integralu z nezapornych funkci. Kdyz funkce
f je nezdporna na intervalu (a,b) a vyhovuje podmince R1), je funkce F(z) := fazf
rostouci na (a, b). Proto limita lim,_ fax f existuje. Pro konvergenci integralu staci tedy

sledovat konecnost této limity.

Véta 6.3.5. (srovnavaci kritérium) Nechtf —oo < a < b < 400, necht funkce f a g
spliugi R1) a necht
0 < f(z) < g(x) pro kazdé z € (a,b).

Pak plati:
b b
/ g konverguje = / [ konverguje

b b
/ [ dwerguje = / g diverguje

Dikaz. 7 véty o nerovnostech v integralech vime, ze nerovnost f(t) < g(f) splnénd na

celém intervalu (a, b) implikuje

/fg/ g pro kazdé x € {(a,b).

Protoze pro x — b_ existuji limity obou stran nerovnosti, plyne z véty o nerovnostech

b T T b
/f:hm/fglim g:/g.
a z—=b- J, z—=b— [, a

Tato nerovnost dava tvrzeni véty. O

v limitach

Véta 6.3.6. (srovndavaci kritérium - limitni tvar) Nechtf —oco < a < b < 400, necht

pro nezdpornou funkci f a kladnou funkci g na intervalu {(a,b) je splnéno R1) a necht

eristuje  lim = =: L .
z—=b_ @

Plati:
o pokud L < 400 a fabg konverguje, pak fabf konverguje;
b . . b : :
e pokud L >0 a fag diverguje, pak fa [ diverguge;
e pokud 0 < L < 400, pak f; f konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fabg

Diikaz. Predpokladejme, ze L < +o00 a ze fab g konverguje. Pak na jistém levém okoli
(¢,b) bodu b, kde a < ¢ < b, plati

@ (h1) = f@) <@+ D). (6.2)

g(z)
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Protoze N . N
lim g= / g+ lim / g,
r—b_ a a r—b_ c

plyne z konvergence integralu f; g také konvergence integralu fcb g, a tedy také integralu
fcb(L + 1)g. Ze srovnavaciho kritéria uvedeného v predeslé vété a (6.2) dostaneme kon-

vergenci integralu fcb f. Protoze
lim/f:/f+lim/f,
z—=b— [, a z—=b- [,

Druha ¢ast tvrzeni se dokazuje analogicky, tfeti je pouze kombinaci prvnich dvou. [

. .. b
konverguje rovnéz fa f.

Priklad 6.3.7. Zkoumejme konvergenci integralu

T cos x
5 dx .
1 z

Nejdiive se podivejme na konvergenci integralu funkce v absolutni hodnoté. Jelikoz

1 +oo 1 1 400
pro kazdé x € (1, +o00) plati |cos2x| < — a / —dz = {——} =1,
x x 1

’ ; sz .. ’ +o00o . « /
plyne ze srovnavaciho kritéria, ze integral fl ‘CZ—Zx' dx konverguje. To ovSem znamena,

-~ +o00 . -«
ze f1 5% dx konverguje absolutne.

Srovnavaci véty pro integraly jsou analogii vét pro fady s nezapornymi ¢leny. Podobné

jako u fad s kladnymi ¢leny budou tlohu kalibrovaciho integralu pro kriticky bod b = +oo

/+°° 1 {+oo pro a <1,
— dz = L
P —=—a—1 Pproa > 1.

(a—1)a>—1

hrat integraly

Jina bude situace, v niz bude kritickym bodem horni mez b € R. V tomto ptipadé lze

jako kalibrovaci integréal pouzit

/b 1 d +00 proa > 1,
- xr = a
o (b—x) b-a)" hroa < 1.

11—«

Priklad 6.3.8. Rozhodneme o konvergenci integralu

/+°° arctg x
5 dx
0 x

Integral rozdélime na dvé casti, jednu s kritickym bodem 0 (kriticky pouze pro jisté

hodnoty parametru () a druhou s kritickym bodem +oo. Pro konvergenci integralu
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1 t e R , 1 .
Jo ¥58% do pouzijeme srovnani s integrdlem [ 335%1 dx. Protoze

0 =P
arctg x
. EEL O arctgr
lim = lim =1,
z—04 P z—04 €T

konverguje fol ar;# dx podle limitniho tvaru srovnavaciho kritéria pravé tehdy, kdyz

konverguje fol lﬂ%l dx, a to je pro exponent f —1 < 1, tj. 8 < 2.

400 arctgx
1 P

ktery konverguje pouze v ptipadé S > 1. Protoze

- ’ ‘oz . ’ +o0
O konvergenci integralu dx rozhodneme srovnénim s integralem fo wlﬁ dx,

arctgx
. B
lim —%5— = -,
r— 400 —_— 2
wﬂ

e . , , , T .. , “+o0 t . s~
dostaneme z limitniho srovnavaciho kritéria, ze integral fl =28+ dx konverguje, pravé

kdyz 5 > 1. Celkové shrneme

+oo

t

/ arc;gx dz  konverguje, prave kdyz g € (1,2).
0 x

Priklad 6.3.9. Konvergenci integralu

T ginx
dx
1 x

lze ukazat i jinak, nez primo z Bolzanova - Cauchyho kritéria, viz priklad 6.3.3. Pouzijeme

metodu per partes pro zobecnény Riemannuv integral

T sinx 1 oo oo q
der = |—— coszx — —2cos:17dx.
1 T x 1 1 T

Jelikoz [—% coS x] foo = cosl a integrél f;roox%cosxdx konverguje (viz predchozi

piiklad), jsou splnény predpoklady véty o per partes. Z té uz plyne, ze f1+°° % dx

konverguje.

Uzk}’f vztah mezi konvergenci rad s kladnymi ¢leny a konvergenci integralu kladnych

funkei vyjadiuje nésledujici véta.

Véta 6.3.10. (integralni kritérium konvergence fad) Necht f je kladnd funkce
klesajict na (1,+00).
400 +oo

(x)dx konverguje <= Zf(n) konverguge

1 n=1

Dukaz. Monotonie funkce zarucuje, ze funkce f spliuje podminku R1) na intervalu
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(1, +00). Kladnost funkce f(x) zase zarucuje existenci obou limit

RN A

Ze tyto limity jsou bud sou¢asné obé v R nebo sou¢asné jsou roviy +oo, ukazuji nésledujic
dva odhady

/f kjmm>zkjwm:fw

Priklad 6.3.11. Oduvodnéni konvergence tad

o0

1 = 1
v a Zn(lnn)ﬁ s parametry a>1 a > 1

n=1 n=2

v kapitole Ciselné fady bylo dost pracné. Jelikoz funkce — L je kladn4 a klesajici na inter-
valu (1, +00) a funkce = ) ——— je kladnd a klesajici na mtervalu (2, +00), lze snadny dukaz

konvergence téchto fad ziskat pouzitim ptredchozi véty. Plati totiz

/Jrooidx— 1 a /+oo;dx—/+ooldt— !
o a1 o a(lnz)? T f, P (B-1)(In2)f !

Tedy oba dva integraly a v dusledku toho i obé dvé fady jsou konvergentni.

Kapitolu zakon¢ime dalsi analogii mezi fadami a integraly.

Véta 6.3.12. (Dirichletovo kritérium pro konvergenci integralu) Nechf f a fg
splnugi R1) na intervalu {a,b), kde —oo < a < b < +o00. Pokud plati

1) F(z):= [T [ je funkci omezenou na (a,b) a

2) g je funkci monotonni na (a,b), s limitou lim,_ g =0,

pak integral fab fg konverguje.

Dikaz. Pro integral fab fg ovéiime platnost Bolzanovy - Cauchyho podminky pro kon-

vergenci integralu. Z bodu 1) existuje konstanta K tak, ze

f‘ < K pro kazdé = € (a,b).
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Skutecnost, ze lim,_ g = 0, lze ekvivalentné prepsat jako podminku
(V6 > 0)(3 levé okoli Hy, )(Vx € Hy, N Dy)(|g(z)| <9) . (6.3)

Piipomenme, ze ¢ je definovand na (a,b). Proto ¢ast ”(3 levé okoli H, )(Vz € H, N
D,)"znamena ” (3¢ > a)(Vz € (¢, b))”.

Méjme libovolné € > 0, polozme ¢ := 5%. Pak k tomuto ¢ nalezneme c¢ > a tak, aby
platila (6.3). Pro libovolné 2/, 2" € (¢, b), ' < 2 muzeme aplikovat vétu o stfedni hodnoté

integralu I, kterd zarucuje existenci & € (2, 2”) pouzitého v nésledujicim odhadu:

[ sl = oy [Co| =] [ 5= [ s]<oms =<

Oveérili jsme tedy Bolzanovu - Cauchyho podminku, a proto fab fg konverguje. m

Abychom nevzbudili mylny dojem, ze vySetfovani konvergence integrélu lze nahra-
dit vySettovanim konvergence rady, uvedeme piiklad konvergentniho integralu fioo f,

pricemz lim f(n) neexistuje, dokonce funkce f(x) neni ani omezend na okoli +o00. Je-
n——+00
+oo

likoz ani restrikce f/y neni omezend, je fada )

(n) divergentni.

Priiklad 6.3.13. Dokazme konvergenci integralu

+00
/ x cos(e®)dz.
1

Ta vyplyne z Dirichletova kritéria, kde funkce f a g volime takto:

T

f(z) =€®cos(e”) a g(x)= =

Ovérme, ze jsou splnény predpoklady kritéria.

1) Protoze F(z) := [; €' cos(e') dt = [sin(e’)], je funkce F(z) omezend na (1, +00).

2) 7 I'Hospitalova pravidla snadno dostaneme, ze lirll = =0.

T—+00
Pro derivaci ¢'(z) = =2 plati ¢/(z) < 0 pro kazdé = € (1, +00), tedy funkce g je klesajic
na (1, 400).
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Kapitola 7

Aplikace Riemannova integralu

7.1 Délka grafu funkce

Predstavme si, ze nasim ikolem je zmértit délku spojité ¢ary namalované na papite. Kdy-
bychom meéli k dispozici rovné pravitko s vyznacenymi milimetrovymi vzdalenostmi, tak
bychom si na ¢ére zvolili dostatecny pocet bodu, vzdalenosti sousednich bodu bychom
zmérili a tyto vzdalenosti pak secetli. To, co bychom takto dostali, by bylo o néco kratsi
nez skutecnd délka cary, chyba naseho odhadu délky by zavisela na mnozstvi bodu zvo-

lenych na ¢are. Tato jednoducha myslenka je schovana za definici délky grafu funkce.

Definice 7.1.1. Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht o = {zg, z1,...,2,},

kde a = 29 < 71 < ... < &, = b, je rozdéleni intervalu (a,b). Cislo

(o)=Y V(@ —wi)? + (Flg) — flzin)?

nazyvame délka lomené cary aproximujici graf funkce f pii rozdéleni o.

Na grafu funkce f jsme tedy v predchozi definici zvolili n + 1 bodu tvaru (x,-, f (xl))
a vzdélenosti dvou sousednich bodu (ZBi_l, f (ZBi_l)) a (352-, f (a:z)) jsme vypocetli pomoci

Pythagorovy véty.

Poznamka. 7 definice /(o) a trojihelnikové nerovnosti je ziejmé, ze
l(d’) > l(0) pro kazdé zjemmnéni o’ rozdéleni o.
Definice 7.1.2. Nechf f je funkce spojita na intervalu (a, b). Pak
L :=sup /(o)

nazyvame délkou grafu funkce f na intervalu (a,b). Je-li L < 400, fikdme, 7ze graf

funkce je rektifikovatelny.
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Priklad 7.1.3. Zkonstruujeme piiklad nerektifikovatelného grafu funkce. V roviné defi-

nujme body

1
An:(—,—> a Bn:<—,0) pron € N.
n'n n

Mnozina bodu sestavajici ze sjednoceni bodu 0 a tsecek
B1Ay, A3B3, B3Ay, AyBs, BsAs, ..., Bon_142,, A2nBany1 ...

je grafem spojité funkce f s definiénim oborem (0, 1) a oborem hodnot (0,1/2).

Graf této funkce neni rektifikovatelny. Dokazuje to nésledujici tivaha:

Protoze délky tisecek Bog_1Aok a AggpBaogy1 jsou v souctu vétsi nez 1/k, je pii rozdéleni
oy = {0, Tlﬂ’ %, Tl—p ce %, %, 1} délka lomené céry ((o,) > > ;_, % Jelikoz tada
S L diverguje, je L = sup, {(0) = +oc.

T

Poznamka. V piipadé, ze funkce f mé na intervalu (a,b) derivaci, lze vyrazy v sumé

definujici délku lomené cary vyjadrit i ve tvaru

\/(xl — i)+ (f@:) = flai1))” = (25— 2i01) \/1 + (f(xi) - f(%'—l))z

Ty — Ti-1

a na upravu zlomku pod odmocninou pouzit Lagrangeovu vétu o prirustku funkce. Pro

délku lomené cary dostaneme

o) = zn: A1+ <f’(nl-)>2, kde 1; € (251, 21). (7.1)

Z tohoto vyjadreni je vidét, ze je-li navic derivace f’ omezna konstantou K, je
l(o) < Z(% -z ) V1I+ K2=(b—a)V1+ K? < 400,
i=1

a tedy graf dané funkce je rektifikovatelny.

Véta 7.1.4. Necht funkce f md spojitou derivaci f' na intervalu {(a,b). Pak graf funkce
f je rektifikovatelny a pro jeho délku L plati

L:/ab\/1+ (f(x))* da .

Diikaz. Nejdiive ukazme, ze existuje normélni posloupnost rozdéleni (o,) intervalu (a, b)
takové, ze ((o,) — L = sup, {(o). Z druhé vlastnosti supréma najdeme pro kazdé n € N
rozdéleni G, takové, ze ¢(5,) > L — % Za o, pak vezmeme takové zjemnéni o,, aby

jeho norma v(o,,) byla mensf nez <. Posloupnost (c,) je tedy normélni. Z pozndmky za
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definici délky lomené ¢ary a z 1. vlastnosti supréma plyne, ze L > ¢(o,) > €(6,) > L— %,
a tedy
lim ¢(o,) = L. (7.2)

n—oo
Pro dokonéeni dukazu si stac¢i uvédomit, ze délka lomené ¢ary £(o) ve tvaru (7.1) je in-
tegralnim souctem J (o) funkce /1 + ( 1! (x))2 Predpoklad spojitosti funkce f’ zarucuje
existenci integralu od a do b z funkce /1 + ( f! (a:))2 Pouzijeme-li vyjadreni délky lo-
mené ¢ary pomoci integralniho souctu pro ¢leny pravé nalezené normalni posloupnosti

rozdéleni (o,), dostaneme ze zdkladni véty integralniho poctu, ze

b
lim ¢(0,) = lim J(o,) :/ 1+ (f’(x))2 dz .

n—-+00 n—-+o0o
To spolu s (7.2) dokazuje vétu. O

Priklad 7.1.5. Obvod kruznice o poloméru R lze spocitat jako dvojnasobek délky grafu

funkce

f(z) =vVR?—22, kde z € (—R,R) .
Dosadime-li do vzorce z véty 7.1.4 derivaci f'(z) = —\/ﬁ, odvodime pro obvod
kruznice

R x2 R 1 . x1 R
ObVOd :2/_R 1+ﬂdJZIQR/_R\/ﬁdJ}:zR[aTCSIDE]R:27TR.

Poznamka. Je-li funkce f zadand parametricky pomoci prosté funkce = = ¢(t) a funkce
y = Y(t) , kde t € («a, ), dostaneme po substituci x = ¢(t) v integralu z véty 7.1.4

vyjadreni pro délku grafu funkce zadané parametricky

L= /j \/(gp’(t))Q + () de .

7.2 Zavedeni goniometrickych funkci a ¢islo 7

Funkce sin a cos jsme pouzivali doposud pouze pro ilustraci teorie na prikladech. Dukaz
zadné véty se neopiral o tyto funkce. Pro geometrickou definici funkei sin a cos, jak ji
zname ze stfedni skoly, potfebujeme zavést hel, 1épe feceno velikost whlu.

Velikost thlu, ktery sviraji dvé poloptimky vychézejici z daného bodu, se méii pomoci
délky oblouku, ktery tyto dvé polopiimky vytnou na kruznici o jednotkovém polomeéru.
Délku oblouku, kterd piislusi polopiimkam, jejichz sjednocenim je celd piimka (jedna se
proto o piimy thel), jsme oznacili pismenkem 7. Ted, kdyz jsme korektné zavedli pojem

délky grafu funkce, tedy specialné i délky ¢asti kruznice, je geometricka definice funkci
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sin a cos uplna.

V prikladech, kde se vyskytly goniometrické funkce, jsme nepracovali piimo s definici
téchto funkci, ale vyuzivali jsme jejich vlastnosti. Proto nas otazka, jak je definovan
thel, netrapila. Nékteré vlastnosti, jako jsou napft. souctové vzorce typu sin(a + ) =
sincos 8 + cosasin 3 ap., lze odvodit z geometrické definice funkei sin a cos a toto
odvozeni studenti vidéli uz na stredni skole. Pro vypocet derivace funkci sin a cos je
kromé souctovych vzorcu klicova jedina limita, a to glgli% % Ze tato limita existuje a je
rovna 1 jsme nedokazovali! (a ani dokdzat nemohli), brali jsme tento fakt v podstaté jako

axiom. Nyni tuto mezeru doplnime.
Veéta 7.2.1. Ezistuje jedind dvojice funkci s a ¢ s témito vlastnostmi:

1. definiéni obor s a c je R,

2. pro kazdé x,y € R plati
s(+y) = s(@)c(y) +s(y)e(z) a clrv+y) =cl@)cly) —s(z)s(y) ,

3. s je lichd funkce, ¢ je sudd funkce,

4. 5(0)=0 a lim*® =1

z—=0 T

Diikaz. (Existence) Ukazeme, ze mocninné rady

+0o _1)ng2ntl +oo 1) 20
S(z) := ;}% a C(x):= ;% (7.3)

vyhovuji pozadavkum 1 - /. Uréeme polomér konvergence p mocninné fady S(x). V na-

Sem pripadé

/ 1
limsup v/|a,| = limsup *%/— =0 - = 400.

Tedy S je definovana na celém R. Mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu uvnitf

oboru konvergence, u nas tedy na celém R. Dostaneme

X

S'x) =) e C(x).

n=0

+00 (_1)n 2n

To ovSem znamend, ze C(x) ma definiéni obor stejny jako S, tedy R. Snadno rovneéz
nahlédneme, ze

C'(x) = =S(z).

I Tvrzeni lirr%) % = 1 lze snadno odvodit, kdyz se pouzije nerovnost sinx < x < tgx pro malé kladna
r—r

vvvvvv

jaky pouzijeme pro odvozeni zminované limity.

108



Dosazenim zjistime, ze S(0) =0 a C(0) = 1. Proto

i S@ _ i, S@) = S(0)

z—0 z—0 T

= §(0) = C(0) = 1.

Maéame tedy ovéreny vlastnosti 1 a 4. Z tvaru mocninnych fad S a C je zfejma i vlastnost

3. Zbyva tedy ukazat souctové vzorce. K tomu tucelu vysSetiime pro libovolny realny

parametr y derivaci funkce

o) = (S +y) ~ S()Cl) ~ SWCW)) + (Clr +9) — CICw) + SIS W))

2

#(2) = 2(S(w +1) — S@)C(y) = SWIC(@) ) (Cla +y) = C@)C) + SH)S(x) )+

+2(Ca +y) — C@)Cly) + S1)S(@) ) (=S(w +y) + S@)C(y) + SH)C(x)) =0

Funkce ¢ je tedy konstantni na R a tato konstanta je ¢(0) = 0. Jelikoz ¢(x) je souctem

druhych mocnin dvou zavorek, je kazda ze zavorek rovna 0, a to znamend platnost

souctovych vzorcu uvedenych v bodé 3.

(Jednoznacnost) Z toho, ze limg 22 — 1 plyne, ze s(x) je nenulové na jistém okoli

x

H{ vyjma samotného bodu 0. Uvazujme zy € Hj — {0}. Pak z vlastnosti 2 a 4 mame

s(xo) = (o + 0) = s(20)c(0) 4 5(0)c(20) = s(x0)c(0).
Po zkraceni pravé a levé strany vyrazem s(xy) dostaneme
c(0) = 1.
Pouzijeme pravé odvozenou hodnotu ¢(0) a vlastnosti 2 a 3, abychom odvodili
1=1¢(0) =c(z+ (—2)) = c(x)e(—z) — s(x)s(—z) = () + s°(z).
To ovsem implikuje omezenost funkei s a ¢
Is(z)] <1 a |[e(x)] <1 prokazdé x € R.

Ted ukazeme spojitost funkci s a ¢ v bodeé 0:

lim s(z) = lim @x = 1.0 =0 = s(0).

x—0 x—0
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Pro odvozeni spojitosti ¢ v nule pouzijeme vztah ziskany z 2,
s(2z) = s(x + ) = s(x)e(x) + s(r)e(r) = 2s(x)c(x).

Pro x € Hj — {0} plati

glglg(l) c(x) = ilir(l) 2% 5() =1=¢(0).
To ndm umozni vyuzit (7.5) a 4 a ukdazat, ze
11— 1—c? 1 2 1 1
lim L= ) _ gy, L= @) T ) N N (X0
a0 T 20 T L+c(z) =0 22 1+ c(x) 2
Funkce s(z) a ¢(z) jsou diferencovatelné v kazdém bodé = a plati
s(x)=c(z) a d(x)=—s(z), (7.8)
protoze
S o ST =50 s@)olh) + s(hlele) = s(a)
h—0 h h—0 h
=1 ()
=T e T =

v dusledku vlastnosti 2 a 4 a vztahu (7.7). Podobné lze odvodit ¢(x) = —s(x).
Vztahy (7.8) implikuji, ze funkce s a ¢ maji derivace vSech fadu. Specialné pro bod 0
plati
sEM(0) = (=1)"s(0) =0, s*I(0) = (=1)"¢(0) = (-1)",

c®(0) = (=1)"¢(0) = (=1)",  *(0) = (~1)"s(0) = 0.

Taylorovy polynomy 7, s a T}, . pro funkce s a c se stftedem v bodé 0 maji tedy tvar

n (_1)kx2k+1 n (_1)kx2k
T2n+1,s($) = T2n+2’s(aj> — Z —(2]{; T 1)' 5 a T2n,c(x) = T2n+1,c(x) = Z —<2k)' .
k=0 ' k=0 '

Jelikoz pro libovolné redlné a je limita
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plati pro Lagrangeovy zbytky

2n+3|

|Rs,2n+2(x)| = M |I.|2n+3 < |[L’

I B Roporo()] — 0.
(2n + 3)! =nt3 0 [ Bans1.0(2)]

Dodejme, ze jsme pii odhadech vyuzili (7.6). To ale znamend, ze funkce s a ¢ se rovnaji

limité svych Taylorovych fad, a tedy nutné

Tim je véta dokazéana. [l

Véta 7.2.2. Necht funkce s a c jsou funkcemi s vlastnostmi 1-4 z véty 7.2.1. Pak existuje

kladné cislo a takové, Ze s je ostie rostouct a c ostre klesajici na intervalu (0, ) a plati

Diikaz. Podle dukazu véty 7.2.1 maji s a ¢ tvar (7.3),

x 3 x® T xY U x x2 x° x2 0 x2
_r_r,r_ T Ay PR VIS L SIS
e TR T I I TR ET i 2.3)+5!( 6.7)+9!( 10.11)+

Pro 0 < x < 2 jsou vyrazy v zavorkach kladné, a tedy s(z) > 0 pro =z € (0,2). Proto
mé funkce c¢(x) na intervalu (0,2) derivaci —s(x) < 0. Tedy c¢(z) je klesajici na (0,2).
Dosadime-li = 2 do vztahu

1’2 1‘4 ZL’6 138 ZE2 562 1’6 132
c(:c):1—§+E—a+§—...:1—5(1——)——(1——)—... :

jsou vyrazy v zavorkach kladné, a proto

Funkce ¢(z) je spojitd na R a klesajici na (0, 2), pfitom ¢(0) = 1 a ¢(2) < 0. Proto existuje
jediné o € (0,2) tak, ze c(a) = 0. To ovSem znamena, ze funkce ¢ je na intervalu (0, «)
kladna. Tedy funkce s(x) m4 na intervalu (0, &) kladnou derivaci ¢(x), coz implikuje, ze s
je ostie rostouci na intervalu (0, ). Protoze s(0) = 0, je s(a) > 0. Ze vztahu (7.5) plyne
s(a) = 1. O

Poznamka. 7 véty 7.2.2 a souctovych vzorcu 3) ve vété 7.2.1 lze pak odvodit pro ¢islo

o napr.
o 5(2a) = s(a)c(a) + s(a)c(a) =0,

o ¢(2a) = c(a)e(a) — s(a)s(a) = —1,
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o s(a—1z)=s(a)c(—x) + s(—z)c(a) = ¢(z) pro kazdé realné z,
o s(z+2a) = s(z)c(2a) + c(z)s(2a) = —s(z) pro kazdé redlné z,

o s(z+4a) = s((z +2a) + 2a) = s(z 4+ 2a) = s(z) pro kazdé redlné z, tj. 4o je

perioda funkece s.

Podobné lze odvodit dalsi vlastnosti éisla a.

Zbyva nam jesté ukazat, ze funkce s a ¢ z véty 7.2.1 jsou goniometrické funkce sin a
cos, jak byly geometricky definovany na sttedni skole a ze ¢islo a je /2.

Zkoumejme, na jakém intervalu (xo,1), kde 0 < zp < 1, mame uvazovat funkci
f(z) = v/1— 22, aby délka grafu funkce byla rovna zvolenému éislu 3. Funkce f po-
pisuje kruznici s jednotkovym polomérem a stfedem v pocatku. Zkoumame tedy, kam
umistit xy, aby délka oblouku mezi body kruznice (zo,y0) = (o, f(z0)) a (1,0) byla

pravé 8. Poznamenejme, ze takové xy jsme nazyvali cos 3, prislusné y, pak sin j.

Hledané xy mé tedy splnovat

N Ry e

Pouzijeme substituci = ¢(t). Z dukazu véty 7.2.1 plyne, ze funkce s a ¢ jsou soucty
mocninnych fad s nekonecnym polomérem konvergence, a tedy nekonec¢nékrat diferenco-
vatelné na celém R. Pouzitd substituce je tedy ptripustné. Z dukazu rovnéz plyne rovnost
s*(z) + *(z) = 1. Podle véty 7.2.2 zobrazuje funkce ¢ interval (0, ) na interval (0,1).
Pro xy € (0,1) proto najdeme ¢, € (0, «) tak, ze c(tog) = .

p= /to\/%;m dt = /t00—1 dt = t,.

Tedy za xo mame vzit ¢(8) a za yo = /1 — 22 = s(B). Tim jsme dokézali, ze funkce
definované mocninnymi fadami S a C nejsou nic jiného nez funkce sin a cos.

Chceme-li vypocist délku c¢tvrtkruznice s polomérem 1, uvazujeme zy = 0. V tomto
pifpadé je to = a. Délka ¢tvrtkruznice vyjde a. Cislo 7 je definovéno, jako délka pulkruz-
nice s polomérem 1, a proto je « = /2.

Vsem komplikacim kolem funkei sinus a kosinus se 1ze v matematice elegantné vy-
hnout, kdyz zavrhneme jakékoliv geometrické interpretace a prohldsime, ze pro néas jsou
funkce sin a cos definovany pomoci mocninych tad 7.3. Tento piistup lze nalézt v mnoha
vysokoskolskych ucebnicich matematiky. Takova definice je vSak pro pouziti v jinych

védach bezcenna.
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Cislo 7, ve stiedni Evropé nazyvané Ludolfovo &slo?, je spolu s Eulerovym ¢islem
e jednou z nejvice frekventovanych konstant matematické analyzy. I tato konstanta je

iracionalni.
Véta 7.2.3. Clislo 7 je iraciondlni.

Diikaz. Dokazeme silnéjsi tvrzeni, a to iracionalnost ¢isla 7.

Necht n € N je zatim libovolny parametr. Polozme

(1 —a)" ‘

n!

flx) =
Pro dukaz véty vyuzijeme ti{ vlastnosti funkce f:
1. f(z) je polynom tvaru % S ety kde ¢ € 2,
2. Kdyz0<az<1,pak0< f(z) < .

3. f®(0) a f®(1) jsou celd &isla pro kazdé k € Z, k > 0.

Vlastnosti 1) a 2) jsou evidentni, tvrzeni 3) rozeberme:

Jelikoz f(x) je polynom stupné 2n, je derivace f*)(z) = 0 pro kazdé k > 2n + 1.
Protoze 0i 1 je n-ndsobnym kotenem polynomu?® f(z), je f*)(0) = f*) (1) = 0 pro kazdé
k € 7,0 <k < n— 1. Celociselnost f*)(0) a f*)(1) proto staci dokazat pro k, kde
n<k<2n.

Vyuzijeme zapisu funkce f ve tvaru z bodu 1) a k-ndsobnym zderivovédnim f(z) =
1 2n i ,
4> cix' a dosazenim nuly dostaneme

k!

Protoze ¢ je celé a k > n, je éislo f*)(0) celé. Pro hodnoty funkce f plati f(z) =
f(1—2), tedy pro derivace plati f¥)(z) = (=1)Ff¥)(1—2), specialné pro 2 = 1 dostaneme
FR1) = (=D f0(0) € Z.

Ted k ditkazu samotné véty. Tu dokdzeme sporem. Necht 72 = 7 pro néjaké a, b € N.

Polozme
n

F(z) =" ) (=18 fC0 ().

k=0

2Holandan Ludolph van Ceulen (1539-1610), profesor matematiky a vojenskych véd na univerzité
v Leydenu, urcil ¢islo 7 s presnosti na 32 desetinnych mist. Na jeho poc¢est Némci zacali nazyvat m
Ludolfovym ¢&islem.

3Vyuzivame snadno dokazatelné tvrzeni, ze kdyz xo je k-ndsobnym kofenem polynomu p(z) a k > 1,
pak zg je (k — 1)-ndsobnym kotenem derivace p'(z).
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7 piedpokladaného tvaru 7 plyne, ze b"72("=*) € N. Podle bodu 3) jsou f@¥(0) a f*)(1)
celd Cisla, a proto
F(0),F(1) e Z.

Funkei F' jsme zvolili tak, ze
(F'(x) sin(mx) — wF(x) cos(mc))l = sin(rmz) (F"(z) + 7°F(z)) = n°a” f(z) sin(rz) .

Proto

[F’(x) sin(rz) — 7F(z) cos(mc)]; =F0)+F(1)eZ.

1

™

1
7r/ a" f(x)sin(rz)dex =

0
Pro hodnotu pravé pocitaného integralu podle vlastnosti 2) ziskdme odhady

1 1 1 n
0< 7r/ a"f(x)sin(rz) de < 7r/ a"—dx = 7Ta—‘ . (7.9)
O 0 n. n.

Vsechny nase tuvahy plati pro libovolné ptirozené n. 7 faktu, ze lim 77‘;—7: = 0, plyne
n—oo :

existence n € N takového, ze W% < 1. Dosadime-li toto n do (7.9), dostaneme, ze celé
¢islo F(0)+F (1) lezi mezi 0 a 1, a to je spor. O

7.3 Odhady faktorialu

Pro odhad pouzijeme hodnotu integralu funkce In x spo¢itanou metodou per partes:

/lnxdx:[xlna:]?—/1dx:nlnn—n+1. (7.10)
1

1

Pro interval (1, n) zvolme ekvidistantni rozdéleni o = {1,2,3,...,n} s normou 1. Protoze
funkce In x je rostouci, nabyva funkce Inz svého minima na levém a maxima na pravém

kraji kazdého ¢astecného intervalu (k — 1, k). Pro horni a dolni soucet funkce tedy plati

Zlnk = S(o) > / Inzdr > s(o) = Zln(k‘ —1).
k=2 1 k=2
Vyuzijeme toho, ze logaritmus souc¢tu je soucin logaritmu a odlogaritmujeme
Inn! > nlnn—n+1 > In(n—-1)! = nl > n"e"e > (n—1)!

Pro faktorial jsme ziskali odhad
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Tento odhad neni vzdycky postacujici. Je dost hruby, napt. podil horni a dolni meze je

n, a tedy délka intervalu, ve kterem se nachazi n!, roste nade vsechny meze.

Odhad vylepsime, kdyz vyuzijeme konkavnosti funkce Inz. Pii stejném rozdéleni o
uvazujme pro kazdé k = 2,3, ..., n lichobéznik s vrcholy (k—1,0), (k,0), (k—1,In(k—1)) a

k,Ink). Jeho plocha* je rovna
( ? J
In(k—1) +Ink

Protoze je funkce konkdvni, lezi graf funkce nad useckou spojujici body (k—1,In(k—1)) a
(k,In k). Proto plocha celého lichobéznika je schovana v plose mezi grafem funkce a osou

x vymezené hodnotami k—1 a k. Tedy

In(k—1)+Ink F
n( 2)+ n g/ Inzdr prokazdé k=23,....n
k

-1
Sectenim téchto nerovnosti a dosazenim hodnoty integralu z (7.10) dostaneme
n
Zlnk—%lnn < nlnn—-n+1 = Inn! < nlnn+%lnn—n+1.
k=2

Odlogaritmovanim ziskame lepsi horni odhad

nn
n! <eyn—.
en

Tim jsme zmensili rozpéti mezi horn{ a doln{ mezi na faktor y/n. S vyuzitim konkdvnosti

vylepsime i dolni mez. Uvazujme lichobéznik, jehoz zdkladnou je usecka na ose x-ové

1
2

lichobéznika tvoii tecna ke grafu funkce Inz, v bodé (k,Ink). Vime, ze kazda konkavni

s krajnimi body (k 0) a (k+%,0), a uhly u zdkladny jsou pravé. Posledni stranu

funkce lezi pod libovolnou tecnou ke grafu. Proto popsany lichobéznik obsahuje celou

plochu mezi grafem funkce Inx a osou z-ovou vymezenou body k — % ak+ % Plocha

popsaného lichobéznika je In k. Secteme-li tyto plochy pro k = 2,3, ...,n, dostaneme
- e _ n+1/2 _ 1 1 3 3
Zlnk > Inrde =[zlnz -y, = (n+Hn+3i)—n+1-3n(3d).
k=2 3/2

Odlogaritmovanim ziskame odhad

n! > (n+ %)”H/Qe_” e (%)3/2.

4Lichobeéznik, ktery u zdkladny &itky a mé dva pravé dhly a délky hran sousedicich se zékladnou jsou
b+

b a ¢, ma plochu rovnu a *%<.
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Upravme a odhadnéme jeden z vyrazi na pravé strané®,

. 1 2041\ /2
(n+1) +1/2 _ nt1/2 <<1 1 %> ) > 2, /e,
Celkove jsme ziskali odhad

n" n

(2¢/3)%? yn— < nl < eyvn—.

en en

Ekvivalentné 1ze odhad prepsat do tvaru

| ,n
2.439522534... = (2¢/3)2 < —— < e =2718281828..
n"ta

Nasi metodou uz lepsi odhad nedostaneme. Pro zajimavost zmifime slavnou Stirlingovou®
formuli:
nle”

lim —— = V27 = 2.506628274....

n—oo  pntts

5Vyuzijeme vlastnosti Eulerova éisla: e < (1 + %)HH.

6James Stirling (1692-1770), skotsky matematik
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