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Kapitola 1

L 4

Ciselné ady

1.1 Zakladni pojmy

Tato kapitola je vénovana limitam ¢iselnych posloupnosti, jejichz n-ty ¢len vznikl sou¢tem prvnich

n Clenu jiné posloupnosti. S limitami takovych posloupnosti jsme se uz setkali a zndme

n

T SET TN LTSRN ) Dl e
ni—1>I—Poo ok 77 n»—1>I—&r—loo prd ko € @ n»—1>r—i1-100 ko ne

Podobné limity hraji v matematice vyznamnou roli. V kapitole Tayloruv vzorec jsme uz méli

moznost vidét, jak Ize hodnoty znamych funkci vyjadiit jako limity posloupnosti tohoto typu.

Pro kazdé € R napiiklad platilo sinz = lim >}, (gg}r)lk)! 22F 1 atd.

n——+00
Definice 1.1. Necht (ap)nen je ¢iselnd posloupnost. Posloupnost jejich ¢asteénych souctu
(Sn)nen definujeme vztahem

Sp,=a1+as+...+a, prokazdé néeN.

Dvojici posloupnosti ((an)neN, (sn)neN) pak nazyvame €iselnou fadou a znac¢ime ji symbolem

—+00

n—1 0n, kde a,, nazyvame n-tym ¢lenem ciselné fady. Existuje-li koneéna limita

s= lim s,,
n—-+00

fikame, Ze Fada konverguje a ma soucet s. V opa¢ném piipadé fikdme, Ze Ffada diverguje.
Poznamka 1.2. Uvedme tii komentaie k predchozi definici.

1. Divergentni fady jesté délime na podstatné divergentni, pro néz lim s,, existuje, ale neni

konec¢na, a na oscilujici, pro néz lim s,, neexistuje.



2. Jestlize indexovani puvodni ¢iselné posloupnosti (a,,) za¢iné jinym celym ¢&islem nez jednic-
kou, upravujeme i indexovani ¢iselné fady. Napt. k posloupnosti (ay,)n>5 prifazujeme fadu

+oo
s On, atd.

3. Pro tadu (tedy dvojici posloupnosti) i pro jeji soucet (tedy ¢islo) se vzilo stejné znaceni

“+o00

1 @n- My u této zvyklosti zustaneme a budeme zapisovat

00 1 00 1 +00 1
2270:17 Zm:e, Zg:—i-oo.
n=1 n=0 n=1

Nevinna nedbalost této konvence nejenze nezpusobi Zadné zmatky, ale d4 ndm i moznost

psat
—+00

Z (=1)" osciluje.
n=1
Definice 1.3. Rekneme, 7e rady Z;:g an a Z:g b, maji stejny charakter, kdyZz obé soucasné

konverguji, nebo obé soucasné osciluji, nebo obé& jsou soucasné podstatné divergentni.

Poznamka 1.4. Zménime-li hodnoty a,, pro kone¢né mnoho indexu n, charakter nové a puvodni
rfady je stejny. Specialné, kdyZ vynechdme koneény pocet ¢lenu posloupnosti, mame radu se

stejnym charakterem, ale jinym souctem.

+0o0
n=1

Véta 1.5. (nutna podminka konvergence) KdyzZ iada a, konverguje, pak

lim a,=0.
n—-+00

Diikaz. Konetnost limity posloupnosti (s,) implikuje 0 = lim(s,, — $p,—1) = lim a,,. O]

Piiklad 1.6. Rada S.7 - diverguje, protoze lim = = 1.
=1l ¥ Vn

Piiklad 1.7. Rada :i’i % diverguje, i kdyz lim% = 0. Tento ptiklad demonstruje, Ze podminka

lim a,, = 0 neni podminkou postacujici.

Jak uz bylo zminéno v tivodu, fady jsou specidlnim pripadem posloupnosti. Proto mnoho vét

pro fady je okamzitym dusledkem vét platnych pro posloupnosti a uvadime je proto bez dukazu.

Véta 1.8. Necht S "% a, a .12 b, jsou ciselné Fady.

+0o0
n=1

o Kdyz tady Yt a, a Y12 b, konverguji, pak také Fada (an + by) konverguge.

o KdyZ rada % a, konverguje a Tada Y125 by, diverguje, pak Fada T (an + bn)

diverguje.

e Necht a € C —{0}. Pak fady >/ an a S5 (can) maji stejny charakter.,



Véta 1.9. (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence) Rada :{g an konverguje

praveé tehdy, kdyz

n-+p

(Ve > 0)(3no)(Vn € N,n > no)(Vp € N)( LZH ak] < e ) .

Nejdfive se budeme zabyvat chovinim fad s kladnymi ¢leny. Ze prave tyto fady maji dulezité
postaveni mezi fadami, zduvodiuje nasledujici dusledek Bolzanova-Cauchyova kritéria.

+oo

Dausledek 1.10. Konverguje-li fada :{g lan| , pak konverguje i Tada ) > ap.

Ditkaz. Konvergence Fady Z:g lan| je podle pfedchozi véty ekvivalentni tvrzeni

n-+p
(Ve > 0)(3no)(Vn € N, n > ng)(¥p € N)( ‘ S |ak|‘ < )
k=n+1
7 trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
n+p n—+p
> a] < | | < =
k=n-+1 k=n+1
To znamena, ze Bolzanova-Cauchyova podminka konvergence je splnéna i pro fadu ;rg an. O

Definice 1.11. Necht >* a,, je konvergentni fada.

o Konverguje-li také fada 3" |a,|, ikime, Ze fada 3 ' a, konverguje absolutné.

—+00

»—1 n konverguje neabsolutné.

e Kdyz rada :{i‘i |ay| diverguje, fikame, Ze fada

1.1.1 Rady s kladnymi ¢leny
V této kapitole budeme zkoumat konvergenci fad Z:g an, u kterych a,, > 0 pro kazdé n € N.
V tomto piipadé je posloupnost ¢aste¢nych souctu rostouci, protoze

Sn+l = Sp + Gn41 > Sp,  pro kazdé n € N.

Tedy lim s, existuje (konefna nebo +00). To znamen4, Zze kazda fada s kladnymi &leny je

bud konvergentni nebo podstatné divergentni.

T elementarn{ pozorovani plynou z véty o nerovnostech v limitdch. Nazyvame je srovna-

vaci kritéria.

Véta 1.12. Necht pro nezdporné posloupnosti (an)nen @ (bn)nen plati, Ze a, < by od jistého

indexu ng. Pokud Z:g b, konverguje, pak Z:{i’i an konverguje.



Véta 1.13. Necht pro kladné posloupnosti (an)nen @ (bn)nen plati, Ze QZT < b"—:l od jistého
indexu ng. Pokud ZJFOO b, konverguje, pak Z:{i’i an konverguje.
Dikaz. U nerovnosti GZ—:I < b’z—:l s indexy k =ng,n9+1,...,n — 1 vynasobime levé a pravé

strany. Po zkraceni dostaneme

In < oy,

ny bn0 = by,

pro kazdé n € N, n > ng.

Protoze tady Z 1bn a Zn 1 Z"O b, maji stejny charakter, plyne tvrzeni dokazované véty z

véty 1.12. 0

Véta 1.14. Necht (an)nen @ (bp)nen jsou kladné posloupnosti takové, Ze existugje

e Pokud L <+oo a Y./ b, konverguje, pak >t a, konverguje.
e Pokud L >0 a Y.'%0b, diverguje, pak S % a, diverguje.

e Pokud 0< L < +oo, pakfady >/ b, a Yt a, maji stejny charakter.

Diikaz. Treti bod véty je pfimym dusledkem dvou pfedchozich bodu a toho, Ze fady s kladnymi

¢leny mohou pouze konvergovat nebo podstatné divergovat. Proto sta¢i dokézat prvni dvé tvrzeni.

Pokud L < 400, pak od jistého indexu mg plati nerovnost Z—: < L+ 1. To implikuje

< (L+1)b, . Predpoklad konvergence fady Z+°° by, vynucuje konvergenci fady ZZS& (L+1)by,.
Podle véty 1.12 nerovnost a,, < (L + 1)b,, dava konvergenci rfady > an.

Pokud L > 0 je kone¢né, pak od jistého indexu ng plati nerovnost Z—: > 5 nebo ekvivalentné

an > % b,. V pripadé, ze L = 400, pak od jistého ng je ‘;—: > 1 ¢ili a, > b,. Za predpokladu

divergence Z:{g b, dostaneme aplikaci véty 1.12 nasSe tvrzeni. O

Néktera populérni kritéria pro konvergenci fad s kladnymi ¢leny jsou v podstaté jen speci-
alnimi pripady vét 1.12, 1.13 a 1.14, do kterych je dosazena jedna z nasledujicich fad se zndmym

chovanim.

1. Geometricka fada Y7 ¢" konverguje pravé tehdy, kdyz || < 1.

Pro geometrickou fadu je n-ty CasteCny soucet roven s,, =

q = 1. Posloupnost (s,) ma tedy konecnou limitu, a to -, pouze pro |q| < 1.



2. Necht & € R. Rada oo L konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1.

n=1 no

Pro a <1 a kazdé n € N je n% > % Protoze harmonicka rada :g % je divergentni,
< : % +oo 1
plyne z véty 1.12 divergence fady ), = ~5

Uvazujme o > 1. Oznacme € := o — 1 > 0. U fady s kladnymi ¢leny
g &g
—\n® (n+1)
snadno uréime n-ty ¢astecny soucet a posléze soucet celé fady s, = 1 — m — 1. Na

tpravu n-tého ¢lenu této konvergentni rfady pouzijeme Tayloruv vzorec

(I+z)°*=1—-ecx+zw(x), kde limw(z)=0.

—0

Dostaneme
1 1 11 1N 11 e 1 e—w(d)
=——-———=——-—|1+4- = — ——(1-=—+ -w})) = —"1n2.
On ne (n + 1)6 ne ne < + n) ne ne < N + nw(n)> nlte
Oznacime-li b, = n% = #, mame lim §* = ¢ > 0. Z véty 1.14 plyne konvergence rady
+oo 1
n=1 no-

3.| Rada oo L diverguje.

n=2 nlnn

Protoze vime, Ze lim s,, existuje, muzeme soucet fady urcit tak, Ze spoc¢itdme limitu vybrané

posloupnosti (sgn ),

2n 1 n ok 1 n ok 1
s = kink ( > ilni>22< > 2k1n2k):
k=2 k=1 j=2k—141 k=1 j=2k—-141

n

D, k-l 1 1
Z2kln2k 21112Z i too
k=1 k=1

Poznamka 1.15. I kdyz rada f{i’i # konverguje pro sebemensi pevné kladné e, fada

+o0 1
n=1 n1+%

je divergentni. Jelikoz

1
lim —F5—— = lim Un=1,
n—oo 1+L n—oo
n n
mé podle véty 1.14 fada Y729 11 + stejny charakter jako harmonicka fada 37> 1
n-Tn



A nyni slibené kritéria. Prvni dvé kritéria ziskdme porovnanim zkoumané rady s geomet-

rickou radou.

Cauchyovo odmocninové kritérium - limitni tvar: Nechf a,, > 0 pro kaZdé n € N.

1) Kdyz lim /a, <1, pak tada o0 4 konvergugje.
n—oo

n=1

2) Kdyz li_>m va, > 1, pak Tada +_1 a, diverguje.
n oo

Diikaz. 1) Oznalme nh_)rgo {/an = q < 1. Z véty o nerovnostech pro limity posloupnosti plyne,
ze od jistého ng pocinaje pro kazdé n plati /a, < % < 1. 0Odtud a, < (%1)". Tvrzeni pak
plyne z véty 1.12 a z toho, Ze geometrickd fada s kladnym kvocientem % mensSim nez jedna
konverguje.

2) Predpoklad implikuje, Ze od jistého indexu n pocinaje je a, > 1. Rada diverguje, protoze

neni splnéna ani nutnd podminka konvergence a,, — 0. O

d’Alembertovo podilové kritérium - limitni tvar: Nechf a,, > 0 pro kaZdé n € N.

1) Kdyz hm a”“ < 1, pak fada Y"1 ay, konverguje.
=1

2) Kdyz hm —a”“ > 1, pak Fada +::: a, diverguje.
n—oo 94n n=1

o ~ . a
Diikaz. Oznacme lim =2t =g,
n—oo In

Pripad ¢ < 1: od jisté¢ho ng pocinaje pro vSechny indexy n plati =
pad ¢

an+1 < q+1 _ bn+1 kde

jako b, jsme oznacili ¢leny geometrické posloupnosti s kvocientem @ < 1 Geometrlcka fada s

takovjrmi ¢leny konverguje a podle véty 1.13 konverguje i fada E:ﬁ G-

an+1 > q+1

Pripad ¢ > 1: od jistého ng pocinaje pro vSechny indexy n plati =
pad ¢

jako b, jsme oznacili ¢leny geometrické posloupnosti s kvocientem ﬂ > 1 Geometrlcka fada s

takovymi ¢leny diverguje a opét podle véty 1.13 diverguje i fada Y '] ay.

Raabeovo kritérium - limitni tvar: Nechf a, > 0 pro kazZdé n € N.

1) Kdyz lim n (1 - a"“) > 1, pak fada Y% an konverguje.
n—00 @ n

2) Kdyz lim n (1 — a”“) <1, pak fada 37 a, diverguje.
n—oo

an n=1

Ditkaz. Oznaéme lim n (1 — “”—“) = a.
n—00 an

1) Piipad a > 1. Ozna¢me € = a — 1 > 0 a uvazujme konvergentni fadu

1
S-S i

n2(n



Ovéiime-li platnost nerovnosti aZ:1 < b’g%, bude tvrzeni plynout z véty 1.13. Za timto tcelem
. o 1+5 . . 1+2
si rozepiSeme b’g—:l = (1 — %) t3 pomoci Taylorova vzorce jako b’g% =1- % — % -w(—%).
Nerovnost  lim n (1 — aZ—“) = 14+ ¢ > 1 implikuje, Ze od jistého my pocinaje
n—oo n

n(1—9%+) > 1+ 3¢ To lze ekvivalentné piepsat jako 22+L <1 — L1(14 3¢). Staci ukazat,
an 4 Qn 4

1
n

Ze od jistého indexu je

1, 3.2 1, 1. 1 1
1—;(1—1—16)Sl—ﬁ(l—i—fa)—ﬁ-w(——)

To prepiSeme po jednoduchych ekvivalentnich tpravach (odecteni 1 a vynésobeni nerovnosti
¢islem —n) na

St ()
48_ 28 w n)

Protoze leva strana nerovnosti ma limitu ostie vétsi nez prava strana, podle véty o nerovnostech

v limitach existuje ng tak, Ze nerovnost, nad kterou jsme udélali otaznik, plati pro n > ng.

2) Nerovnost li_)rn n (1 - CLZ—“) < 1 vynucuje, Ze od jistého indexu ng plati n (1 - %) <1,
n o0 n n
1 _ bn+1

5 i i 1 i Ontl _1 1 _ 1 _1 Ont1
coz je ekvivalentni nerovnosti o= > 1—. Pokud zvolime b, = =, pak 1 — - = T, a

divergence rady Z:g an, plyne pfimo z véty 1.13 a z toho, Ze fada E:{i’é b, je divergentni. [J

Piiklad 1.16. Mame rozhodnout o konvergenci fady zg 2’?7-11 Pouzijeme Cauchyovo krité-
rium. )
2 n 1
"2nn1: (¥/n) = - <1.
* 2. /14 5
Podle Cauchyho kritéria, fada fada konverguje.
Priiklad 1.17. Mame rozhodnout o konvergenci fady
+oo
d (2-V2)-(2-V2)---(2-V2).
n=2

Podil a;—zl = 2 — {/2 ma limitu 1. Neni tedy mozné pouzit d’Alembertovo kritérium. Zkoumejme

vyraz relevantni pro Raabeovo kritérium

n<1_an+l)_n(<l/§_1)_€n1 sy ln2

Qn
Protoze In2 < 1, zkoumana fada podle Raabeova kritéria diverguje.

Kapitolu zakon¢ime Gaussovym kritériem, které v podstaté jenom shrnuje predesla kritéria.



Gaussovo kritérium: Necht (a,,) je kladnd posloupnost, pro niz existuji ¢, € R, kladné ¢ a

omezend posloupnost (¢,,) takovd, Ze

Ap+1 (6% Cn, o
=¢— — 4+ — ro kazdé n € N. 1.1
o 0t P (1.1)

1) Kdyz je ¢ < 1 nebo kdyz q=1 a a > 1, pak Tada :{g an konverguje.
2) Kdyz je ¢ > 1 nebo kdyz ¢ =1 a o < 1, pak fada :g an diverguje.

Diikaz. 7 tvaru (1.1) dostaneme, Ze lim “2*+ = g.

Je-li ¢ # 1, dava tvrzeni véty d’Alembertovo podilové kritérium v limitnim tvaru.

Je-li ¢ = 1, dostaneme z (1.1), Ze nhﬁngon (1 — az%) = « a pro a # 1 umime o konvergenci
rozhodnout podle Raabeova kritéria.

Jediny pripad, ktery zbyva diskutovat, je ¢ = 1 a a = 1. Uvazujme proto fadu, jejiz ¢leny
(an) vyhovuji pro kazdé n € N vztahu

an+1 _1_1+ Cn
n nlte”

Qn

+o0o

Tuto fadu srovname s fadou > by, kde b, = 4

m. Tato divergentni fada je jednou z

n=3
téch, které jsme uvadéli mezi "kalibrovacimi". Upravme nejdiive podil jejich ¢lenu,

bn, nlnn

bup1  (n—1)In(n—1) (1_1) 1+h1<1_7lz) :1_1+<1_1>ln<1_é>.

- n Inn Inn

Kdyz ukaZzeme, Ze nerovnost bzﬂ < 22+l plati od jistého indexu, bude z véty 1.13 plynout

n - an

divergence fady > j_; an.

An4-1 b 1 C 1 111(1—%) ne 1 1\7n
nt > LA RN o> <1—> — = cp > <1—> ln(l——)
n

an by, nlte — n nlnn Inn n
—— N —
— 400 1 — —1

Protoze vyraz na pravé strané posledni nerovnosti mé limitu —oo a protoze je podle predpokladu

posloupnost (¢,) omezend, nerovnost plati od jistého indexu ng. O

Priklad 1.18. VySetiime konvergenci fady Z:{i’i |(g) , o € R. Pfipomeinime, Ze

<a> ale—1)...(a—n+1)

n n!



Pro o € NU {0} je a, od indexu ny = a + 1 rovno 0, a proto fada konverguje. Uvazujme proto
a ¢ NU{0}. Pri takovém « jsou vSechny ¢leny rady kladné. V Gaussové kritériu misto podilu
an+1/a, budeme upravovat podil ay/a,—1. Zjednodusi se technické tpravy, a pritom charakter

fady s ¢leny a,—1 a fady s ¢leny a,, je stejny.

a+1 a+1

n

a—n+1
n

pro kazdé n>a+1.

o

Rada je tedy konvergentni pravé tehdy, kdyz o+ 1 > 1.

+0o0

Pfipojenim pifpadu o € N U {0} dostévame zavér, ze fada ) '

tehdy, kdyz o > 0.

‘ (g) ‘ konverguje prave

Tvar Gaussova kritéria by mohl svadét k domnénce, Ze neexistuji fady s kladnymi ¢leny, o
jejichz konvergenci toto kritérium nerozhodne. Ale opak je pravdou. O nékterych fadach totiz
lze dokazat, ze podil an41/a, nelze vyjadrit ve tvaru pozadovaném v Gaussové kritériu. Mezi

takové patii fada v nasledujicim prikladeé.

Priklad 1.19. Zkoumejme v zévislosti na redlném parametru 8 konvergenci fady

>
— ninfn’

Kdyz g < 1, tak pro kazdé n € N — {1} je

1 1
nlnfn ~ nlnn’

400 1
n=2 nlnn

+o0 1
n=2 nnfn "

Protoze rada je divergentni, plyne z véty 1.12 i divergence rady

Uvazujme proto 8 > 1. Oznacme € := § — 1 > 0. U fady s kladnymi ¢leny

*2’0 <lnin a 1n€(nl+ 1)>

n=2

je snadné urcit n-ty castecny soucet s, = ; L — ﬁ Jedna se tedy o konvergentni

1
n®2 In®(n+1)

rfadu. Ukazeme, Ze

1 1

. mfn ~ nf(n+l)
Jm P =0,
nlnlten



Upravme pomoci Taylorova vzorce (1 + x2)™¢ = 1 — ez + w(z)z, kde limpw(xz) = 0, nejdiive

nasledujici vyraz

1 1

_ ln(1+£)>_6:

= 1
In*(n +1) <llr1n+ln(1+%))E In"n < " nn

1 (_aln(1+;)+ nln(1+;)> ke o = 0.

T Infn Inn Inn
Proto
S .
w:nan—i——)(e—wn) — €.
nintten n

Podle véty 1.14, je tedy rada ZJFOO —L—— konvergentni pro € > 0. Dostali jsme tak dalsi

n=2 pIn'ten

"kalibrovaci"fadu.

Necht 5 € R. Rada too 1 konverguje pravé tehdy, kdyz 8 > 1.

n=2 pInfn

Nyni bychom mohli vytvorit nové, jemnéjsi kritérium, které by ovSem opét nebylo univer-

zalni.

1.1.2 Rady s obecnymi ¢Eleny

Pii vySetfovani fady 3.7 a, za¢iname se zkouméanim konvergence fady > |ay,|. V piipa-

dé, Ze tato fada konverguje, jsme s tikolem hotovi. V opa¢ném piipadé musime pouzit jemnéjsi

kritéria.

Dirichletovo kritérium: Necht (ay)nen je redlndg posloupnost a (by)nen komplezni posloupnost
spliiugict
i) (an)nen je monotonni a lima, = 0;

ii)  (bn)nen md omezenou posloupnost éastecnych souctu.

Pak fada 321 anb,  konverguge.

n=1

Dikaz. Konvergenci fady odvodime z Bolzanova - Cauchyova kritéria. Pro odhad vyrazu
ZZZQ 41 akbr| pouzijeme Abelovy sumacni formule. Ozna¢me pro pevné n € N a libovolné
keNk>n

Bk = bn+1+bn+2+-~-+bk-

Specialné tedy B, = 0. Pak

n-+p n+p n+p n—+p—1 n+p—1
> arbe =Y ap(Byk—Br1) = Y arBy— Y ap41Br = anspBuip+ ¥ (ar — axs1) By
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

10



Omezenost Casteénych souctu posloupnosti (b, )nen znamena, ze

FE)(Vn e N)(|D>_bi| < K).
=1

To pro By = 3% b; — 32 | b; dava odhad |By| < 2K. S vyuzitim trojihelnikové nerovnosti

nyni muzeme odhadnout

n+p—1
‘ Z akbk‘ < \@n4p n_,_p‘—f— Z ‘ ap — Q1 Bk‘ < 2K|an+p| + 2K Z ‘ ak—ak+1)‘
k=n+1 k=n+1

JelikoZ (ay,) je monotonni posloupnost, jsou vechny rozdily ay — a1 nekladné nebo nezaporné.

Proto
n+p—1 n+p—1
Z ‘(ak - ak+1)‘ = ‘ Z (Gk - ak+1)‘ = |antp — an+1| < |antp| + |an41|
k=n-+1 k=n+1

Pokrac¢ujeme proto v odhadu, pfi¢emz vyuzijeme monotonii (a,).

n—+p
S aibi] < 2K (2an |+ lanial) < 6K Janl. (12)
k=n+1

Podle predpokladu mé posloupnost (a,) nulovou limitu, coz symbolicky lze zapsat
(V€ > 0)(Ing)(Vn € Nyn > ng)(|lan| < €). (1.3)

Dostaneme-li kladné €, polozime & = 5% . K tomuto € podle (1.3) nalezneme ng tak, ze pro kazdé
n>mng,n € N a pro kazdé p € N podle (1.2) plati |77 apby| < 2K(26 4 &) = 6K& =¢. To

podle Bolzanova - Cauchyova kritéria dava konvergenci rady. O

Priklad 1.20. Pomoci Dirichletova kritéria dokdZeme, Ze fada

“+o00

Z cosflom)

konverguje, kdyz a # 27k, k € Z. KdyZ je a celo¢iselnym nasobkem 27, pak cos(an) = 1 pro
kazdé n a fada s ¢leny l, tj. harmonicka fada, je divergentni.

Necht tedy a € R ¢ 7Z. Roli posloupnosti (a,) v Dirichletové kritériu méa posloupnost ( )

’271'

ktera je klesajici a ma limitu 0; za posloupnost (b,,) bereme (cos(an)). Protoze

sin (%a) cos ("Tﬂa) ‘ 1

a = T al
Sln2 ’Sll’lz‘

‘2”: cos(oek:)‘ =
k=1

11



mé (b,) omezenou posloupnost ¢asteénych souc¢tu. To implikuje konvergenci zkoumané fady.

Tato fada ovSem nekonverguje absolutné, protoze

Z‘ cos(« ‘ cos Z 1+ cos 2an)

+oo 1

Rada napravo je pro a # km souctem divergentni fady ) 7 5-

a konvergentni rady

+o00 cos(2an)
n=1 2n

, tedy tfada napravo je divergentni. Je-li @ = kmw, je fada napravo harmonicka,

a tedy rovnéz divergentni.

Odvodime nékolik dusledka Dirichletova kritéria.

Abelovo kritérium: Necht (an)nen je redlnd posloupnost a (by)nen komplexni posloupnost
splniugici

i) (an)nen je monotonni a konvergentni;

i) S by, je konvergentni Fada.

Pak fada Y% anb, konverguje.

Diikaz. Ozna¢me a = lima, € R. Rada + —1 anby konverguje, protoze je souc¢tem dvou konver-
gentnich rad:
+oo “+o0o
Zann—Z n=@bata bn,
n=1 n=1
pricemz fada :{g(a a)b, konverguje podle Dirichleta a fada Z 1 b, konverguje podle
predpokladu. O

Jednoduchym piikladem posloupnosti (b,), kterda ma omezené ¢astecné soucty, je posloup-

nost b, = (—1) 1 (=11 < 1. Rady, kde n-ty clen ma tvar (—1)"*'a,,

pfi¢emz posloupnost (a,) neméni znaménka, se vyskytuji ¢asto. Setkali jsme se s nimi napf. pfi

vyjadieni funkei sinx, cosx a In(1 + x) pomoci Taylorova polynomu.

eI

Definice 1.21. Nechf (a,,) je readlna posloupnost kladnych ¢isel. Radu an nazy-

vame fadou se strfidavymi znaménky.
Vyslovime dvé kritéria urcené specialné na rady se stfidavymi znaménky.
Leibnizovo kritérium: Necht (an) je klesajici posloupnost kladnijch dcisel. Kdyz plati
limy, o0 ap = 0, pak Tada Z:{g(—l)"“ ay konverguje.
Dukaz 1: Plyne p¥imo z Dirichletova kritéria, ve kterém polozime b, = (—1)"*1.

12



Dukaz 2: Jen pro zajimavost uvedeme i pfimy jednoduchy dukaz. Protoze

Son+2 = Son + (G241 — G2n12) > Sop a Son+1 = Son—1 + (—agn + azny1) < Son—1,
—_—
>0 <0

je posloupnost (sg,) rostouci a (s9,—1) klesajici. Posloupnost sudych ¢lenu (s2,) mé tedy limitu
l; > —o0 a posloupnost lichych ¢lenu (s2,—1) ma limitu ly < 400. Jelikoz navic sg, = s2,—1 —aop,
a lima, = 0, je limita posloupnosti (sg2,) rovna limité posloupnosti (s2,—1). Z pokryvaci véty o
limitach vybranych posloupnosti plyne, Ze existuje i lim s,, = [y = lo # +o00, tj. Fada konverguje.

g

Kdy7Z o konvergenci fady 1ze rozhodnout pomoci Leibnizova kritéria, pak rozdil souc¢tu fady

od n-tého ¢aste¢ného souc¢tu muzeme snadno odhadnout.

Odhad chyby: Necht (a,) je posloupnost klesajici k nule. Souet konvergnetni rady

—+00

T (=1)"* a,, oznaéme s. Pak

n
k+1 — k+1 _
’S_ ‘ ’ Z ak‘ = an41 _an+2+an+3 _an+4+an+5 —An46---
k=1 k=n+1 gO >0 e

a proto
n

k+1
’8 — Z(—l) + ak‘ = Apt1 —nt2 + Ant3 —Apid + Apps -0 < Apgd -

=1 <0 <0

Soucet s fady se st¥idavymi znaménky se lisi od sumy prvnich n ¢lenu fady o mifi, nez je velikost

dalsiho ¢lenu rady.

Poznamka 1.22. Vratme se k vypoc¢tu hodnoty sinx pro x € (0, §) s pfesnosti 10~8. Tuto tlohu

—_1)" .
+oo (gnﬁl)'xznﬂ je pro
(D 2k

kazdé x € R fadou se stfidavymi znaménky, je z predchoz1ho pravidla jasné, Ze > ;_, GIISpIES

To je odhad stejné dobry, jako vysledek

jsme jiz Tesili v kapitole o Taylorovych polynomech. Protoze sinx =

se ligf v absolutn{ hodnoté od sinx o méné nez (;n . 3),

odvozeny pracnéji pomoci Lagrangeova tvaru zbytku.

Modifikované Gaussovo kritérium: Necht (a,) je kladnd posloupnost spliiugici pro néjaké

q,a € R, kladné € a omezenou posloupnost (cy,) vztah

An+1 «
S
an, n o n

pro kaZdé n € N.

o Je-li g > 1 nebo je-liq=1 a a <0, pak Fada 1( 1)t a, diverguje.

o Je-li g <1 nebo je-liq=1 aa>1, pak Fada > (=1)"*ta, konverguje absolutné.

n=1

13



+o0

nzl(—l)”Jrl an konverguje neabsolutné.

e Je-llig=1aa«ac(0,1), pak Tada

Diikaz. 1) Necht ¢ > 1. ProtoZe lim “Z—Il = ¢ > 1 implikuje lim a,, = 400, neni splnéna ani

+o0o

nutnd podminka konvergence. Tedy fada ) 5~

(=1)"*1q, diverguje.

2) Necht ¢ < 1. Pak podle Gaussova kritéria pro kladné fady dostaneme, ze Z:g anp

konverguje, a tedy 3.t (—1)"*! a,, konverguje absolutné.
3) Necht ¢ = 1. Rozlisime ¢tyfi pripady.

3a) Necht o > 1. Pak podle Gaussova kritéria pro kladné fady dostaneme, Ze Z:{i‘i an konver-

guje, a tedy > (—1)"*! a,, konverguje absolutné.
3b) Necht a < 0. Protoze limn (1 - a;—:l) = a < 0, mame od jistého indexu nerovnost

n (1 — %> < 0, a tedy ag—:l > 1. To ale znamend, ze kladna posloupnost (a,) roste a

Ze jeji limita nemuzZe byt rovna 0. Neni tedy splnéna nutnid podminka konvergence a rada

—+00
n=1

(—1)"*!q, diverguje.

3c) Necht 0 < a < 1. Podle Gaussova kritéria pro fady s kladnymi ¢leny fada :iﬁ an di-
verguje. Neabsolutni konvergenci fady Y12 (—1)"*! a,, ukaZeme ovéfenim podminek Leibnizova
kritéria.

ag

JelikoZz lim n (1 - GZ—:l) =a > 0, je od jistého ng splnéna nerovnost k (1 - M) > 5, 1.

Bl g2 pro viechna ke N,k > ng. (1.4)
Qg 2k

To znamené, Ze kladna posloupnost (a,) je klesajici. Abychom jesté dokézali, Ze lima, = 0,

zlogaritmujeme (1.4) a dostaneme

Inagy; —lnar < In (1 — i)

2k
Sectenim predchozich nerovnosti pro k = ng,ng + 1,...,7n — 1 mame
n—1 a
Ina, —Ina,, < kz In (1 — %> . (1.5)
—np

Napravo je (n— 1)-ni ¢aste¢ny soucet Fady se zapornymi ¢leny. Snadno ovéfime, Ze je divergentni
a to tak, ze srovname fadu s kladnymi ¢leny — In (1 — Zﬁ) s fadou se ¢leny L, ktera diverguje.
n n

Ziejmé,



a podle véty 1.14, obé fady maji stejny charakter, tj. v naSem piipadé obé diverguji. Proto
posloupnst ¢asteénych souc¢ti napravo v nerovnosti (1.5) ma limitu —oo. Tedy i lim(a,, — an,) =
—o0. Coz je mozné jenom tak, ze lima, = 0, jak jsme potiebovali ke splnéni predpokladi

Leibnizova kritéria.

3d) Necht o = 0. Cleny kladné posloupnosti (ay,) splituji

An+1 C
n—+ -1 + ln
an, nlte

pro kazdé n € N. (1.6)

Odvodime, Ze vztah (1.6) vynucuje lima, # 0, a tedy fada diverguje kvuli nesplnéni nutné

podminky konvergence. Zlogaritmovanim (1.6) dostaneme

c
Inagy; —Inag =In (1 + kl—is) pro kazdé k € N,k > n;g.
Sectenim predchozich nerovnosti pro k =ny,n1 +1,...,7n — 1 mame

Ina, —Ina,, = Z In ( k1+5)

k=n1

Kdyz ukaZzeme, Ze fada napravo je kovergentni, bude mit vyraz nalevo kone¢nou limitu pro n —

400, a tedy nll)r_ir_loo Ina, # —oo, tj. lima, # 0, jak jsme avizovali na zac¢atku dikazu bodu 3d). K

dokonceni diikazu tedy staci ovétit, ze fada se ¢leny In (1 + nﬁa) je konvergentni. Ona je dokonce
absolutné konvergentni. K upravé ¢lenti fady yyuzijeme Tayloruv vzorec In(1+ z) = x + zwq ().

Odtud

Cn, 1
’hl (1 + kl—&—s)) = n1+5 (1 +w1( 1+5)) < Mnl-‘rs’

kde M je konstanta omezujici ¢leny posloupnosti ¢, (1 4wy (%)) - pfipomenme, ze predpoklad

omezenosti (¢,) je v predpokladech znéni véty. Samoziejmé, fada :i’i M # jeprfie > 0

konvergentni, a tedy i fada s mensimi ¢leny |1n (1 + kf%) je konvergentni.

O

Vs8echna kritéria, kterd jsme pro konvergenci fad s obecnymi ¢leny vyslovili, vyzadovala
monotonii posloupnosti (a,). U Gaussova kritéria to neni patrné na prvni pohled. Ale v dikazu

jsme vidéli, Ze pozadavek, aby podi

1 #2L mél dany tvar, bud vynucuje monotonii (a,) nebo

implikuje lim a,, # 0. Je tedy jasné, Ze napf. pro vySetFovani fady

+o0o
(="
2 rr (O
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nelze pouzit zadné z dosud odvozenych kritérii. Proto zavedeme na mnoziné tad operaci
zévorkovani, jejiz vysledek je nékdy fada, chovani které lze jiz vySetfit pomoci uvedenych

kritérii.

+o0

Definice 1.23. (uzavorkovani fady) Necht (a,)!2] je ¢iselna posloupnost a necht (k)29

je ostfe rostouci posloupnost nezapornych celych ¢isel s nultym ¢lenem kg = 0. Radu Z:g An,

jejiz ¢leny definujeme predpisem

A, =ak, ,+1+ak, 42+ +ap, prokazdéneN,

+oo
n=0"

nazyvame uzavorkovanim fady 3} a, podle posloupnosti (k)
KdyZz oznacime s, ¢astené soucty fady Z:ﬁ an a Sy Castetné soucty jejitho uzavorkovani
Z;ri'i Ay, pak Sy, = si, pro kazdé n € N. Tedy posloupnost ¢astecnych souctu (S,,) je vybrana

z posloupnosti (sp,).

Véta1.24. Pokud rada ;:g an, konvergquje, pak konverguje i kaZdé jeji uzdvorkovdni E:g A,.

“+o00

Poznamka 1.25. Obracené tvrzenf neplati. Rada T2 (—=1)™ osciluje, zatimco jeji uzavorko-

vani podle posloupnosti (k) = (2n) je konvergentni fadou s ¢leny A, = 0 pro kazdé n € N.

7 hlediska pouziti je véta 1.24 malo zajimava. Zavorkujeme piece v nadéji, Zze z chovani
uzévorkované rfady budeme moci néco fict o nezndmém chovani fady puvodni. To ndm umozni
dalsi véta.

Véta 1.26. Necht Z:g A, je uzdvorkovdni Tady Z:{i’i ap, podle posloupnosti (ky). Necht jsou
splnény podminky

i) existuje M € N takové, Ze pro kazdé n € N je kpy1 —kp, < M a

it) lima, =0.

Pak Fady Z:ﬁ A, a Z:ﬁ an maji stejny charakter a v pripadé konvergence i stejny soucet.
Diikaz. Opét oznacime S, n-ty ¢asteény soucet fady Z:g A, a s, n-ty CasteCny soucet fady

+o0

1 @n- UvaZzujme téchto M posloupnosti:

(Sn)s (Sn+ ar,+1), (Sn + ag,+1 + agy42),- -+, (S + Gryg1 + Qrpyo + -+ + Al 1) -

Existuje-li lim S,,, pak v8echny tyto posloupnosti maji diky podmince ii) tutéz limitu. Pfitom

vSechny uvedené posloupnosti jsou vybrané z posloupnosti (s;), konkrétné jsou to posloupnosti

(8kn)s (Sknt1)s (Skpt2)s -+ o5 (Skprn—1) -
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Jelikoz indexy vybranych posloupnosti vzhledem k podmince i) pokryvaji celé N, plyne z pokry-

vaci véty pro limity, Ze existuje také lim s, a je rovna lim S,,. O

Priiklad 1.27. Uzéavorkujme fadu
+00 n
>
2 Jnt (1)

podle posloupnosti (k,) = (2n). Dostaneme

400 1 1 _+oo m_ﬁ_Q _+oo
Z(JEH_W—J _Z(\/ﬂﬂ)(m—n _;(O‘”_B")’

n=1 n=1

kde
Va2n+1—+v2n 1
an = =
(V2n+1)(v2n+1-1) (V2n+1)(vV2n+1-1)(vV2n+ 1+ v2n)
a
5, = 2
(WD) (V2 +1-1)

Pritom

. an 1 . /871

lim T =— a lim T = 1.

n—+oo 572 4\/5 n——+oo -

Tedy fada Y «,, konverguje a fada > 3, diverguje. Proto uzavorkovana fada (o, — B,) diver-

guje. Jelikoz lim a,, = 0, diverguje i puvodni fada. Pritom podle Leibnizova kritéria fada

+0o0
(=D"
2

n=2

konverguje. Vidime, jak je predpoklad monotonie v Leibnizové kritériu dulezity.

1.1.3 Prerovnani fady a nasobeni rad

Operace s¢itani v C je komutativni. Proto pfi s¢itdni konetného poctu Cisel nezalezi na pofadi,
v jakém sc¢itdme. Ted se budeme vénovat otazce, co udéla zadména poradi pii nekoneéné mnoha

s¢itancich.

Definice 1.28. Mg¢jme &iselnou fadu 3.7 a,, a bijekei ¢ : N — N. Pak fadu 3./ g (n)

nazyvame pferovnanim fady > a,, podle ¢.

Priiklad 1.29. Uvazujme konvergentni fadu

—+o0 1
(—1)m 1 1 1 1 1
12: 7:1—7 _— — — — — — R
. nzl n 53 1 5 67
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Soucet fady jsme uméli ur¢it jiz v zimnim semestru s vyuzitim rovnosti

n

1
Z — —Ilnn=+v4¢,, kde v je Eulerova konstanta a  lim &, =0.
— k n——+o0o

Pro 2n-ty ¢asteény soucet so, totiz plati
n

1 1 g LN
$2n:;(2k—1_2k):;k_2;2k:1n2n_lnn+€2n_€n — In2.

JelikoZ son 41 = S2n + 3y, je 1 limsgngg = In2.

éleny fady ted uspofadame tak, aby vzdycky po dvou kladnych ¢lenech nasledoval jeden

zaporny Clen, tj. uvazujeme radu

1+ L + ! + L1 +
3 2 5 7 4
Formalné lze bijekci ¢ popsat predpisem
2k, pro n = 3k,
¢(n) =< 4k—1, pron=3k—1,

4k — 3, pron =3k — 2.

Budeme uvazovat soucet rady Ziﬁ A, kterd vznikne z Fady Z:{i‘i ag(n) uzavorkovanim po
tfech. Protoze limita n-tého ¢lenu fady je 0, maji obé& fady stejny charakter a v pfipadé konver-

gence i soucet. Pro n-ty Casteény soucet S,, fady Z:ﬁ A, plati

- 1 1 1 1 1 1
S”:Z<4k—3+4k:—1_ﬁ>:z% Zﬂ_zﬁ:

4n 2n n
k=1 =1 k=1 =1
:ln4n+'y+54n—%(ln2n—|—7+82n>—%<lnn+’y+5n) — %an.

Pferovnana rada je tedy opét konvergentni, ma ale jiny soucet.

Poznamenejme, ze fada, kterou jsme v predchozim prikladé prerovnali, byla neabsolutné konver-
gentni. Jak ukaze dalsi véta, to je i duvodem, pro¢ bylo mozné prerovnanim zménit jeji soucet.
Predtim se jesté pro obecnou realnou fadu podivejme zvIast na chovani kladnych a na chovani

zapornych clenu.
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Poznamka 1.30. Necht > a,, je redlna fada. Pro kazdé n € N oznac¢me

s Joltan o ol —dn
Snadno nahlédneme, Ze
i an , kdyz a,, > 0 _ 0, kdyz a,, > 0
an — { a a’I’L = { .
0, kdyz a, <0 —aQy, , kdyz a,, <0

Rovnéz pro kazdé n € N plati a,, = a;f — a;,. Z defini¢niho vztahu pro o, a a, dostaneme:

oo+
n=1%n

e Kdyz rada Zn a, konverguje absolutné, pak obé fady >
aplati Ya, =>af — > a,.

e Kdyz rada Zn a, konverguje neabsolutné, pak obé rfady Zn Lat a Zn 1 a,, podstatné

a >t a; konverguji

diverguji, tj. maji obé& soucet +oc.

Véta 1.31. Nech? Z:{g an je absolutné konvergentni fada. Pak kaZdé jeji prerovndni je abso-

lutné konvergentni fada se steynym souctem.

Diikaz.  Necht
polozme h,, := max{¢(1),p(2),...,¢(n)}. Protoze ¢ je prosté, dostaneme h,, > n. Plati

an je absolutné konvergentni fada a ¢ : N — N je bijekce. Pro kazdé n € N

n= 1

n hn +oo
D olaswl < D lal < D laxl €R. (1.7)
k=1 k=1 k=1

Posloupnost ¢asteénych souétu absolutnich hodnot prerovnané fady je omezena, a tedy rada

: 1 Gg(n) Je absolutné konvergentni.

Dtkaz toho, ze pferovnanim nezménime soucet fady, rozdélime na tii piipady:
a) Necht pro kazdé n € N je a, > 0. Pak odhad (1.7) fika, ze
+00

Z Ag(n) < Z“n

Protoze fada ) a, vznikne pferovnanim z absolutné konvergentni fady ag(n) pomoci bijekce

¢!, plati také

+00 +oo “+oo
Doan = as-1(pm) < D Agm)
n=1 n=1 n=1

To uz davé rovnost souctu ) ag(n) = ) an.

b) Pro reélnou absolutné konvergentn{ fadu > a,, vyuZijeme pozorovani, ze >_a} a > a,

jsou konvergentni fady s nezapornymi ¢leny. Pro ty jsme uz v bodé a) ukézali, Ze pFerovnani
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neméni jejich soucet. Proto muzeme psat
_ + - _ + -
Doan = =) =) Wy =D gy = D s

c¢) Konverguje-li absolutné komplexni fada ) a,, pak ze vztahu |a,| > |Ra,| a |a,| > [Say|
plyne, Ze konverguji absolutné i fady > Ra, a > Sa,. U téchto fad uz podle bodu b) pferovnani

nezméni soucet. Proto plati

Z an = Z Ra, + 1 Z Sa, = Z §Ra¢(n) +1 Z %%(n) = Z A(n)

pro kazdé pferovnéni. O

Véta 1.32. (Riemannova) Nechtf S a,, je neabsolutné konvergentni redind 7ada. Pak ke
kazdému s € R existuje prerovndni . Ag(n), J€Z Md soucet s. RovnéZ existuje oscilugici prerovndni

D Qyp(n)-

Diikaz. Protoze fada :3 an konverguje, je lima,, = 0. Navic se jedn& o neabsolutni konver-
genci, a proto 1% af = 3> a;; = +o00. Vynechanim koneéné mnoha ¢lenu fady nezménime
jeji charakter, a tedy

“+o00 “+o00

Z al = Z a, =+oo pro kazdé N € N. (1.8)

n=N n=N

Uvazujme s € R. Vlastnost (1.8) nam umozni pfeusporadéavat ¢leny posloupnosti (ay,) takto:
Bereme postupné kladné ¢leny tak dlouho, az jejich soucet prevysi hodnotu s. Jakmile pie-
sahneme s zaCneme k ziskanému souctu pridavat nekladné ¢leny posloupnosti pokud nedocilime
sou¢tu mensiho nez s. Jakmile soucet klesne pod hodnotu s, za¢indme pridavat k jiz vytvorenému
souc¢tu dosud nepouzité kladné ¢leny posloupnosti az do doby, nez prvné piresdhneme hodnotu s.
Pak opét rozsifujeme soucet o dalsi nekladné ¢leny, abychom klesli pod hodnotu s, atd.

Z konstrukce je patrné, Ze kazdy ¢len posloupnosti (a,) je vybran pravé jednou, a tedy
se jedné o prerovnéani fady. V kazdém kroku se ¢asteény soucet lisi od s nanejvys o absolutni
hodnotu poslednfho ¢lenu, za kterym jsme zacali vybirat ¢leny s opacnym znaménkem. Protoze

lim a,, = 0, ¢astecné soucty konverguji k s.

Uvazujeme-li s = 400, proces vybirani ¢lenu posloupnosti (a,) modifikujeme takto:
Bereme postupné kladné cleny posloupnosti, dokud jejich soucet nepiekro¢i hodnotu 1, pak
k souCtu pridame prvni nekladny ¢len. Opét pridavame kladné ¢leny posloupnosti, az soucet

presahne hodnotu 2, pak k sou¢tu pridame v pofadi druhy nekladny ¢len. A znovu pfidavame
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kladné ¢leny posloupnosti, pokud nedosdhneme souc¢tu vétsiho nez 3, atd. Je zfejmé, Ze limita

castecnych soucétu je +00. Pro s = —oo je postup obdobny.

Chceme-li docilit oscilujici fady, vybirame stiidavé z kladnych a nekladnych ¢lenu tak

dlouho, az ¢asteény soucet presdhne hodnotu 1, resp. klesne pod hodnotu —1. O

V télese plati kromé komutativnich zakonu i distributivni zakony, a tedy soucin dvou ko-
necnych souctu

(a1 +an+---Fan)(by+ba+ -+ by)

1ze ziskat jako soucet Cisel a;b;, kde probereme v libovolném potradi vSechny kombinace indexu ¢

a j. Po zkuSenosti s prerovnavanim rady uz musime byt pfi nasobeni nekone¢nych souctu opatrni.

Definice 1.33. Necht 3% a, a 3% b, jsou ¢iselné fady a ¢ : N x N — N necht je bijekce.
Pro kazdé n € N polozme ¢, = a;bj, kde n = ¢(4,j). Pak fadu :3 ¢, nazyvame soudinem

% +oo +oo
fad ) " an a )y 2 by.
Poznamka 1.34. Pro soucin fad se pouziva znaceni
E aibj s
1,jEN

které ale nepostihuje zvolenou bijekci ¢, tedy nepostihuje poradi s¢itani v fadé. To ale nevadi
v piipadé, Ze soucin dvou fad je absolutné konvergentni radou. V té, jak vime, na potradi ¢lenu

nezalezi.

Véta 1.35. Necht Z:{i‘i an @ Z:ﬁ b, jsou absolutné konvergentni tady. Pak jejich libovolny

soucin je taky absoluiné konvergentni fada a pro jeji soucet plati

+o0o +oo
Z aibj = (Z an> (Z bn> .
1,JEN n=1 n=1

Ditkaz. M&jme bijekei ¢ : Nx N — N. Cislo 4,, necht oznacuje prvni slozku dvojice ¢~ 1(n) a ¢islo

jn druhou slozku dvojice ¢~1(n), tj. ¢(in, jn) = n.

Polozme k,, := max{iy,ia,...,in,J1,7J2,--,Jn} Pak
n kn kn 400 +o00
D lend < (3 baud ) (D010l < (3 Il ) (32 1ol )
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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To znamena, ze rada :{i’i |cn| m& omezené Casteéné soucty. Proto je :{3 ¢, absolutné kon-

vergentni. Soucet absolutné konvergentni fady lze ziskat z libovolného pferovnani a libovolného

uzavorkovani fady. Oznacme
My, = {(i,5) € N*|i < k,j <k, (k — i)(k - j) = 0}.

Ziejmé
UMk:NQ a MyNM,=0, kdyz k #¢.
keN

Soucet Tfady lze tedy ziskat takto:
n n

+oo n
Y= tim 30 30 ey =t (3 (k).
n=1

k=1 (i,j)€M i=1 j=1

Definice 1.36. Necht 37> a,, a 32123 b, jsou &iselné fady. Radu
+o0o n—1
S (S a)
n=2 k=1

nazyvame sou¢inovou fadou fad 1% a, a 31 b,

Poznamka 1.37. Soucinova fada je uzévorkovanim jednoho konkrétniho soucinu dvou fad.

Proto muzeme rovnou vyslovit dusledek pfedchozi véty.

Disledek 1.38. Pro absolutné konvergentni fady /> an a S22 by, plati

(o) () = 5 (S ).

ZaCina-li indexovani ¢lenu fad od jiného indexu nez jedna, napf. od nuly, musime piislusné

upravit i indexovéni sou¢inové fady. Protoze

+o0o +oo +o0 +o0o
5 ap = 5 ap—1 a § bn = 5 bn—l ’
n=0 n=1 n=0 n=1

plati pro absolutné konvergentni fady
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Komplexni mocnina: Uvazujme dvé absolutné konvergentni fady

+0o o +oo Bn

E — a E —, a,peC.
n.: n:

n=0 n=0

Urceme n-ty ¢len jejich soucinové rady

- k ok 1” n k gn—k 1 n
Zakbn’“ Zk' Rl w2 k)T et A

7 dusledku tedy plyne

n

e -x

+oo g™

n—0 77 = €* pro kazdé

To nés ale neprekvapuje. Z kapitoly o Taylorové rozvoji uz vime, ze

realné x, a tedy jsme dokazali tvrzeni

e .ef = e th, (1.9)

2 L3 2z 2 ~ L3 2z L3 2 . v v n .
které je pro realné exponenty ziejmé z definice obecné mocniny. Fakt, Ze fada ST 27 je kon-
’ n=0 n!

vergentni pro kazdé komplexni z, naim umoznuje definovat komplexn{ mocninu predpisem

+oco  n

z
:Z— pro z€C
n!

n=0

Ukézali jsme tedy platnost vztahu (1.9) pro kazdé komplexni o a . Koneéné muzeme psat

0 '2n¢2n +oo Z'2n+1¢2n+1

; +oo iB)" + i
€¢=Z(n1) :nz_:O (2n)! +,§ 2n+ 1)

n=0

2n +O° 2n+1
:Z( ¢ 4 Z @n fl = cos ¢ + isin ¢

n=0

a odvodit tak vztah

e =cos¢p+ising pro kazdé ¢ € R

uzite¢ny ve fyzice, v elektrotechnice a pod.
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Kapitola 2
Riemanntv integral

2.1 Horni a dolni integralni souc¢ty funkce

Definice 2.1. Je dan interval (a,b). Koneénou mnozinu o = {xzg,z1,...,x,} takovou, 7e a =
zo < 1 < ... <z, = bnazyvame rozdélenim intervalu (a, b). Bodim z prok = 1,2,...,n—1
fikdme délici body intervalu (a,b); intervalu (xp_1,xy) Fikime Castecny interval intervalu (a, b)

pri rozdéleni o.

Umluva: Necht T je zobrazeni a necht B je podmnozina jeho defini¢niho oboru. Kvili zkraceni

zapisu budeme pro supremum resp. infimum mnoziny 7' (B) = {T'(z)|x € B} pouzivat zapis

supT'(z) a i%f T(z). V pfipadé, Ze zminénd mnoZina ma maximum nebo minimum, budeme jej
B

zapisovat max T(z) resp. mBin T(z).
Definice 2.2. Necht 0 = {zg,z1,...,2,} s body a = 29 < 21 < -+ < z, = b je rozdélenim

intervalu (a,b). Oznaéme Ay = xj, — x_1 pro kazdé k € {1,2,...,n} = a. Cislo v(o) = max Ay
n

nazyvame normou rozdéleni o.

Piiklad 2.3. Rozdéleni intervalu (a, b)

on={a,a+ A a+2A,...,a+ (n—1)Aa+nA =0}, kde A=229

n

mé vSechny vzdalenosti mezi délicimi body stejné. Proto se mu fika ekvidistantni. Jeho normou

jev(op) = b_T“.

Definice 2.4. Necht o a ¢’ jsou rozdéleni intervalu (a,b), pficemz o C o’. Pak ¢’ nazyvame

zjemnénim rozdéleni o.

Poznamka 2.5. 1) KdyZ ¢’ je zjemnénim o, pak pro normy plati nerovnost v(o) > v(o’).
2) Kdyz o1 a o9 jsou dvé rozdéleni intervalu (a, b), pak o1 Uos je spoleénym zjemnénim rozdéleni

g1 i ag9.
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Definice 2.6. Necht funkce f je omezena na (a,b) a necht o = {zg,x1,...,2,} s body a =

xg < a1 < -+ <, = b je rozdélenim intervalu (a, b). Oznaéme

M; = sup f(z) a m;= inf f(z)

(®i—1,4) (zi—1,24)

pro kazdé i =1,2,...,n. Pak
n n
S(O’):ZMZAZ a 8(0’) :ZmlAl
=1 =1

nazyvame hornim, resp. dolnim, sou¢tem funkce f pii rozdéleni o.

Spravné bychom méli v zépisu horniho a dolniho souctu vyznacovat k jaké funkci a k ja-
kému intervalu se soucty vztahuji. Zapis by v8ak byl nepfehledny. Vyznaceni funkce S¢(o) resp.
intervalu Sy, p (o) budeme uzivat pouze v pripadé, kdy budeme pracovat na stejném intervalu s

vice funkcemi, resp. s jednou funkci na vice intervalech.

Véta 2.7. Necht funkce f je omezend na intervalu {(a,b). Pak pro kaZdé rozdéleni o intervalu
(a,b) plati s(o) < S(o). Navic je mnoZina {s(o)|o je rozdéleni intervalu {(a,b)} dolnich soucti

a mnozina {S(c)| o je rozdéleni intervalu {(a,b)} hornich soucti omezena.

Diikaz. Oznacme M = sup f(z) am = inf f(z). Z definice ¢isel M, m, M;, m; plyne m < m; <

(a,b) (a,b)
M; < M prokazdéi=1,2,...,n. Vynasobenim téchto nerovnosti kladnym A, a s¢itanim pres
1 =1,2,...,n dostaneme
n n n n
mY A <Y mid; <Y MA; < MY A
i=1 i=1 i=1 i=1

n

Protoze > A; = b—a, lze pfedchozi nerovnosti piepsat m(b—a) < s(o) < S(o) < M(b—a). Tedy

i=1
mnoziny dolnich i hornich sou¢ti jsou shora omezeny konstantou M (b — a) a zdola konstantou
m(b— a). O

Lemma 2.8. Necht f je funkce omezend na intervalu (a,b) a necht o je rozdélent intervalu (a,b)
a o’ jeho zjemnéni. Pak

s(o) < s(0’) < S(0) < S(o).

Diikaz. Nejdiive uvazujme zjemnéni o/ = o U {c} pro ¢ ¢ o = {xg,x1,..., 2y}, tedy pivodni
rozdéleni zjemnime pfidanim jediného bodu. Necht ¢ lezi v i-tém ¢aste¢ném intervalu (x;_1, x;).

Plati



= S(o) — (z; — c)( sup f(z)— sup f(:n)) - (c—zi,1)< sup f(z)— sup f(a:)) .

(wi_1,7i) (c,24) (@i—1,24) (Ti—1,0)

Vyrazy ve svorkach jsou ziejmé nezaporné. Proto S(o’) dostaneme z S(o) po odecteni dvou
nezapornych ¢isel. Tedy S(o) > S(o”).

Zatim jsme uvazovali pouze zjemnéni, ktera vznikla z ptivodniho ¢ pfidanim jediného bodu.
Libovolné zjemnén{ lze vytvorit z ptivodniho opakovanym piidavanim po jednom bodu. Po kaz-
dém piidani bodu je horni soucet nového rozdéleni mensi nebo roven predchozimu.

Dtikaz nerovnosti pro dolni soucty je analogicky. O

Véta 2.9. Necht f je funkce omezend na (a,b) a necht o1 a o2 jsou dvé rozdélent intervalu (a,b).
Pak
s(o1) < S(o2).

Diikaz. Jelikoz o1 U o2 je spoleénym zjemnénim obou rozdéleni, plyne z lemmatu 2.8
s(o1) < s(o1Uog) < S(o1Uoz) < S(o2).

O

Budou néas zajimat mnoziny vSech hornich a vSech dolnich sou¢tt funkce f. Uz jsme ukazali, Ze
obé tyto mnoziny jsou omezené zdola zéavorou m(b — a) a shora zavorou M (b — a). Téchto zavor

se pii volbé nejhrubsiho rozdéleni o = {a, b} nabyva, t.j.,
M(b—a) = max{S(c)|o je rozdéleni (a, b)} a  m(b—a) =min{s(o)|o je rozdéleni (a,b)}.

Motivaci ke zkouméani hornich sou¢ti S(o) byl horni odhad plochy ohranicené funkei a osou x.
Proto je daleko dulezitéjsi k mnoziné hornich sou¢tt najit jeji infimum. Analogicky pro dolni

soucty.

Definice 2.10. Necht f je omezena na (a,b). Infimum mnoZiny hornich sou¢tu a supremum
mnoziny dolnich sou¢tu nazyvame hornim, resp. dolnim integralnim soucétem funkce f a

znacime

b b
/ f =inf{S(0)|o je rozdéleni (a,b)}, resp. / f =sup{s(o)|o je rozdéleni (a,b)}.

Lemma 2.11. Necht f je funkce omezend na intervalu {a,b). Pak existuje posloupnost (op)neN

rozdélent intervalu (a,b) takovd, Ze

JL%S(%):/;JC 0 nlggos(gn):/abf.
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Je-li (o)) nen posloupnost takovd, Ze ol je ziemnénim rozdélent o, pro kaZdé n € N, pak také
plat?
b b
li ') = li ') = .
Jim_S(oy,) /a foooa o lim s(oy) /a f

Diikaz. Podle definice fab f=inf{S(0) | o je rozdéleni (a,b)}.Z druhé vlastnosti infima plyne, Ze
pro kazdé n € N najdeme rozdéleni intervalu (a, b) - oznacime jej 7, - takové, ze S(5,,) < ff f —I—% )
Analogicky pro fab f =sup{s(o) | o je rozdéleni (a,b)} vyuzijeme druhou vlastnost suprema a
ke kazdému n € N nalezneme rozdéleni o}, tak, aby fab f— 2% < s(o7). Polozme o, = 6, Ua},.
Jelikoz oy, je zjemnénim &, a zaroven je o, ze znéni lemmatu zjemnénim o,,, Lemma 2.8 a prvni

vlastnost infima zarucuje

b b
[ s <se<s@)< [ 14

Véta o limité seviené posloupnosti implikuje fab f = lim S(o,) = lim S(o),). Obdobnou argu-
mentaci lze vyuzit i pro dolni soucty. O
Véta 2.12. Pro funkci f omezenou na {(a,b) plati
b b

[r=<][r

a a
Diikaz. Podle lemmatu 2.11 existuje posloupnost (o,) takova, ze lim S(o,) = fagf a

n—oo

li_}m s(op) = f; f. Podle véty 2.7 pro kazdé n € N plati s(oy,) < S(0y,). Z véty o nerovnos-
n—oo -

tech pro limity posloupnosti uz plyne dokazované tvrzeni. O

2.2 Urcity integral: Cauchyova-Riemannova definice

Definice uré¢itého integralu®, kterou uvedeme, je spojena se jmény Riemanna a Cauchyho.

Definice 2.13. Necht f je funkce omezena na (a,b). Je-li f;f = faéf, fikdme, Ze f ma v in-
tervalu (a,b) Riemannuv integral. Spole¢nou hodnotu dolniho a horniho integralniho souc¢tu

znacime fff nebo fab f(z)dz. O funkci f fikame, Ze je integrovatelna v (a,b).

I Diferencialni a integralni po¢et vybudovali nezavisle Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz. Do ucelené
teorie zahrnuli vSechny roztfisténé, izolované objevy svych predchidci. Oba pracovali s pojmem nekoneéné malé
veli¢iny. I kdyz méli jisté pochybnosti o aktualni existenci nekone¢né malych veli¢in, praktické vypocty, které
bylo moZné na jejich zakladé provadét, pochybnosti rozptylily. V dnesni dobé s takovymi vypoCty zachazime
opatrnéji, pracujeme s pojmy upfesnénymi pomoci limity a nikoliv s infinitezimélnimi veli¢inami. Poznamenejme,
7e soucasné matematika se k postupum préce s infinitezimalnimi veli¢inami vratila v rdmci formalng vybudované
nestandardni analyzy.
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Piiklad 2.14. Funkce konstantni na intervalu (a,b) ma pro kazdé rozdéleni o stejny horni i
dolni soucet s(o) = S(o) = ¢- (b — a). Proto se horni i dolni integralni soucet shoduje a plati

fabc:c-(b—a).

Priklad 2.15. Funkce Dirichletova ma sup f(z) = 1 a i1[17f f(z) = 0 na kazdém intervalu
J
J = {(a,b). Proto s(6) =0-(b—a) a S(c)=1-(b—a). Z toho plyne

b b b
/ f=0, / f=b—a, a proto / f neexistuje.
a a a

Véta 2.16. (Newtonova formule) Necht existuje f: f, kde a,b € R,a < b a nechl existuje
funkce F takovd, Ze

1) F je spojitd na (a,b);

2) F'(z) = f(z) pro kazdé z € (a,b).

Pak plati
b
[ =F0-F@ 2 F@
a
Diikaz. Uvazujme rozdéleni o = {zg,x1,...,2,}, kde a = 29 < 1 < -+ < x,, = b. PouZijeme-li
Lagrangeovu vétu o piirastku funkce F' na intervalech (x;_1,x;) postupné pro i = 1,2,...,n,

dostaneme F(z;) — F(x;—1) = F'(&)(xi — xi—1) = f(&)As, kde & € (x-1,2;). ZFejmé plati
nerovnosti

m; = inf f(z) < f(&) < sup f(z)=M;

(@i_1,x4) (@i_1,24)
Proto

s(0) =) miAi <> f(&)A =) (Flai) — Flzio1)) <Y MA; = S(0).
i=1 i=1 =1

i=1

Jelikoz 31" (F(x;) — F(wi—1)) = F(b) — F(a), pro libovolné rozdéleni o plati
s(o) < F(b) — F(a) < S(0).

Cislo F (b) — F(a) je dolni zéavorou mnoziny hornich sou¢td, a proto je mensi nez jeji infimum,

tj. F(b) — F(a) < fabf. Soucasné je F(b) — F(a) horni zavorou mnoziny dolnich soucti, a tedy
b

F(b) — F(a) > fg I

A7 v zavéru ditkazu vyuzijeme predpoklad existence integralu, tj.

/abf:/abeF(b)—F(a)S/abfZ/abf a odtud F(b)—F(a):/abf.
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Poznamka 2.17. Predpoklad existence f; f v Newtonové formuli je duilezity. V roce 1881 V. Vol-
terra? sestrojil piiklad funkce F spojité na (a,b), kterda ma omezenou derivaci F’, ale F’ neni
funkce integrovatelna na (a, b). Neuvedeme zadny piiklad takovéto funkce, protoZze pro vsechny

znamé funkce s touto vlastnosti je dikaz neexistence integralu zdlouhavy.

Véta 2.18. Necht f je funkce omezend na intervalu (a,b). Pak f:f existuje pravé tehdy, kdyz
existuje posloupnost (op)nen rozdélent intervalu (a,b) takovd Ze lim S(oy,) = lim s(oy,).
n—o0 n—oo

V kladném pripadé f(ff = ILm S(op) = li_)m s(on).

Diikaz. Implikace (=) plyne z lemmatu 2.11.
Implikace (<) je diisledkem nerovnosti s(o) < f; f< fab f < 5(0), ktera plati pro libovolné
rozdéleni o, tedy specialné i pro ¢leny posloupnosti (o,,) a také dusledkem véty o limité seviené

posloupnosti. 0
Lemma 2.19. Necht f je funkce omezend na intervalu {a,b) a (on)nen necht je posloupnost
rozdélni intervalu {(a,b).

lim (S(an) - S(O‘n)) =0 = lim S(oy,) = nh_)rrolo s(on).

n—o0 n—oo

Diikaz. Protoze mnoziny hornich i dolnich souctii jsou omezené, limity lim S(o,) a lim s(oy,)
n—oo n—oo

- pokud exituji - jsou nutné konecné. Implikace (<) je tudiz ziejma.

K ditkazu implikace (=) stac¢i ukazat, ze z faktu li_)m (S (on) — s(an)) = 0 plyne existence

n (o.]
h_)m S(oy). Predpokladejme pro spor, Ze limita neexistuje. Lze tedy vybrat dvé podposloupnosti
n o
(ok,) a (on,) tak, ze lim S(og,) = €1 < o = lim S(op,). Z platnosti levé strany dokazované
n—oo n—o0
implikace plyne pro dolni soucty li_>m s(op,) = La.
n oo
Podle véty 2.9, je S(ok,) > s(on,) pro kazdé n € N, a pfitom lim S(oy,) < lim s(op,),
n—oo n—oo

coz je kyzeny spor. O
Véta 2.20. (nutna a postacujici podminka existence integralu) Necht f je funkce ome-

zend na intervalu {(a,b). Pak
b
/ [ existuje < (Ve >0)(3 rozdéleni o intervalu (a,b)) (S(U) —s(o) < E) .
Diikaz. Véta je pfimym dutsledkem ekvivalenci ve vété 2.18 a v predchozim lemmatu. O

I kdyZz mame nutnou a postacujici podminku existence integralu, jeji tvar neni Sikovny pro

ovérovani. Je vSak velice uzite¢ny pro ditkaz existence f; f u funkeci spojitych nebo monotonnich.

Véta 2.21. Funkce f spojitda na (a,b) md v tomto intervalu integrdl fabf

2Vitto Volterra (1860 - 1940), italsky matematik, proslavil se vysledky v oblasti integralnich rovnic
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Diikaz. Podle Cantorovy véty je funkce spojitd na uzavieném intervalu spojita stejnomeérné, tj.
(Ve > 0)(36 > 0)(Va, 2’ € (a,b))(|lz — 2| < § = |f(z) — f(a)| < &).

Uvazujme libovolné kladné € a polozme & = ¢/(b—a). Ke kladnému 9, které ziskame k £ v de-
finici stejnomérné spojitosti, sestrojime rozdéleni o = {xzg, z1,...,x,} intervalu (a,b) tak, aby
jeho norma byla mensi nez §. ProtoZze funkce spojitd na uzavieném intervalu nabyva na tomto
intervalu svého suprema i infima, existuji pro kazdé i = 1,2,...,n &isla &, n; € (x;—1, ;) takova,

ze m; = f(&) a M; = f(n;). Tedy zfejmé |n; — &;| < A; < §. Proto

0<S(0) —s(o) => (M —mi)Ai =Y (f(m) = f(&))Ai <ED Ay =&(b—a) =¢.
=1 =1 i=1
To uz podle véty 2.20 znamené existenci f: f. O

Piiklad 2.22. Vypocitejme /2 dz pomoci Newtonovy formule. Existence integralu
y jme [,

1
1+cos2 z
je zarucena spojitosti integrované funkce. Nejdiive nalezneme primitivni funkci.

1 1 1 1
———dr = — dz = 5= dz =
1+ cos?zx sin“ x + 2cos? x cos?zr 2+ tg’x

a po substituci tg x = ¢ pokracujeme

1 1 1 1 tg =
= —=dt== / —— dt = arctg — = —= arctg — =: F(z)
/ 2+ 2 2 14 (\%)2 \[ f \[ \/~
2

Funkce F' je primitivni funkei na intervalu (0,7/2), ale aby F' byla spojita na (0, 7/2), musime

dodefinovat

F(r/2) = m—l>i7rn/12, F(x) = Wik

7 Newtonovy formule dostaneme

w/2 1
/0 1 4 = Fx/2) - F(0) =

14 cos?z

7
2v/2

Pocitejme urcity integral ze stejné funkce ale v intervalu (0, 7). Primitivni funkci po¢itame stejné.
Zapomeneme-li na pozadavek spojitosti a jenom formalné dosadime horni a dolni mez, dostaneme

F(m) — F(0) = 0, coZ je nemozné pro integral z kladné funkce.
Véta 2.23. Funkce f monotonni v intervalu (a,b) md v tomto intervalu integrdl f:f

Drikaz. Opét ovéiime, Ze je splnéna nutna a postacujici podminka existence integralu. Existenci

integralu pro konstantni funkce jsme jiz ukézali v piikladé 2.14. Proto predpokladejme bez Gjmy
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na obecnosti, Ze f je klesajici funkce a ze f(a) > f(b). Ke kladnému e zkonstruujme rozdéleni o =
{zo,x1,...,z,} intervalu (a, b) tak, aby jeho norma byla mensi nez ¢ := m. V nasledujicim
odhadu vyuzijeme toho, Ze funkce klesajici v uzavieném intervalu nabyva suprema M; v levém

a infima m; v pravém kraji intervalu,

n

0 < 8(0) = s(0) = D (Flain) = fl@) ) A < 8 D (Fain) = fl)) = 3(f(a) = £()) = <.
=1

i=1
Splnéni této podminky uz implikuje existenci f; f. O

Priklad 2.70 v apendixu demonstruje, ze ani spojitost ani monotonie nejsou nutnou pod-
minkou pro existenci integralu. Na druhé strané lze ukazat, Ze funkce f, ktera je integrovatelna
na (a, b), méa nekoneéné mnoho bodu spojitosti. Zajemce najde toto tvrzeni v apendixu jako vétu
2.68.

Ve zbytku podkapitoly predvedememe, jak znalost urc¢itého integralu poskytuje sikovny na-
stroj na vypocet limit posloupnosti. K tomu potiebujeme nasledujici definici.

Definice 2.24. Necht f je funkce omezené na (a,b) a necht o = {xg,x1,...,2,}, kde a = 29 <
xp < -+ < xy = b, je rozdéleni intervalu (a,b). Sumu
n
J(o) = Zf(fZ)AZ, kde & € (zi—1,x;) pro kazdé i € {1,2,...,n},
i=1

nazyvame integralnim souc¢tem funkce f pri rozdéleni o.

Poznamka 2.25. I kdyZ to formalné nevyznacujeme, integralni soucet J (o) zavisi nejenom na
o, ale také na volbé jednotlivych bodu &;. Pro kazdé rozdéleni o plati s(o) < J(o) < S(o0).

Pokud je f spojita na (a,b), pak S(o) a s(o) jsou také integralnimi soucty.

Disledek 2.26. Necht f je funkce spojitd na intervalu (a,b) a (oy,) necht je posloupnost rozdélent

tohoto intervalu s lim v(oy,) = 0. Pak kaZdd posloupnost integralnich soucti (J (an)) md limitu
n—o0
b
fa f

Diikaz. 'V priubéhu dikazu véty 2.21 o existenci ur¢itého integralu ze spojité funkce jsme ukazali
(Ve > 0)(36 > 0)(V rozdéleni o intervalu (a,b) s normou < §)(S(c) — s(0) < ¢)

Fakt, ze lim v(o,) = 0 ekvivalentné piepiseme (Vo > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(v(on) < 9).

n—oo
Spojenim s predchozim vyrokem ziskame

(Ve > 0)(Ino € N)(Vn > no)(S(0y) — s(on) <€), coZznamensd lim (S(O‘n) - s(an)) =0.

n—o0
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To uZ podle véty 2.18 a lemmatu 2.19 implikuje lim S(o,) = lim s(oy,) = fab f. Jelikoz z po-
n—o0 n—oo
znamky 2.25 plyne, ze s(oy,) < J(0n) < S(on), je dokazované tvrzeni dusledkem véty o limité

seviené posloupnosti. O

Piiklad 2.27. Pro libovolné o > 0 plati

1% 41 92% 4. 1 po 1 woﬂrl 1 1
lim = % dx = [ } = .
n—00 nlta 0 0o a+1

Plyne to z pfedchoziho disledku a z faktu, Ze pro funkci f(x) = 2% a pro ekvidistantni rozdéleni
on={L,]i=0,1,...,n} intervalu (0,1) s konstantn{ délkou ¢aste¢nych intervalti z; — ;1 = %

je

19 4+290 4.4 Cn/inel " iy 1
e =) =) =T,
=1 =1

Priklad 2.28. "

. 1 T 1 L |
ﬁﬁﬂﬂp+m:4=hm“%:A1+ﬁm-

K funkei f(x) = ﬁ a ekvidistantnimu rozdéleni o, intervalu (0, 1) je
n

" 1 11
n;i2+n2 =>. = J(on)-

i=1 (%)2 +1n

2.3 Linearita urcitého integralu a aditivita v mezich
Nasledujici technické lemma nam poslouzi k dikazu toho, Ze zobrazeni f > f; f je linearni
funkcional na jistém vektorovém prostoru funkci.

Lemma 2.29. Nechl f a g jsou funkce omezené na intervalu (a,b) a o necht je rozdélent tohoto

intervalu. Pak
1. sp(0) +54(0) < sp1g(0) < Sppg(o) < Sp(0) + Sy(o);
2. saf(0) =asf(o) a Saf(0) = aSs(0), pokud je cislo o > 0;
3. sap(0) = aS¢(0) a Sap(0) = ass(o), pokud je cislo o < 0.

Diikaz. Uvazujme libovolny interval (c,d) C (a,b). Z definice sou¢tu dvou fnkeci a 1. vlastnosti

supréma mnoziny plati

(f+9) (@)= f(x)+g(z) < ?ug flz)+ <sucgg(yc) pro kazdé x € {c,d)

a odtud



Nyni pfedchozi nerovnost odvozenou pro libovolny interval (c,d) aplikujeme na Castetné

intervaly rozdéleni o = {xg,x1,...,z,}. Pak kazdou nerovnost vynasobime kladnym ¢&islem A;
a seCteme pfes vSechny ¢ = 1,2, ..., n. Dostaneme
ZAZ sup (f + g)( ZAl sup f +ZA1 sup g(x) (2.1)
i=1 <xl 17372) 731 17731 i=1 <$z 17mz>
S5+4() $¢(0) S4()

Pro dolni soucty analogicky odvodime s¢(c0) + s¢g(0) < s¢44(0).

Pro libovolnou mnozinu A C R plati sup(aAd) = asup A a inf(ad) = «ainf A, pokud je
a > 0. Obdobné sup(aA) = ainf A a inf(ad) = asup A, pokud je a < 0. Z této jednoduché
vlastnosti suprema a infima mnoziny po vynasobeni ¢islem « uz lze snadno odvodit body 2. a 3.

lemmatu. m

Véta 2.30. (linearita urcitého integrdlu) Nechl f a g jsou funkce omezené na intervalu (a,b) a

a € R. Pokud existuji f: fa f; g, pak existuji také fab(f +9) a f:(af). Navic plati

/ab<f+g>:/abf+/abg a /ab(af)=a/abf-

Diikaz. Protoze integraly z funkce f a z funkce g existuji, podle lemmatu 2.11 nalezneme dvé

posloupnosti rozdéleni (O’»Sll))neN a (0,(12))%1\] s vlastnosti

b
/ [ = lim S¢(oy, (1Y = lim s(o o) a / g = lim Sy(o @)y = lim sq(0 c@y. (22)

n—oo n—oo n—oo n—oo

Definujme o, = O'% 'y 0'7(1 ) pro kazdé n € N. Dosadme o,, do nerovnosti lemmatu 2.29.

sf(on) + sg(on) < spig(on) < Spiglon) < Sy(om) + Sg(on) (2.3)

(1) (2)

JelikoZz o, je zjemnénim rozdé€lni oy, ' a také oy, ’, druhé ¢ast lemmatu 2.11 implikuje, Ze vyraz

sf(on) + sg(on) a vyraz Sg(oy,) + Sy(0n) maji stejnou limitu, totiz fabf + f;g. Vétu o limité

seviené posloupnosti aplikujeme na nerovnost (2.3) a dostaneme

h_>m Sfiglon) = hm Sf+g on) / f+/

To uz podle véty 2.18 znamen4, Ze integral f;(f + g) existuje a je roven ff f+ fabg.
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Uvazujme rozdéleni (aél))neN uvedené vyse a a € R. Ze vztahu vztahu (2.2) a lemmatu 2.29

plyne
’ (1) (1) (1) (1)
a/a f= nh_)rgoan(Un )= nh_)raloasjc(an ):nlggoSaf(an )= nh_)f{.losaf(an ).
Véta 2.18 uz vynucuje existenci f:(af) a jeho hodnotu o ff f. O

Véta 2.31. (aditivita v mezich integrdlu) Necht —oo < a < ¢ < b < +o00. Je-li f integrovatelnd
v intervalech (a,c) a (c,b), pak f je integrovatelnd i v intervalu {(a,b) a plati fac f+ fcbf = f; I

Diikaz. Podle véty 2.18 najdeme posloupnost (07(11)) rozdéleni intervalu (a, ¢) a posloupnost (0,(12))

rozdéleni intervalu (c, b) takové, ze

c b
/ f= nh—>H<;lo S(a,c} (07(11)) = nh—>nolo S{a,c) (07(11)) a f= nll_>rgo S(c,b) (0-7(12)) = nh—>nolo S{c,b) (07(12))
(2.4)

a Cc

Polozme o, = cr,(@l) U 022) pro kazdé n € N. Pro toto rozdéleni intervalu (a, b) plati

Stapy(0n) = Staey (@) + Sy (0F)  a st (0n) = (a0 (@) + 5 (@)

Vztah (2.4) a véta o limité sou¢tu dvou posloupnosti implikuji, Ze pro posloupnost (o,,) rozdéleni

intervalu (a, b) plati

c b
lim S(a,b)(an) —/ f —‘r/ f= nlgglo 3(a,b)<an)-

n—oo

Véta 2.18 uz zarucuje existenci integralu f: f a jeho hodnotu fac f+ fcb f- O

Poznamka 2.32. 7Z existence f;( f+g) neplyne existence ff fa f: g. Staci uvazovat Dirichletovu
funkci f a polozit g = —f.

Poznamka 2.33. Zmeéna hodnoty funkce v koneéném poc¢tu bodt nezméni existenci ani pii-
padnou hodnotu integralu. Staci to dokézat pro situaci, kdy zménime funkci v jednom bodé.

Necht f a g jsou funkce omezené na intervalu (a,b), pficemz g(x) = f(x) pro kazdé
z € (a,b)— {7}, kde v € (a,b). Pak pro libovolny podinterval (c, d) intervalu (a, b) pfi oznaceni
A =sup{f(x)|x € (c,d),xr # v} zfejmé plati

sup f = max{A, f(v)} a supg=max{A,g(y)} aodtud [|supf—supg|<|f(v)—g(7)l
(c,d) (c,d) (c,d) (c,d)

Proto pro libovolné rozdéleni o intervalu (a, b) je

1S¢(0) = Sg(0)| < v(o).|f(v) —9(7)I- (2.5)
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Podle lemmatu 2.11 najdeme posloupnost (o,,) rozdéleni tak, Ze fag f= li_>m S¢(om). Pro
n—oo
kazdé n € N definujeme zjemnéni o) = 0, Uy, kde 7, je ekvidistantni rozdéleni intervalu (a, b),
viz piiklad 2.3. Druhé ¢ast lemmatu 2.11 implikuje faé f = lim S¢(0}). Dosadime-li do vztahu
n—oo
(2.5) postupné ¢leny posloupnosti rozdéleni (7)), pro jejiz normu plati lim v(o}) = 0, odvodime
n— o0
. *\ . * . . ~ b _ . *\ . * ~

nlg]go St(oy) = nlg]g(g Sg(o7). Analogicky odvodime, ze fg f b— nlgrolo s¢(or) = nl;rgo sq(07). Z ety
2.18 uz plyne, ze [ f existuje pravé tehdy, kdyz existuje [/g.
Poznamka 2.34. Nechf f je na intervalu (a,b) spojitd az na koneény pocet skoku. Pak
integral f; existuje.

Zduvodnéme si tento fakt: feknéme, Ze cq,c,...,ck, kde a < 1 < g < ... < ¢ < b jsou
body skokud funkce f. Integral fcclil f existuje, protoze zménou funkéni hodnoty f nanejvys v
bodech ¢;—1 a ¢; 1ze ziskat funkci spojitou, a tedy integrovatelnou na (c;—1,¢;). Zména funkéni
hodnoty funkce ve dvou bodech neovlivni ani existenci ani hodnotu integralu. Stejna tvaha plati
i pro integraly facl fa fcl; f- Vyuzijeme opakované aditivity integralu v mezich a dostaneme, Ze

existuje integral f: f a plati

[o=foeles [

2.4 Nerovnosti v urc¢itém integralu
Véta 2.35. (o nerovnostech v integralu) Necht funkce f a g jsou integrovatelné v intervalu
(a,b)y a necht f(x) < g(x) pro kaZdé x € {(a,b). Pak f;f < f;g.

Diikaz.  Uvazujme funkci h integrovatelnou a nezépornou na intervalu (a,b). Pro jeji infimum
m na tomto intervalu plati m > 0. ProtoZe pro kazdé rozdéleni o intervalu (a,b) je dolni soucet
s(o) > m(b—a) > 0, je nutné i f;h > 0.

7 predpokladt véty a z linearity integralu plyne, Zze funkce h := f — g je integrovatelna a

nezaporna. Proto 0 < f:(f —9) = fabf - fabg' -

Je-li funkce f ostfe véts'1 nez funkce g na (a,b), pak stra nerovnost plati i mezi hodnotami

integrall, viz véta 2.71 v appendixu.

Véta 2.36. Necht f je integrovatelnd v (a,b). Pak |f| je integrovatelnd v {(a,b) a plati

\/abf\ < /ablf-

Diikaz. Stagi si uvédomit, ze pro kazdou funkci omezenou na (c, d) plati

sup | f| — inf |f| <sup f — inf f . 2.6
(c,d)| | <c,d>| | (c,d) (c,d) (2:6)
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Dukaz této nerovnosti je jednoduchy pro funkci nezdpornou na celém (c, d). Tam je totiz sup | f| =
sup f a inf |f| = inf f, a proto jde v (2.6) o rovnost. Pro funkci nekladnou na celéem (c,d), je
sup |f| = —inf f ainf|f| = —sup f, a také v (2.6) plati rovnost. Zbyva diskutovat funkci f, ktera
na (c,d) nabyva jak kladnych tak zapornych hodnot. Pro néasledujici odhad vyuzijeme toho, ze

inf | f| > 0, —inf f > 0 a toho, Ze maximum ze dvou kladnych &isel je mensi nez jejich soucet:

sup |f| — inf |f| < sup |f| = max{sup f,— inf f} < sup f — inf f.
(c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d) (c,d)

Pravé dokazana nerovnost (2.6) implikuje pro kazdé rozdéleni o intervalu (a, b)

Sm(a) - sm(a) < S¢(0) — s5(0). (2.7)
Existenci ff f lze ekvivalentné piepsat

(Ve > 0) (o) (Sf(a) —s¢(0) < 5).

To spolu s (2.7) znamend, ze funkce |f| spliuje na (a,b) nutnou a postacujici podminku pro

existenci integralu. Proto f; |f| existuje.

Nerovnosti |f| > f a |f| > —f implikuji podle véty o nerovnostech v integralech, ze

LA [0 F o [1F1 = = [0 F. To dava [ 1f1 > [ £). m

2.5 Integral jako funkce horni meze

Zacneme tuto kapitolu doplitkem k definici uréitého integralu. Z technickych diavodi je vyhodné,

kdyz nemusime hlidat, zda horni mez v urcitém integréalu je skutecné vétsi nez dolni.

Definice 2.37. Pokud a € Dy, klademe faa f = 0. Pokud je funkce f integrovatelna v intervalu
(a,b), definujeme [* f = — f; f.

Ukézeme, Ze i pii této mirné zobecnéné definici integralu plati véta o aditivité v mezich.

Nejdrive v8ak technické lemma.

Lemma 2.38. Nechl —c0 < a < ¢ < d < b < +oo. Jeli f integrovatelnd v (a,b), pak f je

integrovatelnd i v {c,d).

Diikaz. 7 existence f(f f plyne existence posloupnosti rozdéleni (o,,) intervalu (a, b) s vlastnosti
lim S (0n) = lim s, (0n). Nejditve vytvoiime o}, = 0, U {c,d}, coz je jemnéjsi rozdéleni
n—00 ’ n—00 ’

intervalu (a,b) a k nému predpisem &, = o N (¢,d) definujeme rozdéleni intervalu (c,d). Po-

znamenejme, zZe body c¢,d jsme museli pfidat k vychozimu rozdélni o,, aby rozdéleni intervalu
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(¢, d) tyto body obsahovalo. Protoze o je zjemnénim rozdéleni o,, a vSechny ¢astecné intervaly

rozdéleni &, jsou obsazeny v rozdéleni o, plati

0< S(c,d) (5n) - S(c,d)(&n) < S(a,b} (0—:) — S(a,b) (0—;:) < S(a,b) (Jn) — S(a,b) (Un)

7 véty o limité seviené posloupnosti dostaneme li_>m <S<c7d> (6n) — s<c,d>(6n)> = 0. Podle véty
n o)

2.18 a lemmatu 2.19 to znamena, Ze fcdf existuje. O

Véta 2.39. Necht a,b,c € R a necht existuji dva z integrdli ff f, facf a fcbf. Pak existuje i
treti integrdl a plati f:f = facf + fcbf.

Dikaz. KdyZ mezi Cisly a, b, ¢ nastane alespoii jedna rovnost, je véta primym dtsledkem toho,
Ze integral se stejnou horni a dolni mezi klademe roven 0. Sta¢i tedy diskutovat 3! = 6 moznosti
usporadani rtznych ¢isel a, b, c. Diskutujme nejdiive ptripad a < b < ¢:

Pokud jeden z dvojice integralii, které podle predpokladu maji existovat, je fac f, pak podle
predchoziho lemmatu a definice 2.37 existuji i zbylé dva integraly. Pokud existuji integrély f; fa
f bc £, plyne z véty 2.31 existence integralu fac f. Tedy v kazdém piipadé z existence dvou integrala
plyne existence vsech tii integalti.

Podle véty 2.31 pro né plati rovnost [ f = fabf + [y f. Odtud f;f =[f=[f=
fac f+ fcb f, jak tvrdi dokazovana véta. Ostatni moZnosti uspoiddani ¢isel a,b, c se diskutuji

podobné. O

Véta 2.40. (integral jako funkce horni meze) Necht f je integrovatelnd na intervalu (a,b).
Funkce F : {a,b) — R definovand predpisem F(x) = faxf je spojitd na (a,by. Je-li funkce f

spojitd v bodé zg € (a,b), je funkce F diferencovatelnd v xg a plati F'(xo) = f(xg).

Diikaz. Funkce f je omezena na (a,b), existuje tedy K tak, Ze |f(x)] < K pro kazdé x. Pro

odhad rozdilu F(x) — F(xg) vyuZzijeme aditivity v mezich integralu

[o= L7 o=\ o=l <

Kdyz pro dané kladné € polozime 0 = &, bude pro kazdé = € (a, b) platit

|F(x) = F(xo)| =

T
/ K’§K|x—$0 .
o

|z —xo| < 6 = |F(z) — F(zo)| < €.

To znamené, ze F' je spojitd v bodé xg, jak jsme méli ukazat.

V dikaz dal3i ¢asti tvrzeni pfedpokladame, ze bod zg € (a, b) je bodem spojitosti funkce f.

To 1ze ekvivalentné pfepsat

(Ve > 0)(36 > 0)(Vt € (a,b))( |t —wo| <6 = f(zo) —e < f(t) < flwo) +¢).
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Uvazujme x takové, ze zg < x < xg+ 9. Z véty o nerovnostech v integralech ziskdme horni odhad

Fo) - Flan) = [ f < [ (o) +2) = (o) +2) - (@ — o)

a odhad z druhé strany

F(z) - F(zg) = / rs / (flwo) =€) = (F(a0) — ) - (x — o).

Po tpravé dostaneme

—5<W—f(3:0)<6

Pro x z levého d-okoli bodu zy dostaneme stejny odhad. Celkové

F(z) - F
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € (a,b)) < ‘w - f(:vo)‘ < 5) ,
— T
a to je definice faktu
F(x) - F
tim 2P0 ),
T—T0 Tr — X0
jak jsme chtéli ukazat. O

Protoze f; f= f; f— [ f, obdobné tvrzeni lze samoZzrejmé dokézat i pro funkci s pohyblivou

dolni mezi v integralu. Symbolicky lze psat

([ 1) =rw o </:f>/=—f(a:). .

Nyni muZeme dokazat, jak jsme to slibili v kapitole Primitivni funkce, vétu o existenci

primitivni funkci k funkci spojité.

Dausledek 2.41. Funkce spojitda na otevieném intervalu (a,b) md v tomto intervalu primitivni

funkci.

Diikaz. Zvolme libovolné ale pevné ¢ € (a,b). Spojitost funkce f implikuje existenci ur¢itého
integralu od ¢ do x pro kazdé = € (a,b). Proto lze polozit F(z) := fcx f. Podle predchozi véty je
F'(z0) = f(x0) pro kazdé zq € (a,b). O

2.6 Vypocet urcitého integralu

Véta 2.42. (metoda per partes pro uréity integral) Necht funkce f a g jsou spojité na
(a,b) a diferencovatelné v (a,b). Kdyz existuji integrdly ff flg a ff fq', pak

b b
/ fl(x)g(x) dz = [f(ﬂf)g(ﬂﬁ)]ﬁ—/ f(x)g'(x) dz.
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Diikaz. Piedpoklady véty zarucuji, Ze funkce fg je primitivni funkei k funkei f'g+ fg’ v intervalu
(a,b) a fg je spojita na (a,b). Proto z Newtonovy formule f;(f’g + f¢") = [fg]®. Linearita
integralu uz dokazuje vétu. O
Priklad 2.43.

2

1 1
1 1
/ rarctg x dr = T arctga;} —/ 1dx =
0 2 0o 2/

Poznamka 2.44. Vé&tu lze vyslovit i v jednodussim tvaru, kdy se pozaduje spojitost vSech

N
N

funkci. Ta uz implikuje existenci obou integralu:

Kdyz funkce f,g, f' a g' jsou spojité na (a,b), pak [ f'g = [fgl} — [, fg'

Tato véta ma vSak omezené pouziti. Napf. na vypocet integralu

3
/ arcsin 4 / L dz
0 SU+ 1

pii volbé f(z) = z a g(z) = arcsin,/ 77 ji nelze pouzit, jelikoz funkce ¢'(z) = m je

neomezené na (0,3), a tedy funkei ¢’ nelze udélat spojitou na (0, 3).

Véta 2.45. (substituce v ur¢itém integralu) Necht pro funkce f a ¢ plati
1) ¢ je spojitd na {c, B) a diferencovatelnd v («, 3);

2) f je spojitd na ¢{a, ).
Pak

pokud integrdl nalevo existuje.

Diikaz. Funkce ¢ je spojita, proto ¢(«, 3) je uzavieny interval. Zvolme libovolné bod ¢ € ¢(«, )
a polozme F(x) = fcxf pro z € ¢{a, (). Tato funkce F' je podle véty 2.40 spojita a diferen-
covatelnd na ¢(a, B). Proto slozena funkce F'(¢(t)) je spojita na (e, ) a ma derivaci f(¢(t)).¢'(t)

v intervalu (a, ). Z Newtonovy formule plyne

B o(B) () o(B)
S dt = [F bP_F — F(é(a)) = _ — .
/a Fo0)&) dt = [Fo(1)]° = F(6(8)) — F(é(a) / 7 / I /¢ o

P1i upravach jsme pouzili aditivity integralu v mezich. O
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Piiklad 2.46. Pro vypocet nasledujictho integralu pouZijeme nejdiive substituci = = cost pro

t € (0,7/2) a posléze substituci t = /2 —y pro y € (0,7/2).

1 0 /2
/ V1i—2?2de = / V1—cos?t (—sint) dt = / sin®t dt =
0 /2 0

0 /2 1 w/2 1 w/2
= —/ sin?(7/2—y) dy:/ cos?ydy = = / (Sin2 y+0032y) dy = / 1dy = T
w/2 0 2 0 0 4

2.7 Veéty o stfedni hodnoté integralu

V piipadé, Ze neumime najit primitivni funkci k funkei f, musime se p¥i vypoctu integralu ff f
obratit k néjaké numerické metodé. Casto vsak v aplikacich neni nutné znat presnou hodnotu

integralu a postacuje "rozumny"odhad.

Piiklad 2.47. Uvazujme a > 0 a odhadnéme integral ‘ffa % dx‘.

A tedy

Obecnéjsi navod na odhadovani hodnot integralu nam daji véty o stfedni hodnoté integralu.

Véta 2.48. (1. véta o stfedni hodnot&) Necht funkce f a g omezené na intervalu {(a,b)
magji tyto vlastnosti: funkce f je integrovatelnd a nezdpornd na intervalu {a,b) a soucin fg je

integrovatelny na (a,b). Pak

b b
existuje p € (inf g,sup g) takové, Ze / fg= M/ f.
(a,b) "~ (a,b) a a

Je-li navic funkce g spojitd na {(a,b), pak existuje £ € (a, by takové, Ze p = g(&).

Diikaz.  Oznaéme m infimum a M supremum funkce g na intervalu (a,b). Pak z platnosti

nerovnosti m < g(x) < M pro kazdé x € (a,b) a z toho, ze f(z) > 0 dostaneme
b b b
mia) < gla)f@) < Mf@) = m [ <[ o< [ . (29)

Je-li ff f =0, pak z nerovnosti v (2.9) plyne fab fg = 0.V tomto pripadé lze zvolit p libovolné

z intervalu (m, M).
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Uvazujme ted piipad f: f # 0. To spolu s nezdpornosti f implikuje fab f>0.
Polozme p = fab fg/ fab /. Pak (2.9) po vydéleni kladnym ¢islem fab f dava nerovnost u € (m, M),
jak tvrdi véta. O

Poznamka 2.49. Predchozi véta plati i v pfipadé, kdy predpoklad nezépornosti funkce f je
nahrazen jeji nekladnosti.

Poznamka 2.50. Pii volbé funkce f(x) = 1 pro kazde x € (a, b) véta fika: f;g = p(b—a). Cislo
1 se nazyva stiedni hodnota funkce g. Cislo  vystihuje jakou vysku by mél mit obdélnik nad

intervalem (a, b), aby jeho plocha byla stejna, jako plocha mezi osou x a grafem kladné funkce g.

Véta 2.51. (2. véta o stfedni hodnoté) Necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b) a necht

funkce g je na intervalu {(a,b) monotonni a spojité diferencovatelnd. Pak

b ¢ b
existuje & € (a,b) tak, Ze / fg= g(a)/ f—|—g(b)/€ I

Diikaz. Diferencovatelnost funkce g a jeji monotonie zarucuji, ze g je spojité na (a, b) a g’ nemeéni
na tomto intervalu znaménko. Podle Newtonovy formule f; g = g(b)—g(a). Polozme F(z) = [ f
pro kazdé = € (a,b). Podle vty 2.40 plati, ze F'(x) = f(x) na celém intervalu. Integrujeme per

Lbfgz[Fglﬁ—/ang’- (2.10)

7Z véty o stfedni hodnoté aplikované na funkci F' a nezdpornou, resp. nekladnou, funkci ¢’ dosta-

partes,

neme b b
/ Fg = F() / § = F(€)(g(b) - 9(a)). (2.11)

Dosazenim (2.11) do(2.10) dostaneme

b
/ fg = 9(a)(F(€) — F(a)) + g(b) (F(b) — F(€)) -

To uz je ekvivalentni s tvrzenim véty. O

Poznamka 2.52. 2. vétu o stfedni hodnoté lze vyslovit a dokazat za daleko slabsich predpo-

kladi, nez obsahuje predchozi véta. Ctenare odkazujeme na appendix.

Priklad 2.53. Odhadnéme stejné jako v piikladé 2.47 integral Ufa Sigx dx|, pro a > 0.

Pouzijeme 2. vétu o stfedni hodnoté, kde za f bereme spojitou, a tedy integrovatelnou funkci
f(z) = sinz a za g vezmeme klesajici a spojité diferencovatelnou funkci g(x) = % Dostaneme

odhad

2a
2
/ sinz ‘—’ /smxdx—i—/ smxdm —‘2008@—008{-%008(20) < -,
a
a
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ktery ukazuje, ze hodnota integralu s rostoucim a klesa k 0. To z odhadu | f;a % dx‘ <In2

ziskaného v piikladu (2.47) nelze vy¢ist.

Véta 2.54. (integralni tvar zbytku) Necht pro nezdporné celé ¢islo n, funkci f a bod a plati,
Ze existuje okoli H,, na kterém md funkce f spojitou (n + 1)-ni derivaci. Pak n-ty zbytek R, (z)

v Taylorove vzorci je pro kazdé r € H, roven

R () = % /z(w =" () dr.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme indukei na n.

e Nejdiive uvazujme n = 0. KdyZ méa funkce f na jistém okoli bodu a spojitou prvni derivaci,

= /az f(t) dt

Jelikoz je 0-ty Tayloruv polynom Ty(x) = f(a), dava predchozi vztah rovnost pro zbytek
= / () dt

e Pro indukéni krok predpokadejme, Ze funkce f ma spojitou (n+2)-hou derivaci na okoli H,. To

Newtonova formule iké, Ze

jak jsme méli ukazat.

implikuje, ze také (n + 1)-ni derivace je spojita. Z indukéniho predpokladu a metody per partes

dostaneme R, (z) =

1 T n+1 B T n+1
/ n+1)() dt = — _( ntﬂ f(n+1 (t )L+/ ( nil f(n+2)( t) dt
° N a

(t) u(t) v(t)
Odtud pak

1
(n+1)!

f(”+1)(a)
(n+1)!

Rp(x) = (z —a)" + / m(:z: — )L gy dt

Nyni si stac¢i uvédomit, Ze z definice Taylorova polynomu a zbytku v Taylorové vzorci plyne

f("'H)((L)

1) (x—a)" ™ + Ry ().

Ry(2) = Toqa(z) — To(2) + Roya (@) =

Srovnanim obou vyjadieni pro zbytek R, (z) uz snadno odvodime

1 X
o — ¢ n+1 p(n+2) 1) dt
Ria(@) = oy [ (=000 ar,
jak vyzaduje indukéni krok. Tim je véta dokazéna. O
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Vyuzitim integralniho tvaru zbytku a 1. véty o stfedni hodnoté integrélu, lze snadno odvodit
Lagrangetuv i Cauchyho tvar zbytku. Budeme v8ak navic predpokladat, Ze f ma na jistém okoli

bodu a spojitou (n + 1)-ni derivaci.

Lagrangetv tvar zbytku: Na interval s koncovymi body a a = pouzijme prvni vétu o stfedni
hodnoté, specialné tvar, kde funkce g byla spojita. Roli f(t) hraje funkce (z — )™ a roli
spojité funkce g(t) hraje funkce f("*+1(t). Poznamenejme, 7e pro pevné = € H, funkce
(x—t)™ neméni znaménko na intervalu s koncovymi body a a z. Proto existuje £ v intervalu

s koncovymi body a a x takové, Ze

L g FrD ()
_ = p(n+D) _\n _ _\n+1
Ru(w) = 2 10000 [@ =0y ar= ol @ -,
Cauchyho tvar zbytku: Opét pouZijeme 1. vétu o stfedni hodnoté integfalu. Nyni roli f(¢)

hraje konstantni funkce 1 a roli spojité funkce g(t) hraje funkce (x—t)" f("*+1 (¢). Dostaneme

x (n+1)
Rale) = o (e =0 [1a= T oo g - a)

n! a

2.8 Alikace urcitého integralu

2.8.1 Délka grafu funkce

Predstavme si, ze nasim tkolem je zmérit délku spojité ¢ary namalované na papire. Kdybychom
méli k dispozici rovné pravitko s vyznacenymi milimetrovymi vzdalenostmi, tak bychom si na ¢afe
zvolili dostateény pocet bodu, vzdalenosti sousednich bodd bychom zméfili a tyto vzdalenosti
pak secetli. To, co bychom takto dostali, by bylo o néco kratsi nez skute¢na délka ¢ary, chyba
naseho odhadu délky by zavisela na mnozstvi bodu zvolenych na ¢are. Tato jednoducha myslenka

je schovana za definici délky grafu funkce.

Definice 2.55. Necht f je spojita funkce na intervalu (a,b) a necht o = {zg,x1,...,z,}, kde

a=1xy<x <<, = b, je rozdéleni intervalu (a,b). Cislo

(o) = Z \/(acl — LUZ‘_1)2 + (f(xz) - f(xi—l))Q
=1

nazyvame délka lomené Cary aproximujici graf funkce f pfi rozdéleni o.

Na grafu funkce f jsme tedy v piedchozi definici zvolili n 4 1 bodtvaru (a:i, f (xz)) a vzda-
lenosti dvou sousednich bodu (mi_l, f (a:i_l)) a (xi, f (xz)) jsme vypocetli pomoci Pythagorovy

véty.
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Poznamka 2.56. Z definice ¢(0) a trojuhelnikové nerovnosti je ziejmé, ze
{(0") > ¢(o) pro kazdé zjemnéni o’ rozdéleni o.
Definice 2.57. Necht f je funkce spojita na intervalu (a, b). Pak
L :=sup /(o)
o

nazyvame délkou grafu funkce f na intervalu (a,b). Je-li L < 400, fikadme, ze graf funkce je

rektifikovatelny.

Piiklad 2.58. Zkonstruujeme piiklad nerektifikovatelného grafu funkce. V roviné definujme

body

An:(l,l> a Bn:(%,O) pron € N.

n n

Mnozina bodu sestavajici ze sjednoceni bodu 0 a tsecek
B1Ay, AsBs, B3Ay, AyBs, BsAg,. .., Bon—142n, AonBani1 ...

je grafem spojité funkce f s definiénim oborem (0, 1) a oborem hodnot (0,1/2).
Graf této funkce neni rektifikovatelny. Dokazuje to nasledujici tvaha:

Protoze délky tsefek Box_1Agr a AgipBoky1 jsou v sou¢tu vétsi nez 1/k, je pii rozdéleni

. 1 1 1 1 1 4 P n 1 e o too 1
Op = {0, I ET? 30 TnT2- -1 31 39 1} délka lomené cary £(oy,) > > p_; 1. Jelikoz fada )~ -

diverguje, je L = sup, ¢(0) = +0.

Poznamka 2.59. V piipadé, Ze funkce f mé& na intervalu (a,b) derivaci, lze vyrazy v sumé

definujici délku lomené Gary lze vyjadfit i ve tvaru

\/(xZ — i)’ (fl@) = f@i))” = (@ — 3i1) \/1 + (f(l‘i) ~ f(%fl))z

Tj — Tj—1

a na dpravu zlomku pod odmocninou pouzit Lagrangeovu vétu o prirustku funkce. Pro délku

lomené ¢ary dostaneme

Z A1+ (f/ 77@)) kde n; € (-Tz'—la .Tz) (2.12)

Z tohoto vyjadfeni je vidét, ze je-li navic derivace f’ omezna konstantou K, je

<Z i—2io)V1+ K2 = (b—a)V1+ K2 < 400,

44



a tedy graf dané funkce je rektifikovatelny.

Vé&ta 2.60. Necht funkce f md spojitou derivaci f' na intervalu {(a,b). Pak graf funkce f je
rektifikovatelny a pro jeho délku L plati

Diikaz. 7 vlastnosti supréma najdeme pro kazdé n € N rozdéleni &, takové, ze L > (6,,) > L—%.

Z predpokladt véty plyne existence integralu I = f; g(z) dx, kde g(x) = /1 + (f’(x))z. A tedy
existuje posloupnost (o};) rozdéleni intervalu (a,b) takova, ze lim Sg(o}) =1 = lim s4(0},).
Oznaéme o, =6, U o).
Ze vztahu (2.12) pro rozdéleni o, odvodime s4(0y,) < £(0y,) < Sq¢(0n). Protoze oy, je zjem-

nénim rozdé€leni &, a také zjemnénim rozdéleni o), plati podle pozndmky 2.56 a lemmatu 2.8

L >{(on) > €(Gn) > L~ % a sg(0p) < sg(on) < lon) < Sg(on) < Sy(oy,)

Aplikaci véty o limité seviené posloupnosti ziskdme L = h_)m l(oy) = I, jak jsem chtéli ukazat.
n o
O

Priklad 2.61. Spocitejme délku L té ¢asti paraboly f(z) = z(1 —z), ktera lezi nad osou x, tedy
poc¢itame délku grafu funkce v intervalu (0, 1). Jelikoz f'(x) = 1 — 2z, plati

/\/ (1—22)% dz —{substltuce 2:1:—1—y / V1+y?dy.

VyuZzijeme sudosti funkce y/1 + 32 a aplikujeme metodu per partes

- [ ViR - i /mdy_f /J%l

Z\@—/Olmdy—i-/ dy = v2 — L+/

1
d
V1+y? \/l—i-y2 Y

Z predeslého vztahu vyjadrime L a vyuzijeme faktu, Ze funkce In(y + /1 + y2) je primitivni k

L _ Proto
v 1+y2

funkei

1
vz [ b _ 2 _ 1
L= _1_2/0 mdy_ + 5 [lny—FM} = an(l—i-\@).
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2.8.2 Objem a plast rota¢niho t&lesa

Mé&jme funkei f spojitou na intervalu (a, b). Nechme jeji graf rotovat kolem osy x. Nasim tkolem
bude urcite objem takto vzniklého télesa. Tento tikol umime snadno vyfesit pro konstantni funkci.
Je-li totiz f(z) = ¢ # 0 pro kazdé x € (a, b), pak vzniklé téleso je valec, jehoz zékladna je kruh o

% a vyska vélce je b — a. Objem vélce je Vy = mc?(b — a). Pravé této znalosti vyuZijeme

plose mc
pii odvozeni objemu rota¢niho télesa. Nejdiive si uvédomme, Ze rotaci grafu funkce f a grafu
funkce | f| vznikne stejné rotacni téleso. Ozna¢me M a m maximum resp. minimum funkee |f|

na intervalu (a, b), pak pro objem Vy télesa vzniklého rotaci grafu funkce f ziejmé plati

mm*(b—a) < V; < 7M?*(b—a). (2.13)

Uvazujeme rozdéleni o intervalu (a,b) pomoci bodi a = xg < x1 < -+ < x,, = b a oznacme
M; = max |f(z)] a m; = min |f(z)|. Upevnéme diléi interval (x;_1, ;). Pouzijeme-li (2.13)
pro fugrcfl;élx} na tomto diléimgcizﬂ’cléi:/alu, dostaneme dolni a horni odhad objemu rota¢niho télesa,
které vznikne rotaci grafu funkce s definiénim oborem (x;_1,x;). Se¢tenim objemu pies viechny

dil¢i intervaly dostaneme pro celkovy objem Vy odhad
Zﬂ'm?(ﬂ?z —xi1) < Vp < ZWMZ'Q(%' —xi_1) (2.14)

Viimnéme si, Ze vyraz napravo je horni soucet funkce f? pii rozdéleni o vynasobeny &islem 7 a

analogické tvrzeni plati pro vyraz nalevo. Tento vztah plati pro kazdé rozdéleni o. Proto
msup Sy2(0) < Vy < 7 inf Sp2(0) (2.15)
o g
Jelikoz uvazujeme funkci f spojitou na intervalu (a,b), existuje na tomto intervalu i integral z
funkce f2, a plati f; f? = sup, Sr2(0) = inf, Sp2(0). Odvodili jsme tedy tvrzeni

Véta 2.62. Nechl f je funkce spojitd na intervalu (a, by. Pak objem rotacéniho télesa, které vznikne

rotact grafu funkce f kolem osy x, je Wf; 12

Piiklad 2.63. Rovnice 22 +y? = R? popisuje kruh o poloméru R se st¥edem v pocatku soufadné

soustavy. Jeho rotaci kolem osy x vznikne koule o poloméru R. Kolem osy x rotuje tedy graf

funkce f(z) =V R? — 22 s definiénim oborem (—R, R). Podle pfedchozi véty je

R R
objem koule o poloméru R = 7r/ (R? —2?) dz = W[RQCE - %1:3} = %TFRB.
—R -
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Opét nechame rotovat kolem osy x graf funkce f(z) spojité na intervalu (a,b). Ukolem je

2

spocitat plast vzniklého rotaéniho télesa. Pojem plast nezahrnujeme povrch kruhi 7(f(a))® a

7(f(b))%. Cely povrch rotaéniho télesa ziskdme aZ po piicteni ploch téchto kruhit k plasti. Pro
vypocet plasté nam poslouzi nésledujici véta. Nebudeme ji dokazovat. Vypocet povrchi obecnych

téles (ne pouze rota¢nich) bude totiz obsahem dalsiho kurzu matematické analyzy.

Vé&ta 2.64. Necht funkce f md spojitou derivaci ' na intervalu {(a,b). Pak pldst télesa vzniklého
rotact grafu funkce je P = 27 f; flx)\/1+ (f’(z:))2 dz.

Piiklad 2.65. Cast paraboly f(z) = (1 — z), kde z € (0,1), nechdme rotovat kolem osy x a
spoc¢itame povrch rota¢niho télesa. Protoze f(0) = f(1) = 0, pfedstavuje plast P uz cely povrch

rota¢niho télesa. Podle predchozi véty

P:27r/1x(1—x)\/1+(2x—1)2dx.
0

Vypocet integralu prenechdme ¢tenafi.

2.9 Integralni kritérium konvergence rad

Véta 2.66. Necht f je nezdpornd funkce klesajici na intervalu (1,+00).

n—-+00

Rada Zf(n) konverguje lim / feR
n=1

Diikaz. Funkce f je klesajici na intervalu (k,k + 1), kde £k € N. Tedy existuje integral
f:“ f(z) dz. Takeé existuji integraly z konstantnich funkei kH f(k)dz a ka f(k+1)dz. Pro

kazdé x € (k,k+ 1) plati f(k) > f(x) > f(k+1). Véta o nerovnostech v integralech implikuje

k+1 k+1 k+1
f(k:):/k f(k)de/k f(x)dxz/k f(k+1)dx = f(k+1) prokazdé ke N.

Secteme tyto nerovnosti pro k = 1,2,...,n — 1 a vyuzijeme aditivity integralu v mezich. Pfi

oznaceni s, pro n-ty Casteény soucet fady dostneme

snl—Zf /f( )deZf(k+l):sn—sl.
k=1
Poznamenejme, Ze posloupnosti (sy,) ( fl dx) jsou rostouci a tudiz limity téchto posloup-

nosti existuji. Z predchozi nerovnosti plyne, Ze obé& posloupnsti maji bud soucasné konec¢nou

limitu, nebo obé maji limitu +oc. O
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Priklad 2.67. Zkoumejme konvergenci fady > - ; ( v zévislosti na parametru 5 > 0.

I S
n+1) In® (n+1)

Protoze f(z) = m je klesajici na intervalu (1, +00), staci studovat [;* f(z) dz. Snadno

ovéiime, Ze primitivni funkce k f(z) je

— 1 pokud 1
F(zx) :{ -/’ Tty P che

In(In(z + 1)) pokud g =1

400 pokud 5 <1,
pokud g > 1.

n—-+o0o n—oo

lim / f(z)de = lim F(n) — F(1) :{ X
! B D" 1(2)

Tedy fada konverguje pravé pro 5 > 1. Tento vysledek jsme o¢ekavali, protoZe stejnou Ffadu jsme

zkoumali v pfikladé 1.19.

2.10 Apendix

Vé&ta 2.68. Nechl funkce f je integrovatelnd v intervalu (a, b). Pak funkce f md v (a,b) nekonecné

mnoho bodu spojitosti.

Diikaz. Ukazeme, Ze pro kazdy interval (a,b) a pro kazdou funkci f integrovatelnou na (a,b)
plati, Zze v (a,b) existuje alesponr jeden bod spojitosti f. Tim bude véta dokizéna, protoZe z
existence f: f plyne existence fcd f pro sebemensi interval (¢,d) C (a,b), a v intervalu (c,d)

tedy taky najdeme bod spojitosti funkce f.

Necht existuje ff f- Zvolme libovolné €1 > 0. Z nutné a postacujici podminky pro existenci
integralu plyne, Ze existuje takové rozdéleni o intervalu (a, b), Ze

n

Stap () = Siapy(0) =D _(Mi — mi)As < e1(b — a),
=1

A tedy alesponl na jednom ¢aste¢ném intervalu (z;_1,x;) je rozdil M; — m; suprema a infima
mensi nez €1. Ozna¢me prostiedni tfetinu tohoto intervalu jako (aq, by).
Protoze existuje i f;ll f, avahu opakujeme pro kladné &5 a interval (a1, b1). Zase najdeme rozdélent

o intervalu (a1, b;), kde

n

S<a17b1>(0) - S(al,b1>(0) = Z(Mz - mz)Az < 52(51 — a,l).
=1

A tedy alespon na jednom Gasteéném intervalu je rozdil M; — m; suprema a infima mensi nez e,.

Prostiedni tfetinu tohoto ¢aste¢ného intervalu oznacime (a9, bg). Takto muzeme pokracovat dal.
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Volime-li kladna ¢éisla e, tak, aby lime, = 0, dostdvame posloupnost do sebe vnorenych
intervalu (a,b) D (ai,b1) D (ag,b2) D ..., pfi¢emz rozdil suprema a infima funkce f je na
intervalu (a,, b,) mensi nez ,,. Posloupnost levych kraju (a,,) téchto intervalu tvoii ost¥e rostouct
posloupnost a posloupnost pravych kraju (b,) ostfe klesajici posloupnost, pfi¢emz a,, < b, pro
kazdé n. Proto

c:= lim ay, € (ap,b,) pro kazdé n € N.
n—-+o0o

Ted ukazeme, ze bod ¢ je bodem spojitosti funkce f.

Necht je dano kladné e. Najdeme n tak, aby € > ¢,, a polozime § := min{c— a,, b, —c}. Pak
d-okoli (¢ — d,¢+ d) C (an,by), a proto pro kazdé x z tohoto okoli je rozdil f(z) — f(c) omezen
rozdilem suprema a infima funkce f na intervalu (ay,, b,). Ten je mensi nez ¢, < . To dokazuje

spojitost f v bodé c. O

Poznamka 2.69. Malou obménou predchoziho dilkazu lze dokonce odvodit, Ze mnozina bodu

spojitosti funkce f integrovatelné v (a,b) ma mohutnost kontinua, tj. mohutnost R.

Priiklad 2.70. Pripomenme definici Riemannovy funkce

fz) =

0 pro iracionaln{ x,
1
q

pro =2, p, g nesoudélna cela, ¢ > 1.

q7

Tato funkce je omezena shora ¢islem 1, zdola nulou. Je nespojitd v kazdém racionalnim bodé
x # 0 a spojitd v kazdém iraciondlnim bodé. Uk4Zeme, Ze integral této "hodné" nespojité funkce
existuje.® Pocitame fol f. ProtoZe inf f = 0 na kazdém intervalu, je s(o) = 0 pro kazdé rozdé-
lenf o.

Pro nalezeni horniho integralniho sou¢tu zvolme pfirozené n a popisme body z intervalu (0, 1),

ve kterych je funkéni hodnota vétsi nebo rovna % Jsou to zkracené zlomky x = %, kde
0 < p < q < n, protoze f(%) = % > % Takovych zlomku neni vice nez péaru prirozenych
¢isel spliujicich 0 < p < ¢ < n. Téch je (g) Uvazujme ekvidistantni rozdéleni o, intervalu (0, 1)
na n3 éasteénych intervalki stejné délky A = n% Pak
TL3
Slon)=> MA= > MA+ Y MA <
k=1 k, kde Mj<>t k, kde M;>2

3Riemannuv puvodni piiklad "hodn&"nespojité funkce, ktera presto ma integral, je

kde (z) je funkce periodickd na R s periodou 1, pficemz klademe (z) := x pro = € (—%,%) a (1) := 0. Timto
pifikladem se Riemann dostal daleko za Cauchyovy predstavy o tom, Ze je rozumné integrovat jenom funkce po

Céastech spojité.



< 3 1 1+ n 1 1 1+n71
- n nd 2 n3 n  2n?

7 definice horniho a dolniho integralniho souc¢tu plyne, Ze

b b _
so) =02 [ 1< [ rese)

n n

Aplikace véty o limité seviené posloupnosti dostaneme, ze dolni i horni integrélni soucet méa

stejnou hodnotu 0. Proto fol f=0.

Véta 2.71. Necht funkce f a g jsou integrovatelné v intervalu (a,b) a necht f(z) < g(x) pro
kazdé x € (a,b). Pak f;f < fabg

Diikaz. Tvrzeni véty bude zFejmé, pokud ukaZeme, Ze funkce h, kladna a integrovatelna na (a, b),
mé kladny integral. Zvolme xg € (a,b), ktery je bodem spojitosti funkce h. To lze, protoze

integrovatelna funkce méa dokonce nekoneéné mnoho bodt spojitosti, viz 2.68. Kladnost h(xg) a

spojitost implikuji existenci okoli (zg — d, 29 + ¢), na kterém je h(x) > @. 7Z v&ty 2.35 plyne
xo+90 z0+0
/ ho> / hro) — p(zg)s > 0.
xo—9 zo—0

7 aditivity integralu v mezich ziskime

b )
/h:/ -
a a
>0

x0+6 b

/ h + / h > 0.

zo—9 zo+0

~—_—— ~——
>0 >0

0

Véta 2.72. (2. véta o stfedni hodnoté&, obecnéjsi verze) Necht funkce f je integrovatelné

v intervalu {(a,b) a necht g je monotonni v {(a,b). Pak

b ¢ b
existuje & € (a,b) tak, Ze / fg= g(a)/ f—i—g(b)/S f.

Diikaz. 1) Nejdiive dokdZeme specialni piipad, kdy funkce g je klesajici a g(b) = 0. Za téchto
dodate¢nych podminek mame najit € (a,b) tak, ze fab fg=g(a) ff f.

Kdyz g(a) = 0, pak nutné g(x) = 0 na celém intervalu a tvrzeni plati automaticky. Proto
predpokladejme g(a) > 0.

Definujme

50



Funkce F' je spojita na (a,b), a proto nabyva maxima a minima. Ozna¢me

m=minF a M =maxF .

(a,b) (a,b)
Uvazujme déle rozdéleni o intervalu (a,b), 0 = {xg,x1,...,2,}, pro jehoz body o =
{zo,z1,..., 2y} plati a = 29 < 21 < ... < x, = b. Pripomenme Abelovu sumaci, kterou

pouZzijeme na sumu

o) = ; sfair) [ ;

Abelova sumace Necht (ag)ren a (bg)gen jsou libovolné posloupnosti. Polozme By = Zle b;

pro k=0,1,..., tedy specidlné By = 0. Pak

n n n n—1 n—1
Z aib = Z a; (B Bl 1 = Z aiBi — Z ai+1Bi = aan — Z(aHl — ai)Bi .
=1 =1 =1 =1 =1

Pro apravu G(o) uvazujeme a; = g(z;—1) a b; = fj’_l f,atedy B; = faxl f. Dostaneme

G(0) = glo +Z o) + g(xi1)) Fla).
>0 >0
Proto -
G(o) < Mg(xp-1) +MZ g(z;) + g(zi—1)) = Mg(a).
=1

Podobné odhadneme G(o) zdola a celkové dostaneme
mg(a) < G(o) < Mg(a). (2.16)

Rozdil G(o) a fab fg lze odhadnout pomoci rozdilu hornich a dolnich sou¢tu funkce g, ktera je
podle predpokladu monotonni, a tedy integrovatelna. Vyuzijeme také omezenosti funkce f (tj.

existence K takového, ze |f(x)| < K pro kazdé = € (a,b) ) k odhadu

\G(a)—Lbfg\z\ig<xi_l>/gc - Z/ fg\—lz/ (i)~ (e )da| <

i/:ZU(HZ)( (zi—1) )’dx<KZ< (xi—1) ))( —xi_1):K<Sg(0)—sg(a)>.

o1



Necht (0,,) je normélni posloupnost rozdéleni. Dosadime-li do posledniho odhadu za o po-

stupné o,,, mame pro kazdé n € N

Glow) - /abfg\gK(Sgwn)—sg(an)) =0,

Tedy

ngr—i{looG Un / fg

Jelikoz podle (2.16) je mg(a) < G(0,,) < Mg(a), musi i limita posloupnosti padnout do stejnych

mezi,

b
a)é/ fg < Mg(a) .

b
Cislo J“( ) padne mezi maximum a minimum spojité funkce F(x), a tedy existuje £ € (a,b)

takové, ze F'(§) = jg(f)g coz prepsano je

a)/jf=/abfg-

2) Dokazme ted vétu pro libovolnou klesajici funkci g. Definujeme g(z) = g(x) — g(b). Funkce g
splituje predpoklady, za kterych jsme vétu dokéazali v bodé 1). Proto

/abfgzg(@/jf-

Po dosazeni

/(fg folb /fg o /f (b))/;if:g(a)/jf—g(b)/jf

a po upravé

/abfg:g(a)/;erg(b)/:f—g(b)/jfZg(a)/ijrg(b)/:f.

3) V piipadé, Ze je g rostouci, vyuZijeme platnost véty pro klesajici funkci —g. O
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