Kvantová mechanika { cvièení

Ladislav Hlavatý September 29, 2003

Cvièení 1 Napiźte rozdìlovací funkci Gaussova pravdìpodobnostního rozdìlení. Interpretujte význam jejích parametrù. Vypoèítejte jeho momenty. Napiźte vzorec pro I(n, a, b) := ∫ ∞ −∞ x^ne^{−ax2+bx}dx, n ∈ Z, a, b ∈ C, Re a > 0. (Zapamatujte si jej pro n=0,1,2!)

Cvièení 2 Jaká je hustota pravdìpodobnosti nalezení klasického jednorozmìrného oscilátoru s energií E v intervalu (x, x + dx) ? Co potøebujeme znát, chceme-li tento pravdìpodobnostní výrok zmìnit v deterministickou pøedpovìï? Cvièení 3 Popiźte jednorozmìrný harmonický oscilátor Hamiltonovskou formulací klasické mechaniky. Napiźte a vyøeźte pohybové rovnice. Napiźte rovnici pro fázové trajektorie. Hodnotou jaké fyzikální velièiny jsou urèeny? Cvièení 4 Spoètìte charakteristickou dobu ¿ivota elektronu v atomu vodíku pokud jej pova¿ujeme za klasickou èástici pohybující se po kruhové dráze o (Bohrovì) polomìru a ≈ 10^{−10} m. (viz skripta ľtoll, Tolar Teoretická fyzika, pøíklad 9.52) Cvièení 5 Nechż statistická rozdìlovací funkce stavù klasického mechanického oscilátoru je dána Gibbsovou formulí P = a e^{− EkT} . Spoètìte støední hodnotu energie.

Cvièení 6 Jakou vlnovou délku má elektromagnetické záøení, jeho¿ zdrojem je elektron { pozitronová anihilace e^+ + e^− → γ + γ v klidu?

Cvièení 7 Urèete vlnovou délku a frekvenci de Broglieovy vlny pro molekulu kyslíku ve vzduchu vaźeho pokoje a pro èástici o hmotnosti 10 μg pohybující se rychlostí zvuku.

Cvièení 8 Podle de Broglieovy hypotézy urèete ohyb zpùsobený prùletem tenisového míèku (m = 0.1 kg) rychlostí 0,5 m/s obdélníkovitým otvorem ve zdi o rozmìrech 1 × 1.5 m.

Cvièení 9 Na jakou rychlost je tøeba urychlit elektrony aby bylo mo¿no pozorovat jejich difrakci na krystalové møí¿i s charakteristickou vzdáleností atomù 0.1 nm?

Cvièení 10 Nechż V (⃗x) = 0 (volná èástice). Pomocí Fourierovy transformace urèete øeźení Schrödingerovy rovnice, které v èase t_0 má tvar

ψ(⃗x, t_0) = g(⃗x) = C exp[−Ax^2 + ⃗B⃗x] (1) kde Re A > 0, ⃗B ∈ C^3, C ∈ C. Cvièení 11 Nechż ψ(x, y, z, t) je øeźením Schrödingerovy rovnice pro volnou èástici. Uka¿te, ¿e ~ψ(x, y, z, t) := exp[−iMg —h (zt + gt^3/6)] ψ(x, y, z + gt^2/2, t) je øeźením Schrödingerovy rovnice pro èástici v homogenním poli se zrychlením g. Cvièení 12 Èemu je úmìrná pravdìpodobnost nalezení èástice popsané de Broglieovou vlnou ψ_{⃗p,E}(⃗x, t) = Ae^{īh (⃗p⃗x−Et)}, (2) v oblasti (x_1, x_2) × (y_1, y_2) × (z_1, z_2) ?

Cvièení 13 Èemu je úmìrná hustota pravdìpodobnosti pro øeźení ψ(⃗x, t) = Cχ(t)^{−3/2}e^{⃗B24A} e^{−A [⃗x} �^⃗B/(2A)]^2

χ(t) (3)

χ(t) = 1 + 2iA—h m (t − t_0)

z pøíkladu 10 pro A > 0? Jak se mìní poloha jejího maxima s èasem? Èemu je rovna její støední kvadratická odchylka? Jak se mìní s èasem? Za jak dlouho se zdvojnásobí "źíøka" vlnového balíku pro elektron lokalisovaný s pøesností 1 cm a pro hmotný bod o hmotì 1 gram jeho¿ tì¿iźtì je lokalisováno s pøesností 10^{−6}m?

Cvièení 14 Jaká je pravdìpodobnost nalezení elektronu vodíkového obalu ve vzdálenosti (r, r + dr) od jádra, je-li popsán (v èase t_0) funkcí g(x, y, z) = Ae^− √_{x2+y2+z2/a0} , kde a_0 = 0.53 × 10^{−8} cm je tzv. Bohrùv polomìr?

Cvièení 15 Naleznìte vlastní hodnoty energie kvantové èástice pohybující se v jednorozmìrné konstantní "nekoneènì hluboké potenciálové jámì" t.j. v potenciálu V (x) = 0 pro |x| < a a V (x) = ∞ pro |x| > a.

Návod: Pøedpokládejte, ¿e vlnové funkce jsou vźude spojité a nulové pro |x| ≥ a.

Cvièení 16 Naleznìte vlastní hodnoty energie kvantové èástice pohybující se v jednorozmìrné konstantní potenciálové jámì t.j. v potenciálu V (x) = −V_0 < 0 pro |x| < a a V (x) = 0 pro |x| > a. Návod: Pøedpokládejte, ¿e vlnové funkce jsou spojité a mají spojité derivace pro x ∈ R. Cvièení 17 Najdìte ortonormální basi v C^2, její¿ prvky jsou vlastními vektory matice σ_1 := ( 0 1 1 0 )

Cvièení 18 Uka¿te, ¿e Hermitovy polynomy lze de˛novat té¿ zpùsobem

H_n(z) := (−)^ne^{z2} ( d dz )^ne^{−z2} (4)

Návod: Uka¿te ¿e pravá strana (4) splòuje rovnici

u" = 2zu^′ − 2nu (5)

Cvièení 19 Uka¿te, ¿e ∞∑ n=0 H_n(x) n! ξ^n = exp[x^2 − (x − ξ)^2]

Cvièení 20 Pou¿itím vytvoøující funkce ze cvièení 19 uka¿te, ¿e ∫ ∞ −∞ H_n(x)H_m(x)e^{−x2} dx = 2^nn!π^{1/2}δ_{nm}. Uka¿te, ¿e odtud plyne ortonormalita vlastních funkcí harmonického oscilátoru.

Cvièení 21 Jaká je hustota pravdìpodobnosti nalezení kvantového jednorozmìrného oscilátoru s energií —hω(n+^1_2 ) v bodì x ? Spoèítejte a nakreslete grafy této hustoty pro n = 0, 1, 2, ... a srovnejte je s hustototu pravdìpodobnosti výskytu klasického oscilátoru v daném místì.

Cvièení 22 Spoèítejte komutátory

[L_j, X_k], [L_j, P_k], [L_j, L_k], (6) kde ^L_j := ϵ_{jkl} ^X_k ^P_l (7)

Cvièení 23 Uka¿te, ¿e vzájemnì komutují operátory^1_2 ^P^2/m + V (|⃗x|), ^L_3 ≡ ^L_z a ^L^2 := ^L^2_x + ^L^2_y + ^L^2_z, (8)

Cvièení 24 Jak vypadají operátory ^X_j, ^P_j, ^L_j, j = 1, 2, 3 ≡ x, y, z ve sférických souøadnicích?

Cvièení 25 "Kvantové tuhé tìleso" (napø. dvouatomová molekula) s momentem setrvaènosti I_z volnì rotuje v rovinì. Najdìte její mo¿né hodnoty energie.

Cvièení 26 S pou¿itím vzorcù pro jednotlivé slo¿ky momentu hybnosti uka¿te, ¿e operátor ^L^2 má ve sférických souøadnicích tvar

^L^2 = −—h^2[( 1 sin^2 θ

∂^2 ∂ϕ^2 + 1 sin θ ∂ ∂θ (sin θ ∂ ∂θ )] (9)

Cvièení 27 Odvoïte pravdìpodobnosti nalezení èástice v daném prostorovém úhlu pro stavy s, p, d.

Cvièení 28 Napiźte vźechny vlnové funkce harmonického oscilátoru pro stavy s energiemi 3/2—hω, 5/2—hω a 7/2—hω.

Cvièení 29 Napiźte operátor ^L^2 vyjádøený pomocí posunovacích operátorù ^L_± a ^L_3.

Cvièení 30 Posunovací operátory momentu hybnosti pùsobí na kulové funkce zpùsobem ^L_±Y_{lm} = α^±_{lm}Y_{l,m±1}, (10) Spoèítejte koe˛cienty α^±_{lm}

Cvièení 31 Kreaèní a anihilaèní operátory pùsobí na vlastní funkce operátoru energie harmonického oscilátoru zpùsobem

^a_±ψ_n = α^±_n ψ_{n±1} (11)

Spoèítejte koe˛cienty α^±_n .

Cvièení 32 Uka¿te, ¿e pro kreaèní a anihilaèní operátory energie harmonického oscilátoru platí ^a_+^a_−ψ_n = n ψ_n

Cvièení 33 Spoètìte støední hodnoty slo¿ek hybnosti kvantové èástice v Coulombovì poli s energií −^{MQ2}_{2h̄2} a nulovým momentem hybnosti (elektron v atomu vodíku ve stavu 1s).

Cvièení 34 Spoètìte støední hodnoty slo¿ek polohy kvantové èástice popsané vlnovou funkcí (1).

Cvièení 35 Spoètìte støední hodnoty slo¿ek hybnosti kvantové èástice popsané vlnovou funkcí (1). Napiźte tvar vlnové funkce (1) popisující vlnový balík se støední hodnotou hybnosti ⃗p_0, který má v èase t_0 støední hodnotu polohy ⃗x_0.

Cvièení 36 Urèete pravdìpodobnost nalezení hybnosti èástice popsané vlnovou funkcí ψ(x) = Ce^{−⃗x2+ix1} (12) v intervalu (a_1, b_1) × (a_2, b_2) × (a_3, b_3). Urèete hustotu pravdìpodobnosti nalezení hybnosti v okolí hodnoty ⃗p_0.

Cvièení 37 Nechż "jednorozmìrná" èástice s hmotou M v potenciálu harmonického oscilátoru s vlastní frekvencí ω = —h/M je ve stavu popsaném vlnovou funkcí ψ(x) = Ce^{−x2+ix} (13) S jakou pravdìpodobností namìøíme hodnoty její energie rovné^1_2 —hω resp. —hω, 3 2 —hω? Cvièení 38 Nechż èástice s hmotou M v potenciálu harmonického oscilátoru s vlastní frekvencí ω = —h/M je ve stavu popsaném vlnovou funkcí ψ(x) = Ce^{−⃗x2+ix1} (14) S jakou pravdìpodobností namìøíme hodnoty její energie rovné^5_2 —hω?

Cvièení 39 Nechż èástice je ve stavu popsaném vlnovou funkcí

ψ = (4π)^{−1/2}(e^{iϕ} sin θ + cos θ)g(r) (15)

Jaké hodnoty L_z mù¿eme namìøit a s jakou pravdìpodobností? Jaká je støední hodnota L_z v tomto stavu?

Cvièení 40 Nechż èástice je popsána vlnovou funkcí

ψ = (x + y + 2z) exp(−α √ x^2 + y^2 + z^2),

Jaká je pravdìpodobnost nalezení èástice v prostorovém úhlu (θ, θ + dθ) × (ϕ, ϕ + dϕ), kde θ, ϕ jsou polární, respektive azimutální úhel? Jaké hodnoty kvadrátu momentu hybnosti mù¿eme namìøit? Jaká je støední hodnota z-ové slo¿ky momentu hybnosti? Jaká je pravdìpodobnost namìøení z-ové slo¿ky momentu hybnosti L_z = +—h? Návod: zapiźte ψ pomocí kulových funkcí.

Cvièení 41 Spoètìte støední kvadratické odchylky slo¿ek polohy a hybnosti kvantové èástice pøi mìøení na stavu popsaném vlnovou funkcí (1), kde A > 0. Uka¿te, ¿e pro tento stav platí ´_ψ(X_k)´_ψ(P_k) = —h/2 (16)

Cvièení 42 Uka¿te, ¿e v jednorozmìrném pøípadì podmínka

[ ^A− < ^A >_ψ −iα( ^B− < ^B >_ψ)]ψ = 0 (17)

pro operátory ^A = ^X, ^B = ^P je integrodiferenciální rovnicí, jejími¿ jedinými øeźeními jsou funkce g(x) = C exp[−Ax^2 + Bx],

které jsme nazvali minimální vlnové balíky.

Cvièení 43 Nechż Hamiltonián kvantového systému má èistì bodové spektrum. Na systému byla namìøena hodnota a pozorovatelné A, která má èistì bodové spektrum a a je nedegenerovaná vlastní hodnota. Jaká je pravdìpodobnost, ¿e namìøíme stejnou hodnotu, budeme-li mìøení opakovat po èase t?

Cvièení 44 Nechż èástice hmoty M v jednorozmìrné nekoneènì hluboké potenciálové jámì źíøky 2a je v èase t = 0 popsána vlnovou funkcí, (která je superposicí stacionárních stavù) ψ(x, 0) = 0, pro |x| > a, ψ(x, 0) = sin[ π 2a (x − a)] + sin[ π a (x − a)], pro |x| < a. Jaká je pravdìpodobnost, ¿e èástice se v èase t = 0 a t =^{8Ma2}_{πh̄} bude nacházet v intervalu (-a,0)?

Cvièení 45 Nechż jednorozmìrná èástice v poli harmonického oscilátoru je v èase t = 0 ve stavu ψ(x, 0) = Aψ_0 + Bψ_1

kde A, B ∈ R, ψ_n vlastní stavy energie normalizované k 1. V jakém stavu je v libovolném èase t > 0?

Cvièení 46 Uka¿te jak závisí na èase støední kvadratická odchylka souøadnice jednorozmìrného harmonického oscilátoru.

Cvièení 47 Naleznìte operátor rychlosti pro èástici v elektromagnetickém poli.

Cvièení 48 Uka¿te, ¿e vlastní èísla operátoru ^⃗μ· ⃗B jsou ±μ_0| ⃗B|. Najdìte vlastní funkce.

Cvièení 49 Uka¿te ¿e ^⃗S^2 =^3_4 —h^21. Porovnejte tento výsledek s ^⃗L^2.

Cvièení 50 Nechż pro volnou èástici se spinem je namìøena hodnota z{ové slo¿ky spinu s_z=—h/2. Jestli¿e vzápìtí mìøíme hodnotu spinu ve smìru, který se z{ovou osou svírá úhel ^, jaké mù¿eme namìøit hodnoty a s jakou pravdìpodobností?

Cvièení 51 Uva¿ujte systém (tzv. supersymetrický harmonický oscilátor) popsaný na Hilbertovu prostoru L^2(R, dx) ⊗ C^2 hamiltoniánem

^H = − —h^2 2m ´ ⊗ 1 + mω^2 2 x^2 ⊗ 1 + —hω 2 1 ⊗ σ_3.

Dále je dán operátor ^Q = 1 2 √ m σ_1( ^P + iωmσ_3 ^X).

Naleznìte ^Q^†, ^Q^2, [ ^H, ^Q] a výsledky vyjádøete pomocí operátorù ^H, ^Q. Jaké omezení lze vyvodit z tìchto relací na spektrum hamiltoniánu ( tj. zda je shora èi zdola omezené a èím )? ( Postaèí uva¿ovat bodovou èást spektra. )

Cvièení 52 Èástice se spinem —h/2 je umístìna v konstantním magnetickém poli smìøujícímím ve smìru osy x. V èase t = 0 byla namìøena hodnota její z-ové slo¿ky spinu +—h/2. S jakou pravdìpodobností nalezneme v libovolném dalźím èase hodnotu její y-ové slo¿ky spinu +—h/2?

Cvièení 53 Uka¿te, ¿e pokud výraz exp[i⃗a · ⃗σ] de˛nujeme pomocí øady exp[i⃗a · ⃗σ] := ∞∑ n=0 (i⃗a · ⃗σ)^n n! , (18)

pak platí exp[i⃗a · ⃗σ] = cos(|⃗a|) + i ⃗a · ⃗σ |⃗a| sin(|⃗a|) (19)

Cvièení 54 Napiźte vlnovou funkci ψ(⃗x, ξ) základního stavu èástice v poli Coulombova potenciálu s hodnotou z{ové, resp. x{ové, resp. y{ové slo¿ky spinu rovné —h/2.

Cvièení 55 Najdìte energie a vlastní funkce základního a prvního excitovaného stavu dvou nerozliźitelných èástic se spinem 0, respektive^1_2 v poli harmonického oscilátoru.

Cvièení 56 Atom uhlíku má ètyøi valenèní elektrony (pøesvìdète se). Mù¿eme na nìj tedy nahlí¿et jako na systém ètyø elektronù ve sféricky symetrickém poli. Jaká je pak degenerace jeho základního stavu?

Cvièení 57 Najdìte v 1. øádu poruchové teorie energii základního stavu atomu helia.