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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, Fokkerova-Planckova rovnice

11. F-P rovnice pro zářenı́ a atom

12. F-P rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Laserový generátor

Laser Generátor optického zářenı́ specifických vlastnostı́
1. Monochomatičnost
2. Směrovost (koncentrace energie)
3. Koherence

Schéma laseru

Aktivnı́ prostředı́ Systém kvantových soustav, který si vyměňuje energii se zářenı́m
prostřednictvı́m rezonančnı́ interakce – stimulovaná emise zářenı́

Buzenı́ a chlazenı́ Aktivnı́ prostředı́ je udržováno v termodynamicky
nerovnovážném stavu – inverze populace hladin

Rezonátor Zajišt’uje zpětnou vazbu pro laserový zesilovač a vznik oscilacı́,
využı́vá se k extrakci energie laseru

Laser nenı́ v principu uzavřená soustava!
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Kvantový Liouvilleův teorém

I Pro popis interakce souboru kvantových soustav a elektromagnetického pole
lze použı́t metody kvantové statistické fyziky.

I Výpočet střednı́ hodnoty pozorovatelné veličiny:

〈Ô〉 = Tr
n

%̂ Ô
o

I Kvantový Liouvilleův teorém – vývoj statistického operátoru %̂

i~∂%̂

∂t
=
�
ĤT , %̂

�
I Ekvivalentnı́ časové Schrödingerově rovnici
I Je potřeba znát Hamiltonián celého systému ĤT

I Platı́ pouze pro uzavřený systém
I Žádná část světa však nenı́ uzavřená a Liouvilleův teorém je jen exaktnı́m

obecným pravidlem.
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Model laseru jako uzavřený systém10 Interakce rezonančního záření s látkou

Elektromagnetické

pole laseru

Buzení

Tlumení

-

Chlazení¾

-

-

¾

-

Kvantové soustavy

aktivního prostředí

(atomy. . . )

-¾%̂, ĤT =
∑

i Ĥi +
∑

i V̂i

?

6

Vlastní systém laseru

V̂1 V̂2

V̂3

V̂4

Ĥ1 Ĥ2 Ĥ3

Ĥ4 Ĥ5

Obrázek 1.1: Model laseru jako uzavřený systém. Buzení, chlazení a tlumení považujeme za

termodynamicky rovnovážné systémy.

energií, schopných prostřednictvím rezonanční interakce zesilovat energii elektromagne-

tického pole. Nutnou podmínkou je inverzní obsazení (populace) energetických hladin

na příslušném rezonančním kvantovém přechodu. I při ustálené činnosti laseru se aktivní

prostředí nachází v termodynamicky nerovnovážném stavu.

Buzení (čerpání) je způsob, jakým je do aktivního prostředí dodávána excitační ener-

gie a zajišťuje se vznik inverze populace hladin, díky které prostředí zesiluje rezonanční

záření.

Chlazení zajišťuje odvod tepla z aktivního prostředí a tak udržuje stálý průtok

energie aktivním prostředím. To umožňuje v ustáleném stavu udržet termodynamicky

nerovnovážné obsazení hladin aktivního prostředí.

Laserový rezonátor je soustava optických prvků (např. zrcadel) zajišťující jednak

kladnou zpětnou vazbu záření do aktivního prostředí a vznik laserových oscilací, jednak

tlumení rezonátoru – vyvázání energie záření z laseru.

1.2.2 Laser jako uzavřený kvantový systém

Aktivní prostředí laseru a rezonanční záření příslušející vybraným módům rezonátoru

(které dohromady označujeme jako vlastní systém laseru) netvoří uzavřený systém.

Buzenı́, chlazenı́ a tlumenı́ termodynamicky rovnovážné systémy, makroskopické
vlastnosti se neměnı́ a závisı́ pouze na termodynamické teplotě T

Jeden mód pole laseru jeden stupeň volnosti
Aktivnı́ prostředı́ konečný počet kvantových soustav (a tedy i stupňů volnosti)

Rezervoár nekonečně (ale spočetně) stupňů volnosti (např. zářenı́ černého
tělesa)
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Tlumený kvantový systém

Kapitola 2

Kvantová teorie tlumení

S

ĤS

-¾ V̂

Systém Rezervoár

ρ̂S

ĤR

R

ρ̂R

ĤT , ρ̂SR

Obrázek 2.1: Soustava = Systém + Reservoir

Hamiltonián celého systému:

Ĥ = ĤS + ĤR + V̂ (2.1)

Reservoir:

• Velký počet stupňů volnosti

• V důsledku interakce se systémem

ρ̂R =
exp

[
−βĤR

]

TrR exp
[
−βĤR

] (2.2)

Liouvilova rovnice - evoluce statistického operátoru v interakční reprezentaci:

ih̄
∂ρ̂I

∂t
=

[
V̂ I , ρ̂I

]
(2.3)

5

I Uzavřený složený kvantový systém: ĤT = ĤS + ĤR + V̂
I Systém (dynamická soustava) – konečný počet stupňů volnosti
I Rezervoár (tlumı́cı́ soustava) – nekonečně spočetně stupňů volnosti
I Evoluce celého uzavřeného systému – Liouvillova rovnice v interakčnı́

reprezentaci

i~∂%̂I
SR

∂t
=
�
V̂ I(t − t0), %̂

I
SR

�
%̂I

SR(t) = Û†0 (t , t0)%̂
S
SR(t)Û0(t , t0), V̂ I(t − t0) = Û†0 (t , t0)V̂

SÛ0(t , t0) .

Û0(t , t0) = exp
�
− i

~
ĤS

0 (t − t0)
�

I Řešenı́ nestacionárnı́ poruchovou iteračnı́ metodou + řada zjednodušujı́cı́ch
předpokladů
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Poruchová metoda – iterace do druhého řádu

Výchozı́ rovnice: Liouvillova rovnice v interakčnı́ reprezentaci

i~∂%̂I
SR

∂t
=
�
V̂ I(t − t0), %̂

I
SR

�
Aproximace řešenı́: postupná integrace, na pravé straně je předchozı́ iterace %̂I

SR

%̂I
SR(t)− %̂I

SR(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1
h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
SR(t0)

i

%̂I
SR(t)− %̂I

SR(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1
h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
SR(t0)

i
+

+
�

1
i~

�2 Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2
h
V̂ I(t1 − t0),

h
V̂ I(t2 − t0), %̂

I
SR(t0)

ii

Počátečnı́ podmı́nka: pro t = t0 bude V̂ ≡ 0 a %̂I
SR(t0) = %̂S

S %̂S
R = %̂I

S(t0) %̂R

Rezervoár v term. rovnováze: %̂S
R = %̂I

R ≡ %̂R se v čase neměnı́

%̂R =
e−βĤR

TrR
�

e−βĤR
	 , β =

1
kT
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Redukovaný statistický operátor

I Máme rovnici pro %̂I
SR(t), tedy vývoj celé složené soustavy. Nás ale zajı́má

předevšı́m vývoj systému S, respektive jeho dynamických proměnných:

〈M̂〉 = TrSR

n
%̂S

SRM̂
o
= TrS

n
TrR(%̂

S
SR)| {z }

%̂S
S

M̂
o
= TrS

n
%̂S

SM̂
o

I Redukovaný statistický operátor

%̂S
S = TrR %̂S

SR = TrR

�
e−(i/~)(ĤR+ĤS)(t−t0) %̂I

SR(t) e(i/~)(ĤR+ĤS)(t−t0)
�

= e−(i/~)ĤS(t−t0) TrR %̂I
SR(t)| {z }

%̂I
S

e(i/~)ĤS(t−t0)

%̂I
S = e(i/~)ĤS(t−t0)%̂S

S(t) e−(i/~)ĤS(t−t0)

I Výpočet střednı́ hodnoty:

〈M̂〉 = Tr
n

%̂S
SM̂S

o
= Tr

n
e−(i/~)ĤS(t−t0) %̂I

S e(i/~)ĤS(t−t0) M̂S
o
=

= Tr
n

%̂I
S e(i/~)ĤS(t−t0) M̂ e−(i/~)ĤS(t−t0)| {z }

M̂ I

o
= Tr

n
%̂I

SM̂ I
o
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Iterace do druhého řádu pro redukovaný statistický operátor

I Ve výchozı́ rovnici

%̂I
SR(t)− %̂I

SR(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1
h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
SR(t0)

i
+

+
�

1
i~

�2 Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2
h
V̂ I(t1 − t0),

h
V̂ I(t2 − t0), %̂

I
SR(t0)

ii

I vypočteme stopu na pravé a levé straně přes rezervoár R:

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1TrR

h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
SR(t0)

i
+

+
�

1
i~

�2Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2TrR

h
V̂ I(t1 − t0),

h
V̂ I(t2 − t0), %̂

I
SR(t0)

ii

I Počátečnı́ podmı́nka %̂I
SR(t0) = %̂I

S(t0)%̂R . Tedy:

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1TrR

h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
S(t0)%̂R

i
+

+
�

1
i~

�2 Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2TrR

h
V̂ I(t1 − t0),

h
V̂ I(t2 − t0), %̂

I
S(t0)%̂R

ii
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Interakčnı́ Hamiltonián V̂

I Abychom mohli provést dalšı́ zjednodušujı́cı́ úpravy, potřebujeme znát tvar
interakčnı́ho Hamiltoniánu

I Uvažujeme nejjednoduššı́ tvar – prvnı́ křı́žový člen Taylorova rozvoje celkového
Hamiltoniánu soustavy ĤT , tedy:

V̂ (Q̂i , F̂i) = ĤT (Q̂i , F̂i)− ĤS(Q̂i)− ĤR(F̂i)
.= ~

X
i

Q̂i F̂i ,

Q̂i – operátory systému, F̂i – operátory rezervoáru
I Vzhledem k nezávislosti stavových prostorů systému S a rezervoáru R

dostaneme:
V̂ I(t − t0) = ~

X
i

Q̂I
i (t − t0)F̂

I
i (t − t0)

I Zavedeme označenı́ Q̂1,2
i = Q̂I

i (t1,2 − t0) a F̂ 1,2
i = F̂ I

i (t1,2 − t0) a dosadı́me do
řı́dı́cı́ rovnice

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) =
1
i~

Z t

t0

dt1TrR

h
V̂ I(t1 − t0), %̂

I
S(t0)%̂R

i
+

+
�

1
i~

�2 Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2TrR

h
V̂ I(t1 − t0),

h
V̂ I(t2 − t0), %̂

I
S(t0)%̂R

ii

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

Z t

t0

dt1 TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i , %̂I

S(t0)%̂R

i
−

−
X

i,j

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2 TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i ,
h
Q̂2

j F̂ 2
j , %̂I

S(t0)%̂R
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Stopy TrR[. . . ], střednı́ hodnoty a korelačnı́ funkce

I V rovnici

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

Z t

t0

dt1 TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i , %̂I

S(t0)%̂R

i
−

−
X

i,j

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2 TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i ,
h
Q̂2

j F̂ 2
j , %̂I

S(t0)%̂R

ii

I můžeme vypočı́tat stopy (DC 1.1):

TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i , %̂I

S(t0)%̂R

i
=
h
Q̂1

i , %̂I
S(t0)

i
〈F̂ 1

i 〉R

TrR

h
Q̂1

i F̂ 1
i ,
h
Q̂2

j F̂ 2
j , %̂I

S(t0)%̂R

ii
=

= 〈F̂ 1
i F̂ 2

j 〉R
�

Q̂1
i Q̂2

j %̂I
S − Q̂2

j %̂I
S Q̂1

i

�
− 〈F̂ 2

j F̂ 1
i 〉R

�
Q̂1

i %̂I
SQ̂2

j − %̂I
SQ̂2

j Q̂1
i

�
I Přı́slušné střednı́ hodnoty a korelačnı́ funkce:

〈F̂ 1
i 〉R = TrR

�
F̂ I

i (t1 − t0)%̂R

�
,

〈F̂ 1
i F̂ 2

j 〉R = TrR

�
F̂ I

i (t1 − t0)F̂
I
j (t2 − t0)%̂R

�
,

〈F̂ 2
i F̂ 1

j 〉R = TrR

�
F̂ I

i (t2 − t0)F̂
I
j (t1 − t0)%̂R

�
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Stopy TrR[. . . ], střednı́ hodnoty a korelačnı́ funkce

I Dostaneme:

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

Z t

t0

h
Q̂1

i , %̂I
S(t0)

i
〈F̂ 1

i 〉R dt1 −

−
X

i,j

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2
n�

Q̂1
i Q̂2

j %̂I
S(t0)− Q̂2

j %̂I
S(t0) Q̂1

i

�
〈F̂ 1

i F̂ 2
j 〉R −

−
�

Q̂1
i %̂I

S(t0)Q̂
2
j − %̂I

S(t0)Q̂
2
j Q̂1

i

�
〈F̂ 2

j F̂ 1
i 〉R

o

I Rezervoár stacionárnı́ ⇒ F̂i stacionárnı́ ⇒ 〈F̂ 1
i 〉R nenı́ funkcı́ času

I Rezervoár stacionárnı́ ⇒ korelačnı́ funkce nezávisı́ na volbě počátku t0, pouze
na rozdı́lu t1 a t2:

〈F̂ 1
i F̂ 2

j 〉R = 〈F̂ I
i (t1 − t2)F̂

I
j (0)〉R

〈F̂ 2
i F̂ 1

j 〉R = 〈F̂ I
i (0)F̂

I
j (t1 − t2)〉R

I V dalšı́m kroku provedeme transformaci integračnı́ch proměnných, aby
integrace probı́hala od 0
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Transformace integračnı́ch proměnných

Nové proměnné (DC 1.2): ξ = t2 − t0, τ = t1 − t2

�

�

�

�

t0 t

t0

t

t1

t2 t1 = t2

�

t− t0

t− t0

ξ

τ

00

τ = t− t0 − ξ

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2
n

. . .
o

⇒
Z t−t0

0
dξ

Z t−t0−ξ

0
dτ

n
. . .

o
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Transformace integračnı́ch proměnných

Z rovnice

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

Z t

t0

h
Q̂1

i , %̂I
S(t0)

i
〈F̂ 1

i 〉R dt1 −

−
X

i,j

Z t

t0

dt1

Z t1

t0

dt2
n�

Q̂1
i Q̂2

j %̂I
S(t0)− Q̂2

j %̂I
S(t0) Q̂1

i

�
〈F̂ 1

i F̂ 2
j 〉R −

−
�

Q̂1
i %̂I

S(t0)Q̂
2
j − %̂I

S(t0)Q̂
2
j Q̂1

i

�
〈F̂ 2

j F̂ 1
i 〉R

o

po provedenı́ transformace a s využitı́m stacionarity rezervoáru R dostaneme

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

〈F̂i〉R
Z t

t0

dt1
h
Q̂I

i (t1 − t0), %̂
I
S(t0)

i
−
X

i,j

Z t−t0

0
dξ

Z t−t0−ξ

0
dτ ×

×
n�

Q̂I
i (τ + ξ)Q̂I

j (ξ)%̂
I
S(t0)− Q̂I

j (ξ)%̂
I
S(t0) Q̂I

i (τ + ξ)
�
〈F̂i(τ)F̂j〉R −

−
�

Q̂I
i (τ + ξ)%̂I

S(t0)Q̂
I
j (ξ)− %̂I

S(t0)Q̂
I
j (ξ)Q̂

I
i (ξ + τ)

�
〈F̂j F̂i(τ)〉R

o

vyjádřenı́ časového vývoje redukovaného statistického operátoru v interakčnı́
reprezentaci – vývoj systému S do druhého řádu poruchové teorie.
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Vlastnı́ frekvence dynamických proměnných systému

I Definitoricky zavedeme „vlastnı́ frekvence operátoru systému Q̂I
i “

Q̂I
i (λ) = e(i/~)ĤSλ Q̂S

i e−(i/~)ĤSλ = eiωi λ Q̂S
i

I Q̂I
i – předpokládáme harmonický průběh v čase s vlastnı́ frekvencı́ ωi

I Př.: elmag. pole, Ĥ = ~ωi n̂
I Dostaneme:

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

〈F̂i〉R
h
Q̂S

i , %̂I
S(t0)

i Z t−t0

0
dξ eiωi ξ −

−
X

i,j

�
Q̂S

i Q̂S
j %̂I

S(t0)−Q̂S
j %̂I

S(t0)Q̂
S
i

�Z t−t0

0
dξ ei(ωi+ωj )ξ

Z t−t0−ξ

0
dτ eiωi τ 〈F̂i(τ)F̂j〉R −

−
X

i,j

�
Q̂S

i %̂I
S(t0)Q̂

S
j − %̂I

S(t0)Q̂
S
j Q̂S

i

�Z t−t0

0
dξei(ωi+ωj )ξ

Z t−t0−ξ

0
dτ eiωi τ 〈F̂j F̂i(τ)〉R
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Markovovská aproximace

I Interakcı́ Systému s Rezervoárem mohou vzniknout fluktuace v rezervoáru –
relaxačnı́ doba τc

Markovovská aproximace

• Interakcı́ Systému s Rezervoárem mohou vzniknout fluktuace v rezervoáru –
relaxačnı́ doba τc

-

6

¾ -

〈Fi(τ)Fj〉R

τc

τ0

• Pokud zanedbáme zpětný vliv těchto fluktuacı́ na Systém a budeme studovat
soustavu jen pro t− t0 À τc, můžeme při výpočtu integrálů z korelačnı́ch funkcı́
rezervoáru R v rovnici (??) posunout mez integrace přes τ a ξ do nekonečna.

• Statistická budoucnost Systému bude závislá pouze na stavu systému v daném
okamžiku – systém „nemá pamět’“

14

I Pokud zanedbáme zpětný vliv těchto fluktuacı́ na Systém a budeme studovat
soustavu jen pro t − t0 � τc , můžeme při výpočtu integrálů z korelačnı́ch funkcı́
rezervoáru R posunout mez integrace přes τ a ξ do nekonečna.

I Statistická budoucnost Systému bude závislá pouze na stavu systému v daném
okamžiku – systém „nemá pamět’.“
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Markovovská aproximace

%̂I
S(t)− %̂I

S(t0) = −i
X

i

〈F̂i〉R
h
Q̂S

i , %̂I
S(t0)

i
I(ωi)−

−
X

i,j

�
Q̂S

i Q̂S
j %̂I

S(t0)− Q̂S
j %̂I

S(t0)Q̂
S
i

�
I(ωi + ωj)w

+
ij −

−
X

i,j

�
Q̂S

i %̂I
S(t0)Q̂

S
j − %̂I

S(t0)Q̂
S
j Q̂S

i

�
I(ωi + ωj)w

−
ji

Spektrálnı́ hustoty korelačnı́ch funkcı́:

w+ij =
Z ∞

0
eiωi τ 〈F̂i(τ)F̂j〉R dτ

w−ji =
Z ∞

0
eiωi τ 〈F̂j F̂i(τ)〉R dτ

I(ωi) =
Z t−t0

0
eiωi ξ dξ pro t − t0 � ω−1

i ⇒ I(ωi) = (t − t0) δ(ωi) (DC 1.3)
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Markovovská aproximace – řı́dı́cı́ rovnice

∆%̂I
S

∆t
= −

X
i,j

δ(ωi + ωj)
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂I
S(t0)− Q̂S

j %̂I
S(t0)Q̂

S
i

�
w+ij −

−
�

Q̂S
i %̂I

S(t0)Q̂
S
j − %̂I

S(t0)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−ji

o

∆%̂I
S = %̂I

S(t)− %̂I
S(t0)

∆t = t − t0,

I Aby bylo možno přejı́t od diferencı́ k diferenciálům, musı́ být na intervalu ∆t
změna Systému v důsledku tlumenı́ (charakteristická doba γ−1) „malá“, tj.
t − t0 � γ−1. Potom:

∆%̂I
S

.= ∆t
d %̂I

S

dt
I Zároveň musı́ být na intervalu ∆t splněn předpoklad markovovské aproximace.

Dohromady τc � t − t0 � γ−1

I Přechod ke Schrödingerově reprezentaci (DC 1.5)
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Řı́dı́cı́ rovnice ve Schrödingerově reprezentaci

∂%̂S
S(t)
∂t

.=
1
i~
[ĤS , %̂S

S(t)]−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂S
S(t)− Q̂S

j %̂S
S(t)Q̂

S
i

�
w+ij −

�
Q̂S

i %̂S
S(t)Q̂

S
j − %̂S

S(t)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−ji

o

I MASTER EQUATION – obdoba Liouvillova teorému.
I Platı́ do druhého řádu poruchové teorie.
I Při volbě kroku výpočtu musı́ být splněny požadavky Markovovské aproximace

τc � t − t0 � γ−1 a musı́ být zohledněna perioda vlastnı́ch kmitů systému
t − t0 � ω−1

i .
I Vliv Rezervoáru započı́tán pouze prostřednictvı́m spektrálnı́ch hustot w±

korelačnı́ch funkcı́ 〈F̂ (τ)F̂ 〉R Rezervoáru odpovı́dajı́cı́ch vlastnı́ frekvenci ωi

Systému.
I Statistická budoucnost Systému vycházı́ ze znalosti stavu Systému v jednom

okamžiku.
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Shrnutı́

I Laser jako uzavřená soustava
I Kvantový Liouvilleův teorém

I Řešenı́ pro tlumenı́ kvantové soustavy „černým tělesem“
1. 2. řád poruchové teorie
2. Redukovaný statistický operátor
3. Speciálnı́ tvar interakčnı́ho Hamiltoniánu
4. Harmonický průběh operátorů Systému
5. Posun hornı́ meze integrace do nekonečna – Markovovská aproximace

I Řı́dı́cı́ rovnice

∂%̂S
S(t)
∂t

=
1
i~
[ĤS , %̂S

S(t)]−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂S
S(t)− Q̂S

j %̂S
S(t)Q̂

S
i

�
w+ij −

�
Q̂S

i %̂S
S(t)Q̂

S
j − %̂S

S(t)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−ji

o
I Přı́ště „cvičenı́“: konkrétnı́ aplikace na kvantový harmonický oscilátor
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