Fyzika laser(

Kvantové generatory optického zareni 2
Kvantova teorie tlumeni — fidici rovnice

Jan Sulc

Katedra fyzikalni elektroniky
Ceské vysoké uceni technické
jan.sulc@fjfi.cvut.cz

J. Sulc (KFE) Fyzika lasertl, KGOZ2 15. (nora 2023, 8:00


mailto:jan.sulc@fjfi.cvut.cz

Ing. Jan Sulc, Ph.D.
jan.sulc@fjfi.cvut.cz
Trojanova, mistnost 237
Tel.: 224 358 672

Ing. Karel Veselsky
karel.veselsky@fjfi.cvut.cz

J. Sulc (KFE) Fyzika lasertl, KGOZ2 15. Gnora 2023, 8:00 2/22


mailto:jan.sulc@fjfi.cvut.cz
mailto:karel.veselsky@fjfi.cvut.cz

Program pfednasek

Kvantova teorie tlumeni, fidici rovnice

Aplikace na ,atom“, Pauliho rovnice

Poloklasicky popis interakce zareni s latkou
Aplikace na §ifeni rezonanéniho zafeni prostfedim
Aplikace na laser — kontinualni rezim

Aplikace na laser — Q-spinani

Koherentni iteni impulz(
Dal$i jevy v poloklasické aproximaci
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Spektrum laseru a rezim synchronizace modu
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Kvantova teorie laseru, Fokkerova-Planckova rovnice
. F-P rovnice pro zafeni a atom

e
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. F-P rovnice pro laser

N
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Statistické vlastnosti laserového zareni
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Laserovy generator

Laser Generator optického zéarfeni specifickych vlastnosti

1. Monochomati¢nost

2. Smérovost (koncentrace energie)

3. Koherence

Schéma laseru

[ Buzeni ]
b o6 &
‘ <> ‘ Aktivni prostfedi ‘ < |::>
SRR
1 [ Chlazeni ] ’

V rovnovaze s rezervoarem
o vysoké teploté

e

V rovnovaze s rezervoarem
0 nizké teploté
e

InN

Aktivni prostfedi Systém kvantovych soustav, ktery si vyménuje energii se zafenim
prostfednictvim rezonanc¢ni interakce — stimulovanéa emise zéareni
Buzeni a chlazeni Aktivni prostfedi je udrzovano v termodynamicky
nerovnovazném stavu — inverze populace hladin
Rezonator ZajiStuje zpétnou vazbu pro laserovy zesilovac¢ a vznik oscilaci,

vyuZiva se k extrakci energie laseru

Laser neni v principu uzavfena soustava!
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Kvantovy Liouvilletv teorém

>

Pro popis interakce souboru kvantovych soustav a elektromagnetického pole
Ize pouZit metody kvantové statistické fyziky.

Vypocet stfedni hodnoty pozorovatelné veliciny:
(6) = Tr {@ 6}
Kvantovy LiouvilleQiv teorém — vyvoj statistického operatoru o

ih% = [Ar, ]
Ekvivalentni Casové Schrodingerové rovnici
Je potieba znat Hamiltonian celého systému Hr
Plati pouze pro uzavieny systém

Zadna &ast svéta viak neni uzaviena a Liouvilleiv teorém je jen exaktnim
obecnym pravidlem.
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Model laseru jako uzavieny systém

—— | Kvantové soustavy | ——

Buzeni <«—— | aktivniho prostfedi -— Chlazeni
i, _.. (atomy...) f, ,_. A,
/i LW
S
JR ; ~ . | Elektromagnetické || |
0, Hr =%, Hi+ 32,V ! [ Pa— Tlumenf
! pole laseru f, N Hs

Buzeni, chlazeni a tlumeni termodynamicky rovnovazné systémy, makroskopické
vlastnosti se neméni a zavisi pouze na termodynamické teploté T

Jeden mod pole laseru jeden stupeni volnosti
Aktivni prostfedi kone¢ny pocet kvantovych soustav (a tedy i stupritl volnosti)

Rezervoar nekonecné (ale spocetné) stupiiti volnosti (napf. zareni cerného
télesa)
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Tlumeny kvantovy systém

vV v.v Yy

Systém Rezervoar
Hs | Hg
s 14 R
Ps PR
Hr, psr

Uzavieny sloZeny kvantovy systém: Ar = Hs + Hr + V

Systém (dynamickéa soustava) — koneény pocet stupiill volnosti
Rezervoar (tlumici soustava) — nekoneéné spocetné stupriti volnosti
Evoluce celého uzavieného systému — Liouvillova rovnice v interakéni
reprezentaci

.. 0 ~ Al
ih afR = [V (t _t0)7@SR]
osr(t) = Ug(t,t0) 25 (1)Uo(t, 1), V'(t — to) = UJ(t, o)V °Uo(t, to) -
A in
Oo(t, to) = exp (—ﬁHOS(t - to))
Reseni nestacionarni poruchovou iteraéni metodou + fada zjednodusujicich
pfedpoklad(
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Poruchova metoda — iterace do druného radu

Vychozi rovnice: Liouvillova rovnice v interakéni reprezentaci

8QSR !
ot [V

Aproximace feSeni: postupna integrace, na pravé strané je predchozi iterace gsg

Osr(t) — Osr(to) = %/tt dt; |:\7I(tl —1o), @ISR(to)]

t —to), dsr]

Osr(t) — Osr(to) = %/j dt; [\A/I(tl —to), @ISR(to)] +

(;)2 /[0l dty /: d2[V'(t2 — o), [V'(t2 — o), 05r (t0)]

Pocate&ni podminka: prot =t bude V = 0 a g (to) = 23 05 = 05 (to) o=
Rezervoar v term. rovnovaze: g5 = gk = Or Se vV tase nemeni

e_’gHR 1
T T {e—ﬁF‘R}7 T kT

>
=

J. Sulc (KFE) Fyzika lasertl, KGOZ2 15. Gnora 2023, 8:00

9/22



Redukovany statisticky operator

» Mame rovnici pro gqg(t), tedy vyvoj celé sloZzené soustavy. Nas ale zajima
predevsim vyvoj systému S, respektive jeho dynamickych proménnych:
(M) = Trog { 03N} = Trs{ Tra(o8x) M } = Trs {23V}
——

AS
Os

» Redukovany statisticky operator

é§ = Tk égR = Trg (e*(i/ﬁ)(’:‘R+F|s)(t*to) é'SR(t) e(i/ﬁ)(':‘RH:‘s)(t*to))
_ e*(i/h)ﬂs(tf‘o) Trs @ISR(t) e(i/ﬁ)':'s(lflo)
——
o5

@'S — e(i/h)ﬁs(t*to)@g(t) e*(i/ﬁ)':'s(lflo)

» Vypocet stfedni hodnoty:
M _ TI’{ M } TI’{ (i/h)As(t—to) A' (1/’\1)Hst o) \S }

_ TI’{ l/h)Hst ) M e~ (i/m)As(t— to)} Tr{ }

-~

Ml
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Iterace do druhého fadu pro redukovany statisticky operator

» Ve vychozi rovnici

Osr(t) — dsr(to) = l/ dt; [\A/I(tl - to)yﬁls;R(tO)] +

+ <1h> /dt1 . dtz i (t1 — to), [ (t2 — to), @ISR(tO)H

» vypocteme stopu na pravé a leveé strané pres rezervoéar R:

() = 85(6) = 5 [ duTre [0 ). Bon ()] +

+ (é) /dt1/ dtaTre [V (6 — to), [V'(t2 — o), 05r (t0)] ]

» Pocatecni podminka g (to) = 85(to)dr. Tedy:

ds(t) — 05(to) = / dt; Trg [V (t1 — o), ds (to)QR]

+<%> /dtl/ dtzTrR[V (1 — to), [ (2 —t), 0 (to)@RH
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Interakéni Hamiltonian V

» Abychom mohli provést dalSi zjednoduSujici Gpravy, potfebujeme znat tvar
interak&niho Hamiltonianu

» Uvazujeme nejjednodussi tvar — prvni kfiZzovy €len Taylorova rozvoje celkového
Hamiltonianu soustavy A, tedy:

V(Qi, ﬁ.) = Fh—(éi, ﬁ.) - ﬁg(é.) — |:|R(|E|) = hZéiﬁi ,
i
Qi — operatory systému, Fi— operéatory rezervoaru

» Vzhledem k nezavislosti stavovych prostor(l systému S a rezervoaru R
dostaneme:

Vit —to) =1 > Ql(t — to)F(t — to)

» Zavedeme oznaceni Q1% = Q! (12 — to) a FH? = F/(t12 — to) a dosadime do
fidici rovnice

os(t) — 85(to) = / dtleR V! (1 — to), QS(tO)QR]

+ <1]71L>2/10 dty \ dtszR [V (1 — to), [ (t2 — to), QS(tO)QR]]
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Stopy Trgr[. . .], stfedni hodnoty a korelacni funkce

» V rovnici

ds(t) — 8s(to) = i) /10 d Tre [QIFE, o5 (to)or | —

t ty A A
— Z/ dtl/ dt; Trg I:QilFily [szFf»@Is(to)@RH
ij o fo
» mulzeme vypocitat stopy (DC 1.1):
Tre[QMFY, 05 (to)ar] = [QF, 85 (t0)] (F1)w
Trr [éil'eilv [szﬁjza @IS(tO)éR]] =

= <|£i1|£j2>R ((A?iléjzéls - (A?jzéls Qil) - <'Ejz|eil>R (éilélséjz - @Iséjzéil)

» P¥islusné stfedni hodnoty a korelacni funkce:

(Fhe = Trr ('eil (s — tO)@R) )
FDe = T (Bl - 0)F e - o))
(FPFFHRr = T ('Eil (t: — to)F (s — to)@R)
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Stopy Trgr[. . .], stfedni hodnoty a korelacni funkce

» Dostaneme:
B5(t) — B5(t) = —IZ/ [QF, 85(t0)] (B)r dty
- Z/ dtl/ dtz Qiléjzéls(to) Q, 25(to) QF )(ﬁ 'E R —
ij ‘b fo
—(Q1a5()Q7 — 25(t0) QO ) (FPF)e }
» Rezervoar stacionami = F; stacionarni = (Fi)g neni funkci &asu

» Rezervoar stacionarni = korelacni funkce nezavisi na volbé pocatku ty, pouze
na rozdilu t; a t:

T

P = (Fl(u-)F(0)r
(F0)F (1 — t2))r

» V dalSim kroku provedeme transformaci integracnich proménnych, aby
integrace probihala od 0

(
(FZF")R
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Transformace integracnich proménnych

Nové proménné (DC 1.2): =t —to, 7=t — I

tod t1 =to T A
t
t=to T=t—tyg—¢
to
0 1 t—to &

/lotdtl/t:dtz{...} N /H° /ttogdr{ y
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Transformace integracnich proménnych

Z rovnice

ds(t) — 85(to)

—iZ/{l [Qil, @ls(to)] <'Eil>R dt; —

=3 e [ e { (010700 - QFak(e) OF) e -
ihj v 0

- (éilﬁls (tO)sz - @Is(to)éjzéil) <|312|ei1>R}

po provedeni transformace a s vyuzitim stacionarity rezervoaru R dostaneme

85(1) — os(t0) = _IZ /ttdtl [éil(tl — o), @ls(to)] - Z/Olitodgfolitrng >
0 0

< { (i +9Q©)85(t) — Q)5 (t0) Q7 + ) ) (Filr)F)w —
—(Ql(r + )35 () (€) - 85(10)Q Q! + 7)) (FiFi(r)) }

vyjadfeni Casového vyvoje redukovaného statistického operatoru v interakéni
reprezentaci — vyvoj systému S do druhého F&du poruchové teorie.
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Vlastni frekvence dynamickych proménnych systému

» Definitoricky zavedeme ,vlastni frekvence operatoru systému Q
Qi'(/\) _ e(i/h)HSA Q.S ef(i/h)lfisA — Wit le

> Qi' — predpokladame harmonicky priibéh v ¢ase s vlastni frekvenci wi

» Pi. elmag. pole, H = fiwifi

» Dostaneme:

2L(t) — 5 (t) = —i SBR[ @S, T e i
(0 — () = 1 3 [OF, 4 )] | age
t—tg—¢

n N t—to o N ~
PACEEORERR) | et [T ar e @ e -

R . e t—to . pt—to—¢ o
=30 (8°5(0)Q° - 85(1)Q7 Q) / dgellrtens / dr e (FFi(r))r
i 0 0
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Markovovska aproximace

» Interakci Systému s Rezervoarem mohou vzniknout fluktuace v rezervoaru —
relaxacni doba ¢

(R(UF)r

0

» Pokud zanedbame zpétny vliv téchto fluktuaci na Systém a budeme studovat
soustavu jen pro t — to > 7., mlZzeme pfi vypoctu integralll z korelacnich funkci
rezervoaru R posunout mez integrace pres  a £ do nekonecna.

» Statisticka budoucnost Systému bude zavisla pouze na stavu systému v daném
okamziku — systém ,neméa pamét:
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Markovovska aproximace

() = 5(6) = 13 QP 25 ()] 1(wi) -
- Z (Q°QP a5 (to) — Q25 (10)Q ) (et + i)y —
- Z (QP35()Q — 5()QPQ° ) ewr + wy)wy
i
Spektralni hustoty korelacnich funkci:
W = /Ooo &7 (B (r)F ) d
W, = /Ooo “T(FFi(T))rdT

o) = [ it 1 3 — .
(w.)_/0 GUde pro t—to>wt = I(w) = (t—1t)d(w) (OC1.3)
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Markovovska aproximace — fidici rovnice

AQS

= - Z 8(wr +wy) { (Q°QF 85 (o) — QP35 (10)QF ) w; —

—(Qi B5(0)Q° - 2b(0)Q°Q°)w; }

Aps ds(t) — 85(to)
At = t—to,

» Aby bylo moZno pfejit od diferenci k diferenciallim, musi byt na intervalu At
zména Systému v diisledku tlumeni (charakteristické doba 1) ,mala®, t.
-1 .
t—to <y . Potom: A“' _Atd
dt
» Zaroven musi byt na intervalu At spinén pfedpoklad markovovské aproximace.
Dohromady 7. < t —tp < 7 *

» Pfechod ke Schrodingerové reprezentaci (DC 1.5)
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Ridici rovnice ve Schrédingerové reprezentaci

983(t) . 1 s
S E[Hs,gs(t)] — ;MM + wj) x

< {(QPQP M - QTR MQ®)wy — (QPRMEQ® - VTR )wy |

» MASTER EQUATION — obdoba Liouvillova teorému.

» Plati do druhého fadu poruchové teorie.

» P¥i volbé kroku vypoc€tu musi byt spinény pozadavky Markovovské aproximace
Te € t —tg < v~ a musi byt zohledn&na perioda vlastnich kmitl systému
t—to>w L

> Vliv Rezervoaru zapocitan pouze prostrednictvim spektralnich hustot wt
korelagnich funkei (F (7)F)r Rezervoaru odpovidajicich vlastni frekvenci wi
Systému.

» Statisticka budoucnost Systému vychazi ze znalosti stavu Systému v jednom
okamZiku.
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» Laser jako uzavfena soustava

v

Kvantovy Liouvillev teorém

» ReSeni pro tlumeni kvantové soustavy ,Cernym télesem”

2. fad poruchové teorie

Redukovany statisticky operator

Specialni tvar interakéniho Hamiltonianu

Harmonicky prlbéh operatorll Systému

Posun horni meze integrace do nekone¢na — Markovovska aproximace

agrwNE

» Ridici rovnice
903(t) _ 1in s
o = s 23] - ;5(@ + W)X

< {(QPQPRM - QPR MQ%)wy — (QPRME® - BMQFQ®)w; |

Pristé ,cviceni“: konkrétni aplikace na kvantovy harmonicky oscilator

v
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