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Katedra fyzikálnı́ elektroniky
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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Tlumený kvantový systém

Kapitola 2

Kvantová teorie tlumení

S

ĤS

-¾ V̂

Systém Rezervoár

ρ̂S

ĤR

R

ρ̂R

ĤT , ρ̂SR

Obrázek 2.1: Soustava = Systém + Reservoir

Hamiltonián celého systému:

Ĥ = ĤS + ĤR + V̂ (2.1)

Reservoir:

• Velký počet stupňů volnosti

• V důsledku interakce se systémem

ρ̂R =
exp

[
−βĤR

]

TrR exp
[
−βĤR

] (2.2)

Liouvilova rovnice - evoluce statistického operátoru v interakční reprezentaci:

ih̄
∂ρ̂I

∂t
=

[
V̂ I , ρ̂I

]
(2.3)

5

I Uzavřený složený kvantový systém: ĤT = ĤS + ĤR + V̂
I Systém (dynamická soustava) – konečný počet stupňů volnosti
I Rezervoár (tlumı́cı́ soustava) – nekonečně spočetně mnoho s.v.,
I Evoluce celého uzavřeného systému – Liouvillova rovnice v interakčnı́

reprezentaci

i~∂%̂I
SR

∂t
=
�
V̂ I(t − t0), %̂

I
SR

�
I Řešenı́ nestacionárnı́ poruchovou iteračnı́ metodou + řada zjednodušujı́cı́ch

předpokladů ⇒ ŘÍDÍCÍ ROVNICE
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Ĥ = ĤS + ĤR + V̂ (2.1)

Reservoir:

• Velký počet stupňů volnosti

• V důsledku interakce se systémem

ρ̂R =
exp

[
−βĤR
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ĤT , ρ̂SR

Obrázek 2.1: Soustava = Systém + Reservoir

Hamiltonián celého systému:
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Řı́dı́cı́ rovnice ve Schrödingerově reprezentaci

∂%̂S
S(t)
∂t

.=
1
i~
[ĤS , %̂S

S(t)]−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂S
S(t)− Q̂S

j %̂S
S(t)Q̂

S
i

�
w+ij −

�
Q̂S

i %̂S
S(t)Q̂

S
j − %̂S

S(t)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−

ji

o

I %̂S
S(t) = TrR %̂S

SR – redukovaný statistický operátor systému
I Rezervoár v termodynamické rovnováze – stacionárnı́ stav
I Předpokládáme speciálnı́ tvar interakčnı́ho hamiltoniánu V̂ = ~

P
i Q̂i F̂i

Q̂i – operátory systému, F̂i – operátory rezervoáru
I Předpokládáme harmonickou časovou závislost operátorů systému Q̂i

ωi – přı́slušné vlastnı́ frekvence
I Omezujeme se na časové intervaly, kdy minimálnı́ krok výpočtu ∆t � τc , ω−1

i

τc – doba relaxace fluktuacı́ rezervoáru – Markovovská aproximace
I Délka kroku ∆t � γ−1, γ – rychlost tlumenı́ systému
I w+ij , w−

ji – spektrálnı́ složky rezervoárových korelačnı́ch funkcı́ na frekvenci ωi,j

w+ij =
Z ∞

0
eiωi τ 〈F̂i(τ)F̂j〉R dτ , w−

ji =
Z ∞

0
eiωi τ 〈F̂j F̂i(τ)〉R dτ
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P
i Q̂i F̂i
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ωi – přı́slušné vlastnı́ frekvence
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i

τc – doba relaxace fluktuacı́ rezervoáru – Markovovská aproximace
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[ĤS , %̂S

S(t)]−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂S
S(t)− Q̂S

j %̂S
S(t)Q̂

S
i

�
w+ij −

�
Q̂S

i %̂S
S(t)Q̂

S
j − %̂S

S(t)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−

ji

o
I %̂S

S(t) = TrR %̂S
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I Délka kroku ∆t � γ−1, γ – rychlost tlumenı́ systému
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Tlumená kvantová soustava

I Konkrétnı́ přı́pad dynamického systému – kvantová soustava – prostorově
lokalizovaný systém navzájem vázaných elementárnı́ch částic – „ATOM“

I Známe stacionárnı́ stavy soustavy |l〉 (konfigurace)

ĤS |l〉 = El |l〉 , 〈k|l〉 = δkl ,
X

l

|l〉〈l| = 1̂

I Známe diskrétnı́ spektrum energetických hladin El , l = 1, 2, 3 . . .
I Předpokládáme nekvidistantnı́, nedegenerované spektrum a středově symetrické

stacionárnı́ stavy – 〈l|~̂d |l〉 = 0
I Výměna energie s okolı́m probı́há po kvantech

ωkl =
Ek − El

~

I Tlumı́cı́ systém – mnohamódové elektromagnetické pole ve stavu
termodynamické rovnováhy – zářenı́ černého tělesa

I Vzájemná interakce je dána působenı́m elektromagnetického pole zářenı́ na
indukovaný dipól atomu

V̂ = −~̂d · ~̂E
I Budeme řešit interakci atomu s polem ve stavu termodynamické rovnováhy –

najdeme konkrétnı́ tvar členů v řı́dı́cı́ rovnici
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stacionárnı́ stavy – 〈l|~̂d |l〉 = 0
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I Výměna energie s okolı́m probı́há po kvantech
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I Budeme řešit interakci atomu s polem ve stavu termodynamické rovnováhy –
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Interakčnı́ hamiltonián

I Operátor elektrické intenzity mnohamódového elektromagnetického pole
v dlouhovlnné aproximaci (e±i~k·~r ∼= 1)

~̂E
�
~r , t

�
= i

X
λ

r
~ωλ

2ε0L3| {z }
κλ

�
b̂λ − b̂†λ

�
~eλ

I Interakčnı́ hamiltonián (λ – módový index zahrnujı́cı́ ~k a polarizaci)

V̂ = −~̂d · ~̂E = −i
X

λ

κλ

�
b̂λ − b̂†λ

��
~eλ · ~̂d

�

I Provedeme rozvoj V̂ do vlastnı́ch stavů kvantové soustavy |k〉, |l〉

V̂ = 1̂V̂ 1̂ =
X
k,l

|l〉〈l|V̂ |k〉〈k| = −i
X
k,l

X
λ

κλ

�
b̂λ − b̂†λ| {z }

pole

��
~eλ · |k〉〈k|~̂d |l〉〈l|| {z }

atom

�

V̂ = ~
X
k, l

f̂kl |k〉〈l| kde f̂kl = −
i
~
X

λ

κλ

�
b̂λ − b̂†λ

��
~eλ · ~dkl

�
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v dlouhovlnné aproximaci (e±i~k·~r ∼= 1)

~̂E
�
~r , t

�
= i

X
λ

r
~ωλ

2ε0L3| {z }
κλ

�
b̂λ − b̂†λ

�
~eλ
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I Interakčnı́ hamiltonián (λ – módový index zahrnujı́cı́ ~k a polarizaci)

V̂ = −~̂d · ~̂E = −i
X

λ

κλ

�
b̂λ − b̂†λ

��
~eλ · ~̂d

�

I Provedeme rozvoj V̂ do vlastnı́ch stavů kvantové soustavy |k〉, |l〉
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Interakčnı́ hamiltonián

V̂ = ~
X
k, l

f̂kl |k〉〈l| ⇔ V̂ = ~
X

i

Q̂i F̂i

I Můžeme volit:
F̂i → F̂kl = f̂kl

Q̂S
i → Q̂S

kl = |k〉〈l|

F̂j → F̂mn = f̂mn

Q̂S
j → Q̂S

mn = |m〉〈n|

I Přejdeme do interakčnı́ reprezentace – najdeme vlastnı́ frekvence |k〉〈l|

Q̂I
kl(t) = e(i/~)ĤS(t−t0)|k〉〈l| e−(i/~)ĤS(t−t0) =

= e(i/~)(Ek−El )(t−t0)|k〉〈l| = |k〉〈l| eiωkl (t−t0) = Q̂S
kl eiωkl (t−t0)

f̂kl(t) = e(i/~)ĤR (t−t0) f̂kl e−(i/~)ĤR (t−t0)

I Spektrálnı́ hustoty korelačnı́ch funkcı́ rezervoáru R (DC 1.6.)

w+ij → w+klmn =
Z ∞

0
eiωkl τ 〈f̂kl(τ)f̂mn〉R dτ

w−
ji → w−

mnkl =
Z ∞

0
eiωkl τ 〈f̂mn f̂kl(τ)〉R dτ

w−
mnkl = (w

+
lknm)

∗
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Interakčnı́ hamiltonián

V̂ = ~
X
k, l

f̂kl |k〉〈l| ⇔ V̂ = ~
X

i

Q̂i F̂i
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= e(i/~)(Ek−El )(t−t0)|k〉〈l| = |k〉〈l| eiωkl (t−t0) = Q̂S
kl eiωkl (t−t0)
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Řı́dı́cı́ rovnice pro tlumenou kvantovou soustavu

I Vyjdeme z obecné řı́dı́cı́ rovnice v interakčnı́m obraze

∂%̂I
S

∂t
= −

X
i, j

δ(ωi + ωj)
n�

Q̂S
i Q̂S

j %̂I
S(t0)− Q̂S

j %̂I
S(t0)Q̂

S
i

�
w+ij −

−
�

Q̂S
i %̂I

S(t0)Q̂
S
j − %̂I

S(t0)Q̂
S
j Q̂S

i

�
w−

ji

o

I Dosadı́me za Q̂S
i → |k〉〈l|, Q̂S

j → |m〉〈n|, w+ij → w+klmn, w−
ji → w−

mnkl

∂%̂I
S

∂t
= −

X
k, l, m, n

δ(ωkl + ωmn)
��

δlm|k〉〈n|%̂I
S − |m〉〈n|%̂I

S |k〉〈l|
�

w+klmn−

−
�
|k〉〈l|%̂I

S |m〉〈n| − δnk %̂
I
S |m〉〈l|

�
w−

mnkl

�

I Podmı́nka δ(ωkl + ωmn) = 1, nebo-li ωkl + ωmn = 0, určuje přechody, které
mohou přispı́vat k tlumenı́

Ek − El + Em − En = 0
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mohou přispı́vat k tlumenı́

Ek − El + Em − En = 0
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Řı́dı́cı́ rovnice pro tlumenou kvantovou soustavu

Ek − El + Em − En = 0

I Neekvidistantnı́ nedegenerované spektrum energie. Podmı́nka platı́, jestliže

1. k = n, l = m, k 6= l
2. k = l , m = n, k 6= m
3. k = l = m = n

1. přı́spěvek (wlk = w+kllk + w−
kllk je vzhledem k w−

mnkl = (w
+
klmn)

∗ reálné čı́slo)

∂%̂
I(1)
S

∂t
=
X
k, l

′n
|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|wlk − |k〉〈k|%̂I
S w+kllk − %̂I

S |k〉〈k|w−
kllk

o
(1)

2. přı́spěvek
∂%̂

I(2)
S

∂t
=
X
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
�
w+llkk + w−

llkk

�
(2)

3. přı́spěvek

∂%̂
I(3)
S

∂t
=
X

m

��
|m〉〈m|%̂I

S |m〉〈m| − |m〉〈m|%̂I
S

�
w+mmmm+

+
�
|m〉〈m|%̂I

S |m〉〈m| − %̂I
S |m〉〈m|

�
w−

mmmm

�
(3)
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∂%̂

I(2)
S

∂t
=
X
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
�
w+llkk + w−

llkk

�
(2)
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Řı́dı́cı́ rovnice pro tlumenou kvantovou soustavu

I Odvozenı́ 1. přı́spěvku – vyjdeme z rovnice

∂%̂I
S

∂t
= −

X
k, l, m, n

δ(ωkl + ωmn)
��

δlm|k〉〈n|%̂I
S − |m〉〈n|%̂I

S |k〉〈l|
�

w+klmn−

−
�
|k〉〈l|%̂I

S |m〉〈n| − δnk %̂
I
S |m〉〈l|

�
w−

mnkl

�

I Položı́me k = n, l = m, přitom k 6= l (čárkovaná suma – nesčı́tá se pro l = k)

∂%̂
I(1)
S

∂t
= −

X
k, l

′
�
|k〉〈k|%̂I

Sw+kllk − |l〉〈k|%̂
I
S |k〉〈l|w+kllk−

− |k〉〈l|%̂I
S |l〉〈k|w−

lkkl + %̂I
S |l〉〈l|w−

lkkl

�

I Protože sčı́táme přes všechny k , l , můžeme ve třetı́m členu zaměnit k ↔ l

∂%̂
I(1)
S

∂t
=
X
k, l

′
�
− |k〉〈k|%̂I

Sw+kllk + |l〉〈k|%̂
I
S |k〉〈l|

�
w+kllk + w−

kllk| {z }
wlk

�
− %̂I

S |l〉〈l|w−
lkkl

�
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∂%̂
I(1)
S

∂t
= −

X
k, l

′
�
|k〉〈k|%̂I

Sw+kllk − |l〉〈k|%̂
I
S |k〉〈l|w+kllk−

− |k〉〈l|%̂I
S |l〉〈k|w−

lkkl + %̂I
S |l〉〈l|w−

lkkl

�
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Pauliovy řı́dı́cı́ rovnice

I Posčı́táme přı́spěvky (1), (2) a (3) a dostaneme řı́dı́cı́ rovnici tlumeného atomu v
interakčnı́m obraze (DC 1.7)

∂%̂I
S

∂t
=
X
k,l

n
|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|wlk − |k〉〈k|%̂I
S w+kllk − %̂I

S |k〉〈k|w−
kllk

o
+

+
X
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
�
w+llkk + w−

llkk

�

I Můžeme určit časový vývoj maticových elementů redukovaného statistického
operátoru %I

ji = 〈j|%̂I
S |i〉

∂%I
ji

∂t
=
X
k,l

n
〈j|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|i〉wlk − 〈j|k〉〈k|%̂I
S |i〉w+kllk − 〈j|%̂

I
S |k〉〈k|i〉w−

kllk

o
+

+
X
k,l

′
〈j|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|i〉
�
w+llkk + w−

llkk

�
I Využijeme ortogonalitu vlastnı́ch stavů 〈k|l〉 = δkl a dostaneme Pauliovy řı́dı́cı́

rovnice (DC 1.8)

∂%I
ji

∂t
= δij

X
k

′
wik%

I
kk − Γc

ij%
I
ji , kde Γc

ij =
X

l

(w+ljjl + w−
illi )− w+iijj − w−

iijj
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Pauliovy řı́dı́cı́ rovnice
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wik =
2π

~ε0L3

X
λ

ωλ|~eλ · ~dik |2
�

n̄λδ(ωki + ωλ)| {z }
absorpce (ωki <0)

+ (n̄λ + 1)δ(ωki − ωλ)| {z }
stim. & spont. emise (ωki >0)

�
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Koeficienty wik a Γc
ij

I Koeficienty Γc
ij

Γc
ij =

X
l

(w+ljjl + w−
illi )− w+iijj − w−

iijj =
�

w+klmn =
R∞

0 eiωkl τ 〈f̂kl(τ)f̂mn〉R dτ
ωii = 0

�
=

=
Z ∞

0
dτ

(X
l

h
eiωjl τ 〈f̂jl(τ)f̂lj〉R + eiωli τ 〈f̂il f̂li(τ)〉R

i
− 〈f̂ii(τ)f̂jj〉R − 〈f̂ii f̂jj(τ)〉R

)

I Výpočet asymetrického integrálu (Cauchyho int. ve smyslu vlastnı́ hodnoty P 1
Ω ):Z ∞

0
dτ(e±iΩτ ) = πδ(Ω)± iP 1

Ω
⇒ Γc

ij = Γij − i∆ωij

I Koeficienty Γc
ij jsou obecně komplexnı́ (Γc

ij = Γ
c
ji
∗).

I Reálná část Γij představuje tlumenı́, imaginárnı́ ∆ωij posuv vlastnı́ frekvence
atomu – Lambův posuv

∆ωij = −P
X

{n},{n′},l

(
|〈{n}|̂fjl |{n′}〉|2

ωjl +
P
m

ωm(nm − n′m)
+

|〈{n}|̂fil |{n′}〉|2

ωli −
P
m

ωm(nm − n′m)

)Y
m

(1−e−
~ωm

kT )e−
~ωmnm

kT
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Tlumenı́ Γij

I Koeficienty Γij :

Γij = π
X

{n},{n′}

|〈{n} |̂fii − f̂jj |
�

n′
	
〉|2δ

"X
m

ωm(nm − n′m)

#"Y
m

(1− e−
~ωm

kT )e−
~ωmnm

kT

#
| {z }

asymetrická část Γph
ij ≈0

+

+
1
2

π
X

{n},{n′},l 6=j

|〈{n} |̂fjl |
�

n′
	
〉|2δ

"
ωjl +

X
m

ωm(nm − n′m)

#"Y
m

(1− e−
~ωm

kT )e−
~ωmnm

kT

#
| {z }

symetrická část Γjj >0

+

+
1
2

π
X

{n},{n′},l 6=i

|〈{n} |̂fil |
�

n′
	
〉|2δ

"
ωli +

X
m

ωm(nm − n′m)

#"Y
m

(1− e−
~ωm

kT )e−
~ωmnm

kT

#
| {z }

symetrická část Γii >0

Γij = 1
2 (Γi + Γj) + Γ

ph
ij , kde Γi ≡ Γii =

P′
k wki > 0

I Koeficienty Γii udávajı́ pravděpodobnost za sekundu, že atom přejde ze stavu
|i〉 do libovolného jiného stavu.

I Pro interakce „prvnı́ho řádu“ Γph
ij = 0.
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Řešenı́ Pauliových rovnic

I Pauliovy rovnice pro nediagonálnı́ a diagonálnı́ prvky matice hustoty

∂%ji

∂t
= −

�
Γij − iω′ij

�
%ji , i 6= j, ω′ij = ωij +∆ωij , (4)

∂%ii

∂t
=

X′

k
wik%kk − Γi%ii , nebot’ ωii = ∆ωii = 0 . (5)

I Řešenı́ nezávislých rovnic (4) – vývoj pravděpodobnosti přechodů i � j

%ji(t) = %ji(0) exp
�
−(Γij − iω′ij)t

�−−→t→∞ 0, protože Γij = Γji > 0

I Řešenı́ rovnic (5) – vývoj pravděpodobnosti obsazenı́ hladin i. Stacionárnı́
řešenı́ odpovı́dá Boltzmannovu rozdělenı́ (β = (kT )−1)

%SS
ii =

�X
j
e−βEj

�−1

e−βEi

I Pro ustálený stav ∂%SS
ii /∂t = 0 z rovnice (5) dostaneme:

Γi%
SS
ii =

X′

k
wik%

SS
kk

I Tedy:

Γi =
X′

k
wki =

X′

k
wik e−β(Ek−Ei )
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I Řešenı́ rovnic (5) – vývoj pravděpodobnosti obsazenı́ hladin i. Stacionárnı́
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Shrnutı́

I Konkrétnı́ aplikace řı́dı́cı́ rovnice – tlumená kvantová soustav – ATOM

I Popis ATOMU – vlastnı́ stavy, vlastnı́ energie, rezonančnı́ frekvence

ĤS |l〉 = El |l〉 , 〈k|l〉 = δkl ,
X

l

|l〉〈l| = 1̂

I Dipólová interakce – operátor interakce

V̂ = −~̂d · ~̂E
I Výsledná řı́dı́cı́ rovnice

∂%̂I
S

∂t
=
X
k,l

n
|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|wlk − |k〉〈k|%̂I
S w+kllk − %̂I

S |k〉〈k|w−
kllk

o
+

+
X
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
�
w+llkk + w−

llkk

�
I Pauliho rovnice

∂%ji

∂t
= δij

X
k

′
wik%kk −

�
Γij − iω′ij

�
%ji

I Cvičenı́: ME v Schrödingerově reprezentaci
I Přı́ště: poloklasická teorie interakce tlumené kvantové soustavy s elmag. polem
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I Výsledná řı́dı́cı́ rovnice

∂%̂I
S

∂t
=
X
k,l

n
|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|wlk − |k〉〈k|%̂I
S w+kllk − %̂I

S |k〉〈k|w−
kllk

o
+

+
X
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
�
w+llkk + w−

llkk

�
I Pauliho rovnice

∂%ji

∂t
= δij

X
k

′
wik%kk −

�
Γij − iω′ij

�
%ji
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Prometheus, Praha, 1994
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