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Program pfednasek
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Kvantova teorie tlumeni, fidici rovnice

Aplikace na ,atom“, Pauliho rovnice

Poloklasicky popis interakce z&feni s latkou
Aplikace na §ifeni rezonanéniho zafeni prostfedim
Aplikace na laser — kontinualni rezim

Aplikace na laser — Q-spinani

Koherentni iteni impulz

DalSi jevy v poloklasické aproximaci

Spektrum laseru a rezim synchronizace modu
Kvantova teorie laseru, F.-P. rovnice

. F.-P. rovnice pro zéafeni a atom
. F.-P. rovnice pro laser

Statistické vlastnosti laserového zareni
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Interakce ATOM — REZERVOAR

Systém Rezervoar
Hg | iR
s v R
ps PR
ﬁ']'v /jSR
> Iqs 1) = E| | . .
i (Irln; 5 " Interakce je dipolova Elektromagneticke
= Oim ~ - pole v termodyna-

V=—-er-E=h ficr [k (I L P

» =1 2 fa k)] mické rovnovaze
I
., Op
in PSR

= [(\7 + F's + F‘R)aﬁSR}
ot
Liouvilova rovnice — evoluce statistického operatoru psg celkového systému

» Reservoir ma velky pocet stupiili volnosti a je v termodynamicky rovnovazném
stavu, pficemz tento jeho stav neni ovlivnény interakci s atomem.

» Cela soustava se chova jako Markovovsky systém, tj. nepamatuje si své
predchozi stavy. To je splnéno jen na urcitém casovém intervalu.

» Problém feSime ve druhém Fadu teorie poruch.
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Interakce ATOM — REZERVOAR: MASTER EQUATION

Systém Rezervoar
s v R
ps PR
Hr, psr

» Obecné fidici rovnice
9ds(t)
QS( Z O(wi + wy)x
< (05GP (1) — 0P kM@ )wy — QPGS — A (1ETE)w; }
» Ridici rovnice pro tlumeny atom
i =kl Qe |k, wewi=(Ex—E)/R Wiji cwh =
09
QS Z{“ (k|5 [k) (I |wik — [Kk) (k| s Wiy — s [Kk) k|WkIIk}+

+ k) (K[85 1] (Wit + W)
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Pauliho Fidici rovnice — fidici rovnice pro prvky matice hustoty

V interakénim obrazu Ve schrédingeroveé obrazu

8911 I 59
- = 5|JZ Wik Ok — i oj " = 5.,2 Wicow — (I — iwy) oj

v

Maticové elementy: o} = (j|a5|i) a o5 = (i[25]})
Bohrovy frekvence: wj = (Ei — Ej)/h
Pravdépodobnosti absorpce-emise fotonu wy = w;ﬁk + W

v

v

Wik = h L3 Zwﬂe/\ di|? (nA5(wk. +wi)+ (M + 1)5(wkl —w) )

absorpce (wk|<0) stim. &spom emise (wy;>0)

v

Tlumeni a posuv frekvence (Lamb0v posuv)

Z(Whjl + W|II| ||u Wi r'l + lAw,]

> Re(rﬁ) = Fij >0

> =34+t

i =T ZZ/kai >0

Fi’j’h ~ 0 (pro symetrické stavy atomu)

v

v
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Pauliho fidici rovnice

Nediagonalni maticové elementy:

I7éj, wﬁ:wijJrAwij
0gj .
S = (Mi—ii) g

Pravdépodobnosti pfechodll mezi jed-
notlivymi hladinami |i) — |j)

Si(t) = Sji(0) exp [—(Ij — iwj)t]

tyto €leny zjevné po urcitém Case relaxuji
k nule, nebot I'j =T >0
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Diagonalni maticové elementy:

i:j, Wii:AUJii:O

i /

8Qt" = Zk Wik ok — Tigii
Pravdépodobnosti obsazeni jednotli-

vych stavl |i)

-1
SS = [Z,. e_ﬁei] o5

znamé — systém v tepelné rovnovaze —
Boltzmannovo rozdéleni =

M = Z; Wy = Z/k wige Pl
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Klasicky popis zareni — svétlo

Svétlo kvantové — proud Castic, tzv. fotonl (energie kvanta E = hw)
Svétlo klasicky — elektromagneticka vina

\4

v

v

v

E(x,y,z,t) = iyEgcos(wt — Kk - ' + )

Maxwellovy rovnice — klasicka teorie elektromagnetického pole (1873)

I

V x

<l
O

-

)
J+ a5t (Faraday)

= p (Gauss)

Materialové vztahy

B = ﬁﬁ (permeabilita),

i1 a £ obecné tenzory a funkce pole
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Siteni svétla (elektromagnetické viny) — vinova rovnice

1. Vakuum (j: 0,p=0, i = o, £ = €o, H= é/uo, D= solg)
. - 10°E 1
Vinovarovnice: AE — ——— =0, kde co=
C(z) ot? ’ 0 NI

2. Bezeztratové dielektrikum (3 =0,p=0, &= o, &= coer, H= é/uo)
Dielektrikum = téleso tvofené elementarnimi dipoly, naboje jsou vazané
Nenulova hustota vazanych nabojl o, = Polarizace dielektrika P(E)

—

D= E()E + 57 ov = —V.P

- 10°E P

E-Gaow —Hoge
c§ ot ot

Interakce zé&feni s prostfedim

Elektormagnetické pole Pole E Prostredi

Maxwellovy rovnice Materialové vztahy
Polarizace P
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Elektricka polarizace dielektrika P

Bez vnéjSiho pole Vnéjsiho pole zapnuté
n s oa om n A Dn o Tvrdé dielektrikum
vV &V § ¥ v VIV ¥ Nenulova vlastni polarizace P
Y Y N - N I P nezavisi na vnéjsim poli
v v v v v v v v E
n 1Y o LY n LY LY o
v ¥V ¥V ¥ vV ¥ ¥V V v
p . o A Apa A Mékké polarni dielektrikum
J > &7 9 V VAV W Stiedni vlastni polarizace P = 0
a9 W N ¢ A aAla a Dipdly se orientuji
& ¢ v vV V|V Y E \ zavisiosti na vnéjsim poli
[ - A - -
ad a«? €
v v v v v v
A ApPa A Mékké' nepo_lérni dielektrikum
v V,vV WV Vlastni polarizace P =0
a ala a Dipoly se vytvari a orientu;ji
v v |V v E zavislostina vnéjsim poli
—Y I—Y I—Y —Y

J. Sulc (KFE) Fyzika laserdi 15. dubna 2020 9/24




Elektricka polarizace prostredi P

» Dielektrikum tvofi €astice s vlastnim nebo indukovanym dip6lovym momentem
» Elektricka polarizace je odezva prostfedi na vnéjsi elektrické pole
» Polarizace P = objemova hustota elektrického dip6lového momentu dielektrika

» Pro linearni, homogenni, izotropni prostfedi:
P = oné, kde x je elektricka susceptibilita
VInova rovnice ma tvar:
1 9°E Co

=0, kde c=

AE — =2~
c?z ot? 1+

» V obecném pfipadé je nezbytné urcit odezvu prostfedi — polarizaci pro pravou
stranu vinové rovnice — na zakladé presnéjsiho fyzikalniho modelu dielektrika.
(Klasicka teorie Drude-Lorentz [5])
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Kvantovy model prostfedi

» Model prostfedi — makroskopického systému — soubor stejnych kvantovych
soustav
» Kvantova soustava — mikroskopicky systém vazanych ¢astic (elektron, proton,
iont), které spolu interaguji (elektromagneticka sila)
» Diskrétni spektrum energetickych hladin E; (zakladni, 1. excitovana,. . .)
> Diskrétni mnozina stavll — vinovych funkei |¢i), |i) — vnitfni usporadani

Konfigurace Schema hladin
s clctons dsecrons o 4s, 4p, 4d, 4f ——EJ\ P
=0 = excitované
35,39, ———————E. ;o
/ ladiny
m=0 0 m=1
m=0 1

m=2
2s,2p —E,

p electrons f electrons
I=1 1=3
m=0

m=1 Zzakladni

1s ——————— E, - hladina
» Interakce s okolim — vyména energie — zména energetické hladiny — zména
stavu (konfigurace) — mikroskopicka zména dipblového momentu — zména
makroskopické polarizace souboru kvantovych soustav (prostfedi)
» Podminka rezonance — zakon zachovani energie (Bohrlv vztah, 1913)

AE :Ej —Ei :hl/ji

» Rezonanc¢ni zafeni — frekvence vj; je v rezonanci s kvantovym pfechodem
li) = 1i)
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Dvouhladinovy systém

E 2)
hvio
EE—— )

» Nejjednoduzsi model idealni kvantové soustavy
» Vychazi z pfedpokladu, Ze soustava ma jen dva stacionarni stavy, tj. jen dvé
energetické hladiny
» |1), |2) — system G(plIny, ortogonalni
> DA+ 12)(2[=1
> (N]A) =0
» Cisty stav
[¥) = c1|1) + c2[2), [ea]” + Je2f* = 1
» SmiSeny stav
p = pu|1) (L] + p22|2)(2| + p12[1)(2] + p21]2) (1], pj = (cic]")
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Dvouhladinovy systém

» Popis pomoci matice hustoty
~_ (P11 p12
P= <p21 p22>

» Ctyfi komplexni &isla, ale p hermitovksky
> p12 = Py
» Tr{p} =1=p11 + p2 _
» = Staci tfi realna ¢isla — Blochlv vektor R = (Ry, Ry, R;) (DC 2.1, 2.2:
IR]” < 1)
> Ry = 2Re(p12)
> Ry = 2Im(py)
> Rz =p2 —pua
. 1(1-R, Rx+iRy
P=2\R —iR, 1+R,

p= 31— R + 51+ R + 5 (Re +iR)I1)(2] + 5(Re — iR,)I2)(1

5= 2 [(10) (1] + 1202 +Re (12)(2] — 1)) +Re (11)(21+12) (1) +iRy (11)(2]-[2)(1])]

-~

1 f & 3y

1 A .
ﬁ:§(1+Rzn+Rxdx+1Rydy)
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Dvouhladinovy systém — Dip6lovy moment

» Dip6lovy moment kvantové soustavy d=er

» Atom je bez vlastniho dip6lového momentu, tj. (1\3|1) =0, (2|3|2) =0

» Dip6lovy moment se projevi pfi kvantovém pfechodu , fj. (1\3|2) #0,
(2|3|1> # 0 — zména konfigurace atomu |1) < |2) (1(F) < 2(T))

o = e (1IF2) = [wi(E)Fva(r) oV = s

_ 0 612
d= (a;l 0
» Stfedni hodnota dip6lového momentu (DC 2.3)

(d) ="Tr {ﬁa} =Tr (5(2)1 662> <Z; Zii) = diz2pa1 + da1paz

(d) = Re(d12)Rx + Im(d12)Ry
» Makroskopicka polarizace prostredi P = 3"(d) dipolové momenty jednotlivych
kvantovych soustav (mékkeé dielektrikum)
» Pro uceni odezvy prostfedi (vyvoje stfedni hodnoty dip6lového momentu) je

tfeba popsat vyvoj dvouhladinové soustavy (urcit v kazdém okamziku matici
hustoty)
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Dvouhladinovy systém — Pauliho Fidici rovnice

i=j, wi=Awi=0 i #], wj=wj+ Awj
O gii ! ;i .
5 = > Wikow — Mion S =~ (M= i) g
» Zanedbavame posuv frekvence zplisobeny reservoirem a vyuzivame toho, ze
w12 = —wa1, N2 =21, W1 =T awpp =,
Opun Op12 .
= M2p22 — T1pna = (F21 — iwa1) p12
0p22 Op21 .
—= =T -T —==—(r
ot 1011 2022 ot (M2 + iwo1) p2u

» Ve stacionarnim stavu — termodynamickéa rovnovaha (DC 2.4, 2.5):

R«=Ry=0, (d)=0

_ exp(—pPEz) —exp(—BE1) _ , ss
= exp(—fE;) +exp(pE) ) <O

z
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Tlumeny dvouhladinovy systém v silném elmag. poli

. . Reservoir
R Dvouhladinovy .
W , \Y Elmag. pole v
systém -
S A . termodynamické
d. ps Hsli) = B[i) rovnovaze
=12 Pr Hr

» Energie interakce mezi atomem a polem E(t) plsobicim na dip6lovy moment
pfislusejici tomuto atomu je dana vztahem

W = —d - E(t)

» Odpovidajici kvantovy operator interakce dvouhladinové soustavy s klasickym
elektromagnetickym polem, pfedstavuje pfispévek od klasické sily

W = —d-E(t)
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Zavedeni vnéjSi sily do Pauliho rovnice

» Pauliho rovnice bez vnéjsi sily:

ih% = G [(V +hs). 5] i)

» Po zapoéteni plsobeni vné&jsi sily W bude mit Liouvilova (respektive pfislusna
Pauliho) rovnice tvar:

%2 1[0 +As). o] 1)+ 61 [W. 4] 1)

> Pro zapocteni takoveéto sily do Pauliho rovnice staci na jeji pravou stranu pridat
clen (W, pli).
» Rozepiseme operator W do baze |i)(j|:
W =1W1 = (J1)(2]+ 2)(2)) (—d) (1)L + [2)(2]) - Et) =
= —(11)(A]du + |2)(A]das + |1)(2d12 + |2)(2d2z) - E(t)
» Diky symetrii vinovych funkci prislusejicich stavim |1) a |2) plati diy = dz = 0

W = —dp, - E(F,1)[1)(2] — doy - E(F,1)|2) (1]
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Zavedeni vnéjSi sily do Pauliho rovnice

» Pfispévek od Klasické sily W k Pauliho rovnici bude mit tvar (DC 2.6):

(il W, 5] li) =~ - E(F, 0)(0[2)(217l1) — daa - E (7, ) 12) (113l1)+
+dua - E(F,0(1111)(211) + dax - E(F,1)(1112) (L)

» Po dosazeni pfispévku od klasické sily W budou mit Pauliho rovnice pro
tlumeny dvouhladinovy atom v silném vnéjSim elektromagnetickém poli tvar:

—»

0
% =T2p22 —lipu1 + 1 - (dh2p21 — da1pr2) (1)
) g
% =T1pun —T2p22 + 1 ~(d21p12 — di2p21) @
) | E
P2 — (o1 —iwa) pro + i - Gra(p22 — pua) 3)
ot h
) | E
gtﬂ = — (T +iwa1) pa1 — 5 21 (p22 — p11) @)
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Pfechod od Pauliovych rovnic k rovnicim pro méfitelné

» Cilem je na zakladé systému rovnic Pauliovych rovnic pro prvky matice hustoty
napsat rovnice pro méfitelné veliciny

» dip6lovy moment atomu (d ) = da1 015 + d12001
> a stfedni hodnotu rozdilu populace horni a dolni hladiny (i) = 027 — 011

» Hledané rovnice (DC — odvozeni rovnice 2.68):

(% + T12)2 +wh

» T; = (M1 +2) 7! je relaxaéni doba inverze populace (podéina) — souvisi s
fluorescenéni dobou;

(d) = 2wz |da*(0)

> T, = I‘Z‘l1 je relaxa€ni doba polarizace (pfi€na) — souvisi s celkovou Sitkou
homogenné roz8ifené spektralni Cary.
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Soubor tlumenych dvouhladinovych systém{ v silném elmag. poli

» Velka soustava stejnych dvouhladinovych tlumenych systémt interagujicich s
klasickym elmag. polem.

» Jedina vzajemna komunikace téchto systéml je zprostfedkovana pravé timto
klasickym polem

» Statisticky viyznamny po&et kvantovych soustav — stfedni objemova hustota N

» Makroskopicka polarizace P =N(d)
> Inverze populace hladin N = N(n)

» Dostaneme rovnice pro makroskopickou polarizaci a inverzi populace hladin
nahrazujici materialové vztahy

oL 1\,
o T, wa

o 1 2E (0 1)\ g
() oom =2 ()7

Pfidame rovnici pro pole — klasickou vinovou rovnici sestavenou na zakladé MR

- E
P = —2wZ1E|621‘2N

v

- 10°E o°P
AE - G oe THoge
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Rovnice poloklasické teorie interakce latky a zareni

» Deterministické pole popisujeme klasiky — Maxwellovy rovnice — vinova
rovnice: . R
- 10°E %P
AE — = —— = o=
2oz~ Mo
» Prostfedi sloZené z tlumenych dvouhladinovych soustav popisujeme na zakladé
kvantové teorie — Pauliovy rovnice — rovnice pro makroskopickou polarizaci a
inverzi populace hladin nahrazujici materialové vztahy:

o 1\,
ot T, 2

o 1 2E (0 1\g
() om = ()7

» Zahrnuji vSechny kvantové aspekty odezvy dvouhladinové kvantové soustavy

— E
P= 72w21E|621\2N

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 15. dubna 2020 21/24



Rovnice poloklasické teorie interakce latky a zareni

o E Elektormagnetické pole - Vinova rovnice Pole E
- - ole /|
5"“ pole i LPE_ &P <
— =5 =M= c
3 2oz Mo £
2 ®
o 3
3 5
'% Prostfedi - Rovnice pro makroskopickou polarizaci N
<] a inverzi populace hladin e,
a E
8 J 1 )2 5 | = E - . o
[¥) 2 2 »
S, —+—=] + O P:72(0217|d21| N $
“ejod <9l Ty . h a1e°
9 1 2 (0 1\«
—+— | (N=-N)=— =+ )P
<al * T1> ( U) hway <al * T2>
E Elmag. pole T1 Relaxace inverze populace hladin
P Makroskopicka polarizace T, Relaxace makroskopické polarizace
N Inverze populace hladin w21 Rezonan¢ni frekvence
No Inverze populace hladin |521| Velikost dip6lového
bez vnéjsiho pole momentu
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» Poloklasicka teorie interakce zéafeni s latkou — zareni klasicky, latka kvantove.

» Sifeni zafeni popisuje vinova rovnice. Odezvu prostfedi vyjadfuje polarizace
prostredi.

» Latka = soubor mnoha stejnych kvantovych soustav.

» Zakladni model kvantové soustavy — tlumena dvouhladinova kvantova
soustava.

Stav popsany pomoci matice hustoty 2 x 2
> Rezonanéni frekvence wy; = (E; — Ep) /R
» Casovy v§voj popisuiji Pauliho rovnice
> Pro stanoveni odezvy nas zajima stfedni hodnota dip6lového momentu kvantové
soustavy (d) = Tr {ﬁa} = di2001 + 21912

» Poloklasicky operator pro interakci klasického pole a kvantové soustavy
W = —d-E(t)

» Od Pauliho rovnic k rovnicim pro méfitelné (d) a (n) a pak stfedovani pres
velky soubor stejnych kvantovych soustav — rovnice pro P a N, vyjadfujici
poloklasickou odezvu prostfedi na rezonancni zafeni. Spolu s vinovou rovnici
tvofi Uplny systém pro poloklasicky popis interakce rezonanéniho zéafeni s
latkou.

v
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