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Kvantova teorie tlumeni, fidici rovnice

Aplikace na ,atom“, Pauliho rovnice

Poloklasicky popis interakce zafeni s latkou

Aplikace na Sifeni rezonan¢niho zareni prostfedim
Aplikace na laser — kontinualni rezim

Aplikace na laser — Q-spinani

Koherentni iteni impulz

DalSi jevy v poloklasické aproximaci

Spektrum laseru a rezim synchronizace modu

Kvantova teorie laseru, F.-P. rovnice

. F.-P. rovnice pro zéafeni a atom
. F.-P. rovnice pro laser

Statistické vlastnosti laserového zareni

J. Sulc (KFE) Fyzika laserti 15. dubna 2020 2132



Interakce ATOM — REZERVOAR

Systém Rezervoar
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Pravdépodobnosti absorpce-emise fotonu wy
Tlumeni a posuv frekvence Fﬁ
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Interakce rezonancniho zafeni s prostfedim — poloklasicky popis

Prostfedi soubor kvantovych soustav (dvouhladinovych), nepolarni
dielektrikum, popisuje SR kvantové (diskrétni systém hladin, vinova
funkce, zména energie — zmeéna konfigurace — zména dip6lového
momentu)

Zareni elektromagneticka vina, popisuji MR klasicky
Rezonanéni zafeni frekvence v rezonanci s kvantovym pfechodem (Bohrllv vztah)
Interakce zarfeni s prostfedim prostfednictvim polarizace prostfedi (dipélového
momentu elementarnich KS)

W = —d-E(t)

Elektormagnetické pole Pole E Prostiedi

Maxwellovy rovnice Materialové vztahy
Polarizace P

Pole klasicky + prostfedi kvantové — poloklasicky popis
Pauliho rovnice popisuji chovani tlumené kvantové soustavy s pomoci ¢asového
vyvoje elementll matice hustoty. Pfechodem k makroskopickym
veliginam P a N ziskame rovnice pro odezvu prostredi.

P= N(azlglz + 612921)
N = N(sz - 911)

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 15. dubna 2020

4132



Rovnice poloklasické teorie interakce hmoty a pole
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» Zahrnuji v8echny kvantové aspekty odezvy dvouhladinové kvantové soustavy

» Vzajemné vazané nelinearni vektorové parcialni diferencialni rovnice druhého
fadu = vlastné je to celkem 7 rovnic

@

- E
P= fzwﬂ#a’zﬂzr\l 2

E Elmag. pole T1 Relaxace inverze populace hladin
P Makroskopicka polarizace T, Relaxace makroskopické polarizace
N Inverze populace hladin w1 Rezonanéni frekvence
No Inverze populace hladin |d21]  Velikost dipblového

bez vnéjSiho pole momentu
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Rovnice pro komplexni analyticky sdruzeny signal

» MEfitelné veliCiny jsou reprezentovany realnymi cisly nebo realnymi funkcemi
» Neékdy je vyhodné realnym signaldim pfifadit komplexni funkce — komplexni
analyticky sdruzeny signal, pfitom jeho realna ¢ast je rovna realnému

(skute€nému) signalu. Napf. rovinné elektromagneticka vina:
E = iyEo cos(wt — kz + )
» PFislusny komplexni analyticky sdruzeny signal:

E — i;Eoel(wt—kZ-HD) )

» Z komplexniho analyticky sdruzeného signalu je snadné vyjadfrit realné signaly

EO=Z(E+E), PO=1(F+F)

» Po dosazeni do soustavy rovnic poloklasické teorie (DC 2.8):

-~ 10°%E %P
AE = g THoge
(ag Ti :—Zwﬂ'aﬂ' EN,

1 1 [=/0 1\= =
o e e 8
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Sifeni stacionarnich signaldi v rezonanénim prostredi

Stacionarni signal monochromatické elektromagnetické pole, jehoz amplituda i faze
jsou funkcemi jen prostorovych soufadnic.

Disperzni prostfedi rychlost Sifeni zafeni v tomto prostfedi zavisi na frekvenci.
Disperze byva popisovana zavislosti susceptibility x na kruhové
frekvenci w.

» Homogenni, linearni a isotropni prostfedi:

5 = oné,
- 1+ x&E
AE — — =0
¢ ot? ’
» Fazova rychlost viny
Co

V(3 +x)

Niet = (1+X)

» Index lomu
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Disperzni vlastnosti rezonancniho prostredi

» Hledame vyraz pro polarizaci ve tvaru P = eoxE. Vychozi rovnice:

o 1\ 2
T, w1

3] 1 1 - (0 1 0 1\-=
(20 2)0w-m= it [6(2+ 2)5ve (24 2)f]

Uvazujeme slaby signal E = bude mala i polarizace P
Inverze populace hladin N se bliZi své ustalené hodnoté Ng
Sifeni harmonickych signaldl s kruhovou frekvenci w ve sméru osy z:

E = Eo(z,w)e™!, P =Py(z,w)e*"
Odezvu prostfedi popisuje rovnice pro polarizaci:

0,1V, .

T, 2
» Pro susceptibilitu dostaneme (85/8t = iwﬁ):

_ Pozw) . 2 waldaf’No

£0Eo(z,w) heo (iw + )2 + wh

» Susceptibilita x(w) — komplexni, frekvencné zavisla velicina
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Disperzni vlastnosti rezonancniho prostredi

» Pro susceptibilitu mame:

2 wa1|d21|*No
heo (iw + %)2 +wd

x(w) =

> Pro velké blizké frekvence wy1 a w (w21 + w = 2wy1, w — wp1 = Aw):

|d21 [2No
. heg
x(Aw) = — i 1
—Avt Tt oo,

» Pfedpokladame T, > w,,' (T2 ~ 107%s, wpr ~ 10°s71)
M) =-op, s
» Susceptibilitu rozloZime na reélnou a imaginarni slozku (DC 2.10):
X(Aw) = x'(Aw) +ix"(Aw)
181 1%Ng 11 1%No 1.

X (Aw) = ma X' (Aw) = m
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Disperzni vlastnosti rezonancniho prostredi

x" (imaginarni)
/ 112
; x' (realna)
-1, Rozladini Ao
|d21%Ng |@p1]2Ng 1
X,(w) heg X”(W) _ heg Ty

TP+ () (Bwy + ()7
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Sifeni rovinné viny

» Obecny popis Sifeni udava vinova rovnice

L 1 9% O9%E
AE - 7 - = =
2 oz~ Hoox e

» Sifeni slabého harmonického signalu je popsano feenim homogenni rovnice:
2 2
— w” = w” =
AE + SE =-—x—E
Co Co

v

Pfedpokladame feSeni ve tvaru rovinné linearné polarizované viny:
E = iyEoexp [i(wt — kz + ®)]

Nutn& podminka pro existenci feSeni v tomto tvaru, tzv. disperzni vztah:

v

_k2 +

2
X +ix)=0

» k je obecné komplexni ¢islo k = k' +ik”, pro k’ > k”":

1w X//
klzf (1+Xl)7 k”:** .
¢ 2¢ i1+ )
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Sifeni rovinné viny

i | N,>0
X
ke
2
O
Q K'
2 k =olc
>
m;, Frekvence o
K'=2/1T+x) k”_lfxiﬂ
c ’ 2¢/1+x)
|d21 [*Ng w |2 [*Ng 1
Y(w)=—"0 " )=l T2
- 7 - .
(Aw)? + ()2 (Aw)? + (5;)?
J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 15. dubna 2020 12/32



Zesileni

» Komplexni intenzita elektrického pole:
E’ _ i;Eo ek”z ei(wt—k/z+¢)
» PFislusné reélné pole:
EO =ijEge"? cos (wt — k'z + ®)

» V zavislosti na znaménku k” (znaménko No) amplituda viny bud exponencialné
vzrista (+) nebo klesa ().
N, <0

A ﬁ'|'1’lﬂ“!l'lﬁ}lﬁ'%l'l}{ W’ﬂ{ L

Vzdalenost z

Intenzita E

Intenzita E

Vzdalenost z

» Plosna hustota vikonu | = Lcoeo|E[%:
|(Z) =lp egoz

» |y je intenzita zaFeni v roviné z = 0 a go = 2k” je soucinitel zesileni slabého
signalu.
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Soucinitel zesileni

» Spektralni zavislost soucinitele zesileni (absorpce):

1 12
" w21|d21*No T, (ﬁ)
go(W) (W) Aceo (Aw)z 4 (%)2 9o (Aw)z n (%)2

» Sitka spektralni ¢ary «— prevracena hodnota doby relaxace polarizace T
» Pfesna rezonance (Aw = 0):

UJ21|621|2
= ——NoT2 =0oN
Yo hCEo otz oo

» Uginny priifez pro stimulovanou emisi (absorpci):

. wzl\azl\sz

- hcCeg
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Tvar spektralni ¢ary

Homogenni rozsifeni Nehomogenni rozSifeni

(b) Oy

Jednotlivé kvantové soustavy maji stej- Jednotlivé kvantové soustavy maji
nou rezonanéni frekvenci w,;. Vysledny  rlizné rezonanéni frekvence. Vysledny
spektralni profil se shoduje se spektrem  spektralni profil je superpozici pfi-
jedné KS. spévku od vSech KS.

Lorentzovska kfivka Gaussovska krivka
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Saturace zesileni

» Predpokladame harmonickou vinu a pfesnou rezonanci w = wy;. Z rovnice
o 1\, .
ot T, z

B 2w Ta|da1|?
2wz + )

—

2
P = 2w21|62T1|EN

dostaneme:

O

» Po dosazeni do rovnice

0 1 1 = (0 1\=z =, (0 1
(g m)om- g E(Gre)m e (G e)

aprowy, > +

1 \621|
7, (N —No) =

Tz |E| N
» Ustalena hodnota rozdilu populace hladin:
No

14 GlT,T E2
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Saturace zesileni

» Zavedeme saturacni intenzitu — materialovy parametr

_ E ﬁzso
T 22Ty
» Saturace inverze populace hladin (DC 2.11 a 2.12)
=1iT {
» Saturace zisku (zesileni) je tedy:

1+¢

g
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Saturace zesileni

Zisk 9/g,
>

0.5

0.0 ! ! !
. 10
Intenzita I/IS

» Signal o intenzité | << Is je soucinitel zesileni roven ~ go. Signél, jehoz
intenzita je srovnatelna, nebo podstatné vétsi nez Is, je zesilovan méné.
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Impuls elektromagnetického pole s pomalu proménnou obalkou

H\ |
HH HM«

HWWW . ¢
I

(I3
» Line4rné polarizovana harmonicka vina
» Doba trvani pulsu T >> doba jednoho kmitu pole 27 /w

» Vektor makroskopické polarizace a vektor elektromagnetického pole = pomalu
proménné amplitudy (v ¢ase i v prostoru)

J. Sulc (KFE) Fyzika laserti 15. dubna 2020 19/32



Impuls elektromagnetického pole s pomalu proménnou obalkou

» Predpokladame nasledujici prlibéh pole a polarizace (pomalu proménna
amplituda s harmonickou ,nosnou* vinou):

E =0,&(z,t)cos [wt — kz + d(z,1)]
P =iy {Pi(z,t)cos [wt — kz + D(z,t)] + P2(z, t)sin [wt — kz + d(z,1)]}

M, "
Soen 2 el -
e




Rovnice pro pomalu proménné amplitudy

% = f% + (Aw + %—T) Pr— |d%1|28N (10)
%’:‘ — 7% (N — No) + %8732 (11)

kde Aw =w —wy1 a Ak =w/c — k.

» Tato uzaviena soustava péti parcialnich diferencialnich rovnic prvniho fadu je
matematickym modelem koherentniho Sifeni zareni.

» Popisuje kooperativni chovani celého souboru kvantovych soustav pod vlivem
elektrického pole elektromagnetického zafeni i zpétny vliv souboru kvantovych
soustav na elektromagnetické pole.

» V fadé zvlastnich pripad(l je mozné tento model jesté dale zjednoduSovat.
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Signal v rezonanci a bez fazové modulace

DalSi zjednoduSeni rovnic nastane, pokud se pfedpoklada Sifeni signalu bez fazové
modulace s frekvenci odpovidajici pfesné frekvenci kvantového prechodu, tj.

¢ =const.,, Aw=0a Ak =0:

9z "cot
—7&7<A +() )'Pz =0=0

Py
ot

opy

ot
ON

ot
o  10&

9z " cot
oP;

ot

N _
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.. a jesté zavedeme tzv. lokalni ¢as

t=t-2 7/ =z
c
9 _oo o0 0 0. 9 _ oo 9o
ot~ ot ot 0z’ ot ot~ ot 09z ot oz 9z’ 0z
Potom:
o0& _ Mow21C
oz 2 P2
2
67)2 _ _& . |d21| N
ot’ T, h
ON  N-Np 1
A PR

» Rovnice nelinearni

0
0z’

o 1
0z

1

» Neplati princip superpozice E) — ES, E?) — EZ) 4 EL +EP 2EQ) +E
» Amplitudy pole a polarizace a také inverze populace hladin zavisi na

souradnicich v prostoru i ¢ase
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Sifeni stacionarniho rezonanc¢niho signalu bez fazové modulace

» Vychozi rovnice

86’ /Low 21C

a9z 2 P22
%—T =N ;lN" + %57&
da—':' =N ;lNO + %57?2

» Stacionarni signal = poloZzime ¢asové derivace = 0
» Ziskame rovnice pro P»(z), N(z)

P2 |da1|? _ |da1|?
0= -3 — N = Pofz) = - 2LTaeN
N —N 1 N
0= (N-No) 1o = N(@2)= o

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 15. dubna 2020



Sifeni stacionarniho rezonanéniho signalu bez fazové modulace

Rovnice pro intenzitu optického zarenti

» Prejdeme od intenzity elektrického pole k intenzité svétla | = %Ceogz

2
3£ _ |da] MowzlcTzNo : 52 N ﬂ __ %
0z h 2 14+ | 212\ T, T.E2 dz 1+1/lIs

» PFitom vyuZijeme vztah pro derivaci sloZzené funkce:
0E? o€
oz %o

v

Zisk pro slaby signal go = oNo

\4

Uéinny prl’.’JFez pro stimulovanou emisi
How21C |d21|2
o= T,

» Saturacni intenzita
hw

ls = ——
s 20’T1
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Sifeni stacionarniho rezonanéniho signalu bez fazové modulace —

zesilovani

» Rovnice popisujici zesilovani rezonancniho zareni

a9
dz ~ 1+1/ls

Normovana intenzita zareni

v

_| dJ_ Jo
Y=L0T @ T 119

v

Separace proménnych

1JLJdJ — godz

v

Okrajova (pocatecni) podminka

Jlz=0 = J1
» Redeni(z =L)
J>

|nf—|—(Jz—J1)=goL
Ji
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Sifeni stacionarniho rezonanéniho signalu bez fazové modulace —

zesilovani

» Reseni (z = L) — transcendentni rovnice

J
|n—2+(.]2—\]1) =0golL
1
Slaby signal Silny signal
J . J
<l <1l N2 ~0, t 2=~1
Jl Jl
Jz:JlegoL J2:J1+goL

» Obecné feSeni transcendentni rovnice (pro libovolné J; a zesileni)

Jo = LambertW {Jle (1 + 9o L]}

J. Sulc (KFE) Fyzika laserdi 15. dubna 2020 27132



Sifeni stacionarniho rezonanéniho signalu bez fazové modulace —

zesilovani (go L = 4)

11
| Slaby signal

Silny signal
J,-J < J

1

Presné reseni

J1
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Sifeni stacionarniho rezonanéniho signalu bez fazové modulace —

zesilovani + ztraty

» Pfidame soucinitel ztrat 3:

dJ J
dz = P T

» Reseni (DC 3.2)

pd Gy G- B(1+)
Ji B do—B(1+)

» LimitagoL >0 =

=(9 - p)L

g = 90
B
» Existuje mezni hustota vykonu nekonecné dlouhého zesilovace — saturovany
zisk pravé kompenzuje ztraty
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Siteni impulstl

» Charakter Sifeni urCuje délka obalky impulzu Tinp vV porovnani s relaxacnimi

CasyT;aT;
2
% N ;lN(’ + %5732
ﬁ
|
KOHERENTNi M"\.M"\ NEKOHERNTNi
Timp < T1, T2 Timp > T1, T2

APROXIMACE
RYCHLOSTNICH ROVNIC

T2 < Timp < Tl
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» Rezonancni prosttedi je disperzni a nelinearni

" (imaginarni)

Vinové &islo k', k"

%' (redlna)

\% Rozladini Ao

» Pro popis sifeni impulzll s pomalu proménnou obalkou staéi 5 rovnic = ¢asovy
vyvoj obalky impulzu, amplitudu polarizace prostfedi a inverzi populace hladin.
» Dokonala rezonance, konstantni faze:

@y Frekvence o

o0& . Mow21C
- 2 *
2
OP2 _ P2 _ |d2y | N
ot T, h
ON  N—-No 1
T TR
» Stacionarni feSeni poskytuje rovnici popisujici zesilovani rezonanéniho zareni
di Jo

dz 1+|/|S'_ﬁ'
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