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jan.sulc@fjfi.cvut.cz

23. dubna 2020
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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Interakce rezonančnı́ho zářenı́ s prostředı́m poloklasicky

Zářenı́ elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky

Prostředı́ soubor dvouhladinových kvantových soustav, ω21 = (E2 − E1)/~
Interakce zářenı́ s hmotou prostřednictvı́m polarizace prostředı́ Ŵ = −~̂d · ~E(t)
Odezva prostředı́ 3 vektorové parciálnı́ nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu pro

~E , ~P a N. Prostředı́ je pro rezonančnı́ zářenı́ disperznı́ a nelineárnı́
Signál pomalu proměnný impulz s harmonickou nosnou frekvencı́ ω � T−1

imp

v rezonanci (ω = ω21) a bez fázové modulace → tři rovnice pro
obálku

∂E
∂z′
=

µ 0ω 21c
2

P2

∂P2

∂t ′
= −P2

T2
− |d21|2

~
EN

∂N
∂t ′
= −N − N0

T1
+

1
~
EP2

T2 � Timp � T1 Aproximace rychlostnı́ch rovnic

dN
dt
= W − N

τ21
− I

Is
N
τ21

dI
dt
= σ21µcNI − I

τc
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Zářenı́ elektromagnetická vlna, popisujı́ MR klasicky
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Normalizace rychlostnı́ch rovnic

I V rychlostnı́ch rovnicı́ch. . .

dI
dt
= σ21µcNI − I

τc
;

dN
dt
= W − N

τ21
− I

Is
N
τ21

I jejichž stacionárnı́ řešenı́ má tvar (I0 > 0):

N0 =
1

τcµcσ21
, W0 =

N0

τ21
, I0 =

�
W
W0

− 1
�

Is

I . . . zavedeme nové bezrozměrné parametry a proměnné:

N = N
N0

→ N = N0N ; I = I
I0
→ I = I0I

W = W
W0

→ W = W0W T = t
τc

→ t = τcT

I Rychlostnı́ rovnice majı́ s jejich použitı́m tvar (η = τc/τ21):

dI
dT = (N − 1) I; dN

dT = η

�
W −N − (W − 1) IN

�

I Rovnice popisujı́cı́ dynamiku laseru ve fázové rovině N − I:

dI
dN =

(N − 1) I
η [W −N − (W − 1) IN ]
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dI
dN =

(N − 1) I
η [W −N − (W − 1) IN ]
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Rychlostnı́ rovnice v režimu volné generace

I Normované rychlostnı́ rovnice (η = τc/τ21):

dI
dT = (N − 1) I; dN

dT = η

�
W −N − (W − 1) IN

�

I Numerické řešenı́ rychlostnı́ch rovnic pro W = 30, η = 2× 10−3
Rychlostnı́ rovnice v režimu volné generace

N

ג
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0
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T
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0 0.5 1 1.5 2 2.5

N

• Numerické řešenı́ rychlostnı́ch rovnic

• Časový vývoj normované inverze populace hladin a intenzity laserového zářenı́
W = 30, η = 2× 10−3.

15

I Časový vývoj normované inverze populace hladin a intenzity laserového zářenı́
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Rychlostnı́ rovnice v režimu volné generace

dI
dT = (N − 1) I; dN

dT = η

�
W −N − (W − 1) IN

�

t1 N překročilo práh (N > 1),
dI
dT > 0, světlo se zesiluje

t2 Intenzita světla dosáhla
hodnoty I0, při které je
dN
dT = 0 a N přestává růst.

Čı́m většı́ je hodnota
N (t2), tı́m výraznějšı́ je
dynamika generace

t3 N kleslo na práh (N = 1),
dI
dT = 0, světlo dosáhlo
maxima a začı́ná se
pohlcovat se vı́c, než
zesilovat

t4 Intenzita světla klesla na
hodnotu I0, při které je
opět dN

dT = 0, čerpánı́ kryje
ztráty spot. a stim. emise a
N začı́ná zase růst
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dI
dT = (N − 1) I; dN

dT = η

�
W −N − (W − 1) IN

�
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dN
dT = 0 a N přestává růst.
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dI
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zesilovat

t4 Intenzita světla klesla na
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N začı́ná zase růst
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Rychlostnı́ rovnice v režimu volné generace

I Přı́klad naměřené výstupnı́ charakteristiky laseru pro kombinaci výstupnı́
zrcadlo – délka rezonátoru s maximálnı́ výstupnı́ energii a přı́klad časové
struktury generovaného zářenı́.
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Linearizace rychlostnı́ch rovnic

I Řešenı́ už jen málo lišı́ od stacionárnı́ho řešenı́, když N , I ≈ 1

N = 1+ n, n � 1,

I = 1+ i, i � 1.

I Linearizované rychlostnı́ rovnice ve tvaru:

di
dT = n(1+ i) ≈ n,

dn
dT = η [W − 1− n − (W − 1)(1+ i)(1+ n)] =

= −η [n + (W − 1)(i + n + in)] ≈
≈ −η[Wn + (W − 1)i]

I Prvnı́ rovnici derivujeme podle času T , dosadı́me za derivaci ze druhé a
vyloučı́me proměnnou n:

d2i
dT 2

=
dn
dT = −ηW di

dT − η(W − 1)i

I Odpovı́dá rovnici tlumených kmitů typu:

ÿ + 2γẏ + ω2
0y = 0
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I Odpovı́dá rovnici tlumených kmitů typu:
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Linearizace rychlostnı́ch rovnic
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ÿ + 2γẏ + ω2
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Linearizace rychlostnı́ch rovnic

I Řešenı́ bude mı́t tvar tlumených harmonických kmitů:

y(t) = y(0)e−γt cos ωt ,

kde ω2 = ω2
0 − γ2.

I Tedy:

I(t) = I0 + Ĩ(0)e−Γt cosΩt ,

N(t) = N0 + Ñ(0)e−Γt sinΩt

I kde:

Γ =
1
2
W
τ21

,

Ω2
0 =

W − 1
τ21τc

,

Ω2 = Ω2
0 − Γ2

I Doba dosaženı́ stacionárnı́ho stavu je úměrná τ21

I Výsledek lze využı́t k ověřenı́ znalosti W, τc , τ21. . .
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I Řešenı́ bude mı́t tvar tlumených harmonických kmitů:
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Diodově čerpaný Tm:YAP laser @ 2 µm
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Jak určı́m relativnı́ čerpacı́ rychlost a inverzi?

N0 =
�

W τ21 pro W ≤ W0

1/τcσ21µc pro W ≥ W0

I0 =
�

0 pro W ≤ W0

Is (W −W0) /W0 pro W ≥ W0

1. Změřı́m si výstupnı́ charakteristiku (Pout vs Pin) a stanovı́m prahovou hodnotu
čerpánı́, např. Pth.

2. Pokud mohu předpokládat, že W ∝ Pin, potom W = W/W0 = Pin/Pth

3. Práh testuje inverzi – prahová podmı́nka. Pokud mohu předpokládat, že
W ∝ Pin, a že pod prahem (I0 = 0) je N0 ∝ W , je taky N0 ∝ Pin.
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čerpánı́, např. Pth.
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Režim Q-spı́nánı́

I Q-spı́nánı́ je metoda, která umožňuje dosáhnout generace vysoce výkonných
impulsů laserového zářenı́ s délkou od jednotek do stovek nanosekund.

I Základnı́ princip mechanismu generace gigantických Q-spı́naných impulsů
spočı́vá v jednorázovém uvolněnı́ energie nahromaděné v aktivnı́m prostředı́
laseru.

I Ztráty rezonátoru jsou na počátku čerpánı́ uměle zvýšeny ⇒ práh generace
laseru zvýšen ⇒ je zabráněno vzniku relaxačnı́ch oscilacı́ a nedocházı́ ke
generaci laserového zářenı́ (I ≈ 0)

I Ztráty rezonátoru jsou ve vhodný okamžik prudce snı́ženy na běžnou hodnotu a
snı́žı́ se práh generace.

I V tomto okamžiku je N > N0 a tedy N > 1 a docházı́ k exponenciálnı́mu
nárůstu intenzity laserového zářenı́ uvnitř rezonátoru ⇒ gigantický impuls.

I Po vyčerpanı́ energie nahromaděné v inverzi populace hladin impulz doznı́vá s
časovou konstantou τc .
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generaci laserového zářenı́ (I ≈ 0)
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Režim Q-spı́nánı́
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I Základnı́ princip mechanismu generace gigantických Q-spı́naných impulsů
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impulsů laserového zářenı́ s délkou od jednotek do stovek nanosekund.
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časovou konstantou τc .
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Metody Q-spı́nánı́ – mechanické
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Metody Q-spı́nánı́ – elektronické a pasivnı́
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Vybudovánı́ Q-spı́naného impulsu
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Vybudovánı́ Q-spı́naného impulsu
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Analytické řešenı́ rychlostnı́ch rovnic pro Q-spı́naný laser

I Normovaný tvar rychlostnı́ch rovnic

dI
dT = (N − 1) I; dN

dT = η

�
W −N − (W − 1) IN

�

I Proces generace Q-spı́naného impulsu probı́há během doby srovnatelné s
dobou života fotonu v laserovém oscilátoru

I Během této doby dojde pouze k nepatrné změně inverze populace hladin v
důsledku čerpánı́ a fluorescence ve srovnánı́ s vlivem způsobeným prudkým
nárůstem intenzity a proto budou při analytickém řešenı́ tyto změny zanedbány

dI
dT = (N − 1) I

dN
dT = −ξIN

kde
ξ = η (W − 1)

I Zavedeme novou funkci pro intenzitu ve tvaru

J = ξI
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Analytické řešenı́ rychlostnı́ch rovnic pro Q-spı́naný laser

I . . . dostaneme rychlostnı́ rovnice, jejich řešenı́ je závislé pouze na počátečnı́m
stupni inverze:

dJ
dT = (N − 1)J ,

dN
dT = −JN

I Po vyloučenı́ normovaného času T dostaneme:

dJ
dN = −

N − 1
N

I Separujeme proměnné a řešı́me za předpokladu, že na počátku je inverze
populace Ni a hustota fotonů J = 0:Z J

0
dJ =

Z N

Ni

�
1
N − 1

�
dN ⇒ J = lnN −N +Ni − lnNi
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Špičková intenzita Q-spı́naného impulzu

I Využijeme vztah mezi intenzitou a inverzı́:

J = lnN −N +Ni − lnNi

I Dosazenı́m N = 1, kdy dJ /dT = 0, dostaneme špičkovou intenzitu Jmax

Q-spı́naného impulzu:

dJ
dT = (N − 1)J ⇒ Jmax = Ni − lnNi − 1

I Po odnormovánı́ dostaneme pro maximálnı́ výstupnı́ intenzitu (pro R ≈ 1):

Imax
.= Jmax

1− R
2

Es

τc

kde Es = ~ω21/κσ21 je saturačnı́ hustota energie (parametr aktivnı́ho prostředı́)
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Q-spı́naného impulzu:

dJ
dT = (N − 1)J ⇒ Jmax = Ni − lnNi − 1

I Po odnormovánı́ dostaneme pro maximálnı́ výstupnı́ intenzitu (pro R ≈ 1):
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Zbytková inverze v aktivnı́m prostředı́ Nf

I Využijeme vztah mezi intenzitou a inverzı́:

J = lnN −N +Ni − lnNi

I Určı́me hodnotu inverze populace hladin Nf , která se ustálı́ po vygenerovánı́
Q-spı́naného impulsu, kdy je opět J = 0. Tehdy:

0 = lnNf −Nf +Ni − lnNi

I . . . a tedy:

Nf = −LambertW
�
− Ni

expNi

�
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I Určı́me hodnotu inverze populace hladin Nf , která se ustálı́ po vygenerovánı́
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�

1Funkce W (x) = LambertW(x) je definována jako řešenı́ transcendentnı́ rovnice W (x) exp [W (x)] = x.
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Energie Q-spı́naného impulzu

I Celková normovaná energie v impulsu:

E =
Z ∞

0
J dT =

�
dN
dT = −JN

�
= −

Z ∞

0

1
N

dN
dT dT = −

Z Nf

Ni

dN
N = ln

Ni

Nf

I . . . nebo-li (0 = lnNf −Nf +Ni − lnNi ⇒ ln(Ni/Nf ) = Ni −Nf )

E = Ni −Nf

I Odnormovánı́ (pro R ≈ 1):

E =
1− R

2
SEs(Ni −Nf )

I kde S je plocha laserového svazku, Es je saturačnı́ hustota energie:

Es =
~ω21

κσ21

I Součin SEs udává maximálnı́ extrahovatelnou energii, která je tı́m vyššı́, čı́m je
menšı́ účinný průřez pro stimulovanou emisi.

I Energie zjevně nezáležı́ na délce aktivnı́ho prostředı́ Lap. Je však nutné s
daným σ21 a Ni dosáhnout prahu generace (1 ≤ R exp[2σ21NiLap]).
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daným σ21 a Ni dosáhnout prahu generace (1 ≤ R exp[2σ21NiLap]).
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Energie Q-spı́naného impulzu a účinnost konverze energie

E = Ni −Nf , η =
E
Ni
= 1− Nf

Ni

I Účinnost konverze energie uložené v aktivnı́m prostředı́ v podobě inverze
populace hladin do energie laserového impulzu roste s rostoucı́m Ni

I Pro Ni > 5 je η > 95 %
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Doba trvánı́ Q-spı́naného impulsu

I Gauss vs obdélnı́k – rozdı́l ploch při stejné šı́řce a amplitudě asi 3 %

I Odhad doby trvánı́ impulsu:

Timp(FWHM) =
E
Jmax
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Doba trvánı́ Q-spı́naného impulsu

I Odhad doby trvánı́ impulsu:

Timp =
E
Jmax

=
Ni −Nf

Ni − lnNi − 1
→ 1 pro Ni →∞

I Oddnormovánı́:
Timp = τcTimp

I Nejkratšı́ impulz bude mı́t dobu trvánı́ τc .
I Délka impulzu v tomto přiblı́ženı́ nezávisı́ na vlastnostech aktivnı́ho prostředı́

(kromě jeho vlivu na τc), jen na parametrech rezonátoru a dosažitelné relativnı́
inverzi populace hladin.
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(kromě jeho vlivu na τc), jen na parametrech rezonátoru a dosažitelné relativnı́
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Doba vybudovánı́ Q-spı́naného impulsu

I Dobu τq vybudovánı́ gigantického impulsu ze šumu Išum lze spočı́tat za
předpokladu, že se inverze populace hladin N až do okamžiku, kdy je
dosaženo I = 1, prakticky neměnı́. Potom:

dI
dT = (Ni − 1) I ⇒

Z Tq

0
dT = 1

Ni − 1

Z 1

Išum

1
I dI ⇒ Tq = −

ln(Išum)
Ni − 1
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Vybudovánı́ Q-spı́naného impulsu
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Závěry plynoucı́ z analytického modelu generace Q-spı́naného impulsu

I Pro zvýšenı́ účinnosti Q-spı́nánı́ (maximalizace E , minimalizace Nf ) je třeba mı́t
na počátku co nejvyššı́ hodnotu Ni , tedy poměr N/N0. Ni pak určuje všechny
parametry generovaného impulzu.

I S rostoucı́ hodnotou Ni se délka impulzu zkracuje, ale nelze generovat impulzy
kratšı́ než je doba života fotonu v rezonátoru. S ohledem na přijatou aproximaci
však současně musı́ být Timp > τR .

I V praxi je možné předpokládat (v přı́padě, kdy čerpacı́ rychlost nenı́ závislá na
inverzi populace hladin), že Ni je poměr čerpacı́ energie (výkonu) použité při
Q-spı́nánı́ ku prahové energii (prahovém výkonu) laseru v režimu volné
generace s otevřeným Q-spı́načem.

I Pro nalezenı́ tvaru impulzu je třeba řešit rychlostnı́ rovnice numericky.
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však současně musı́ být Timp > τR .
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Pomalé Q-spı́nánı́
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Q-spı́nánı́ saturovatelným absorbérem

I Saturovatelný absorbér je dvouhladinové médium se širokým absorpčnı́m
spektrem, jehož absorpčnı́ koeficient β závisı́ na intenzitě dopadajı́cı́ho zářenı́
obdobně jako zisk zesilujı́cı́ho prostředı́

β(I) =
β0

1+ I/Ia
S

.

I Transmitance saturovatelného absorbéru tloušt’ky la je dána vztahem:

T (I) = exp[−β(I)la], T0 ≡ T (0) = exp[−β0la].

I V okamžiku, kdy by při daných ztrátách způsobených
nesaturovaným absorbérem a výstupnı́m zrcadle
začal laser generovat v režimu volné generace začne
toto zářenı́ otvı́rat absorbér – tzv. „druhý práh“.

I Během krátké doby může dojı́t k úplné saturaci
absorbéru, takže se prahová hodnota inverze
populace hladin snı́žı́ tak, jako by absorbér
v rezonátoru nebyl přı́tomen.

I Rychlost změny transmitance absorbéru závisı́ na
hodnotě saturačnı́ intenzity saturovatelného
absorbéru.
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populace hladin snı́žı́ tak, jako by absorbér
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spektrem, jehož absorpčnı́ koeficient β závisı́ na intenzitě dopadajı́cı́ho zářenı́
obdobně jako zisk zesilujı́cı́ho prostředı́
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absorbéru.
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Q-spı́nánı́ saturovatelným absorbérem

I Ideálnı́ saturovatelný absorbér (SA) měnı́ svoji transmitanci T od T0

(nesaturovaný) po 100 % (plně saturovaný)

I Přı́tomnost SA v rezonátoru efektivně modifikuje odrazivost výstupnı́ho zrcadla
a tı́m i ztráty ⇒ τc ⇒ práh

I Pokud zanedbáme přechodový jev spojený se změnou ztrát absorbéru,
můžeme snadno odhadnout hodnotu Ni :

Ni =
N0(T = T0)
N0(T = 1)

=
τc(T = 1)
τc(T = T0)

=
ln(T 2

0 R)
ln(R)

= 1+
2 ln T0

ln R
.

I Lze odhadnout délku generovaného impulzu a účinnost extrakce energie
I V prvnı́m přiblı́ženı́ nebudou tyto parametry závislé na budı́cı́ energii ani na

použitém typu aktivnı́ho prostředı́, ale pouze na hodnotě parametrů T0 a R.
I Reálný absorbér má ve stavu otevřeno T < 100 %.
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Spı́nánı́ ziskem

I S pomocı́ intenzivnı́ho buzenı́ je možné připravit na počátku laserové akce
vysokou hodnotu Ni za dobu kratšı́, než je doba nutná k vygenerovánı́
gigantického impulzu Tq .

I Pokud bude buzenı́ trvat po dobu několikanásobně delšı́, než je doba Tq , bude
na výstupu laseru generován sled impulzů podobný přechodovému jevu
v režimu volné generace, s tı́m rozdı́lem, že intenzita generovaného zářenı́
bude podstatně vyššı́, nebot’ se silně uplatňuje buzenı́ mezi impulzy. Doba
trvánı́ prvnı́ho impulzu ve sledu je tı́m kratšı́, čı́m je rychlost buzenı́ většı́.

I Pokud vlastnı́ budı́cı́ impulz bude podstatně kratšı́ než je doba Tq , budou po
jeho ukončenı́ podmı́nky stejné jako po otevřenı́ Q-spı́nače a generace se bude
řı́dit obdobnými zákony.

Rychlostnı́ rovnice v režimu volné generace
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N

ג
0
2
4
6
8

0 20 40 60 80 100 120 140

0

1

2

0 20

ג

-
40 60 80 100 120 140

T

0

2

4

6

8

0 0.5 1 1.5 2 2.5

N
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• Časový vývoj normované inverze populace hladin a intenzity laserového zářenı́
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generace a Q-spı́nánı́
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počátečnı́ a prahové inverze laseru
Ni = N/N0

I Energie impulzu a špičkový výkon
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(Soliton, samoindukovaná
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(Soliton, samoindukovaná
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laser s krátkým rezonátorem –
dynamika laseru v režimu volné
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Literatura
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VRBOVÁ M., ŠULC J.: Interakce rezonančnı́ho zářenı́ s látkou, Skriptum FJFI
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