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Jan Šulc
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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F-P rovnice

11. F-P rovnice pro zářenı́ a atom

12. F-P rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Kvantová teorie laseru

I Kvantově popisujeme jak prostředı́, tak zářenı́.
I Na rozdı́l od poloklasické teorie je možné studovat statistické vlastnosti

generovaného zářenı́
I Amplituda elektrického pole ∼ 〈â〉
I Intenzita zářenı́ ∼ 〈â†â〉
I Stupeň koherence ∼ korelačnı́ funkce 2. řádu ∼ 〈â†(t)â(t − τ)〉

I Použitı́ statistického operátoru, respektive výpočet jeho prvků, je komplikované,
protože mód pole má nekonečně mnoho stavů.

I Od výpočtu střednı́ch hodnot pomocı́ statistického operátoru přejdeme k použitı́
kvazidistribučnı́ funkce P(õ):

〈Ô〉 = Tr
n
ρ̂ Ô

o
⇔ 〈Ô〉 =

Z
P(õ)Oc(õ) dõ

I kde Oc(õ) je zobecněná funkce přiřazená operátoru Ô.
I Kvazidistribučnı́ funkce P(õ) obsahuje stejnou informaci, jako statistický

operátor, nenı́ ale stanovena jednoznačně.
I Kvazidistribučnı́ funkci je možné nalézt obecně pro každý systém a to spolu

s dohodou o pořadı́ zápisu operátorů dynamických proměnných (uspořádánı́).
I Odvodı́me rovnici pro časový vývoj kvazidistribučnı́ funkce (F-P rovnice) a tak

určı́me dynamiku sytému.
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Střednı́ hodnota měřitelné veličiny

I Máme nějakou měřitelnou veličinu O a jı́ přı́slušı́ operátor Ô (např. měřı́me
délku tyče podél osy x s počátkem v bodě x = 0. Délka tyče bude měřitelná
veličina L s operátorem L̂ = x̂ a s přidruženou funkcı́ Lc = x)

I Stav systému (např. délku tyče za daných podmı́nek) můžeme popsat různými
způsoby. Nás zajı́má střednı́ hodnota měřitelné 〈O〉, resp. 〈Ô〉 (tedy 〈L〉 = 〈x̂〉)

Stav systému Střednı́ hodnota Přı́klad 〈L̂〉 = 〈x̂〉

|ψ〉 〈Ô〉 = 〈ψ|Ô|ψ〉 〈L̂〉 = 〈ψ|x̂|ψ〉

%̂ 〈Ô〉 = Tr
n
%̂Ô

o
〈L̂〉 = Tr {%̂x̂}

P(õ) 〈Ô〉 =
R
Oc(õ)P(õ) dõ 〈L̂〉 =

R
xP(õ) dõ

õ je vektor všech nezávislých proměnných potřebných k popisu (fázového
prostoru) systému.
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Kvazidistribučnı́ funkce

I V klasické fyzice sloužı́ k určenı́ střednı́ch hodnot fyzikálnı́ch veličin funkce
rozloženı́ (distribuce) pravděpodobnosti. Např. normálnı́ rozdělenı́ udávajı́cı́
hustotu pravděpodobnosti naměřeni délky tyče f (x)). Střednı́ délka tyče bude
prvnı́ obecný moment hustoty rozdělenı́ pravděpodobnosti:

x̄ =
Z

xf (x)dx

Vyššı́ momenty se pak dajı́ využı́t pro dalšı́ charakteristiky systému.
I Totéž bychom chtěli umět pomocı́ vhodných rozdělovacı́ch funkcı́ i v kvantové

fyzice.

〈Ô〉 =
Z
Oc(õ)P(õ) dõ

I Kvazidistribučnı́ funkce P(õ) – reálná zobecněná funkce komplexnı́ch
argumentů, která obsahuje stejnou informaci o kvantovém statistickém souboru
jako statistický operátor.

I Kvazidistribučnı́ funkce má jednak atributy pravděpodobnostnı́ distribuce,
jednak, může nabývat i záporných hodnot nebo být „singulárnějšı́“ než δ-funkce.

I Pokud má kvantový stav popsaný pomocı́ kvazidistribučni funkce svůj klasický
protějšek, je tato funkce nezáporná a „nanejvýš“ δ-funkce.
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Klasická distribuce pravděpodobnosti
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Operátory elektromagnetického pole a zobecněná funkce

I Anihilačnı́ a kreačnı́ operátory â a â† tvořı́ „bázi“ – úplný soubor operátorů
I â|n〉 =

√
n|n − 1〉, â†|n〉 =

√
n + 1|n + 1〉

I Koherentnı́ stav â|α〉 = α|α〉
I Záležı́ na pořadı́ [â, â†] = 1

I Taylorův rozvoj obecného operátoru:
I Normálnı́ uspořádánı́

Ô =
X
m,n

oN
mn(â

†)mân

I Antinormálnı́ uspořádánı́
Ô =

X
m,n

oA
mnâm(â†)n

I Přiřazené klasická funkce:
I Normálnı́ uspořádánı́

ŌN(α, α∗) =
X
m,n

oN
mnα∗mαn

I Antinormálnı́ uspořádánı́

ŌA(α, α∗) =
X
m,n

oA
mnαmα∗n
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Primitivnı́ přı́klad – operátor počtu fotonů n̂

I Komutačnı́ relace [â, â†] = ââ† − â†â = 1
I Operátor počtu fotonů (excitacı́) n̂ = â†â

I Normálnı́ uspořádánı́

n̂ =
X
m,n

oN
mn(â

†)mân = â†â, tj. oN
11 = 1, ostatnı́ = 0

I Antinormálnı́ uspořádánı́

n̂ =
X
m,n

oA
mnâm(â†)n = ââ† − 1, tj. oA

00 = −1, oA
11 = 1, ostatnı́ = 0

I Přiřazené klasická funkce:
I Normálnı́ uspořádánı́

n̄N(α, α∗) =
X
m,n

oN
mnα∗mαn = |α|2

I Antinormálnı́ uspořádánı́

n̄A(α, α∗) =
X
m,n

oA
mnαmα∗n = |α|2 − 1
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Kvazidistribučnı́ funkce pro jeden mód elmag. pole

I Statistický operátor ρ̂⇔ ΦN Glauber-Sudarshanova reprezentace

ρ̂ =
Z
ΦN (α)|α〉〈α|d2α

I Reálná fce komplexnı́ proměnné Φ∗N (α) = ΦN (α),
R
ΦN (α) d2α = 1

I Koherentnı́ stav |γ〉:
ΦN (α) = δ(2)(α − γ)

I Zářenı́ černého tělesa:

ΦN ({α}) =
Y
λ

e
− |α|2

〈nλ〉

π〈nλ〉
I Zářenı́ ideálnı́ho jednomódového laseru:

ΦN (α) =
δ(|α| − |β|)

2π|α|

I Střednı́ hodnota libovolného operátoru Ô (DC):

〈Ô〉 =
Z
ΦN (α)ON(α, α∗) d2α

I Normálně uspořádaná kvazidistribučnı́ funkce pro jednomódové pole (DC)

ΦN (α∗, α) =
1
π
%̄A(α, α∗)
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Zobecněné c-uspořádánı́ operátorů

I Uspořádané nekomutujı́cı́ operátory ã = (â1, â2, · · ·, âf )
I Obecný operátor ve zvoleném, tzv. c-uspořádánı́

Q̂ = Qc(â1, · · ·, âf ) =
X

r1

· · ·
X

rf

Qc
r1···rf â

r1
1 · · · â

rf
f

I Přidružená klasická funkce:

Q̄c(α1, · · ·, αf ) =
X

r1

· · ·
X

rf

Qc
r1···rfα

r1
1 · · ·α

rf
f

I Zpětná transformace C:

CQ̄c(α1, · · ·, αf ) = Q̂ = Qc(â1, · · ·, âf ) =
Z
· · ·
Z

Q̄c(α1, · · ·, αf )
fY

i=1

δc(αi − âi) dαi

I δ-funkce jsou definovány vztahy:
I Pro hermitovský operátor â je:

δ(α − â) =
1

2π

Z ∞

−∞
e−iξ(α−â) dξ

I Pro nehermitovský operátor â:

δ(α − â)δ(α? − â†) =
1

π2

ZZ
e−iξ(α−â)e−iξ?(α?−â†) d2ξ,
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Kvazidistribučnı́ funkce pro zvolené uspořádánı́

I Výpočet střednı́ hodnoty operátoru Qc dovoluje definovat kvazidistribučnı́ funkci
přı́slušejı́cı́ ke zvolenému c-uspořádánı́:

〈Qc(â1, · · ·, âf )〉 = 〈CQ̄c(α1, · · ·, αf )〉

=

*Z
· · ·
Z

Q̄c(α1, · · ·, αf )
fY

i=1

δc(αi − âi)dαi

+

=
Z
· · ·
Z

Q̄c(α1, · · ·, αf )

*
fY

i=1

δc(αi − âi)

+
| {z }

PC(α1,···,αf )

dα1 · · · dαf

=
Z
· · ·
Z

dα1 · · · dαf Q̄c(α1, · · ·, αf )PC(α1, · · ·, αf ).

I Kvazidistribučnı́ funkce je dána střednı́ hodnotou c-uspořádané δ-funkce:

PC(α1, · · ·, αf ) = 〈δ(α1 − â1)δ(α2 − â2) · · · δ(αf − âf )〉
= Tr {%̂(t) δ(α1 − â1) · · · δ(αf − âf )}

I V přı́padě jednoho módu elektromagnetického pole je PN (α, α∗) ≡ ΦN (α).
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Časový vývoj kvazidistribučnı́ funkce

I ã = (â1, · · ·, âf ) – uspořádaný vektor operátorů kvantového systému ve
Schrödingerově obrazu.

I α̃ = (α1, · · ·, αf ) – přı́slušný vektor komplexnı́ch proměnných

I Časový vývoj střednı́ hodnoty operátoru měřitelné M̂

〈M̂c [ã(t0), t]〉 = Tr
n
ρ̂(t)M̂c [ã(t0)]

o
=
Z

dα̃0Mc(α̃0)PC(α̃0, t)

I Časově proměnná kvazidistribučnı́ funkce:

PC(α̃0, t) = Tr
�
%S(t) δc(α̃0 − ã0)

	
I Počátečnı́ podmı́nka α̃0 = α̃(t0)

I Časový vývoj střednı́ hodnoty M̂(t) = Mc(ã, t) operátoru je možné stanovit,
je-li znám časový vývoj kvazidistribučnı́ funkce PC(α̃, t) spolu s počátečnı́
podmı́nkou.

I Potřebujeme pohybovou rovnici pro kvazidistribučnı́ funkci ⇒
Fokkerova-Planckova rovnice
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Fokkerova-Planckova rovnice

I Postup odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice:

∂ρ̂

∂t
= · · · + PC(α̃, t) = Tr

�
ρ̂(t)δc(α̃− ã)

	
⇒

∂PC
∂t
= · · ·

I Vyjdeme ze známé řı́dı́cı́ rovnice pro obecný markovovský systém:

d %̂S(t)
dt

=
1
i~
�
Ĥ, %̂S(t)

�
−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
nh

Q̂S
i Q̂S

j %̂
S − Q̂S

j %̂
SQ̂S

i

i
w+ij −

h
Q̂S

i %̂
S Q̂S

j − %̂S Q̂S
j Q̂S

i

i
w−

ji

o
I Levou i pravou stranu řı́dı́cı́ rovnice vynásobı́me zobecněnou δc-funkcı́

operátorových proměnných δc(α̃0 − ã0) a vyjádřı́me stopu TrS {} na obou
stranách rovnosti:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

�
1
i~
[Ĥ, %̂S(t)]δc(α̃0 − ã0)

�
−
X

i,j

δ(ωi ,−ωj)×

× TrS

n�
Q̂S

i Q̂S
j %̂

S δc − Q̂S
j %̂

S Q̂S
i δ

c�w+ij − �
Q̂S

i %̂
S Q̂S

j δ
c − %̂S Q̂S

j Q̂S
i δ

c�w−
ji

o
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Odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice

I Máme:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

�
1
i~
[Ĥ, %̂S(t)]δc(α̃0 − ã0)

�
−
X

i,j

δ(ωi ,−ωj)×

× TrS

n�
Q̂S

i Q̂S
j %̂

S δc − Q̂S
j %̂

S Q̂S
i δ

c�w+ij − �
Q̂S

i %̂
S Q̂S

j δ
c − %̂S Q̂S

j Q̂S
i δ

c�w−
ji

o
I Provedeme cyklické permutace pod stopou (Tr(ÂB̂Ĉ) = Tr(ĈÂB̂) = Tr(B̂ĈÂ)),

aby na prvnı́m mı́stě byl statistický operátor %̂S(t) (DC):

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

(
%̂S(t)

�
1
i~
�
δc , Ĥ

�
−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�
δc , Q̂S

i

�
Q̂S

j w+ij − Q̂S
j

�
δc , Q̂S

i

�
w−

ji

o�)

I Např.:

TrS

n
[Ĥ, %̂S(t)]δc(α̃0 − ã0)

o
= TrS

n
Ĥ%̂S(t)δc − %̂S(t)Ĥδc

o
=

= TrS

n
%̂S(t)δcĤ − %̂S(t)Ĥδc

o
= TrS

n
%̂S(t)

�
δcĤ − Ĥδc

�o
= TrS

n
%̂S(t)

h
δc , Ĥ

io
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Odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice

I Máme:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

(
%̂S(t)

�
1
i~
�
δc(α̃0 − ã0), Ĥ

�
−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
n�
δc(α̃0 − ã0), Q̂

S
i

�
Q̂S

j w+ij − Q̂S
j

�
δc(α̃0 − ã0), Q̂

S
i

�
w−

ji

o�)

I Ve zobecněné δ-funkci δc(α̃0 − ã0) oddělı́me operátor a čı́slo
I Zobecněné δ-funkce lze upravit:

δ(α− â) =
1

2π

Z ∞

−∞
e−iξ(α−â) dξ =

1
2π

Z ∞

−∞
e−iξαeiξâ dξ =

=
1

2π

Z ∞

−∞
e−iξα

∞X
n=0

(iξâ)n

n!
dξ =

1
2π

Z ∞

−∞

∞X
n=0

(−â)n

n!
∂n

∂αn
(e−iξα) dξ =

=
1

2π

Z ∞

−∞
e−â ∂

∂α e−iξα dξ = e−â ∂
∂α

1
2π

Z ∞

−∞
e−iξα dξ = e−â ∂

∂α δ(α)
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Odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice

I Pro c-uspořádanou δ-funkci platı́:

δc(α̃0 − ã0) = e−ã0
∂

∂α̃0 δ(α̃0)

I Rovnice nabývá tvaru:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

(
%̂S(t)

�
1
i~
�
e−ã0

∂
∂α̃0 , Ĥ

�
−
X

i,j

δ(ωi + ωj)×

×
��

e−ã0
∂

∂α̃0 , Q̂S
i

�
Q̂S

j w+ij − Q̂S
j

�
e−ã0

∂
∂α̃0 , Q̂S

i

�
w−

ji

��
δ(α̃0)

)

≡ TrS

�
%̂S(t)L

�
∂

∂α̃0
, ã0

�
δ(α̃0)

�
,

kde L je operátorová funkce.
I Uplatnı́me komutačnı́ relace a tuto operátorovou funkci zapı́šeme ve zvoleném

c-uspořádánı́ jako Lc . Potom:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= TrS

�
%̂S(t)Lc

�
∂

∂α̃0
, ã0

�
δ(α̃0)

�
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Odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice

I Máme:
∂PC(α̃0, t)

∂t
= TrS

�
%̂S(t)Lc

�
∂

∂α̃0
, ã0

�
δ(α̃0)

�
Využijeme formálnı́ zpětné transformace C : funkce → operátorová funkce

= TrS

�
%̂S(t)

Z
Lc
�

∂

∂α̃0
, β̃0

�
δc(β̃0 − ã0) d β̃0 δ(α̃0)

�
Stopa působı́ jen na operátory

=
Z

d β̃0 Lc
�

∂

∂α̃0
, β̃0

�
TrS

n
%̂S(t)δc(β̃0 − ã0)

o
| {z }

PC(β̃0,t)

δ(α̃0)

Vložı́me šikovnou jedničku. . .

=
Z

d β̃0 Lc
�

∂

∂α̃0
, β̃0

�
eβ̃0

∂
∂α̃0 e−β̃0

∂
∂α̃0| {z }

=1

δ(α̃0)PC(β̃0, t)

Využijeme platnost vztahu e−β̃ ∂
∂α̃ δ(α̃) = δ(α̃− β̃)

=
Z

d β̃0 Lc
�

∂

∂α̃0
, β̃0

�
eβ̃0

∂
∂α̃0 PC(β̃0) δ(α̃0 − β̃0)

a integrujeme podle β̃0 . . .
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Odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice

I Ještě jednou, máme:

∂PC(α̃0, t)
∂t

=
Z

d β̃0 Lc
�

∂

∂α̃0
, β̃0

�
eβ̃0

∂
∂α̃0| {z }

L̄c (∂/∂α̃0,β̃0)

PC(β̃0) δ(α̃0 − β̃0)

I a po integraci přes β̃0() dostaneme hledanou Fokkerovu-Planckovu rovnici:

∂PC(α̃0, t)
∂t

= L̄c
�

∂

∂α̃0
, α̃0

�
PC(α̃0, t)

I Funkce L̄c obsahuje diferenciálnı́ operátory ∂/∂α̃0 v argumentu funkce exp(), tj.
obecně jede od diferenciálnı́ operátor libovolného řádu. Fokkerova-Planckova
rovnice je tedy parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice libovolného řádu.
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Fokkerova-Planckova rovnice

I Fokkerova-Planckova rovnice pro určenı́ časového vývoje kvazidistribučnı́
funkce je ekvivalentem řı́dı́cı́ rovnice pro statistický operátor.

I Je to v podstatě Boltzmanova rovnice pro distribučnı́ funkci, vztažená na
kvantové systémy.

I Na rozdı́l od klasické Fokkerovy-Planckovy rovnice může pravá strana této
rovnice obsahovat i derivace vyššı́ho řádů než druhého.

I V mnoha důležitých přı́padech (např. pro tlumený harmonický oscilátor) má tato
rovnice tvar:

∂PC(α̃, t)
∂t

= −
X

i

∂

∂αi

�
Ai(α̃)PC(α̃, t)

�
+
X

ij

∂2

∂αi∂αj

�
Dij(α̃)PC(α̃, t)

�

I sumy probı́hajı́ přes jednotlivé složky vektoru α̃;
I pravá strana obsahuje nejvýše derivace druhého řádu;
I veličiny Ai (α̃) a Dij (α̃) označujı́ přı́slušné driftové (souvisejı́cı́ s posuvem maxima

kvazidistribučnı́ funkce) a difúznı́ (souvisejı́cı́ s rozplývánı́m kvazidistribučnı́ funkce)
koeficienty.
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Shrnutı́

I Plně kvantový popis interakce zářenı́ s látkou vyžaduje modifikaci modifikaci
aparátu pro popis stavu kvantové soustavy – matice statistického operátoru by
měla pro pole nekonečně mnoho prvků ⇒ Kvazidistribučnı́ fce

PC(α̃0, t) = Tr
�
ρ̂(t)δc(α̃− ã)

	
I Zvolené zobecněné c-uspořádánı́ operátorů je třeba dodržovat

M̂ = Mc(â1, · · ·, âf ) =
Z
· · ·
Z

M̄c(α1, · · ·, αf )
fY

i=1

δc(αi − âi) dαi

I Výpočet střednı́ hodnoty operátoru měřitelné M̂ pomocı́ přidružené klasické
funkce Mc(α̃0)

〈M̂〉 = Tr
n
ρ̂(t)M̂c [ã(t0)]

o
=
Z

dα̃0Mc(α̃0)PC(α̃0, t)

I Pohybová rovnice pro kvazidistribučnı́ funkci PC(~α) – Fokkerova-Planckova
rovnice

∂PC(α̃0, t)
∂t

= L̄c
�

∂

∂α̃0
, α̃0

�
PC(α̃0, t)

I Parciálnı́ diferenciálnı́ rovnice vysokého řádu je v mnoha praktických přı́padech
redukovatelná na rovnici druhého řádu.

I Přı́ště: F-P rovnice pro pole a atom
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