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Kvantova teorie tlumeni, fidici rovnice

Aplikace na ,atom“, Pauliho rovnice

Poloklasicky popis interakce zafeni s latkou
Aplikace na §ifeni rezonanéniho zafeni prostfedim
Aplikace na laser — kontinualni rezim

Aplikace na laser — Q-spinani

Koherentni iteni impulz

DalSi jevy v poloklasické aproximaci

Spektrum laseru a rezim synchronizace modu
Kvantova teorie laseru, F-P rovnice

. F-P rovnice pro zafeni a atom
. F-P rovnice pro laser

Statistické vlastnosti laserového zareni
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Kvantova teorie laseru

» Kvantové popisujeme jak prostfedi, tak zareni.
» Na rozdil od poloklasické teorie je mozZné studovat statistické vlastnosti
generovaného zareni
> Amplituda elektrického pole ~ (&)
> Intenzita zafeni ~ (4T4)
» Stupefi koherence ~ korelaéni funkce 2. fadu ~ (&7 (1)a(t — 7))
» Pouziti statistického operatoru, respektive vypocet jeho prvki, je komplikované,
protoZe mod pole ma nekoneéné mnoho stavdl.
» Od vypoctu stfednich hodnot pomoci statistického operatoru prejdeme k pouziti
kvazidistribuéni funkce P(d):

<é>:Tr{pé} & <6>:/P(6)O°(6)d6

» kde O°(8) je zobecnéna funkce pfifazena operatoru O.

» Kvazidistribuéni funkce P(8) obsahuje stejnou informaci, jako statisticky
operator, neni ale stanovena jednoznacné.

» Kvazidistribu€ni funkci je mozné nalézt obecné pro kazdy systém a to spolu
s dohodou o poradi zapisu operatord dynamickych proménnych (uspofadani).
» Odvodime rovnici pro ¢asovy vyvoj kvazidistribu¢ni funkce (F-P rovnice) a tak
ur¢ime dynamiku sytému.
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Stfedni hodnota méfitelné veliciny

» Mame né&jakou méfitelnou veliginu O a ji pFislusi operator O (napf. mé&fime
délku tyCe podél osy x s poCatkem v bodeé x = 0. Délka tyCe bude méfitelna
veliina L s operatorem L = X a s pfidruzenou funkci £° = x)

» Stav systému (napf. délku ty€e za danych podminek) mﬁierpe popsat rliznymi
zpdsoby. Nas zajima stfedni hodnota méfitelné (O), resp. (O) (tedy (L) = (X))

Stav systému Stfedni hodnota Priklad (IZ) =(X)
) (0) = (¥I0v) (L) = (IR]e)
o (0) =Tr {20} (£) =Tr {8}

P(8) (0) = [O°(B)P(B)dd (L) = [xP(8)dd

0 je vektor vSech nezavislych proménnych potfebnych k popisu (fazového
prostoru) systému.
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Kvazidistribu¢ni funkce

» V klasické fyzice slouZi k urCeni stfednich hodnot fyzikalnich veli€in funkce
rozloZeni (distribuce) pravdépodobnosti. Napf. norméalni rozdéleni udavajici
hustotu pravdépodobnosti naméfeni délky tyCe f(x)). Stfedni délka tyce bude
prvni obecny moment hustoty rozdéleni pravdépodobnosti:

X = /xf(x)dx

Vy§8i momenty se pak daji vyuZit pro dalSi charakteristiky systému.

» Totéz bychom chtéli umét pomoci vhodnych rozdélovacich funkci i v kvantové
fyzice.

6) = /O°(6)P(6)d6

» Kvazidistribu€ni funkce P(6) — realna zobecnéné funkce komplexnich
argumentd, kterd obsahuje stejnou informaci o kvantovém statistickém souboru
jako statisticky operator.

» Kvazidistribu€ni funkce ma jednak atributy pravdépodobnostni distribuce,

jednak, mlize nabyvat i zapornych hodnot nebo byt ,singularnéjsi“ nez §-funkce.

» Pokud ma kvantovy stav popsany pomoci kvazidistribuéni funkce svdij klasicky

protéjSek, je tato funkce nezaporna a ,nanejvys“ 5-funkce.
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Klasicka distribuce pravdépodobnosti
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Operatory elektromagnetického pole a zobecnéna funkce

» Anihilagni a kreagni operatory & a &' tvofi ,bazi“ — tplny soubor operatort]
> ajn) = VAjn — 1), af[n) = v+ 1n + 1)
> Koherentni stav &|a) = aa)
» ZzaleZi na poradi [4,47] =1
» TaylorlQiv rozvoj obecného operatoru:
» Normalni usporadani
6 =) of,(ahma"
m,n
> Antinormalni usporadani
6 => op,am@n"
m,n
» P¥ifazené klasicka funkce:
» Normalni usporadani
OoN(a,a*) = Z ol a*Man
m,n
> Antinormalni uspofadani
OMa, o) = Zoénama*n

m,n
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Primitivni pfiklad — operator poctu fotond A

» Komutaéni relace [4,4] = 44t — ata

» Operator poctu fotond (excitaci) i
» Normalni usporadani

ﬁ:z:omn(aJr =afa,

> Antinormalni usporadani

=1
=4a'a

. o)y =1, ostatni=0

=) op,am"(@h" =aat —1, . of =-1,0f =1, ostatni=0
m,n
» PfFifazené klasicka funkce:

» Normalni usporadani

iN(a, a*) = Zomna*ma” = |of?

m,n
> Antinormalni usporadani

(o, a*) = Zoﬁmama*n =la?-1
m,n
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Kvazidistribu¢ni funkce pro jeden méd elmag. pole

» Statisticky operator p < ¢, Glauber-Sudarshanova reprezentace
p= [ ox(@)laald’a

Realna fce komplexni proménné &% (a) = ®ar(a), [ Par(a)d2a =1
Koherentni stav |v):

v

v

() = 6P (e~ )
» Zareni erného télesa:

e
dnv{a)=]] ——
I:I m(ny)
» Zafeni idealniho jednomoédového laseru:
i(|lal — |8
ola) = (\2|Trla|| )

» Stfedni hodnota libovolného operatoru O (DC):
()= [ ow(a)0"(@.a)d%
» Normalné usporadana kvazidistribu¢ni funkce pro jednomodové pole (DC)
Oy (o™, a) = %@A(a, a”)
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Zobecnéné c-usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (a1, &z, - - -, &)
» Obecny operator ve zvoleném, tzv. c-usporadani

O =Q%4, - 4) :Z"'ZQﬁ“'ﬁé?'”m

Pfidruzena klasicka funkce:

~ I
Q%(ou, - 0) = Z o Zny“rfafll o

Zpétné transformace C:

v

v

_ R _ f
CQ%(a1, - ar) =Q =Q(&s, -, &) = /'/QC(CYL oy ar) [T 6°(ei — &) da

i=1

v

é-funkce jsou definovany vztahy:
» Pro hermitovsky operator a je:

. 1 [ . R
5(a—a) = 7/ e i) g¢
27 J_ oo
> Pro nehermitovsky operator a:

6(0! _ é)é(a* _ é'[‘) _ iz // e*iﬁ(afé)efié*(a*fé'r) d2§-,
K
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Kvazidistribu¢ni funkce pro zvolené usporadani

» Vypocet stfedni hodnoty operatoru Q° dovoluje definovat kvazidistribuéni funkci
prislusejici ke zvolenému c-usporadani:

(Q%(81,-++,&)) = (CQ%0u, - ar))

</ /Q aLte f)li—[(sc(aiéi)dai>
/./Qc(a17...,af)<1j5°(ai —éi)> das - dag

Pe(az, o)

= /'/dal"'dOéfQc(aly'"aaf)PC(CYl’“‘»Off)-

» Kvazidistribu€ni funkce je dana stfedni hodnotou c-uspofadané ¢-funkce:

Pc(a1,~--,ozf) = <(5(0¢1 —é.l)é(ag —éz)~~~(5(af _é.f)>
Tr {o(t) (s — 81) -+ 0(as — &)}

» V pripadé jednoho médu elektromagnetického pole je Par(a, a™) = dnr(a).
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Casovy vyvoj kvazidistribugni funkce

» &= (&, -, &) — usporadany vektor operatorli kvantového systému ve
Schrédingeroveé obrazu.

v

& = (aa, - -+, o) — prislusny vektor komplexnich proménnych

» Casovy vjvoj stredni hodnoty operatoru méfitelné M

(M°[a(to), 1]) = Tr {ﬁ(t)W[é(to)]} = /d&oMc(&o)Pc(&oJ)

» Casové proménna kvazidistribuéni funkce:
Pe(Go,t) = Tr{o®(t) 6°(Go — &0)}
» Pocatecni podminka &y = é(to)
» Casovy vivoj stfedni hodnoty M(t) = M°(&,t) operatoru je mozné stanovit,

je-li zndm Casovy vyvoj kvazidistribu€ni funkce Pc(&,t) spolu s poCatecni
podminkou.

v

Potfebujeme pohybovou rovnici pro kvazidistribu¢ni funkci =
Fokkerova-Planckova rovnice
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Postup odvozeni z fidici rovnice:

M _ .. A1) = Tr {p(0)5°(6 — & Pe _
n +  |Pe(@&t) =T {p(t)"(a-8)} = | =

» V/yjdeme ze znamé Fidici rovnice pro obecny markovovsky systém:

dos(t) 1 e
@ = W) 26(“"+“"

< {[QPQP5° - QF 0°Q%]wy - [%0° QP - 2° QP07 |wy |
» Levou i pravou stranu Fidici rovnice vynasobime zobecnénou ¢°-funkci

operatorovych proménnych 6°(éo — &o) a vyjadiime stopu Trs {} na obou
stranach rovnosti:

% =Trs {%[ﬁ, @S(t)]éc(&o — 50)} — ;6(“‘% —w;) %

< T { (QFQP5° 5° — QF 6 085wy — (0°0° OF° — 5° 0P Q5w }
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Odvozeni z fidici rovnice

» Mame:

% =T {%[ﬁ’ @S(t)](sc(&o - 50)} - ;6@% —wj) %

X Trs{ (QSQFES o — OF 4% OFaF)wy — (O OF — 37 QSO o%)w; )

» Provedeme cyklické permutace pod stopou (Tr(Aéé) Tr(CAB) = Tr(BCA)),
aby na prvnim mist& byl statisticky operéator 3°(t) (DC):

Peldot) Trs{@S(t)(i;[éi A] - > e+

(i o1t -1 ol )}
> Napf.:
Trs{[H ()]6° (aofao)} Trs{Hg tf'(t)ﬁ&}:
=Trs {0°(10°A — ° (A"} = Trs {2°(1) (6°A — A0®) } = Trs {2°() [0°, 1] }
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Odvozeni z fidici rovnice

» Mame:

w = Trs{@S(t)(é[mo — &), H] - ;5@ ) X

x{ [0°(G0 — 80), P QP w;" — QF [5°(do — &), Q°]w, })}

» Ve zobecnéné §-funkci 6°(éo — &) oddélime operator a ¢islo
» Zobecnéné §-funkce Ize upravit:

5(& _ é) _ % / —15(11 a) df 2];( / e—iﬁaeifé d§ _
_ 1 o0 —ita (1 a ( é. " —ita _
T 2 _ooe nzo n! 27T/ n! 8a”(e )d¢ =
_ i o —ita a2 i ot _—al
= o _ooe dae Y dE =e” o /;oo dé =e "2 §(a)
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Odvozeni z fidici rovnice

» Pro c-usporadanou 4-funkci plati:
PN
5%(Go — dg) = e 9% §(dp)

» Rovnice nabyva tvaru:

Peliot) {0 (e A - Dt )

x([efé"f’%o,éis] A]-Swij+ —Q°[e a°8g°,Q. w; ))6((10)}

Trs{ (t)£<8(? , )5(&0)}7

kde L je operatorova funkce.

» Uplatnime komutac¢ni relace a tuto operatorovou funkci zapiSeme ve zvoleném
c-usporadani jako £°. Potom:

% — Trs {@S(t)LC (azo : éo) 5(540)}
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Odvozeni z fidici rovnice

» Mame:

% _ Trs{@S(t)ﬁc<azo7éo>5(5é0)}

VyuZijeme formalni zpétné transformace C : funkce — operéatorova funkce

— Trs {@S(t)/ £C<8‘20,ﬁo)5°(5’o — &) d o 5(&0)}

Stopa plisobi jen na operatory
= [ abor (g2 ) os {500 — 20)} o)

(5)

VloZzime Sikovnou jednicku. . .

" " 5.0 _5 o0 o
/ dﬁo£°< 6‘2 ,ﬂo> %785 ¢ 0355 5(z30)Pe(fo 1)
0 %/_/

Vyuzijeme platnost vztahu e 735 (i) = §(G — f)
/dﬁo L° <8i"’ go) 6%0%0 PC(BO) d(60 — /;’o)
o

a integrujeme podle 3o . ..
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Odvozeni z fidici rovnice

» Jesté jednou, mame:

9Pe(Go,1) = /dgo ﬁc( Zo,ﬁ())eéoa%o Pe(fo) 6(d0 — o)

ot 0

-~

£¢(9/0é0,B0)

> a po integraci pfes 50() dostaneme hledanou Fokkerovu-Planckovu rovnici:

OPc(éw,t) om0 .
T = E (8&0’060) Pc(ao,t)

» Funkce £° obsahuje diferencialni operatory 8/9éo v argumentu funkce exp(), tj.
obecné jede od diferencialni operator libovolného fadu. Fokkerova-Planckova
rovnice je tedy parcialni diferencialni rovnice libovolného fadu.
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Fokkerova-Planckova rovnice pro urceni ¢asového vyvoje kvazidistribucni
funkce je ekvivalentem fidici rovnice pro statisticky operator.

» Je to v podstaté Boltzmanova rovnice pro distribu¢ni funkci, vztazena na
kvantové systémy.

» Na rozdil od klasické Fokkerovy-Planckovy rovnice miiZze prava strana této
rovnice obsahovat i derivace vy3siho fadd nez druhého.

» V mnoha dllezitych pfipadech (napf. pro tlumeny harmonicky oscilator) ma tato
rovnice tvar:

8Pc(a ) _ Z o [Ai(@)Pe(d, )] +Z 8 Dlj(&)PC(&7t)]

» sumy probihaji pfes jednotlivé slozky vektoru &;

> prava strana obsahuje nejvySe derivace druhého fadu;

> veli¢iny Aj(&) a Djj(&) oznaCuji pFislusné driftové (souvisejici s posuvem maxima
kvazidistribu¢ni funkce) a difizni (souvisejici s rozplyvanim kvazidistribuéni funkce)
koeficienty.
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>

>

PIné kvantovy popis interakce zafeni s latkou vyzaduje modifikaci modifikaci
aparatu pro popis stavu kvantové soustavy — matice statistického operatoru by
mé&la pro pole nekone¢n& mnoho prvki = Kvazidistribu¢ni fce

Pe(do,t) = Tr {p(t)s°(a — &)}
Zvolené zobecnéné c-usporadani operator( je tfeba dodrzovat

f
N :MC(al,...,af):/./MC(al,...,af)Ha%ai —a)day

Vypocet stfedni hodnoty operatoru méfitelné M pomoci pfidruZzené klasické
funkce M°®(&o)

(N1) :Tr{ﬁ(t)mé(to)]} - /d&oM°(&o)Pc(5¢o7t)
Pohybova rovnice pro kvazidistribu€ni funkci P¢ (&) — Fokkerova-Planckova

rovnice oPe( | 5
Pc(do,t =c ~ -
0 = P t
Gout) _ ge(( 30 Peldont)
Parcialni diferencialni rovnice vysokého fadu je v mnoha praktickych pfipadech
redukovatelna na rovnici druhého radu.
PFisté: F-P rovnice pro pole a atom
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