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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Kvantový popis obecných systémů

I Střednı́ hodnota operátoru Ô měřitelné:

〈Ô〉 = Tr
n

ρ̂ Ô
o

I Statistickému operátoru lze přiřadit zobecněnou (kvazidistribučnı́) funkci
(zjednodušı́ výpočet střednı́ch hodnot operátorů)

I Výpočet střednı́ hodnoty náhodné proměnné pomocı́ známé distribučnı́ funkce
P(õ):

〈Ô〉 =
Z

P(α̃)Oc(α̃) dα̃

α̃ je vektorová proměnná a Oc(α̃) funkce přiřazená operátoru Ô
I Kvazidistribučnı́ funkci je možné nalézt obecně pro každý systém a to spolu

s dohodou o pořadı́ zápisu operátorů dynamických proměnných – uspořádánı́
operátorů.

I Přı́kladem kvazidistribučnı́ funkce je Glauberova-Sudarshanova reprezentace
statistického operátoru ΦN (α)

ρ̂ =
Z
ΦN (α)|α〉〈α|d2α 〈Ô〉 =

Z
ΦN (α)ON(α, α∗) d2α
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Uspořádánı́ anihilačnı́ch a kreačnı́ch operátorů

I V přı́padě elektromagnetického pole mohou být operátory měřitelných zapsány
ve tvaru mocninných řad anihilačnı́ch a kreačnı́ch operátorů â†, â.

I Normálnı́ uspořádánı́ (kreačnı́ operátory stojı́ vždy vlevo od anihilačnı́ch)

Ô =
X
m,n

oN
mn(â

†)mân

I Přiřadı́me klasickou funkci komplexnı́ch proměnných ON(α, α∗) prostou
záměnou â† na α∗ a â na α:

ON(α, α∗) =
X
m,n

oN
mnα

∗mαn

I Antinormálnı́ uspořádánı́ (kreačnı́ operátory stojı́ vždy vpravo od anihilačnı́ch):

Ô =
X
m,n

oA
mnâm(â†)n

I Přiřadı́me mu opět funkci komplexnı́ch proměnných:

OA(α, α∗) =
X
m,n

oA
mnα

mα∗n
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Obecné uspořádánı́ operátorů

I Uspořádané nekomutujı́cı́ operátory ã = (â1, â2, · · ·, âf )
I Operátor ve zvoleném uspořádánı́

Q̂ = Qc(â1, · · ·, âf ) =
X

r1

· · ·
X

rf

Qc
r1···rf â

r1
1 · · · â

rf
f

I Přidružená klasická funkce:

Q̄c(α1, · · ·, αf ) =
X

r1

· · ·
X

rf

Qc
r1···rf α

r1
1 · · ·α

rf
f

I Vzájemný vztah zapsaný pomocı́ uspořádané δ-funkce:

Q̂ = Qc(â1, · · ·, âf ) =
Z
· · ·
Z

Q̄c(α1, · · ·, αf )
fY

i=1

δc(αi − âi) dαi

I Pro c-uspořádanou δ-funkci platı́:

δc(α̃− ã) = e−ã ∂
∂α̃ δ(α̃)
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Kvazidistribučnı́ funkce

I Statistický operátor ρ̂ ⇔ ΦN Kvazidistribučnı́ funkce

ρ̂ =
Z
ΦN (α)|α〉〈α|d2α

I Zobecněné c-uspořádánı́ operátorů ⇒ Kvazidistribučnı́ fce Pc(α̃, t)

Pc(α̃, t) = Tr
�
ρ̂(t)δc(α̃− ã)

	
I Výpočet střednı́ hodnoty operátoru M̂:

〈M̂〉 = Tr
n

ρ̂ M̂
o

↔ 〈M̂〉 =
Z

Pc(α̃)Mc(α̃) dα̃

I Normálně uspořádaná kvazidistribučnı́ funkce pro jednomódové pole

ΦN (α∗, α) =
1
π

%̄A(α, α∗)
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Fokkerova-Planckova rovnice

I Časový vývoj střednı́ hodnoty operátoru měřitelné

〈M̂c [ã(t0), t]〉 = Tr
n

ρ̂(t)M̂c [ã(t0)]
o
=
Z

dα̃0Mc(α̃0)Pc(α̃0, t)

I Časový vývoj kvazidistribučnı́ funkce – pohybová rovnice pro kavzidisribučni
funkci Pc(α̃, t) – F-C rovnice

I Postup odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice:

∂ρ̂

∂t
= · · · + Pc(α̃, t) = Tr

�
ρ̂(t)δc(α̃− ã)

	
⇒

∂Pc

∂t
= · · ·

I Obecný tvar F-P rovnice

∂Pc(α̃0, t)
∂t

= L̄c
�

∂

∂α̃0
, α̃0

�
Pc(α̃0, t)

I V mnoha přı́padech má F-C rovnice tvar (Ai(α̃) – drift, Dij(α̃) – difúze):

∂PC(α̃, t)
∂t

= −
X

i

∂

∂αi

�
Ai(α̃)PC(α̃, t)

�
+
X

ij

∂2

∂αi∂αj

�
Dij(α̃)PC(α̃, t)

�
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumený LHO

I Platı́ následujı́cı́ přiřazenı́:

ã0 = (â
†, â), α̃0 = (α

∗, α)

δN (α̃0 − ã0) = e−â† ∂
∂α∗ δ(α∗) e−â ∂

∂α δ(α)

≡ δ(α∗ − â†) δ(α− â),

〈β | δ(α∗ − â†) δ(α− â) | β〉 = δ(α∗ − β∗) δ(α− β)

I Řı́dı́cı́ rovnice ve Schrödingerově reprezentaci a markovovské aproximaci pro
tlumený harmonický oscilátor buzený vnějšı́ (klasickou) silou v(t):

∂%̂

∂t
= −i(ωc +∆ω)

n�
â†, %̂

�
â+ â†

�
â, %̂

�o
− iv(t)

�
â†, %̂]− iv∗(t)

�
â, %̂

�
+

+
γ

2

�
2â%̂â† − â†â%̂− %̂â†â

�
+ γn̄

�
â†%̂â+ â%̂â† − â†â%̂− %̂ââ†

�
I Protože

1
π

%̄A(α, α∗) ≡ ΦN (α) = PN (α),

stačı́ jen pravou stranu řı́dı́cı́ rovnice převést do antinormálnı́ho uspořádánı́ a
po formálnı́m přechodu ã → α̃ dostaneme přı́mo P-F rovnici
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumený LHO

I Neuspořádaná řı́dı́cı́ rovnice:

∂%̂

∂t
= −i(ωc +∆ω)

n�
â†, %̂

�
â+ â†

�
â, %̂

�o
− iv(t)

�
â†, %̂]− iv∗(t)

�
â, %̂

�
+

+
γ

2

�
2â%̂â† − â†â%̂− %̂â†â

�
+ γn̄

�
â†%̂â+ â%̂â† − â†â%̂− %̂ââ†

�
I Využijeme komutačnı́ch vztahů (DC 7.1):

%̂Aâ− â%̂A = −∂%̂A

∂â†
,

â†%̂A − %̂Aâ† = −∂%̂A

∂â
,

â†â%̂A = â%̂Aâ† − â
∂%̂A

∂â
− %̂A

I a převedeme řı́dı́cı́ rovnici do antinormálnı́ho uspořádánı́ (DC 7.2):

∂%̂A

∂t
= −iω′

c

�
−â

∂%̂A

∂â
+

∂%̂A

∂â†
â†
�
+

γ

2

�
∂

∂â

�
â%̂A

�
+

∂

∂â†
�
%̂Aâ†

��
+

+ γn̄
∂2%̂A

∂â∂â†
+ iv(t)

∂%̂A

∂â
− iv∗(t)

∂%̂A

∂â†
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumený LHO

I Fokkerova-Planckova rovnice pro PN (α) popisujı́cı́ dynamiku jednoho módu
elektromagnetického pole:

∂PN (α, α∗, t)
∂t

=
�γ

2
+ iω′

c

� ∂

∂α

�
αPN

�
+
�γ

2
− iω′

c

� ∂

∂α∗
�
α∗PN

�
+

+ γn̄
∂2PN

∂α∂α∗
+ iv(t)

∂PN

∂α
− iv∗(t)

∂PN

∂α∗

I Zavedeme pomalu proměnné amplitudy pole β, β∗ a předpokládáme
harmonický průběh buzenı́ v rezonanci s LHO v(t) = v0e−iω′c t :

α = βe−iω′c t , α∗ = β∗e+iω′c t ,

p(β, β∗, t) = PN (α, α∗, t)

I F-P rovnice je pak separovatelná a vede na Schrödingerovu rovnici pro
dvojrozměrný izotropnı́ harmonický oscilátor (DC 7.3-4)

I Stacionárnı́ řešenı́ odpovı́dajı́cı́ nejnižšı́mu řádu (DC DC 7.5-6):

p00(β, β∗) =
1
πn̄

exp

"
−1

n̄

����β + 2iv0

γ

����
2
# 0

@B.B. ΦN ({α}) =
Y
λ

e−
|α|2
〈nλ〉

π〈nλ〉

1
A

I Všechny ostatnı́ vlastnı́ funkce vymizı́ pro t →∞
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

I Uvažujme aktivnı́ prostředı́ tvořené N třı́hladinovými kvantovými systémy

ε0 |l〉 = |0〉

ε1 |l〉 = |1〉

ε2 |l〉 = |2〉
6

?
~ω21

I Řı́dı́cı́ rovnice pro statistický operátor %̂ v Hilbertově stavovém prostoru všech N
atomů má tvar:

∂%̂

∂t
=

NX
λ=1

�X
l

�h εl

i~
− Γl

2

i
(|l〉〈l|)λ%̂−

h εl

i~
+
Γl

2

i
%̂(|l〉〈l|)λ

�
+

+
X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂(|l〉〈l|)λ
��

,
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

I Zavedeme nové operátory:

N̂l =
NX

λ=1

(|l〉〈l|)λ, M̂ =
NX

λ=1

(|1〉〈2|)λ, M̂† =
NX

λ=1

(|2〉〈1|)λ

I Komutačnı́ relace [N̂1, N̂2] = 0̂, [N̂1, M̂] = M̂, [M̂, M̂+] = N̂1 − N̂2 (DC 8.1).
I Po dosazenı́m do

∂%̂

∂t
=

NX
λ=1

�X
l

�h εl

i~
− Γl

2

i
(|l〉〈l|)λ%̂−

h εl

i~
+
Γl

2

i
%̂(|l〉〈l|)λ

�
+

+
X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂(|l〉〈l|)λ
��

,

I bude mı́t řı́dı́cı́ rovnice tvar:

∂%̂

∂t
=

2X
l=0

�
εl

i~
− Γl

2

�
N̂l %̂−

2X
l=0

�
εl

i~
+
Γl

2

�
%̂N̂l +

+
NX

λ=1

X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂ (|l〉〈l|)λ
�
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

I Pro daný problém stačı́ použı́t systém M̂†, N̂1, N̂2 a M̂, nebot’
N̂0 = N1̂− N̂1 − N̂2, takže N̂0 je navı́c.

I Pro dané c-uspořádánı́ zavedeme δc-funkci:

δc = δ(M∗ − M̂†)δ(N1 − N̂1)δ(N2 − N̂2)δ(M− M̂)

= e−M̂+ ∂
∂M∗ e−N̂1

∂
∂N1 e−N̂2

∂
∂N2 e−M̂ ∂

∂M δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)

I Řı́dı́cı́ rovnici pro %̂

∂%̂

∂t
=

2X
l=0

�
εl

i~
− Γl

2

�
N̂l %̂−

2X
l=0

�
εl

i~
+
Γl

2

�
%̂N̂l +

+
NX

λ=1

X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂ (|l〉〈l|)λ
�

vynásobı́me δc z pravé strany a vypočteme stopu
I S pomocı́ cyklické záměny pod stopou přesuneme %̂(t) nalevo a vytkneme
I Přitom položı́me energii základnı́ho stavu rovnou nule ε0 = 0, použijeme relaci

úplnosti, podmı́nku Γph
12 = Γ

ph
21 a předpoklad, že N ∼ N0 � N1, N2
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

I Řı́dı́cı́ rovnice (×δc , Tr, rotace, ε0 = 0, Γph
12 = Γ

ph
21, N ∼ N0 � N1, N2):

∂%̂

∂t
=

2X
l=0

�
εl

i~
− Γl

2

�
N̂l %̂−

2X
l=0

�
εl

i~
+
Γl

2

�
%̂N̂l +

+
NX

λ=1

X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂ (|l〉〈l|)λ
�

I Výsledná rovnice má tvar:

∂PC

∂t
= Tr

�
%̂(t)

�
− Γ0Nδc +

�
ε1

i~
− Γ1

2

�
δcN̂1 −

�
ε1

i~
+
Γ1

2

�
N̂1δ

c +

+
�

ε2

i~
− Γ2

2

�
δcN̂2 −

�
ε2

i~
+
Γ2

2

�
N̂2δ

c +

+
X

λ

�
w12(| 2〉〈1 |)λδc(| 1〉〈2 |)λ + w21(| 1〉〈2 |)λδc(| 2〉〈1 |)λ +

+ w01(| 1〉〈0 |)λδc(| 0〉〈1 |)λ + w10(| 0〉〈1 |)λδc(| 1〉〈0 |)λ +
+ w02(| 2〉〈0 |)λδc(| 0〉〈2 |)λ + w20(| 0〉〈2 |)λδc(| 2〉〈0 |)λ +

− Γph
12(| 1〉〈1 |)λδc(| 2〉〈2 |)λ − Γph

12(| 2〉〈2 |)λδc(| 1〉〈1 |)λ
���
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

∂%̂

∂t
=

2X
l=0

�
εl

i~
− Γl

2

�
N̂l %̂−

2X
l=0

�
εl

i~
+
Γl

2

�
%̂N̂l +

+
NX

λ=1

X
k,l

′ �
wlk(|l〉〈k|)λ%̂(|k〉〈l|)λ − Γph

lk (|k〉〈k|)λ%̂ (|l〉〈l|)λ
�

I Výsledná rovnice má tvar:

∂PC

∂t
= Tr

�
%̂(t)

�
− Γ0Nδc +

�
ε1

i~
− Γ1

2

�
δcN̂1 −

�
ε1

i~
+
Γ1

2

�
N̂1δ

c +

+
�

ε2

i~
− Γ2

2

�
δcN̂2 −

�
ε2

i~
+
Γ2

2

�
N̂2δ

c +

+
X

λ

�
w12(| 2〉〈1 |)λδc(| 1〉〈2 |)λ + w21(| 1〉〈2 |)λδc(| 2〉〈1 |)λ +

+ w01(| 1〉〈0 |)λδc(| 0〉〈1 |)λ + w10(| 0〉〈1 |)λδc(| 1〉〈0 |)λ +
+ w02(| 2〉〈0 |)λδc(| 0〉〈2 |)λ + w20(| 0〉〈2 |)λδc(| 2〉〈0 |)λ +

− Γph
12(| 1〉〈1 |)λδc(| 2〉〈2 |)λ − Γph

12(| 2〉〈2 |)λδc(| 1〉〈1 |)λ
���

I Členy s (| 0〉〈0 |)λ vypadly, protože (| 0〉〈0 |)λ komutuje s δc , resp. s N̂1, N̂2, M̂ a
M̂†, a protože (| l〉〈l |)λ byly jen u Γph

lk , tak tam zůstaly jen Γph
12 = Γ

ph
21
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů

I Dále se budeme zabývat členem:

Tr
�
%̂(t)δcN̂1} = Tr

�
%̂(t)e−M̂† ∂

∂M∗ e−N̂1
∂

∂N1 e−N̂2
∂

∂N2 e−M̂ ∂
∂M ×

×N̂1eM̂ ∂
∂M e−M̂ ∂

∂M
	
δ(M∗)δ(M)δ(N1)δ(N2).

I S využitı́m vztahu:

e−M̂ ∂
∂M N̂1eM̂ ∂

∂M = N̂1 +
∂

∂M M̂

I můžeme předchozı́ výraz upravit následujı́cı́m způsobem:

Tr
�
%̂(t)δcN1

	
= Tr

n
%̂(t) e−M̂† ∂

∂M∗ e−N̂1
∂

∂N1 e−N̂2
∂

∂N2

�
N̂1 +

∂

∂M M̂
�

e−M̂ ∂
∂M ×

×δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)
o
=

= Tr
n

%̂(t) e−M̂† ∂
∂M∗ e−N̂1

∂
∂N1 N̂1e−N̂2

∂
∂N2 e−M̂ ∂

∂M ×

×δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)
o
+

+
∂

∂M Tr
n

%̂(t) e−M̂† ∂
∂M∗ e−N̂1

∂
∂N1 e−N̂2

∂
∂N2 M̂e−M̂ ∂

∂M ×

×δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)
o
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Pomocný výraz

I Uvážı́me funkci f (ξ) s následujı́cı́mi vlastnostmi:

f (ξ) = e−ξM̂ N̂1eξM̂ ,

f (0) = N̂1,

I Funkci f (ξ) derivujeme podle ξ:

∂f
∂ξ

= −M̂e−ξM̂ N̂1eξM̂ + e−ξM̂ N̂1M̂eξM̂ = e−ξM̂ [N̂1, M̂]eξM̂ =

=
�
[N̂1, M̂] = M̂

�
= e−ξM̂M̂eξM̂ = M̂.

I Integracı́ podle ξ dostaneme:Z ξ

0

∂f
∂ξ′

dξ′ =
Z ξ

0
M̂dξ′ ⇒ f (ξ)− f (0) = M̂ξ ⇒ f (ξ) = N̂1 + ξM̂.

I Dosadı́me-li za ξ = ∂/∂M, je relace

e−M̂ ∂
∂M N̂1e+M̂ ∂

∂M = N̂1 +
∂

∂M M̂

dokázána.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů
I V rozvoji pro exponenciálnı́ funkci použijeme jen prvnı́ dva členy:

e−
∂

∂N1 = 1+
∂

∂N1
+

1
2

∂2

∂N 2
1

,

derivace vyššı́ch řádů mohou být zanedbány jako úměrné 1/N1.
I Tak se od F-P rovnice s obecně libovolným řádem derivacı́ dostaneme k rovnici

jen druhého řádu. . .

∂Pc

∂t
=

(
∂

∂M
�
Γ21 + iω21

�
M+

∂

∂M?

�
Γ21 − iω21

�
M?−

− ∂

∂N1

�
R1 − Γ1N1 + w12N2

�
− ∂

∂N2

�
R2 − Γ2N2 + w21N1

�
+

+
1
2

∂2

∂N 2
1

�
R1 + Γ1N1 + w12N2

�
+

1
2

∂2

∂N 2
2

�
R2 + Γ2N2 + w21N1

�
+

+
∂2

∂N1∂N2

�
− w12N2 − w21N1

�
+

∂2

∂N1∂M
Γ1M+

∂2

∂N1∂M?
Γ1M?+

+
∂2

∂N2∂M
�
− w21M

�
+

∂2

∂N2∂M?

�
− w21M?�+

+
∂2

∂M∂M?

�
R2 + [Γ1 + 2Γph

12]N2 + w21N1
�)

Pc
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor třı́hladinových atomů
I Fokkerova-Planckova rovnice pro třı́hladinové aktivnı́ prostředı́

∂Pc

∂t
=

(
∂

∂M
�
Γ21 + iω21

�
M+

∂

∂M?

�
Γ21 − iω21

�
M?−

− ∂

∂N1

�
R1 − Γ1N1 + w12N2

�
− ∂

∂N2

�
R2 − Γ2N2 + w21N1

�
+

+
1
2

∂2

∂N 2
1

�
R1 + Γ1N1 + w12N2

�
+

1
2

∂2

∂N 2
2

�
R2 + Γ2N2 + w21N1

�
+

+
∂2

∂N1∂N2

�
− w12N2 − w21N1

�
+

∂2

∂N1∂M
Γ1M+

∂2

∂N1∂M?
Γ1M?+

+
∂2

∂N2∂M
�
− w21M

�
+

∂2

∂N2∂M?

�
− w21M?�+

+
∂2

∂M∂M?

�
R2 + [Γ1 + 2Γph

12]N2 + w21N1
�)

Pc

I Ri = Nwi0, pro i = 1, 2, představujı́ rychlost excitace přı́slušné hladiny.
I Γ1N1, Γ2N2 úbytek populace hladiny 1 a 2 v důsledku spontánnı́ emise
I w12N2 stimulovaná emise z hladiny 2 na hladinu 1
I w21N1 absorpce pro přechod 1 → 2
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Shrnutı́

I Dospěli jsme k Fokkerově-Planckově rovnice pro tlumený LHO jakožto model
jednoho módu pole a pro třı́hladinové aktivnı́ prostředı́ (soubor tlumených
třı́hladinových kvantových soustav)

I Předpoklady použité při odvozenı́ F-P rovnice pro třı́hladinové aktivnı́ prostředı́:
1. Látku tvořı́ N stejných, vzájemně neinteragujı́cı́ch, třı́hladinových kvantových

soustav; každá má svůj tlumı́cı́ rezervoár, všechny rezervoáry majı́ stejnou teplotu

ε0 N0

ε1 N1

ε2 N2
6
?
~ω21

2. Třı́hladinové KS = v základnı́ stavu s populacı́ N0 se nacházı́ většina KS, pracovnı́
přechod je mezi prvnı́ a druhou excitovanou hladinou s populacı́ N1 a N2, přitom
N ∼ N0 � N1, N2 � 1

3. Na pravé straně F-P rovnice jsme zanedbali derivace vyššı́ho než druhého řádu

I Přı́ště: Hamiltonián plně kvantové interakce rezonančnı́ho zářenı́ s látkou a
Fokkerova-Planckova rovnice pro laser
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