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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
O) =Tr { P é}
» Statistickému operatoru lIze pfifadit zobecnénou (kvazidistribu¢ni) funkci
(zjednodusi vypocet stfednich hodnot operator()
» Vypocet stfedni hodnoty nahodné proménné pomoci znamé distribuéni funkce
P(d):
(6) = /P(d)Oc(d) da

& je vektorova proménna a O°(&) funkce pfifazena operatoru o}

» Kvazidistribu€ni funkci je mozné nalézt obecné pro kazdy systém a to spolu
s dohodou o pofadi zapisu operatorl dynamickych proménnych — usporadani
operatord.

» Prikladem kvazidistribu¢ni funkce je Glauberova-Sudarshanova reprezentace
statistického operatoru ®a ()

ﬁ:/¢N(a)la><ald2a (e) :/"’N(a) O"(a,a”)d*a
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Usporadani anihilaénich a krea¢nich operatorl

» V pripadé elektromagnetického pole mohou byt operatory méfitelnych zapsany
ve tvaru mocninnych ¥ad anihilaénich a krea¢nich operéatorfl &', &.
» Normalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vlevo od anihilacnich)

CA) = Z Or,\r‘m(éf)mén
m,n

» Pfifadime klasickou funkci komplexnich prom&nnych OM(a, a*) prostou
zameénou a' nao* a & na o
_ Z Omna*man
m,n

» Antinormalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vpravo od anihilacnich):
- S oh'@
» Pfifadime mu opét funkci komplexnich proménnych:

A A
O%a,a™) = g opnama™"
m,n
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Obecné usporadani operator

» Usporadané nekomutujici operatory & = (a1, &z, - - -, &)
» Operator ve zvoleném usporadani
A Cra A [ Aar Al
Q = Q (al’...7af) = Z"'ZQH'“ffall"' f
1 It
» PFidruZena klasicka funkce:

~ I ]
Q%(ax, - ) = Z . ZQrCl-~-rfO‘11 o

r Tt

» Vzajemny vztah zapsany pomoci uspofadané d-funkce:

f
Q=Q%%s, &)= /'féc(oéh - '7O¢f)H60(ai —&)da
i—1

v

Pro c-usporadanou é-funkci plati:

8(a — &) = e 495 §(a)
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Kvazidistribu¢ni funkce

» Statisticky operator p < &, Kvazidistribucni funkce

p= [ ex(@)layald’a
» Zobecnéné c-usporadani operatorll = Kvazidistribu¢ni fce Pc(&,t)
Pe(a,t) = Tr {p(t)6°(a — &)}
» Vypocet stfedni hodnoty operatoru M:
(M) = Tr {,3|\7|} - ()= /PC(d)MC(d)d&
» Normalné usporadana kvazidistribu¢ni funkce pro jednomédové pole

* 1— *
Oy (", a) = EQA(a,oz )
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(NI°[a(to), 1) = Tr { HOM°[E(t0)]} = / déioM* (dio)Pe(dio, )

» Casovy vyvoj kvazidistribuéni funkce — pohybova rovnice pro kavzidisribu&ni
funkci Pc(&,t) — F-C rovnice
» Postup odvozeni z fidici rovnice:

o _ ) — T (A5G- & 0P _
E - + PC(a7t) =Tr {p(t)5 (a - a)} = at

» Obecny tvar F-P rovnice

OPe(Got) [ O . .
ot =L 8&0 , Qo I:’C (0507 t)

» V mnoha pfipadech m& F-C rovnice tvar (Ai(&) — drift, Djj(&) — difuze):

P = =3 g @Rl 0] + 3 5 PAPelt)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Plati nasledujici pfifazeni:

a = (éT7é), do = (o, @)

e ¥ 707 §(a*) e 295 §(a)
= (" —a")é(a—a),
(B|o(a" —aT)do(a—8)|8) = d(a" —pB")d(a—p)

» Ridici rovnice ve Schrodingerové reprezentaci a markovovské aproximaci pro

tlumeny harmonicky oscilator buzeny vnéjsi (klasickou) silou v (t):

&N (6o — o)

% = —i(wo+Aw){[a', gla+al[a,0]} —iv()[a' 8] - v (1)[4, 8] +
+ J[2a08" - a'ap - pa'a] +Ala’oa+asa’ —a'ap - paa’]
» Protoze

~0*(,0") = ®x(0) = Pa(a),

sta€i jen pravou stranu fidici rovnice pfevést do antinormalniho usporadani a
po formalnim pfechodu & — & dostaneme pfimo P-F rovnici

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 7. kvétna 2020 8/21



Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Neusporadana Fidici rovnice:

00 N A
Bif - (wc—l—Aw){ a+aTag}—1v (t)[&", 8] —iv*(t)[4, 8] +
+ %[ZééaT —a'ap—pa'a) +~nfa'oa +apal —a'ap — paa']
» Vyuzijeme komutacénich vztahd (DC 7.1):
AA
AAx _ anA _ 00
a-ar = “har
AA
At ad | AAgt 00
a al = =%
o 14 94
~A
ataad andst 200 A
a'a = apta' —a— —
o Q 94 14
» a prevedeme fidici rovnici do antinormalniho usporadani (DC 7.2):
ot ., 3@’4 3@ Y O saa O s Aat
ot = W A%z Toaard p 215 @0) F gar (@) gt
82 A oA N
T Msa0ar — V(05
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Par(a) popisujici dynamiku jednoho médu
elektromagnetického pole:

OPx (o, " 1) vy . O Y .\ O .
—5 = (E +1wc) %(QPN) + (E - 1wc) o (a"Px) +
_ aF’N s OPA
+ AN 8&8 +1 (t) —iv™(t) e

» Zavedeme pomalu proménné amplitudy pole ﬁ, 8" a predpokladame
harmonicky préibéh buzeni v rezonanci s LHO v(t) = voe et

a — ﬁefiwét, Oé 7ﬂ* +1wc
p(8,8",t) = Px(a,a’,t)

» F-P rovnice je pak separovatelna a vede na Schrédingerovu rovnici pro
dvojrozmérny izotropni harmonicky oscilator (DC 7.3-4)
» Stacionéarni feSeni odpovidajici nejniz8imu fadu (DC DC 7.5-6):

_lal?
] (B.B. on(fa)) =]] i(;:;)

» VSechny ostatni vlastni funkce vymizi prot — oo

Poo(3,87) = W—lﬁ exp [_; ‘54_

2ivo |?
¥
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» UvaZujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

) = |2)
hw21

Gt = 1)

0 [l) = [0}

» Ridici rovnice pro statisticky operator v Hilbertové stavovém prostoru vech N
atom@ ma tvar:

% _ i{;([fh_2‘](|><||)A@—[fh+r2']@(||><ll)x>+

A=1

S CAGIN (SN A TSI GEDI
k,l
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» Zavedeme nové operatory:

Ne= (00 M ="(11)(2)x X:(l2 (1D
A=1

» Komuta&ni relace [Ny, N,] = 0, [Ny, M] =M, [M,M*] = N; — N, (DC 8.1).
» Po dosazenim do

% _ Z{Z ([ - Flaamse [+ Flaman) +

43 (62K A — TR KA1 .

» bude mit fidici rovnice tvar:

%o i-glne- g fieg]ee

S5 (WK A2 A)x — TR(K) (kD)2 (1) (1))

A=1 kI

—+
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

> Pro dany problem staci pou2|t systém Mmf . N1, Nz a M, nebot
No = N1 — N; — Ny, takze No je navic.

» Pro dané c-usporadani zavedeme §°-funkci:

5 = S(M* =MW — Np)d(Ns — No)§(M — M)

Yy | e

7NA1 el *N‘Z 8 —M =2 *
= e W ok o NN o N2 NG oM aa S(M*)A(NL)I(N2)S(M)

» Ridici rovnici pro 9
2

AR E R[OS E R R

1=0 1=0

N
/
+ ZZ RGN (SIINI DY)
A=1 kI
vynasobime §° z pravé strany a vypocteme stopu
» S pomoci cyklické zamény pod stopou pfesuneme §(t) nalevo a vytkneme

» PFitom poloZime energii zadkladniho stavu rovnou nule eg = 0, pouZijeme relaci
Gplnosti, podminku rp“ = th a predpoklad, Ze N ~ No > Ni, Np
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» Ridici rovnice (x6°, Tr, rotace, ¢ = 0, rg; = rg'; N ~ No > Ni, Np):
2
8@ o €| F. ~A €] F| A
a Z{ih 2]N'Q zoz[ih+ 2}9N'+

0 (WD RDABAR) (DA = TR (k) K DA2 (1 (111 )

>
1

AN
=~

oPc . c e 1) e e M1\ g s

e T2 s, (24 T2\R,e
(ih 2>5N2 <ih+2)N26+

+ (le(l 2)(L DA0°(| 142 [)a +war (| 1)(2 Dad°(| 2)(1 ) +

+ wor (| 1)(0 )a0°(] 0)(L [)x + wao(] 0)(L )xd°(| 1){0 ) +
+ Woz(| 2)(0 )x0°(] 0)(2 )x + Wao(] 0)(2 )x0°(| 2)(0 ) +

- T DE 22 D - T 2@ D D ) | |

+
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

2

06 _ a TNilga a N
o Zo[ih 2]N'9 g{ih+2] o +

S5 (kD) A — TR D2 (11)

A=1 k,l

+

» Vysledn4 rovnice ma tvar:

OPc¢ c €1 °N €1 r1 c
Pl o] - (2T ()

€ c e I c
(ﬁ 2>5N—(E 2)N26
+ > (W12(| 2)(1 D201 1)(2 [)x +war (] 1)(2 )26°(] 2)(1 )a +

A
+ Wor (| 1)(0 )a0°(] 0)(L [)x +wao(] 0)(L )xd°(| 1){0 ) +
+ Woz(| 2)(0 )x0°(] 0)(2 [)x + Wao(] 0)(2 )20°(| 2)(0 ) +

— T D22 D - T 2@ D D ) | |

_|_

» Cleny s (] 0)(0 |)» vypadly, protoZe (| 0)(0 |)» komutuje s 6, resp. s Ny, No, M a
M, a protoze (| 1)(I |)» byly jen u ", tak tam zéistaly jen % = 2
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» Dale se budeme zabyvat ¢lenem:

| VI N, -9 I ) ~
Tr{@(t)éch} = Tr{@(t)efMJf 8/?4*9 lele NZerfM% »

» S vyuZitim vztahu:

xRy e 737 e Mkt 1 5(M*)5(M)S(NL)S(N3).

Iy IR N S ~ ~
e oM Ne" oM =Ny + —M

oM

» mulzeme predchozi vyraz upravit nasledujicim zptsobem:

Tr{8(t)8°Ns}

J. Sulc (KFE)

Tr{@(t)ef’\ﬂ'1T A e_Nlﬁle_Nzﬁi (Nl + 9 M)e"‘h% X

oM
XO(M")S(N)ONR)S(M) } =

Tr{@(t) e W ok o MR oMok oM Bkt
><6(M*)5(/\/'1)6(N2)5(M)} +

% Tr{@(t) e M 5k e Mok o Mook e MRt
XB(M")S(N)SNR)S(M) |
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Pomocny vyraz

» Uvéazime funkci f(£) s nasledujicimi vlastnostmi:

f(¢§) = efwlqllem,
f(o) = N17
» Funkci f (&) derivujeme podle &:
% = —I\A/Ie’E'Q'IQllef'\7| +e75'\7'|<11|\7|e§'\7' = efé'\A"[Nl,|\A/|]e£'\7| =

{ml,m] - M} — e e — 1,
> Integraci podle ¢ dostaneme:
8£,d§ /OE Mde = () —f0)=Me = f(&) =Ry +£M.
» Dosadime-li za £ = 9/0M, je relace
e Vo NetM i = Ny +
dokazana.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» V rozvoji pro exponencialni funkci pouZijeme jen prvni dva cleny:

9 1
—oRy _ -1 =
¢ Ton T 2anE
derivace vys8ich radli mohou byt zanedbany jako tmérné 1/A.
» Tak se od F-P rovnice s obecné libovolnym fadem derivaci dostaneme k rovnici

jen druhého fadu. . .

P 0
aatc { IM (F21 + iwar) M +

d/\/l (r21 Iwzl)M**

0]\/' (Ry — TNL + WiaN2) — ON (Rz — T2N2 + War V1) +
+16722(R1 + MM+ Wi N3) + Eizz(Rz + M2N2 + War N7 ) +
2 ON? 2 0N
d? d? d? N
+ ONLONG (= w2z — W2 N1) + v M T g M
o2 o2
+78N,28M(—W21M) + 78./\/28./\/1*(_\/\/21/\4 )+
82
+W(R2 + [rl + ZFEQ]NZ + W21N1) }Pc
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom(

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

Pc : i *
aat :{ai/l(rzl + |w21)M + ai/\/l*(rﬂ - |w21)M -

0 0
———(R1 = MM + WioN2) — —— (Rz — T2\ + Wa1 1)+
N1 ON>
+18722(R1 + NN + Wi N2) + 18722(R2 + M2N2 4+ War V7)) +
2 ONF 2 ON;
8? &? &? N
+78./\/13/\/'2 ( — Wio\> —W21N1) + 78/\/18/\/1&/\4 + INLOM M M™+
0? 0? .
+78N.28M(—W21M) + 78/\/28/\/1*(_W21M )+
82
JFW(RZ + [rl + ZFEQ]NZ JrW21./\/’1) }Pc

Ri = Nwjo, pro i = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
N1, TN, Gbytek populace hladiny 1 a 2 v disledku spontanni emise
w1, N2 stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1

w1 N1 absorpce pro pfechod 1 — 2

vV VvV VY
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» Dospéli jsme k Fokkeroveé-Planckové rovnice pro tlumeny LHO jakozto model
jednoho médu pole a pro tfihladinové aktivni prostfedi (soubor tlumenych
tfihladinovych kvantovych soustav)

» Predpoklady pouZité pfi odvozeni F-P rovnice pro tfihladinové aktivni prostredi:

1. Latku tvori N stejnych, vzajemné neinteraguijicich, tfihladinovych kvantovych
soustav; kazda ma svdj tlumici rezervoar, vechny rezervoary maji stejnou teplotu

€2 S N2
hway

€1 Nl

¢ — Np

2. Trihladinové KS = v zakladni stavu s populaci Ng se nachazi vétsina KS, pracovni
pfechod je mezi prvni a druhou excitovanou hladinou s populaci N; a Ny, pfitom
NNN0>>N1,N2>>1

3. Na pravé strané F-P rovnice jsme zanedbali derivace vy§Siho nez druhého fadu

» P¥isté: Hamiltonian pIné kvantové interakce rezonancniho zareni s latkou a
Fokkerova-Planckova rovnice pro laser
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