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Kvantova teorie laseru

» Kvantové popisujeme jak prostfedi, tak zareni.

» Na rozdil od poloklasické teorie je mozné studovat statistické vlastnosti
generovaného zareni

> Amplituda elektrického pole ~ (&)
> Intenzita zafeni ~ (af4)
» Stuperi koherence ~ korelaéni funkce 2. fadu ~ (&7 (1)a(t — 7))

» Operatoru O pfifadime zobecnénou funkci O(é)

» Od vypoctu stfednich hodnot pomoci statistického operatoru pfejdeme k pouZiti
kvazidistribu¢ni funkce P (&)

©) =1 {p6} <6>:/P(&)O(d)d&

» Kvazidistribu¢ni funkce P (&) obsahuje stejnou informaci jako statisticky
operator p, neni ale stanovena jednoznacné.

» Kvazidistribu€ni funkci je mozné nalézt obecné pro kazdy systém a to spolu
s dohodou o pofadi zapisu operatorli dynamickych proménnych (usporadani).
» Kvazidistribu€ni funkce vCetné jejiho €asového vyvoje je ur€ena feseni
Fokkerovy-Planckovy rovnice



Kvazidistribu¢ni funkce

» Vzajemny vztah operatoru a pfidruzené klasické funkce zapsany pomoci
usporadané o-funkce:

M = M(al, ! // (a1, a )5°( —a)da

Zobecnéné c-usporadanl operatortl = Kva2|d|str|bucn| fce Pe(a,t)
Pe(a,t) = Tr {p(t)6°(a — &)}

v

v

Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(NI[A(to), 1) = Tr { A(OM°[(t0)] } = /ddoMC(&o)Pc(&o,t)
Pohybova rovnice pro kvazidisribu¢ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice
8P g . ~
c (ao,t) {%,ao} Pc(a07t)

Postup odvozeni z fidici rovnice:

v

v

M _ .. 51) = Tr { (1) (6 — & oPe _
a - + PC(a7t) =Tr {p(t)5 (a - a)} = ot -




Model laseru jako uzavieny systém
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Kvantovy model laseru
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

P )
hw21

Gt = 1)

0 [l) = [0}

» Prisludné operatory:
N N N
Ni=> (000 M=3"(11)2), MT="(12)(1)x
A=1 A=1 A=1
» Relativni populace horni a dolni laserové hladiny je mala

N =No+Ni+N>~Nog>Ng, N >1



Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

= ZEiNi + hcucéTé-i-WAF,
i

v

Hamiltonian interakce pole — prosttedi:
WAF = lhd( '\7' ,\7' Té)

» Liouvillelv teorém:
H
at I: 0,0 ]a
» Uvazujeme markovovsky systém = Ridici rovnice:
% = atomy + pole + interakce

» Volime usporadani:
a=(a"M N, N, M,8) = a=(a", M", N1, N2, M, @)
Kvazidistribu¢ni funkce:
Pc(a™, M*, N1, N2, M, a) = (5°(a — &)).
Fokkerova-Planckova rovnice:

8Pc _ al:)Atomy + 6PP0Ie
ot ot ot

v

v

+ interakce



Kvantovy model laseru

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinovy atom:

8PAtomy 0 0 .
= r Mp1 — *
at d/\/l( 21 +iwp ) M + OM*( 21 — lwag ) M
7]
———(Ry — 1NV No) — ——(Ry — TN N
aNl( 1 1N1 +Wip 2) (3./\/'2( 2 2N2 + Wapg 1)+
+fa—2(R + TNT 4+ Wi NZ) + L o (R + TaNa +wWar N7 )+
28N2 1 1/V1 12/V2 28]\/2 2 2/V2 21NV
82 2 2
————— (= W No — Wy NV — I M+ —— T M
FangaN, |~ e W l)+8N16M T TVt
92 82
—— (W M) + ———— (— Wy M*
Fangom Mt g g (T M)+
82 h
+W (Ry+ [ + ZFEZ]NZ + Wp1N7) }PAtomy
» Fokkerova-Planckova rovnice popisujici dynamiku jednoho médu
elektromagnetického pole:
8PPO|E _ v . 1%} Y . 0 w . 13] - 19)
o = (5 +1wc) %a—i_ (5 —wc) 0a*a +1v(t)£ —iv (t)am-q—



Kvantovy model laseru

» Pispévek Hamiltonianu interakce War = ihd (aTM — MT4):

T

%Trs{[WAp,é]éc(d—é } -
Trs {6[0°(a — &), ind (&'K1 — Nia)] } =

_at_o_ _gt_2 _3.0 Ak
= dTrs{@ e e ™Ma .. e aaa(aTM_MTa) _

— (&TN — NTa)e 2 aam e ore ---e—é%]}5(a*)5(M*)5(N1)5(N2)5(M)5(a)

» Jednotlivé Cleny pfevedeme do zvoleného c-uspofadani. Napf.:

a_ 0 4 0 A 0 4 0 5_0
e 35a At — e %9a ATeT@0a e 800 = <an _ 3) e 49a

» Postupné dostaneme (DC 8.2)

7 = d{f—/\/lf

0 0

a *
8a 8Q*M *7(/\/2 )05787/\/1*(./\/‘2*./\/-1)(1 +
2 & 82 82
+ (M+aM)[1—ePM N2] 4+ Moa + M*a*}Pc

oM? OM*2



Kvantovy model laseru

» Exponencialni funkce rozvineme do druhého fadu Taylorova rozvoje:

2 2 2
g, 00 1& 18 9

ON1 0Nz 20NZ  20NZ  ON1ON-

» Prispévek Hamiltonianu interakce k F-P rovnici

0 0 N 0 «
z =d {—%M - W( —M)a— 6/\/1* ——— (N2 — M1)a"+
d o 1 1& &

_|_

(@’ M+ aM )[BT\&_@T&_E@NIZ T 2002 T oNoN;

> & .
+ 78./\/12/\/1 a./\/1*2/\/1 e }



Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice
a {7£ [am - (E +iwe) o] - o [aam <§ —iwe)a’] -
Ie] o]
oM oM*
Ro + Wi Np — ToN, — d(a M+ aM* )}

[d(N2 — M) — (T12 + iwa) M] — [d(Nz — M) — (Tp — iwa) M*] —

0 0
Ry 4+ wWio Ny — TN,
sz[ GNl[ 1+ Wi Np N1+
2

10
—O—d(a*./\/l + OZM*)} +§87‘/\/2 [Rl + W12N2 + Fl/\/'l - d(O(*M + OZM*)} +
1

+1 82 [
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Ry + Wi N7 + ToN, — d(OL*M + aM* )]

—WipANp — Wy N7 +d(a* M + aM™)]+

Rz + (M1 + ZFEQ)NZ + Wor N1+
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Casovy vyvoj strednich hodnot — Langevinovy rovnice

» Zname-li statisticky operator systému 3, miizeme stfedni hodnotu operatoru O
ur€it pomoci nasledujiciho vztahu:

(©) :Tr{@c“)}.

» Je-li operéator o} vyjadren ve Schrodingerové reprezentaci, plati pro popis
Casové zmény stfedni hodnoty operatoru nasledujici rovnice:

~

%:Tr{édiigt)}.

» Tomuto operatorovému vyjadfeni Ize v daném c-usporadani s pomoci pfislusné
kvazidistribucni funkce Pc(&) prifadit rovnost:

/d O( )ch(oz t).

» Fokkerova-Planckova rovnice tedy mlize byt pouzita pro nalezeni rovnic
udavajicich €asovy vyvoj stfednich hodnot dynamickych proménnych systému.



Casovy vyvoj strednich hodnot — Langevinovy rovnice

» Nap¥. pro stfedni hodnotu anihilaéniho operatoru a elektromagnetického pole
generovaného laserem dostaneme:

ch(a t)
) /d .

» Po dosazeni za kvazidistribu¢ni funkci P¢(&, t) z Fokkerovy-Planckovy rovnice
a po Upravé jednotlivych integralll Ize ukazat, Ze plati:

= (o0 (3 1))
/_da dpc(a ) /d" Ope(an)
> pfitom

0 [ DA . o A
/(;da%AaPc(a,t)707/&daa%Pc(a,t)qL/&daAPc(a,t)7<A>

> Napf.:



Casovy vyvoj strednich hodnot — Langevinovy rovnice

» Nap¥. pro stfedni hodnotu anihilaéniho operatoru a elektromagnetického pole
generovaného laserem dostaneme:

. dP¢(a,t)
o /d o Petl),

» Po dosazeni za kvazidistribu¢ni funkci P¢ (&, t) z Fokkerovy-Planckovy rovnice
a po Upravé jednotlivych integralll Ize ukazat, Ze plati:

%‘?:@M—(%ch)é) g. Tr{ %;}:Tr{@(dl@l—(%-&—iwc)é)}

» Této rovnici Ize pfifadit nasledujici Langevinovu rovnici:

da -~ Y, s,
a —dM — (E—l—lwc) a—i—La,
kde operator L, pfedstavuje pfislusnou Langevinovu silu, (Ls) = 0.
» Pro pfitazenou klasickou veli€inu (komplexni amplitudu elmag. pole) plati:

da Yo
a —dM— (§+1wc)a+£a,
» AZ na L, stoji na pravé strané této driftovy ¢len, ktery se nachéazi na pravé

strané F-P rovnice u derivace 9/0a.



Soustava Langevinovych rovnic

» Obdobné Ize pro popis €asového vyvoje pfislusnych dynamickych proménnych
vyuZit i dalich driftovych ¢lendl. Tak ziskame nasledujici soustavu
Langevinovych rovnic:

dao v oo

e —(E—&—lwc)a—l—dM-l-Ea,

dMm .
i —(T12 + iwa)M + d (N2 — M1)a + Lag,

d * *

élfz = R2+W21N1—r2/\/2—d(0¢ M+ aM )+£,/\/’2,
le * *
T = R1+w12N27F1/\/1+d(a M+ aM )+£N1

» Resenim t&chto rovnic Ize urgit pohyb — drift — maxima kvazidistribu&ni funkce
Pc(&,t) ve stavovém prostoru a nalézt tak €asovy vyvoj nejpravdépodobné;jSich
hodnot vektoru a.

» Funkce Lo, L, Ly, La; jsou nahodné (v Case fluktuujici) Langevinovy sily,
jejichz autokorela¢ni funkce je §-funkci €asového zpozdéni.

» Frekvence wc prislusi vybranému modu optického rezonatoru a wp; = wa je
rezonancni frekvence kvantového pfechodu.



Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Budeme hledat feSeni této soustavy pro pomalu proménné amplitudy:

at) = O/(t)e_icuot7 M(t) = M/(t)e_iwot_

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

do’
dt
dm’
Cdt
dAN2
dt
dN;
dt

- [% +i(we — wo)} o +dM' + ga,
— M2 +i(wa — wo)] M" + d (N2 — M)’ + g,
Rz + Wi Ny — Moz — d (o M + o' M™) + gy,

R, + W12N2 — Fl./\/l + d(o/*./\/l/ + Oé/M/*) + 0N -



Poloklasicky popis laseru

» Zanedbame nahodné Langevinovy sily a zavedeme oznaceni:

1/2 oh (1]ex|2), kde (1]|ex|2) = d12

_ d12 Z{‘ D2} = d12M . dllz_.;\/i

hwe ’
t
202 @ 1)
» Dostaneme soustavu rovnic reprezentujici poloklasicky popisu laseru:
dg iUJa

i 2760P— [%Jri(wcfwo)]g

& = et —wo)]P—1|d21|
dN>
dt
dN;
dt

£(t) = —

(N2 — Np)&
= Rz +waNi —T2Nz — %(5*P —EPY)

= Ri+wpN, — [Np + %(S*P — EPY)



Poloklasicky popis laseru

» Soustava rovnic reprezentujici poloklasicky popisu laseru:

d& _ dwap 17 e

@ T 2" [3 +ilee —wo)] €

dP , d

G = M2 +i(wa—wo)P - | 21' (N — Ny)E
dN * *

- = Rz+wZ1N1—erzfﬁ(5 P—£P)

dN i * *

T; = R1+W12N2—F1N1+%(5 P—-£&P )

» Poloklasické rovnice pro signal v rezonanci a bez modulace faze

o0& 1 o0& /1,0(:.)210

oz "cot 2 P2
0P, _ _Pe_|duf’
o T, I — EN

ON  (N-Ng) 1
o 71_1 -I-hf,'Pz



>

Odvodili jsme Fokkerovu-Planckovu rovnice pro soubor tlumenych
tfihladinovych kvantovych soustav interagujici jednim moédem
elektromagnetického pole, reprezentovany tlumenym LHO.

Interakce rezonanéniho zafeni a prostredi:
Cleny u prvnich derivaci na pravé strané& Fokkerovy-Planckovy rovnice Ize

vyuZit pro nalezeni tzv. Langevinovych rovnic.

Resenim t&chto rovnic Ize urgit pohyb — drift — maxima kvazidistribugni funkce
Pc(&,t) ve stavovém prostoru a nalézt tak Casovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich
hodnot vektoru &.

Zanedbanim kvantovych fluktuaci dostaneme soustavu rovnic reprezentujici
poloklasicky popisu laseru.

PFisté: feSeni Fokkerovy-Planckovy rovnice



\ YRBOVA M., SuLc J.: Interakce rezonanéniho zafeni s latkou, Skriptum FJFI
CVUT, Praha, 2006

\ LouIsELL, W. H.: Quantum statistical properties of radiation, John Wiley & Sons,
New York, 1973

\ KvAsiL, B.: Teoretické zaklady kvantové elektroniky, Academia, Praha, 1983

¥ VRBOVA M. a kol.: Lasery a moderni optika - Oborova encyklopedie,
Prometheus, Praha, 1994

> VRBOVA M., JELINKOVA H., GAvRILov P.: Uvod do laserové techniky, Skriptum
FJFI CVUT, Praha, 1994 http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjanl1/ulat/

@ Pfednasky: http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/FLA/


http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/ulat/
http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/FLA/

	Program prednášek
	Kvantová teorie laseru
	Kvazidistribuèní funkce a Fokkerova-Planckova rovnice
	Model laseru jako uzavøený systém
	Kvantový model laseru
	Èasový vývoj støedních hodnot -- Langevinovy rovnice
	Langevinovy rovnice pro pomalu promìnné amplitudy

	Shrnutí
	Literatura

