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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribucni fce P¢(é,t) vs statisticky operéator

Po(di,t) = Tr {p(1)5° (& — &)}
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribucni fce P¢(é,t) vs statisticky operéator
Pe(@.t) = Tr {(t)0° (& — &)}

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné

W [a(t0). 1) = Tr {p(OM[a(t0)] } = [ Ao (G0)Pe(cin, 1)
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribucni fce P¢(é,t) vs statisticky operéator
Pe(@,t) = Tr {(t)0°(d — &)}
» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
W [a(t0). 1) = Tr {p(OM[a(t0)] } = [ Ao (G0)Pe(cin, 1)
» Pohybova rovnice pro kavzidisribu€ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice

P o xf D )
W (Ozo,t) = ,C {85&0’0[0} Pc(ao,t)
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribucni fce P¢(é,t) vs statisticky operéator
Pe(@,t) = Tr {(t)0°(d — &)}
» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
W [a(t0). 1) = Tr {p(OM[a(t0)] } = [ Ao (G0)Pe(cin, 1)
» Pohybova rovnice pro kavzidisribu€ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice

P o xf D )
W (Ozo,t) = ,C {85&0’0[0} Pc(ao,t)

» Postup odvozeni z fidici rovnice:

op . . I OPc
S|+ Pe(a,t) = Tr {p(t)6°(a — &)}| = a
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Kvantovy model laseru

o
‘ Mbéd elmag. ‘
Ata Tlumeni
‘ pole a'a ‘
| Wi |
Buzeni % 1. atom % Tlumeni
Buzeni % 2. atom % Tlumeni
Buzeni N-ty atom {— Tlumeni
| Ny, No, M, MT |

‘ Vlastni systém laseru ‘
af, Mt Ny, N2, M, & |
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

€Q— | =2
hw21

€ —X — | =1

€(g—— | =0

J. Sulc (KFE) Fyzika laserti 9. kvétna 2021 5/26



Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

€2 ——— | =2
hw21

€1 L | =1

€(g—— | =0

» Prisludné operatory:

Ri=S"000x M =330y M =3"(2)()s

A=1
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

€2 ——— | =2
hw21

€1 L | =1

€(g—— | =0

» Prisludné operatory:

Z (D, M= Z 112D MT—Z(IZ (1A

» Relativni populace horni a dolni laserové hladiny mala

N =No+Ni+N>~Nog>Ng, N >1

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 9. kvétna 2021 5/26



Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

Ho = ZGiNi + fiwcATA + Wag,
i
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

Ho = ZGiNi + fiwcATA + Wag,
i

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:
Ho = Z 6N + hweaTa + W,
i
» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
» Kvazidistribu¢ni funkce:

Pc(a™, M*, N1, N2, M, a) = (5°(& — &)).
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

Ho = ZGiNi + fiwcATA + Wag,
i

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
» Kvazidistribu¢ni funkce:

Pc(a™, M*, N1, N2, M, a) = (5°(& — &)).

» Predpoklady pouZité pfi odvozeni F-P rovnice:
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

Ho = ZGiNi + fiwcATA + Wag,
i

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
Wae = ind(a'M — MTa)
» Kvazidistribu¢ni funkce:
Pe(a, M*, N1, No, M, @) = (5°(& — &)).

» Predpoklady pouZité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvofici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliiujici
podminky Markovovské aproximace;
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:io = Z GiNi + hwcéTé + WAF7
i

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
Wae = ind(a'M — MTa)
» Kvazidistribu¢ni funkce:
Pe(a, M*, N1, No, M, @) = (5°(& — &)).

» Predpoklady pouZité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvofici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliiujici
podminky Markovovské aproximace;

» Zanedbavame depopulaci zakladni hladiny, tj. No ~ N;
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:io = Z GiNi + hwcéTé + WAF7
i

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi:
Wae = ind(a'M — MTa)
» Kvazidistribu¢ni funkce:
Pe(a, M*, N1, No, M, @) = (5°(& — &)).

» Predpoklady pouZité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvofici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliiujici
podminky Markovovské aproximace;

» Zanedbavame depopulaci zakladni hladiny, tj. No ~ N;
» Ve F-P rovnici zanedbame derivace vyS$Siho nez druhého fadu.
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomédovy laser

8@% = { o [dM (E/ +iwc) a] - aZ* [dM* - (% fiwc) a*] _

P 5 . *
oM [d(NV2 — M) — (T12 + iwa) M] — FIVE [d(Nz _ Nt — (M2 — iwa)M*]—
o
A [R2 4+ War N1 — TN, — d(a* M + aM™)] — Wl [Ry +WioNo — TN+
32
+d(a*M+aM*)}+EW[Rl +W12N2+F1N1*d(a*M+aM*)}+
1
1 82
+28N2 [Ro + Wi N7 + TN, — d(a* M + aM™)]+
92 N N
+t——| W — W +d(a* M+ aM*) |+
8./\/’18./\/'2[ 12/V2 21/V1 ( )}
62 2 32
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Casovy vyvoj strednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice mdiZze byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich
Casovy vyvoj stfednich hodnot dynamickych proménnych systému = soustava
Langevinovych rovnic:

da v oo
Fr 7(§+1wc)a+dM+£a7
dm .
gt = —(r12-f—lu)a)/\/l-‘,—d(]\/-z—./\/'1)064-[,,/\/17
d * *
% = Rz +wauN; — N —d(a* M + aM )+ L,
dAN;

= R1+W12N2_r1N1+d(a*M+aM*)+£Nl

dt

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 9. kvétna 2021 81/26



Casovy vyvoj strednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice mdiZze byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich
Casovy vyvoj stfednich hodnot dynamickych proménnych systému = soustava
Langevinovych rovnic:

da v

i f(§+1wc)a+d/\/l+£a,

dmM .

- —(T12 + iwa) M + d(N2 — M1)a + L,

d * *

% = Ro4+waN — oA —d(a" M + aM™) + Ly,
le * *

gt = R1+W12./\/2—r1./\/1+d(0¢ M+ aM )+£N1

» Resenim téchto rovnic Ize uréit pohyb — drift — maxima kvazidistribuéni funkce

Pc(&,t) ve stavovém prostoru a nalézt tak €asovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich
hodnot vektoru a.
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Casovy vyvoj strednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice mdiZze byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich
Casovy vyvoj stfednich hodnot dynamickych proménnych systému = soustava
Langevinovych rovnic:

da v

i f(§+1wc)a+d/\/l+£a,

dmM .

- —(T12 + iwa) M + d(N2 — M1)a + L,

d * *

% = Ro4+waN — oA —d(a" M + aM™) + Ly,
le * *

gt = R1+W12./\/2—r1./\/1+d(0¢ M+ aM )+£N1

» Resenim téchto rovnic Ize uréit pohyb — drift — maxima kvazidistribuéni funkce
Pc(&,t) ve stavovém prostoru a nalézt tak €asovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich
hodnot vektoru a.

» Funkce Lo, L, Ly, La; jsou nahodné (v Case fluktuujici) Langevinovy sily,

jejichz autokorela¢ni funkce je §-funkci €asového zpozdéni.
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Casovy vyvoj strednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice mdiZze byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich
Casovy vyvoj stfednich hodnot dynamickych proménnych systému = soustava
Langevinovych rovnic:

da v

i f(§+1wc)a+d/\/l+£a,

dmM .

- —(T12 + iwa) M + d(N2 — M1)a + L,

d * *

% = Ro4+waN — oA —d(a" M + aM™) + Ly,
le * *

gt = R1+W12./\/2—r1./\/1+d(0¢ M+ aM )+£N1

» Resenim téchto rovnic Ize uréit pohyb — drift — maxima kvazidistribuéni funkce
Pc(&,t) ve stavovém prostoru a nalézt tak €asovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich
hodnot vektoru a.

» Funkce Lo, L, Ly, La; jsou nahodné (v Case fluktuujici) Langevinovy sily,
jejichz autokorela¢ni funkce je §-funkci €asového zpozdéni.

» Budeme hledat feSeni této soustavy pro pomalu proménné amplitudy:
at) = o/ (t)e ™", M(t) = M'(t)e ",
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

do’ Y . / ’

- _ [E—Fl(wc—wo)] o' +dM' + ga,
dM’ . , ,

g = [Nz +iwa —wo)] M +d(Nz = Mi)a' + g,
d 1E3 / ! IES

étVZ = Ro 4+ Wali — DG — d(@* M + o/ M) + g,
dN]_ 1% ’ / 1%

gt = R1+w12N27F1N1+d(a M +a M )+9N1~
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

do’ Y . / ’

- _ [E—Fl(wc—wo)] o' +dM' + ga,
dM’ . , ,

g = [Nz +iwa —wo)] M +d(Nz = Mi)a' + g,
d 1E3 / ! IES

étVZ = Ro 4+ Wali — DG — d(@* M + o/ M) + g,
dN]_ 1% ’ / 1%

gt = R1+w12N27F1N1+d(a M +a M )+gf\/1'

» Postupné budeme eliminovat jednotlivé proménné az na amplitudy pole
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

» 1. predpoklad — rychla relaxace dolni laserové hladiny, tj. ['; > ostatni I
= N; = 0 = P¢ nezavisi na Vi, takze 9P /ON1 = 0 a 0Pc/ONE = 0.
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

» 1. predpoklad — rychla relaxace dolni laserové hladiny, tj. ['; > ostatni I
= N; = 0 = P¢ nezavisi na Vi, takze 9P /ON1 = 0 a 0Pc/ONE = 0.

» Po eliminaci Ny mame

do’ _ Y . ’ ’

i = [E + i(we —wo)] a +dM' +da,
dm’ . / /
T = 7[r12 71(&)0 *Wa)]M +d-/\/—204 + Ogm,
d

é\tfz = Ry —ToN2 =B+ 0w,

kde:
B _ d(a/*M/ +a/M/*).
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

Fokkerova-Planckova rovnice pro A ~ 0, dPc/ON1 = 0 a 0Pc/ONE =0

3% _ {78‘% [ — (2 +isc) o] - 82* [ — (2 —iwe) o] -

d B
~aM [d./\/za — (M2 + iwa)/\/ﬂ e [d]\/'zoz* — (T2 — iwa)/\/l*] -
C 0 Ry o - d(@ M+ aM )+ Ry 4 FaN — d ("M + aM™ )]+
6J\/2 2 2/V2 @ [ 28./\/22 2 2/V2 67 [
+872(7w M)+872(7w M*)+672[R + (M1 + 2N +
ONROM " 2t ONROM*~ 2 IMom=L 2TV 12742
82 2 2
2 4 do*M* + —2_~ialp
Taaed oM T grpade M +aaaa*””} e
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. predpoklad — rychlost relaxace polarizace 1> ~ '1/2 je velka v porovnani s
as Iy, takZe mizeme zanedbat derivaci OM’ /dt oproti Mo M.
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. predpoklad — rychlost relaxace polarizace 1> ~ '1/2 je velka v porovnani s
as Iy, takZe mizeme zanedbat derivaci OM’ /dt oproti Mo M.

> Zrovnice pro polarizaci 0 = — [z — i(wo — wa)] M’ + dN2a’ + g je mozZné
vyjadfit okamzitou hodnotu amplitudy polarizace:
r_ dNZQI + g/\/l

T T2 —i(wo — wa)’
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. predpoklad — rychlost relaxace polarizace 1> ~ '1/2 je velka v porovnani s
as Iy, takZe mizeme zanedbat derivaci OM’ /dt oproti Mo M.

> Zrovnice pro polarizaci 0 = — [z — i(wo — wa)] M’ + dN2a’ + g je mozZné
vyjadfit okamzitou hodnotu amplitudy polarizace:
r_ dNZQI + g/\/l

T T2 —i(wo — wa)’

» ...adosadit ji do zbyvajicich rovnic pro pole o’ a N.
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. predpoklad — rychlost relaxace polarizace 1> ~ '1/2 je velka v porovnani s
a s I,, takze mizeme zanedbat derivaci OM’ /dt oproti 1, M'.

> Zrovnice pro polarizaci 0 = — [z — i(wo — wa)] M’ + dN2a’ + g je mozZné
vyjadfit okamzitou hodnotu amplitudy polarizace:
r_ dNZOf, + g/\/l

T T2 —i(wo — wa)’

» ...adosadit ji do zbyvajicich rovnic pro pole o’ a N.
» Zbyvaji nasledujici Langevinovy rovnice:

do’ _1 (zc/vz i [’CNZ(UJO ) - 2w —wo)]> o+,
t 2 M2
dN2 K /2
=R [1_ﬁ] - [r2+lc+lc|a | ]J\f2+fN2~
kde:
2 12d2 dgm(t)

fo(8) = 0 () + F G — o)

Ozl*gM('[) n O/gM* (t)
Mo —i(wo —wa) T2+ i(wo — wa)

2+ (wo — wa)®

faa(t) = ge (t) — d [
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
dOz, o 1 . ’CNz ’
G~ 2 (lC/\/g —v+i { W (wo — wa) — 2(we —wo)]> o +f.,
dNz K /12
T_RZ [1fﬁ] — [r2+lC+/C|oz|]J\/2+sz.
kde: )
2l od d t
K i fu (1) = ga(t) + 24U

12 —i(wo — wa)
o/*gM(t) " a’gM*(t)
[ — i(wo — Wa) Mo+ i(WO - wa)

%+ (wo—wa)

fa(t) = gv (1) — d [

J. Sulc (KFE) Fyzika laserti 9. kvétna 2021 13/26



Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
dOz, o 1 . ’CNz ’
W—E(’CNZ_’Y"FI{FJ-Z (MO_Wa)_Z(wC—u)O)]>a +fa,
dNz K /12
T_RZ [1fﬁ] — [r2+lC+/C|a | ]/\/2+sz.
kde: )
2l od d t
K 2 fu(t) = ga(t) + 24U

T2, (wo —wa)?2 M2 —i(wo — wa)
Oz/*gM(t) a’gM*(t)
fa, (1) = t)—d - :
2 (1) = e (1) [Flz —i(wo —wa)  T124i(wo — wa)
» 3. predpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci
pfechodu atom{ (wa), tj. wo = wa a rezonator je naladén taky do rezonance, tj.

wo = We
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
dOz, o 1 . ’CNz ’
W—E(’CNZ_’Y"FI{FJ-Z (MO_Wa)_Z(wC—u)O)]>a +fa,
dNz K /12
T_RZ [17f12] — [r2+lC+/C|a | ]/\/2+sz.
kde: )
2l od d t
K 2 fu(t) = ga(t) + 24U

r12 — i(UJO — wa)
Oz/*gM(t) a’gM*(t)

fa,(t) = t)—d - :

2 (1) = Ove (1) [rlZ —i(wo —wa) T12+i(wo — wa)

» 3. predpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci
pfechodu atom{ (wa), tj. wo = wa a rezonator je naladén taky do rezonance, tj.
wWo = We

» 4. predpoklad — pro plynové lasery ma ¢len KC/2r 1, hodnotu ~ 1078 = Ize ho
zanedbat.

%+ (wo—wa)?
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
dOz, o 1 . ’CNz ’
W—E(’CNZ_’Y"FI{FJ-Z (MO_Wa)_Z(wC—u)O)]>a +fa,
dNz K /12
T_RZ [17f12] — [r2+lC+/C|a | ]/\/2+sz.
kde: )
2l od d t
K 2 fu(t) = ga(t) + 24U

r12 — i(UJO — wa)
Oz/*gM(t) a’gM*(t)

fa,(t) = t)—d - :

2 (1) = Ove (1) [rlZ —i(wo —wa) T12+i(wo — wa)

» 3. predpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci
pfechodu atom{ (wa), tj. wo = wa a rezonator je naladén taky do rezonance, tj.
wWo = We

» 4. predpoklad — pro plynové lasery ma ¢len KC/2r 1, hodnotu ~ 1078 = Ize ho
zanedbat.

» 5. pfedpoklad — rychlost relaxace horni laserové hladiny ve srovnani
s relaxaci pole v rezonatoru je vysoka, tj. My < v a Nz > dA,/dt =

R2 + sz 2d2 —1 -1
- 2 kde K=— [, =Ty, I =T
g M+ Ko/ [P [ 2 b 2]
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do plvodni
F-P rovnice a do rovnice pro amplitudu pole:

oPc a 2 _F o4 F

ot { o T gar Oa'*2 oz Derar + 80/80/*2Da*a Pe
% _ Autg
8’[ - {03 «@
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do plvodni
F-P rovnice a do rovnice pro amplitudu pole:

oPc ) ) 0? > _F o4 F
at _{ oA T G Ae T gai PDaa ¥ g Parar ¥ grigam 2Para (Pe

oo’

» A, — nelinearni soucinitel ,driftu“ — Casové zmény

ALY KRe
N | P PV

/
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do plvodni
F-P rovnice a do rovnice pro amplitudu pole:

oPc a 2 _F o4 F
ot { o T gar Oa'*2 oz Derar + 80/80/*2Da*a Pe
% _ Autg
8’[ - {03 «@

» A, — nelinearni soucinitel ,driftu“ — Casové zmény

A, = 1 & —~lad
cT 2| Rikla )
» DF,, — souginitel diftze"

(Ga(8)Ga(t))r = 2(Dia)é(s — 1),
(Ga+(8)Ga(t))r = 2(Di-a)d(s — 1)

K o
> 5 (1) + fa (1)

Go= O
F2+IC|0/\
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vS8echny proménné, aZz na pole
OP¢ o2 d? d?

d d L« F F F
-+ L LD LD+ 2 2DR., P
ot { E)a’A + E)a’*A + da'? * da/*? + da’ da'* ¢
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vS8echny proménné, aZz na pole
OP¢ 7] 8 d? OF d? F
—— =l —-—A, Doa Doxor + = —=——2Dxq ¢ P
at { o T gar Aot 5arPae t 50z * dardar ¢

» Linearizace driftového ¢lenu v okoli stacionarniho feSeni rovnice pro o/,
predpokladame, Ze | ~ Iy = |al3

o L[ KR 1., 1 KR, N
© T 2| L+k Y T2 LKk —1) % T
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vS8echny proménné, aZz na pole
OP¢ 17} o2 d? DF d? F
=< wor + =—=——2D P
at { aa/A‘”L g A + pgiPae T 5o Parar + goan 2ina ¢ Pe
» Linearizace driftového €lenu v okoli stacionarniho feSeni rovnice pro o/,

predpokladame, ze | ~ Iy = |al§
- 1] KRy o — 1 KR2 il =
S PR VI R B [P S s () B R
~ KR K( — lo)>1 ,
’y(rz =+ IC|0) ( * Mo+ Klg “
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vS8echny proménné, aZz na pole
OP¢ 7] 8 d? OF d? F
—— =l —-—A, Doa Doxor + = —=——2Dxq ¢ P
at { o T gar Aot 5arPae t 50z * dardar ¢

» Linearizace driftového ¢lenu v okoli stacionarniho feSeni rovnice pro o/,
predpokladame, Ze | ~ Iy = |al3

o - L[ KR 7.1 KR, N
© T 2| nrk MY T2 R Ker ki —1) YT
v KkR. Kl —|0)>l ,
2 ’Y(r2+IC|o)( T T K *
~ [ KR DKA=Y ] e
= 2 |5+ Koy (l o+ Klo 1l o = 5 [M—Sla
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vS8echny proménné, aZz na pole
OP¢ 7] 8 d? OF d? F
—— =l —-—A, Doa Doxor + = —=——2Dxq ¢ P
at { o T gar Aot 5arPae t 50z * dardar ¢

» Linearizace driftového ¢lenu v okoli stacionarniho feSeni rovnice pro o/,
predpokladame, Ze | ~ Iy = |al3

A = 1] KR 1 KR; DN v
© T 2| nrk MY T2 R Ker ki —1) YT
v [ KR K(I —|0)>l ,
2 | (T2 + Kio) ( T2+ Ko °
v[ KRz K1 —1lo) P /
~ L 1- -1 =[-8l
2 [ (T2 + Klo) ( M+ Klo o =3l Ja
kde:
KRy [ Klo ] 1 s— K?R,
(M2 + Klo) M2+ Klo ’ (M2 +Klo)?
» V této aproximaci ma Fokkerova-Planckova rovnice tvar:
oP 9« , d 7 p o _ KRz
= > [M—=sIla'P S [|'| Slla 5‘&’8a’* ~h + 5 P.
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F-P rovnice pro jednomddovy laser jako rovnice pro VdP oscilator

» Ve F-P rovnici s linearizovanym driftovym ¢lenem

oP _ d

opP 9 v
ot Ha’ 2

T B+ 2

N—Ssilo'P

92 _ KRy
Nn-sla P+ ——— —=\P.
[ Jo + oo’ da’* (7n + 0% )

zavedeme nové bezrozmérné parametry 7 = t/T a 3 = o’/¢ a g (par. buzeni)

ro 1K (KR {M@]}—l@fg: i (KR /o) “";gT(fCRz_v)
v L8y \ I lo (ZIC/FZ)(ICRz/fyFZ) 2l 2

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 9. kvétna 2021 16 /26



F-P rovnice pro jednomddovy laser jako rovnice pro VdP oscilator

» Ve F-P rovnici s linearizovanym driftovym ¢lenem

P 2y o ~ ” 92 _ KR
Y [I'I SI] ~ % ,*2[I'I Sl]« P+6a’8a’* yn + 5 P.

zavedeme nové bezrozmérné parametry 7 = t/T a 3 = o’/¢ a g (par. buzeni)

ro 1K (KR {M@]}—l@fg: i (KR /o) “";gT(fCRz_v)
v L8y \ I lo (ZIC/FZ)(ICRz/fyFZ) 2l 2

» Potom Ize F-P rovnici zapsat ve tvaru:

oP 21 o o
87—{ [g—\ﬁllﬁ 3,3*[ 98118 +4agag*}P

= F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator

J. Sulc (KFE) Fyzika laserl 9. kvétna 2021 16 /26



Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:

oP ) 2 ) 21 o o
&—{—w[g—ﬁllﬂ—aﬂ*[g—lﬁllﬁ +4 }P

050 p*
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Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:
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Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:

e [ o 25 0 15" 44 O
&_{—w[g—m 16— 551016110 +48ﬂ8ff*}P

» 1920 — B. van der Pol a I. van der Marek —
matematicky model elektronického obvodu
simulujiciho srde¢ni arytmie

y' +u(y’ —1)y +y =0
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Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:
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» 1920 — B. van der Pol a I. van der Marek —
matematicky model elektronického obvodu
simulujiciho srde¢ni arytmie
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» Nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu
» Reseni je citlivé na po&ateéni podminky
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Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:

e [ o 25 0 15" 44 O
aT_{—w[g—m 16— 551016110 +48ﬂ8ff*}P

» 1920 — B. van der Pol a I. van der Marek —
matematicky model elektronického obvodu
simulujiciho srde¢ni arytmie

y' +u(y’ —1)y +y =0

» Nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu

» Reseni je citlivé na po&ateéni podminky

» Historicky prvni matematicky model d&jl,
oznacovanych jako deterministicky chaos
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Van der Poltv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generator:

oP ) 0 2.
87—{ 55l0 - 19118 - 7%

» 1920 — B. van der Pol a I. van der Marek —
matematicky model elektronického obvodu
simulujiciho srde¢ni arytmie

y'+p(y? =1y +y=0
» Nelinearni diferencialni rovnice druhého fadu
» Reseni je citlivé na po&ateéni podminky
» Historicky prvni matematicky model d&jl,
oznacovanych jako deterministicky chaos

J. Sulc (KFE) Fyzika laseri
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Reseni F-P rovnice pro jednomodovy laser

oP 0 2 9 20 g &
87—{—8BM—WHB—W%D—WH6+4 }P

9306

» Prechod k polarnim soufadnicim r, :

B=re?, dB=rdrdep
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Reseni F-P rovnice pro jednomodovy |

oP 0 2 0
87_—{—8/3[9—|ﬁ| ]B_aﬁ*

» Prechod k polarnim soufadnicim r, :

aser

[9 - |8]°]8" +4

82
9308

B=re?, dB=rdrdep
» Z&ména proménnych:
0 1[0 id
705 o+ 5]
0 g_110 io
a5 " 2[3rr+1+2a¢]’
g 1o (o) 1
oBops* r or or r2 9p?
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F-P rovnice pro jednomodovy laser v polarnich soufadnicich

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

9 _o 9 _
or 7 Op
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F-P rovnice pro jednomodovy laser v polarnich soufadnicich

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

9 _o 9 _
or 7 Op

190 6p 2\ .2 _
Fa{ra—(g—r)r p}_O

0

» Dostaneme:
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F-P rovnice pro jednomodovy laser v polarnich soufadnicich

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

9 _o 9 _
or 7 Op

190 ap 2\ .2 _
Fa{ra—(g—r)r p}_O

0

» Dostaneme:

> Integrujeme 2x. ..
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» Normalizované stacionarni feSent:

exp [ — (r* — g)?/4]

ff‘;/z exp [—x2] dx

ps(r) =
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» Normalizované stacionarni feSent:

exp [ — (r* — g)?/4]

ff‘;/z exp [—x2] dx

ps(r) =
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» S vyuZitim fotodetekEni rovnice je mozné na zakladé distribucni funkce najit
pfisludné pravdépodobnostni rozdéleni poétu fotonll pro jednomodovy laser
p(n) — fotopulzni statistika laseru:

p(n) N/

kde V' je normovaci konstanta volena tak, aby platilo ), p(n) = 1.

—(w—g)°/4 —w]dw,
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» S vyuZitim fotodetekEni rovnice je mozné na zakladé distribucni funkce najit
pfisludné pravdépodobnostni rozdéleni poétu fotonll pro jednomodovy laser
p(n) — fotopulzni statistika laseru:

p(n)=/\f/0m

kde V' je normovaci konstanta volena tak, aby platilo ), p(n) = 1.

Wn+l

- exp [~ (w—g)°/4—w]dw,

0.4

o
w
!

Pravépodonost p(n)
o
N

Pocet fotonl n
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» Stfedni hodnota poctu fotond:

J552 (9 +2x) exp [—x?] dx

ff‘;/z exp [—x2] dx

(a'a) :/ r2ps(r)rdr =
0
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» Stfedni hodnota poctu fotond:

J552 (9 +2x) exp [—x?] dx

ff‘;/z exp [—x2] dx

(a'a) :/ r2ps(r)rdr =
0
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednombdovy laser

» Stfedni hodnota poctu fotond:

J552 (9 +2x) exp [—x?] dx

ff‘;/z exp [—x2] dx

(a'a) :/ r2ps(r)rdr =
0

10

.
<a'a>

A
T T T T

-10 -5 0 5 10

» Prog >0 (a'a) ~ g.
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

oo oo

p(r e, t) = Z Z AmnPrmn (1) exp (ing) exp(—AmnT).

m=0n=—o0
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

p(r e, t) = i i AmnPrmn (1) exp (ing) exp(—AmnT).

m=0n=—o0

» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r4 r4
Pmn(r) = W exp [*g + QT] Winn(r),
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

oo

p(r e, t) = Z i AmnPmn (1) €Xp (ing) eXp(—AmnT).

m=0n=—o0

» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r4 r4
Pmn(r) = W exp [*g + QT] Winn(r),

» Po dosazeni do F-P rovnice dostaneme pro neznameé vlastni funkce Wn(r)
diferencialni rovnice:
d?Wmn(r)
dr2
kde pro ,potencial“ Vi (r) plati:

+ [Amn = Va(r)]Wmn(r) =0,

2 6

1\ 1 1
Va(r) = <gz—2)r—2+g+(gj—2>r2—§gr4+rz.
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

oo

p(r e, t) = Z i AmnPmn (1) €Xp (ing) eXp(—AmnT).

m=0n=—oo
» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r4 r4
Pmn(r) = W exp [*g + QT] Winn(r),

» Po dosazeni do F-P rovnice dostaneme pro neznameé vlastni funkce Wn(r)
diferencialni rovnice:

d?Wmn(r)
dr?
kde pro ,potencial“ Vi (r) plati:

_(2-1) 1L 9 SR
Vn(r)—<9 4)r2+g+(4 r 2gr+4,
» Jedna se o jednorozmérnou Schrédingerovu rovnici s potencialni energii Vi (r),
kterou Ize jiz dale feSit znamymi postupy.

+ [Amn = Va(r)]Wmn(r) =0,
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici
az na pole:

P 9 2 9 2 3* s
8T_{—M[g—m 16— g5lo — 18115 +48,68ﬁ*}P
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici
az na pole:

P 9 2 9 2 3* s
8T_{—M[g—m 16— g5lo — 18115 +48,88ﬁ*}P

» Tato F-P rovnice pro Van der PolQv oscilator byla odvozena za nasledujicich
pfedpokladi:
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici
az na pole:

P 9 2 9 18" i
8T_{—M[g—m 18- 5510 - 18118 +48,88ﬂ*}P

» Tato F-P rovnice pro Van der PolQv oscilator byla odvozena za nasledujicich
pfedpokladi:

1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici

az na pole:
oP 0 2 02
&—{—M[g—ﬂl ]B—aﬁ*[g—lﬁl 18 +48,88ﬂ*}

» Tato F-P rovnice pro Van der PolQv oscilator byla odvozena za nasledujicich
pfedpokladi:
1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prosttedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotondim
Vv rezonatoru;
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1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prosttedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotondim
Vv rezonatoru;
3. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;
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4. Plati, Ze K/2I1; < 1 (plynové lasery);
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici

az na pole:
oP 0 2 02
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» Tato F-P rovnice pro Van der PolQv oscilator byla odvozena za nasledujicich
pfedpokladi:
1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prosttedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotondim
Vv rezonatoru;
3. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;
4. Plati, Ze K/2I1; < 1 (plynové lasery);
5. Fotony v rezonatoru relaxuji pomaleji neZ populace horni laserové hladiny;
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici

az na pole:
oP 0 2 02
&—{—M[g—ﬂl ]B—aﬁ*[g—lﬁl 18 +48,88ﬂ*}

» Tato F-P rovnice pro Van der PolQv oscilator byla odvozena za nasledujicich
pfedpokladi:
1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prosttedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotondim
Vv rezonatoru;
. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;
. Plati, ze K/2I1; < 1 (plynové lasery);
. Fotony v rezonatoru relaxuji pomaleji nez populace horni laserové hladiny;
. Linearizovany driftovy €len F-P rovnice (feSeni blizko prahu).

(o206 B V]
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Dllezité pojmy a vztahy, které je tfeba znat a rozumét jim

Liouvillova rovnice e Fidici rovnice e markovovska aproximace e Pauliho
rovnice o tlumeni a Lamb0v posuv e poloklasicky model interakce
rezonanc¢niho zéafeni s latkou e dvouhladinovy model rezonanéniho
prostfedi e rovnice pro odezvu rezonancniho prostfedi e relaxacni doby
polarizace a inverze populace hladin e komplexni susceptibilita e disperzni
vlastnosti rezonan¢niho prostfedi e zesileni slabého signéalu e zesileni a
soucinitel zesileni e G¢inny prifez pro stimulovanou emisi (absorpci) e
spektralni zavislost zesileni (absorpce) ¢ homogenni a nehomogenni
roz§ifeni spektralni ¢ary e pritahovani frekvenci e saturace zesileni
(absorpce) a satura¢ni intenzita e Sifeni optickych impulzli rezonanénim
prostfedim e rychlostni rovnice pro popis laseru s kratkym rezonatorem e
Cerpaci rychlost, absorpce, spontanni emise a stimulovana emise v
rychlostnich rovnicich e doba zivota fotonu v rezonatoru a doba obéhu
fotonu rezonatorem e vystupni charakteristika kontinualné pracujiciho
laseru (prah, strmost, prahova podminka) e popis pfechodového jevu v
reZimu volné generace e popis reZzimu Q-spinani (tvar impulzu, mezni
délka impulzu) e generace kratkych impulzl v reZzimu synchronize modd e
pasmove limitovany impulz e ASE (vznik a vyuziti) e koherentni Sifeni e
plocha impulzu e Rabiova frekvence e soliton a samoindukovna
propustnost e piné kvantovy model laseru e kvazidistribucni funkce e
Fokkerova-Plankova rovnice e Van der Polllv oscilator
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