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Statistické vlastnosti laserového zářenı́ a jejich změna v oblasti prahu

Van der Pohlův oscilátor.

Jan Šulc
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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Fokkerova-Plankova rovnice

I Kvazidistribučnı́ fce Pc(α̃, t) vs statistický operátor

Pc(α̃, t) = Tr {ρ̂(t)δc(α̃− ã)}

I Časový vývoj střednı́ hodnoty operátoru měřitelné

〈M̂c [ã(t0), t ]〉 = Tr
{

ρ̂(t)M̂c [ã(t0)]
}
=

∫
dα̃0Mc(α̃0)Pc(α̃0, t)

I Pohybová rovnice pro kavzidisribučni funkci Pc(α̃) – F-P rovnice

∂Pc

∂t
(α̃0, t) = L̄c

{
∂

∂α̃0
, α̃0

}
Pc(α̃0, t)

I Postup odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice:

∂ρ̂

∂t
= · · · + Pc(α̃, t) = Tr {ρ̂(t)δc(α̃− ã)}⇒

∂Pc

∂t
= · · ·
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Kvantový model laseru

Mód elmag.

pole â†â
-� Tlumenı́

ŴAF
?

6

1. atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

2. atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

..

..

.

N-tý atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

N̂1, N̂2, M̂, M̂†

Vlastnı́ systém laseru
â†, M̂†, N̂1, N̂2, M̂, â
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Model aktivnı́ho prostředı́ – třı́hladinový atom

I Uvažujme aktivnı́ prostředı́ tvořené N třı́hladinovými kvantovými systémy

ε0 l = 0

ε1 l = 1

ε2 l = 2
6

?
~ω21

I Přı́slušné operátory:

N̂l =
N∑

λ=1

(|l〉〈l |)λ, M̂ =
N∑

λ=1

(|1〉〈2|)λ, M̂† =
N∑

λ=1

(|2〉〈1|)λ

I Relativnı́ populace hornı́ a dolnı́ laserové hladiny malá

N = N0 + N1 + N2 ∼ N0 � N1, N2 � 1
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Kvantový model laseru

I Hamiltonián vlastnı́ho systému laseru:

Ĥ0 =
∑

i

εiN̂i + ~ωc â†â+ ŴAF ,

I Hamiltonián interakce pole – prostředı́:

ŴAF = i~d(â†M̂ − M̂†â)

I Kvazidistribučnı́ funkce:

PC(α∗,M∗,N1,N2,M, α) = 〈δc(α̃− ˆ̃a)〉.

I Předpoklady použité při odvozenı́ F-P rovnice:
I Atomy a pole, tvořı́cı́ vlastnı́ systém laseru, jsou tlumené systémy

splňujı́cı́ podmı́nky Markovovské aproximace;
I Zanedbáváme depopulaci základnı́ hladiny, tj. N0 ≈ N;
I Ve F-P rovnici zanedbáme derivace vyššı́ho než druhého řádu.
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Kvantový model laseru – F-P rovnice

Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomódový laser

∂PC
∂t
=
�
− ∂

∂α

h
dM−

�γ

2
+ iωc

�
α
i
− ∂

∂α∗

h
dM∗ −

�γ

2
− iωc

�
α∗
i
−

− ∂

∂M
�
d(N2 −N1)α− (Γ12 + iωa)M

�
− ∂

∂M∗

�
d(N2 −N1)α

∗ − (Γ12 − iωa)M∗�−
− ∂

∂N2

�
R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗)

�
− ∂

∂N1

�
R1 + w12N2 − Γ1N1+

+d(α∗M+ αM∗)
�
+

1
2

∂2

∂N 2
1

�
R1 + w12N2 + Γ1N1 − d(α∗M+ αM∗)

�
+

+
1
2

∂2

∂N 2
2

�
R2 + w21N1 + Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗)

�
+

+
∂2

∂N1∂N2

�
− w12N2 − w21N1 + d(α∗M+ αM∗)

�
+

+
∂2

∂N1∂M
Γ1M+

∂2

∂N1∂M∗ Γ1M∗ +
∂2

∂N2∂M
(−w21M)+

+
∂2

∂N2∂M∗ (−w21M∗) +
∂2

∂M∂M∗

�
R2 + (Γ1 + 2Γph

12)N2 + w21N1
�
+

+
∂2

∂M2
dαM+ ∂2

∂M∗2
dα∗M∗ +

∂2

∂α∂α∗
γn̄
�
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Časový vývoj střednı́ch hodnot – soustava
Langevinových rovnic

I Fokkerova-Planckova rovnice může být použita pro nalezenı́ rovnic
udávajı́cı́ch časový vývoj střednı́ch hodnot dynamických proměnných
systému ⇒ soustava Langevinových rovnic:

dα

dt
= −

(γ

2
+ iωc

)
α+ dM+ Lα,

dM
dt

= −(Γ12 + iωa)M+ d(N2 −N1)α+ LM,

dN2

dt
= R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗) + LN2 ,

dN1

dt
= R1 + w12N2 − Γ1N1 + d(α∗M+ αM∗) + LN1

I Řešenı́m těchto rovnic lze určit pohyb – drift – maxima kvazidistribučnı́
funkce PC(α̃, t) ve stavovém prostoru a nalézt tak časový vývoj
nejpravděpodobnějšı́ch hodnot vektoru α̃.

I Funkce Lα,LM,LN2 ,LN1 jsou náhodné (v čase fluktuujı́cı́) Langevinovy
sı́ly, jejichž autokorelačnı́ funkce je δ-funkcı́ časového zpožděnı́.

I Budeme hledat řešenı́ této soustavy pro pomalu proměnné amplitudy:

α(t) = α′(t)e−iω0t , M(t) =M′(t)e−iω0t .
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Langevinovy rovnice pro pomalu proměnné amplitudy

I Soustava rovnic pro pomalu proměnné amplitudy má tvar:

dα′

dt
= −

[γ

2
+ i(ωc − ω0)

]
α′ + dM′ + gα,

dM′

dt
= − [Γ12 + i(ωa − ω0)]M′ + d(N2 −N1)α′ + gM,

dN2

dt
= R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α′∗M′ + α′M′∗) + gN2 ,

dN1

dt
= R1 + w12N2 − Γ1N1 + d(α′∗M′ + α′M′∗) + gN1 .

I Postupně budeme eliminovat jednotlivé proměnné až na amplitudy pole
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Zanedbánı́ populace dolnı́ laserové hladiny

I 1. předpoklad – rychlá relaxace dolnı́ laserové hladiny, tj. Γ1 � ostatnı́ Γ
⇒ N1

.= 0 ⇒ PC nezávisı́ na N1, takže ∂PC/∂N1 = 0 a ∂2PC/∂N 2
1 = 0.

I Po eliminaci N1 máme

dα′

dt
= −

[γ

2
+ i(ωc − ω0)

]
α′ + dM′ + gα,

dM′

dt
= −

[
Γ12 − i(ω0 − ωa)

]
M′ + dN2α

′ + gM,

dN2

dt
= R2 − Γ2N2 − B + gN2 ,

kde:
B = d(α′∗M′ + α′M′∗).
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Zanedbánı́ populace dolnı́ laserové hladiny

Fokkerova-Planckova rovnice pro N1 ≈ 0, ∂PC/∂N1 = 0 a ∂2PC/∂N 2
1 = 0

∂PC
∂t
=
�
− ∂

∂α

h
dM−

�γ

2
+ iωc

�
α
i
− ∂

∂α∗

h
dM∗ −

�γ

2
− iωc

�
α∗
i
−

− ∂

∂M
�
dN2α− (Γ12 + iωa)M

�
− ∂

∂M∗

�
dN2α

∗ − (Γ12 − iωa)M∗�−
− ∂

∂N2

�
R2 − Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗)

�
+

1
2

∂2

∂N 2
2

�
R2 + Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗)

�
+

+
∂2

∂N2∂M
(−w21M) +

∂2

∂N2∂M∗ (−w21M∗) +
∂2

∂M∂M∗

�
R2 + (Γ1 + 2Γph

12)N2
�
+

+
∂2

∂M2
dαM+ ∂2

∂M∗2
dα∗M∗ +

∂2

∂α∂α∗
γn̄
�

PC
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Adiabatická eliminace polarizace

I 2. předpoklad – rychlost relaxace polarizace Γ12 ≈ Γ1/2 je velká
v porovnánı́ s γ a s Γ2, takže můžeme zanedbat derivaci ∂M′/dt oproti
Γ12M′.

I Z rovnice pro polarizaci 0 = −
[
Γ12 − i(ω0 − ωa)

]
M′ + dN2α

′ + gM je
možné vyjádřit okamžitou hodnotu amplitudy polarizace:

M′ =
dN2α

′ + gM
Γ12 − i(ω0 − ωa)

,

I . . . a dosadit ji do zbývajı́cı́ch rovnic pro pole α′ a N2.
I Zbývajı́ následujı́cı́ Langevinovy rovnice:

dα′

dt
=

1
2

(
KN2 − γ + i

[
KN2

Γ12
(ω0 − ωa)− 2(ωc − ω0)

])
α′ + fα,

dN2

dt
= R2

[
1− K

2Γ12

]
−

[
Γ2 +K +K |α′|

2
]
N2 + fN2 .

kde:

K = 2Γ12d2

Γ2
12 + (ω0 − ωa)

2 , fα(t) = gα(t) +
dgM(t)

Γ12 − i(ω0 − ωa)

fN2(t) = gN∈(t)− d
[

α′∗gM(t)
Γ12 − i(ω0 − ωa)

+
α′gM∗(t)

Γ12 + i(ω0 − ωa)

]
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Rezonance a adiabatická eliminace obsazenı́ hornı́
hladiny

I Máme:
dα′

dt
=

1
2

(
KN2 − γ + i

[
KN2

Γ12
(ω0 − ωa)− 2(ωc − ω0)

])
α′ + fα,

dN2

dt
= R2

[
1− K

2Γ12

]
−

[
Γ2 +K +K |α′|

2
]
N2 + fN2 .

kde:

K = 2Γ12d2

Γ2
12 + (ω0 − ωa)2

, fα(t) = gα(t) +
dgM(t)

Γ12 − i(ω0 − ωa)

fN2(t) = gN∈(t)− d
[

α′∗gM(t)
Γ12 − i(ω0 − ωa)

+
α′gM∗(t)

Γ12 + i(ω0 − ωa)

]
I 3. předpoklad – rezonance generovaného pole (ω0) s rezonančnı́

frekvencı́ přechodu atomů (ωa), tj. ω0 = ωa a s rezonátor je naladěn
taky do rezonance, tj. ω0 = ωc

I 4. předpoklad – pro plynové lasery má člen K/2Γ12 hodnotu ∼ 10−8 ⇒
lze ho zanedbat.

I 5. předpoklad – rychlost relaxace hornı́ laserové hladiny ve srovnánı́
s relaxacı́ pole v rezonátoru je vysoká, tj. Γ21 � γ a
Γ2N2 � dN2/dt ⇒

N2
∼=

R2 + fN2

Γ2 +K |α′|2
kde K = 2d2

Γ12

[
Γ−1

2 = T1, Γ−1
12 = T2

]
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F-P rovnice pro jednomódový laser

I Výrazy pro polarizaci a populaci hornı́ laserové hladiny dosadı́me do
původnı́ F-P rovnice a do rovnice pro amplitudu pole:

∂PC
∂t
=

{
− ∂

∂α′
Aα+

∂

∂α′?
A?

α+
∂2

∂α′2
DF

αα+
∂2

∂α′?2 DF
α?α?+

∂2

∂α′∂α′?
2DF

α?α

}
PC

∂α′

∂t
= Aα + Gα

I Aα – nelineárnı́ součinitel „driftu“ – časové změny

Aα =
1
2

[
KR2

Γ2 +K | α′ |2
− γ

]
α′

I DF
αα – součinitel „difúze“

〈Gα(s)Gα(t)〉R = 2〈DF
αα〉δ(s − t),

〈Gα∗(s)Gα(t)〉R = 2〈DF
α∗α〉δ(s − t)

přičemž:

Gα =
K
2

α′c

Γ2 +K |α′|2
fN2(t) + fα(t)
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F-P rovnice pro jednomódový laser

I Ve F-P rovnici jsme eliminovali všechny proměnné, až na pole

∂PC
∂t
=

{
− ∂

∂α′
Aα +

∂

∂α′∗
A∗α′ +

∂2

∂α′2
DF

αα +
∂2

∂α′∗2 DF
α∗α∗ +

∂2

∂α′∂α′∗
2DF

α∗α

}
PC

I Linearizace driftového členu v okolı́ stacionárnı́ho řešenı́ rovnice pro α′,
předpokládáme, že I ' I0 = |α|20

Aα =
1
2

[
KR2

Γ2 +KI
− γ

]
α′ =

1
2

[
KR2

Γ2 +KI0 +K(I − I0)
− γ

]
α′ =

=
γ

2

[
KR2

γ(Γ2 +KI0)

(
1+

K(I − I0)
Γ2 +KI0

)−1

− 1

]
α′ ∼=

∼=
γ

2

[
KR2

γ(Γ2 +KI0)

(
1− K(I − I0)
Γ2 +KI0

)
− 1

]
α′ =

γ

2
[Π− SI]α′

kde:

Π =
KR2

γ(Γ2 +KI0)

[
1+

KI0
Γ2 +KI0

]
− 1, S =

K2R2

γ(Γ2 +KI0)2

I V této aproximaci má Fokkerova-Planckova rovnice tvar:

∂P
∂t
= − ∂

∂α′
γ

2
[Π− SI]α′P− ∂

∂α′∗
γ

2
[Π− SI]α′∗P+

∂2

∂α′∂α′∗

(
γn̄ +

KR2

γ

)
P.
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F-P rovnice pro jednomódový laser jako rovnice pro
VdP oscilátor

I Ve F-P rovnici s linearizovaným driftovým členem

∂P
∂t
= − ∂

∂α′
γ

2
[Π− SI]α′P− ∂

∂α′∗
γ

2
[Π− SI]α′∗P+

∂2

∂α′∂α′∗

(
γn̄ +

KR2

γ

)
P.

zavedeme nové bezrozměrné parametry τ = t/T a β = α′/ξ a g (par.
buzenı́)

T =
1
γ

�
K

8Γ2

�
KR2

γΓ2

��
n̄ +

KR2

γΓ2

��−1/2

, ξ2 =

(
n̄ +

�
KR2/γΓ2

�
�
2K/Γ2

��
KR2/γΓ2

�
)1/2

, g = T
�
KR2

2Γ2
− γ

2

�

I Potom lze F-P rovnici zapsat ve tvaru:

∂P
∂τ
=

{
− ∂

∂ β
[g − |β|2]β − ∂

∂ β?
[g − |β|2]β?+4

∂2

∂ β ∂ β?

}
P

⇒ F-P rovnice pro Van der Polův oscilátor
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Van der Polův oscilátor

I Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomódový laserový generátor:

∂P
∂τ
=

{
− ∂

∂ β
[g − |β|2]β − ∂

∂ β?
[g − |β|2]β?+4

∂2

∂ β ∂ β?

}
P

I 1920 – B. van der Pol a I. van der Marek
– matematický model elektronického
obvodu simulujı́cı́ho srdečnı́ arytmie

y ′′ + µ(y2 − 1)y ′ + y = 0

I Nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnic druhého
řádu

I Řešenı́ je citlivé na počátečnı́ podmı́nky
I Historicky prvnı́ matematický model

dějů, označovaných jako deterministický
chaos
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Řešenı́ F-P rovnice pro jednomódový laser

∂P
∂τ
=

{
− ∂

∂ β
[g − |β|2]β − ∂

∂ β?
[g − |β|2]β?+4

∂2

∂ β ∂ β?

}
P

I Přechod k polárnı́m souřadnicı́m r , ϕ:

β = r eiϕ, dβ = r dr dϕ

I Záměna proměnných:

∂

∂β
β =

1
2

[
∂

∂r
r + 1− i

2
∂

∂ϕ

]
,

∂

∂ β?
β? =

1
2

[
∂

∂r
r + 1+

i
2

∂

∂ϕ

]
,

4
∂2

∂β∂ β?
=

1
r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂ϕ2
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F-P rovnice pro jednomódový laser v polárnı́ch
souřadnicı́ch

∂p
∂τ
=

1
r

∂

∂r

(
r

∂p
∂r

)
+

1
r2

∂2p
∂ϕ2 −

1
r

∂

∂r

[(
g − r2)r2p

]
I Hledáme stacionárnı́ řešenı́, nezávislé na ϕ:

∂

∂τ
= 0,

∂

∂ϕ
= 0

I Dostaneme:
1
r

∂

∂r

{
r

∂p
∂r

−
(
g − r2)r2p

}
= 0

I Integrujeme 2×. . .
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Stacionárnı́ řešenı́ F-P rovnice pro jednomódový laser

I Normalizované stacionárnı́ řešenı́:

ps(r) =
exp

[
− (r2 − g)2/4

]∫∞
−g/2 exp

[
−x2

]
dx
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Stacionárnı́ řešenı́ F-P rovnice pro jednomódový laser

I S využitı́m fotodetekčnı́ rovnice je možné na základě distribučnı́ funkce
najı́t přı́slušné pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ počtu fotonů pro
jednomódový laser p(n) – fotopulznı́ statistika laseru:

p(n) = N
∫ ∞

0

wn+1

n!
exp

[
− (w − g)2/4− w

]
dw ,

kde N je normovacı́ konstanta volená tak, aby platilo
∑

n p(n) = 1.
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Stacionárnı́ řešenı́ F-P rovnice pro jednomódový laser

I Střednı́ hodnota počtu fotonů:

〈â†â〉 =
∫ ∞

0
r2ps(r)rdr =

∫∞
−g/2

(
g + 2x

)
exp

[
−x2

]
dx∫∞

−g/2 exp
[
−x2

]
dx

I Pro g � 0 〈â†â〉 ≈ g.
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Obecné řešenı́ F-P rovnice pro jednomódový laser

I Předpokládáme obecné řešenı́ F-P rovnice ve tvaru řady:

p(r , ϕ, t) =
∞∑

m=0

∞∑
n=−∞

Amnpmn(r)exp (inϕ)exp(−λmnτ).

I Vlastnı́ funkce pmn(r) volı́me ve tvaru:

pmn(r) =
1√
r

exp
[
− r4

8
+

gr4

4

]
Ψmn(r),

I Po dosazenı́ do F-P rovnice dostaneme pro neznámé vlastnı́ funkce
Ψmn(r) diferenciálnı́ rovnice:

d2Ψmn(r)
dr2 +

[
λmn − Vn(r)

]
Ψmn(r) = 0,

kde pro „potenciál“ Vn(r) platı́:

Vn(r) =
(

g2 − 1
4

)
1
r2 + g +

(
g2

4
− 2

)
r2 − 1

2
gr4 +

r6

4
.

I Jedná se o jednorozměrnou Schrödingerovu rovnici s potenciálnı́
energiı́ Vn(r), kterou lze již dále řešit známými postupy.
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Shrnutı́

I Postupně jsme eliminovali jednotlivé proměnné ve
Fokkerově-Planckově rovnici až na pole:

∂P
∂τ
=

{
− ∂

∂ β
[g − |β|2]β − ∂

∂ β?
[g − |β|2]β?+4

∂2

∂ β ∂ β?

}
P

I Tato F-P rovnice pro Van der Polův oscilátor byla odvozena za
následujı́cı́ch předpokladů:

1. Dolnı́ hladina laserového přechodu je prázdná (N1 = 0);
2. Polarizace prostředı́ relaxuje rychle oproti relaxaci hornı́ laserové hladiny a

fotonům v rezonátoru;
3. Kvantové soustavy, zářenı́ i rezonátor jsou v rezonanci;
4. Platı́, že K/2Γ12 � 1 (plynové lasery);
5. Fotony v rezonátoru relaxuji pomaleji než populace hornı́ laserové hladiny;
6. Linearizovaný driftový člen F-P rovnice (řešenı́ blı́zko prahu).
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Důležité pojmy a vztahy, které je třeba znát a rozumět
jim

Liouvillova rovnice • řı́dı́cı́ rovnice • markovovská aproximace •
Pauliho rovnice • tlumenı́ a Lambův posuv • poloklasický model
interakce rezonančnı́ho zářenı́ s látkou • dvouhladinový model
rezonančnı́ho prostředı́ • rovnice pro odezvu rezonančnı́ho
prostředı́ • relaxačnı́ doby polarizace a inverze populace hladin •
komplexnı́ susceptibilita • disperznı́ vlastnosti rezonančnı́ho
prostředı́ • zesı́lenı́ slabého signálu • zesı́lenı́ a součinitel zesı́lenı́
• účinný průřez pro stimulovanou emisi (absorpci) • spektrálnı́
závislost zesı́lenı́ (absorpce) • homogennı́ a nehomogennı́
rozšı́řenı́ spektrálnı́ čáry • přitahovánı́ frekvencı́ • saturace zesı́lenı́
(absorpce) a saturačnı́ intenzita • šı́řenı́ optických impulzů
rezonančnı́m prostředı́m • rychlostnı́ rovnice pro popis laseru s
krátkým rezonátorem • čerpacı́ rychlost, absorpce, spontánnı́
emise a stimulovaná emise v rychlostnı́ch rovnicı́ch • doba života
fotonu v rezonátoru a doba oběhu fotonu rezonátorem • výstupnı́
charakteristika kontinuálně pracujı́cı́ho laseru (práh, strmost,
prahová podmı́nka) • popis přechodového jevu v režimu volné
generace • popis režimu Q-spı́nánı́ (tvar impulzu, meznı́ délka
impulzu) • generace krátkých impulzů v režimu synchronize módů
• pásmově limitovaný impulz • ASE (vznik a využitı́) • koherentnı́
šı́řenı́ • plocha impulzu • Rabiova frekvence • soliton a
samoindukovná propustnost • plně kvantový model laseru •
kvazidistribučnı́ funkce • Fokkerova-Plankova rovnice • Van der
Polův oscilátor
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