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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́
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Interakce ATOM – REZERVOÁR

Kapitola 2

Kvantová teorie tlumení

S

ĤS

-¾ V̂

Systém Rezervoár

ρ̂S

ĤR

R

ρ̂R

ĤT , ρ̂SR

Obrázek 2.1: Soustava = Systém + Reservoir

Hamiltonián celého systému:

Ĥ = ĤS + ĤR + V̂ (2.1)

Reservoir:

• Velký počet stupňů volnosti

• V důsledku interakce se systémem

ρ̂R =
exp

[
−βĤR

]

TrR exp
[
−βĤR

] (2.2)

Liouvilova rovnice - evoluce statistického operátoru v interakční reprezentaci:

ih̄
∂ρ̂I

∂t
=

[
V̂ I , ρ̂I

]
(2.3)

5

I ĤS |l〉 = El |l〉
I 〈l|m〉 = δlm

I
∑

l |l〉〈l| = 1

Interakce je dipólová

V̂ = −e~̂r · ~̂E = ~
∑

k,l fk,l |k〉〈l|

Elektromagnetické pole
v termodynamické rov-
nováze

i~
∂ρ̂SR

∂t
=

[(
V̂ + ĤS + ĤR

)
, ρ̂SR

]
Liouvilova rovnice – evoluce statistického operátoru ρ̂SR celkového systému

I Reservoir má velký počet stupňů volnosti a je v termodynamicky rovnovážném stavu, přičemž tento jeho stav nenı́
ovlivněný interakcı́ s atomem.

I Celá soustava se chová jako Markovovský systém, tj. nepamatuje si své předchozı́ stavy. To je splněno jen na
určitém časovém intervalu.

I Problém řešı́me ve druhém řádu teorie poruch.
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Interakce ATOM – REZERVOÁR: MASTER EQUATION

Kapitola 2

Kvantová teorie tlumení
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ih̄
∂ρ̂I

∂t
=

[
V̂ I , ρ̂I

]
(2.3)

5

I Obecná řı́dı́cı́ rovnice

∂%̂I
S(t)
∂t

= −
∑
i,j

δ(ωi + ωj)×
{(

Q̂S
i Q̂S

j %̂
I
S(t)− Q̂S

j %̂
I
S(t)Q̂

S
i

)
w+ij −

(
Q̂S

i %̂
I
S(t)Q̂

S
j − %̂I

S(t)Q̂
S
j Q̂S

i

)
w−

ji

}

I Řı́dı́cı́ rovnice pro tlumený atom
i ↔ k, l ; Q̂i ↔ |k〉〈l|; ωi ↔ ωkl = (Ek − El)/~; w±

ij ↔ w±
klmn ⇒

∂%̂I
S

∂t
=

∑
k,l

{
|l〉〈k|%̂I

S |k〉〈l|wlk − |k〉〈k|%̂I
S w+kllk − %̂I

S |k〉〈k|w
−
kllk

}
+

∑
k, l

′
|k〉〈k|%̂I

S |l〉〈l|
(
w+llkk + w−

llkk

)
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Pauliho řı́dı́cı́ rovnice

Nediagonálnı́ maticové elementy: Diagonálnı́ maticové elementy:

i 6= j, ω′ij = ωij +∆ωij i = j, ωii = ∆ωii = 0

∂%ji

∂t
= −

(
Γij − iω′ij

)
%ji

∂%ii

∂t
=

∑′

k
wik%kk − Γi%ii

Pravděpodobnosti přechodů mezi jednotli-
vými hladinami |i〉 → |j〉

Pravděpodobnosti obsazenı́ jednotlivých
stavů |i〉

Sji(t) = Sji(0) exp
[
−(Γij − iω′ij)t

]
SSS

ii =
[∑

j
e−βεj

]−1

e−βεi

tyto členy zjevně po určitém čase relaxujı́ k
nule, nebot’Γij = Γji > 0

známé – systém v tepelné rovnováze – Bol-
tzmannovo rozdělenı́ ⇒

Γi =
∑′

k
wki =

∑′

k
wik e−β(εk−εi )
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Γi =
∑′

k
wki =

∑′

k
wik e−β(εk−εi )
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Klasický popis zářenı́ – světlo

I Světlo kvantově – proud částic, tzv. fotonů (energie kvanta E = ~ω)

I Světlo klasicky – elektromagnetická vlna

~E(x, y , z, t) =~iy E0 cos(ω t − ~k ·~r +Φ)

I Maxwellovy rovnice – klasická teorie elektromagnetického pole (1873)

~∇× ~H = ~J +
∂~D

∂t
(Faraday)

~∇.~D = ρ (Gauss)

~∇× ~E = −
∂~B

∂t
(Ampér)

~∇.~B = 0 (Gauss)

I Materiálové vztahy
~B = µ̄~H (permeabilita), ~D = ε̄~E (permitivita)

I µ̄ a ε̄ obecně tenzory a funkce pole
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Šı́řenı́ světla (elektromagnetické vlny) – vlnová rovnice

1. Vakuum (~J = 0, ρ = 0, µ̄ = µ0, ε̄ = ε0, ~H = ~B/µ0, ~D = ε0
~E)

Vlnová rovnice: ∆~E −
1

c2
0

∂2~E

∂t2
= 0, kde c0 =

1
√
µ0ε0

2. Bezeztrátové dielektrikum (~J = 0, ρ = 0, µ̄ = µ0, ε̄ = ε0εr , ~H = ~B/µ0)
Dielektrikum = těleso tvořené elementárnı́mi dipóly, náboje jsou vázané
Nenulová hustota vázaných nábojů %v ⇒ Polarizace dielektrika ~P(~E)

~D = ε0
~E + ~P, %v = −~∇.P

∆~E −
1

c2
0

∂2~E

∂t2
= µ0

∂2~P

∂t2

Interakce zářenı́ s prostředı́m
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1. Vakuum (~J = 0, ρ = 0, µ̄ = µ0, ε̄ = ε0, ~H = ~B/µ0, ~D = ε0
~E)
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Elektrická polarizace dielektrika ~P
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Elektrická polarizace prostředı́ ~P

I Dielektrikum tvořı́ částice s vlastnı́m nebo indukovaným dipólovým momentem

I Elektrická polarizace je odezva prostředı́ na vnějšı́ elektrické pole

I Polarizace ~P = objemová hustota elektrického dipólového momentu dielektrika
I Pro lineárnı́, homogennı́, izotropnı́ prostředı́:

~P = ε0χ~E, kde χ je elektrická susceptibilita

Vlnová rovnice má tvar:

∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= 0, kde c =

c0√
1+ χ

I V obecném přı́padě je nezbytné určit odezvu prostředı́ – polarizaci pro pravou stranu vlnové rovnice – na základě
přesnějšı́ho fyzikálnı́ho modelu dielektrika. (Klasická teorie Drude-Lorentz [5])
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~P = ε0χ~E, kde χ je elektrická susceptibilita
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∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= 0, kde c =

c0√
1+ χ
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Kvantový model prostředı́

I Model prostředı́ – makroskopického systému – soubor stejných kvantových soustav

I Kvantová soustava – mikroskopický systém vázaných částic (elektron, proton, iont), které spolu interagujı́
(elektromagnetická sı́la)

I Diskrétnı́ spektrum energetických hladin Ei (základnı́, 1. excitovaná,. . . )
I Diskrétnı́ množina stavů – vlnových funkcı́ |ϕi〉, |i〉 – vnitřnı́ uspořádánı́

I Interakce s okolı́m → výměna energie → změna energetické hladiny → změna stavu (konfigurace) →
mikroskopická změna dipólového momentu → změna makroskopické polarizace souboru kvantových soustav
(prostředı́)

I Podmı́nka rezonance – zákon zachovánı́ energie (Bohrův vztah, 1913)

∆E = Ej − Ei = hνji

I Rezonančnı́ zářenı́ – frekvence νji je v rezonanci s kvantovým přechodem |j〉 
 |i〉
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(prostředı́)
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(elektromagnetická sı́la)
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Dvouhladinový systém

hν12

�

� |2〉

|1〉E1

E2

I Nejjednodužšı́ model ideálnı́ kvantové soustavy
I Vycházı́ z předpokladu, že soustava má jen dva stacionárnı́ stavy, tj. jen dvě energetické hladiny
I |1〉, |2〉 – system úplný, ortogonálnı́

I |1〉〈1| + |2〉〈2| = 1
I 〈λ′|λ〉 = δλ′λ

I Čistý stav
|ψ〉 = c1|1〉+ c2|2〉, |c1|2 + |c2|2 = 1

I Smı́šený stav
ρ̂ = ρ11|1〉〈1|+ ρ22|2〉〈2|+ ρ12|1〉〈2|+ ρ21|2〉〈1|, ρij = 〈ci c∗j 〉
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I |1〉, |2〉 – system úplný, ortogonálnı́
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Dvouhladinový systém

I Popis pomocı́ matice hustoty

ρ̂ =
(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

I Čtyři komplexnı́ čı́sla, ale ρ̂ hermitovkský

I ρ12 = ρ∗21
I Tr {ρ̂} = 1 = ρ11 + ρ22

I ⇒ Stačı́ tři reálná čı́sla – Blochův vektor ~R = (Rx ,Ry ,Rz) (DC 2.1, 2.2: |~R|2 ≤ 1)

I Rx = 2Re(ρ12)
I Ry = 2Im(ρ12)
I Rz = ρ22 − ρ11

ρ̂ =
1

2

(
1− Rz Rx + iRy

Rx − iRy 1+ Rz

)
ρ̂ =

1

2
(1− Rz)|1〉〈1|+

1

2
(1+ Rz)|2〉〈2|+

1

2
(Rx + iRy )|1〉〈2|+

1

2
(Rx − iRy )|2〉〈1|

ρ̂ =
1

2

[
(|1〉〈1|+ |2〉〈2|)︸ ︷︷ ︸

1

+ Rz (|2〉〈2| − |1〉〈1|)︸ ︷︷ ︸
n̂

+Rx (|1〉〈2|+|2〉〈1|)︸ ︷︷ ︸
d̂x

+iRy (|1〉〈2|−|2〉〈1|)︸ ︷︷ ︸
d̂y

]

ρ̂ =
1

2

(
1+ Rz n̂ + Rx d̂x + iRy d̂y

)
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Dvouhladinový systém
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I ρ12 = ρ∗21

I Tr {ρ̂} = 1 = ρ11 + ρ22
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Dvouhladinový systém
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J. Šulc (KLFF) Fyzika laserů 4. března 2025, 8:00 12 / 23
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Dvouhladinový systém – Dipólový moment

I Dipólový moment kvantové soustavy ~̂d = e~̂r

I Atom je bez vlastnı́ho dipólového momentu, tj. 〈1|~̂d |1〉 = 0, 〈2|~̂d |2〉 = 0

I Dipólový moment se projevı́ při kvantovém přechodu, tj. 〈1|~̂d |2〉 6= 0, 〈2|~̂d |1〉 6= 0 – změna konfigurace atomu
|1〉 ↔ |2〉 (ψ1(~r)↔ ψ2(~r))

~d12 = e 〈1|~r |2〉 = e
∫
ψ∗1 (~r)~rψ2(~r) dV = ~d∗21

d̂ =
(

0 ~d12
~d21 0

)
I Střednı́ hodnota dipólového momentu (DC 2.3)

〈~d〉 = Tr
{
ρ̂~̂d

}
= Tr

(
0 ~d12
~d21 0

) (
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)
= ~d12ρ21 + ~d21ρ12

〈~d〉 = Re(~d12)Rx + Im(~d12)Ry

I Makroskopická polarizace prostředı́ ~P =
∑
〈~d〉 dipólové momenty jednotlivých kvantových soustav (měkké

dielektrikum)
I Pro učenı́ odezvy prostředı́ (vývoje střednı́ hodnoty dipólového momentu) je třeba popsat vývoj dvouhladinové

soustavy (určit v každém okamžiku matici hustoty)
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∑
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|1〉 ↔ |2〉 (ψ1(~r)↔ ψ2(~r))

~d12 = e 〈1|~r |2〉 = e
∫
ψ∗1 (~r)~rψ2(~r) dV = ~d∗21

d̂ =
(

0 ~d12
~d21 0

)
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Dvouhladinový systém – Pauliho řı́dı́cı́ rovnice

i = j, ωii = ∆ωii = 0 i 6= j, ω′ij = ωij +∆ωij

∂%ii

∂t
=

∑′

k
wik%kk − Γi%ii

∂%ji

∂t
= −

(
Γij − iω′ij

)
%ji

I Zanedbáváme posuv frekvence způsobený reservoirem a využı́váme toho, že ω12 = −ω21, Γ12 = Γ21, w21 = Γ1 a
w12 = Γ2.

∂ρ11

∂t
= Γ2ρ22 − Γ1ρ11

∂ρ12

∂t
= − (Γ21 − iω21) ρ12

∂ρ22

∂t
= Γ1ρ11 − Γ2ρ22

∂ρ21

∂t
= − (Γ12 + iω21) ρ21

I Ve stacionárnı́m stavu – termodynamická rovnováha (DC 2.4, 2.5):

Rx = Ry = 0, 〈~d〉 = 0

Rz =
exp(−βE2)− exp(−βE1)
exp(−βE2) + exp(−βE1)

= 〈nSS〉 < 0
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Tlumený dvouhladinový systém v silném elmag. poli

Dvouhladinový
systém

�̂d, ρ̂S ĤS|i〉 = Ei|i〉
i = 1,2

Reservoir
Elmag. pole v

termodynamické
rovnováze

ρ̂R, ĤR

���
V̂Ŵ

I Energie interakce mezi atomem a polem ~E(t) působı́cı́m na dipólový moment přı́slušejı́cı́ tomuto atomu je dána
vztahem

W = −~d · ~E(t)

I Odpovı́dajı́cı́ kvantový operátor interakce dvouhladinové soustavy s klasickým elektromagnetickým polem,
představuje přı́spěvek od klasické sı́ly

Ŵ = −~̂d · ~E(t)
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Zavedenı́ vnějšı́ sı́ly do Pauliho rovnice

I Pauliho rovnice bez vnějšı́ sı́ly:

i~
∂ρji

∂t
= 〈j|

[(
V̂ + ĤS

)
, ρ̂

]
|i〉

I Po započtenı́ působenı́ vnějšı́ sı́ly Ŵ bude mı́t Liouvilova (respektive přı́slušná Pauliho) rovnice tvar:

i~
∂ρji

∂t
= 〈j|

[(
V̂ + ĤS

)
, ρ̂

]
|i〉+ 〈j|

[
Ŵ , ρ̂

]
|i〉

I Pro započtenı́ takovéto sı́ly do Pauliho rovnice stačı́ na jejı́ pravou stranu přidat člen 〈j|[Ŵ , ρ̂]|i〉.
I Rozepı́šeme operátor Ŵ do báze |i〉〈j|:

Ŵ = 1̂Ŵ 1̂ =
(
|1〉〈1|+ |2〉〈2|

)(
− ~̂d

)(
|1〉〈1|+ |2〉〈2|

)
· ~E(t) =

= −
(
|1〉〈1|~d11 + |2〉〈1|~d21 + |1〉〈2|~d12 + |2〉〈2|~d22

)
· ~E(t)

I Dı́ky symetrii vlnových funkcı́ přı́slušejı́cı́ch stavům |1〉 a |2〉 platı́ ~d11 = ~d22 = 0

Ŵ = −~d12 · ~E(~r , t)|1〉〈2| − ~d21 · ~E(~r , t)|2〉〈1|
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Zavedenı́ vnějšı́ sı́ly do Pauliho rovnice

I Přı́spěvek od klasické sı́ly Ŵ k Pauliho rovnici bude mı́t tvar (DC 2.6):

〈i|
[
Ŵ , ρ̂

]
|j〉 = −~d12 · ~E(~r , t)〈i|1〉〈2|ρ̂|j〉 − ~d21 · ~E(~r , t)〈i|2〉〈1|ρ̂|j〉+

+ ~d12 · ~E(~r , t)〈i|ρ̂|1〉〈2|j〉+ ~d21 · ~E(~r , t)〈i|ρ̂|2〉〈1|j〉

I Po dosazenı́ přı́spěvku od klasické sı́ly Ŵ budou mı́t Pauliho rovnice pro tlumený dvouhladinový atom v silném
vnějšı́m elektromagnetickém poli tvar:

∂ρ11

∂t
= Γ2ρ22 − Γ1ρ11 + i

~E

~
· (~d12ρ21 − ~d21ρ12) (1)

∂ρ22

∂t
= Γ1ρ11 − Γ2ρ22 + i

~E

~
· (~d21ρ12 − ~d12ρ21) (2)

∂ρ12

∂t
= − (Γ21 − iω21) ρ12 + i

~E

~
· ~d12(ρ22 − ρ11) (3)

∂ρ21

∂t
= − (Γ21 + iω21) ρ21 − i

~E

~
· ~d21(ρ22 − ρ11) (4)
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∂t
= − (Γ21 + iω21) ρ21 − i

~E

~
· ~d21(ρ22 − ρ11) (4)
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Přechod od Pauliových rovnic k rovnicı́m pro měřitelné

I Cı́lem je na základě systému rovnic Pauliových rovnic pro prvky matice hustoty napsat rovnice pro měřitelné
veličiny

I dipólový moment atomu 〈~̂d 〉 = ~d21%12 + ~d12%21
I a střednı́ hodnotu rozdı́lu populace hornı́ a dolnı́ hladiny 〈n̂〉 = %22 − %11

I Hledané rovnice (DC – odvozenı́ rovnice 2.68):[(
∂

∂t
+

1

T2

)2

+ ω2
21

]
〈~d〉 = −2ω21

~E

~
|~d21|2〈n〉

(
∂

∂t
+

1

T1

) (
〈n〉 − 〈nSS〉

)
=

2~E

~ω21
·
(
∂

∂t
+

1

T2

)
〈~d〉

I T1 = (Γ1 + Γ2)−1 je relaxačnı́ doba inverze populace (podélná) – souvisı́ s fluorescenčnı́ dobou;

I T2 = Γ
−1
21 je relaxačnı́ doba polarizace (přı́čná) – souvisı́ s celkovou šı́řkou homogenně rozšı́řené spektrálnı́ čáry.
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I dipólový moment atomu 〈~̂d 〉 = ~d21%12 + ~d12%21
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J. Šulc (KLFF) Fyzika laserů 4. března 2025, 8:00 18 / 23
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Soubor tlumených dvouhladinových systémů v silném elmag. poli

I Velká soustava stejných dvouhladinových tlumených systémů interagujı́cı́ch s klasickým elmag. polem.

I Jediná vzájemná komunikace těchto systémů je zprostředkovaná právě tı́mto klasickým polem
I Statisticky významný počet kvantových soustav – střednı́ objemová hustota N̄

I Makroskopická polarizace ~P = N̄〈~d 〉
I Inverze populace hladin N = N̄〈n〉

I Dostaneme rovnice pro makroskopickou polarizaci a inverzi populace hladin nahrazujı́cı́ materiálové vztahy[(
∂

∂t
+

1

T2

)2

+ ω2
21

]
~P = −2ω21

~E

~
|~d21|2N

(
∂

∂t
+

1

T1

) (
N − N0

)
=

2~E

~ω21
·
(
∂

∂t
+

1

T2

)
~P

I Přidáme rovnici pro pole – klasickou vlnovou rovnici sestavenou na základě MR

∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= µ0

∂2~P

∂t2
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∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= µ0

∂2~P

∂t2
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∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= µ0

∂2~P

∂t2
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Rovnice poloklasické teorie interakce látky a zářenı́

I Deterministické pole popisujeme klasiky – Maxwellovy rovnice → vlnová rovnice:

∆~E −
1

c2

∂2~E

∂t2
= µ0

∂2~P

∂t2

I Prostředı́ složené z tlumených dvouhladinových soustav popisujeme na základě kvantové teorie – Pauliovy
rovnice → rovnice pro makroskopickou polarizaci a inverzi populace hladin nahrazujı́cı́ materiálové vztahy:[(

∂

∂t
+

1

T2

)2

+ ω2
21

]
~P = −2ω21

~E

~
|~d21|2N

(
∂

∂t
+

1

T1

) (
N − N0

)
=

2~E

~ω21
·
(
∂

∂t
+

1

T2

)
~P

I Zahrnujı́ všechny kvantové aspekty odezvy dvouhladinové kvantové soustavy
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Rovnice poloklasické teorie interakce látky a zářenı́

~E Elmag. pole T1 Relaxace inverze populace hladin
~P Makroskopická polarizace T2 Relaxace makroskopické polarizace
N Inverze populace hladin ω21 Rezonančnı́ frekvence
N0 Inverze populace hladin |~d21| Velikost dipólového

bez vnějšı́ho pole momentu
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Shrnutı́

I Poloklasická teorie interakce zářenı́ s látkou – zářenı́ klasicky, látka kvantově.

I Šı́řenı́ zářenı́ popisuje vlnová rovnice. Odezvu prostředı́ vyjadřuje polarizace prostředı́.
I Látka = soubor mnoha stejných kvantových soustav.
I Základnı́ model kvantové soustavy – tlumená dvouhladinová kvantová soustava.

I Stav popsaný pomocı́ matice hustoty 2 × 2
I Rezonančnı́ frekvence ω21 = (E2 − E1)/~
I Časový vývoj popisujı́ Pauliho rovnice
I Pro stanovenı́ odezvy nás zajı́má střednı́ hodnota dipólového momentu kvantové soustavy 〈~d〉 = Tr

{
ρ̂~̂d

}
= ~d12ρ21 + ~d21ρ12

I Poloklasický operátor pro interakci klasického pole a kvantové soustavy Ŵ = −~̂d · ~E(t)
I Od Pauliho rovnic k rovnicı́m pro měřitelné 〈~d〉 a 〈n〉 a pak středovánı́ přes velký soubor stejných kvantových

soustav → rovnice pro ~P a N, vyjadřujı́cı́ poloklasickou odezvu prostředı́ na rezonančnı́ zářenı́. Spolu s vlnovou
rovnicı́ tvořı́ úplný systém pro poloklasický popis interakce rezonančnı́ho zářenı́ s látkou.
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I Rezonančnı́ frekvence ω21 = (E2 − E1)/~
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Shrnutı́
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I Časový vývoj popisujı́ Pauliho rovnice
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