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. Statistické vlastnosti laserového zareni
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Interakce ATOM — REZERVOAR

Systém Rezervoar
HS N HR
s v R
ps Pr
Hr, psr
> |:|S 1) = E| | . 2
N (I|r|n; 5 2 Interakce je dipolova Elektromagnetické pole
= Oim ~ - v termodynamické rov-
V=—-er-E= fi 1[I p
> =1 er hr 2 Bkl novaze
. 0p (A A
in giR = [(V +Hs + HR),PSR]

Liouvilova rovnice — evoluce statistického operatoru psg celkového systému

» Reservoir ma velky pocet stupiill volnosti a je v termodynamicky rovnovazném stavu, pfiéemz tento jeho stav neni
ovlivnény interakci s atomem.

» Cela soustava se chova jako Markovovsky systém, tj. nepamatuje si své predchozi stavy. To je spInéno jen na
urCitém Casovém intervalu.

» Problém feSime ve druhém fadu teorie poruch.
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Interakce ATOM — REZERVOAR: MASTER EQUATION

Systém Rezervoar
s B R
ps Pr
Hr, psr

» Obecna fidici rovnice

20) _ - St -+ = { (PP - SO ) - (@A - 404wy )

» Ridici rovnice pro tlumeny atom

ikl Qe K wi— wa = (Ex — E)/B; WijiHWI<Iimn:>

004
ot

= >~ {In k2l k) w1k (k125 wiy, — 05 1K) (ki b+ 37Tk} (k125 1) (1] (il + Wi
k.l k, |
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Pauliho fidici rovnice

Nediagonalni maticové elementy: Diagonalni maticové elementy:
i #J, wi =wij+ Ay i=], wi=Awi=0
9gj . O i /
ot (M — iwi) oj o Zk Wik ok — Tigi
Pravdépodobnosti pfechodl mezi jednotli- Pravdépodobnosti obsazeni jednotlivych
vymi hladinami |i) — [j) stavll |i)
—1
Sji (t) = Sji(O) exp [—(Fij — lwlj)t] SiiSS = |:ZJ e_ﬁel} 6_56'
tyto Cleny zjevné po urcitém Case relaxuji kK  znamé — systém v tepelné rovnovaze — Bol-
nule, nebot I =T >0 tzmannovo rozdéleni =

M= Z; Wi = Z; wice = Alek=e)
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Klasicky popis zafeni — svétlo

» Svétlo kvantové — proud &astic, tzv. fotonl (energie kvanta E = hAw)
» Svétlo klasicky — elektromagneticka vina

E(X,y,z,t) = yEg cos(wt — K - T + ®)

» Maxwellovy rovnice — klasicka teorie elektromagnetického pole (1873)

I - oD . B
VxH = J+ %—t (Faraday) VXE = f%—t (Ampér)
VD = p (Gauss) VB = 0 (Gauss)

» Materialové vztahy

—

B = ﬁﬁ (permeabilita), D =¢E (permitivita)

> [i a £ obecné tenzory a funkce pole
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Sifeni svétla (elektromagnetické viny) — vinova rovnice

—

1. Vakuum (J =0, p =0, Ji = po, &£ = €0, H = B /o, D = E)

: .1 0% 1
Vinova rovnice: AE — — - =0, kde c¢o =
c2 ot2 v/I0€0

2. Bezeztratové dielektrikum (3 =0,p=0, & = po, € = eper, H= I§/,u0)
Dielektrikum = téleso tvofené elementarnimi dipbly, naboje jsou vazané
Nenulova hustota vazanych nabojli o, = Polarizace dielektrika P (E)

6:50€+57 Ov =-Vp
- 1 82E °P
AE - - o Mo
cg ot ot
Interakce zafeni s prostfedim

Elektormagnetické pole Pole E Prostredi
Maxwellovy rovnice Materialové vztahy
Polarizace P
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Elektricka polarizace dielektrika P

Bez vnéjsiho pole

Y LY 1 Y LY
v ¢V VvV @
o LY o .Y
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Vnéjsiho pole zapnuté

LY LY n L

vV V|V ¥

.Y 1Y Y n

vV V|V ¥ E
1Y Y LY LY

v v v v Vv
- APA -

v VAV v

a A la a

v v|v v |E
- - - -

v v v v vy
a aPa &

v vV ,v WV

a ala a

& .,Tv v |E
a a'la a

Tvrdé dielektrikum
Nenulova vlastni polarizace P
P nezavisi na vné&jsim poli

Mékké polarni dielektrikum
Stfedni vlastni polarizace P =0
Dipoly se orientuji

v zavislosti na vnéj$im poli

Mékké nepolarni dielektrikum
Vlastni polarizace P=0

Dipoly se vytvafi a orientuji

v zavislosti na vnéjSim poli
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Elektricka polarizace prostredi P

» Dielektrikum tvofi ¢astice s vlastnim nebo indukovanym dipélovym momentem

» Elektricka polarizace je odezva prostfedi na vnéjsi elektrické pole
» Polarizace P = objemova hustota elektrického dip6lového momentu dielektrika
» Pro linearni, homogenni, izotropni prostfedi:

P= soxﬁ, kde x je elektricka susceptibilita

VInova rovnice ma tvar:

— 1 82I§ Co
AE - —— =0, kde c=
c2 ot2 ’ V1i+x

» V obecném pfipadé je nezbytné urcit odezvu prostfedi — polarizaci pro pravou stranu vinoveé rovnice — na zakladé
pfesnéjsiho fyzikalniho modelu dielektrika. (Klasicka teorie Drude-Lorentz [?])
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Kvantovy model prostfedi

» Model prostfedi — makroskopického systému — soubor stejnych kvantovych soustav
» Kvantova soustava — mikroskopicky systém vazanych castic (elektron, proton, iont), které spolu interaguji
(elektromagneticka sila)
> Diskrétni spektrum energetickych hladin E; (zékladni 1. excitovana,. . .)
> Diskrétni mnozina stavli — vinovych funkci |¢;i), |i) — vnitfni usporadanl
Konfigurace Schema hladin

e § o —e|e— TN et O
- 3s,3p,3d ———————E,- excitované

o 2 2 / hladiny
2s,2p —FE,
pelecons $ _%_ £ electrons
1=3
m=0 m=1 Zzékladni
1s ——————————  E, - hladina

» Interakce s okolim — vyména energie — zmeéna energetické hladiny — zmeéna stavu (konfigurace) —
mikroskopicka zména dipblového momentu — zména makroskopické polarizace souboru kvantovych soustav
(prostredi)

» Podminka rezonance — zakon zachovani energie (Bohrlv vztah, 1913)

AE = Ej — E = hy
» Rezonancni zafeni — frekvence v je v rezonanci s kvantovym pfechodem |j) = |i)
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Dvouhladinovy systém

=5 2)
hvis
EL—— D)

» Nejjednoduzsi model ideélni kvantové soustavy
» Vychazi z pfedpokladu, Zze soustava ma jen dva stacionarni stavy, tj. jen dvé energetické hladiny
> |1), |2) — system Gplny, ortogonalni
DA+ 12)(2] =1
> (A[A) = 8aa
» Cisty stav
) = c1l1) +c2[2), [ea]? +[c2|* = 1
» SmiSeny stav
A= pu|1)(L] + p2212)(2] + p12|1)(2| + p21|2) (1|, pi = (cic]")
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Dvouhladinovy systém

» Popis pomoci matice hustoty
_ (P11 P12
P21 P22

>

» Ctyfi komplexni &isla, ale p hermitovksky
> p12 = pyy
> T {p} =1=pu+p2
» = Stagi tfi realna ¢isla — Blochiv vektor R = (Ry, Ry, R;) (DC 2.1, 2.2: |R|2 < 1)
> Ry = 2Re(p12)
> Ry = 2Im(p12)
> R; = p22 — pu1
1 ( 1-R, Rx—i—iRy)

P=5\Re—iRy 1+R,

p= S =R+ 2 (1 +R)2)(2] + 5 (Re + RN @]+ 3 (Re — iR)I2)1
p= S [(0 +12)(20) + Re (12)(21 = [1)a1) +Re (111 2)(01) +iR, (1)(21 - 2)(1)]
1 A day ay
1
2
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Dvouhladinovy systém — Dip6lovy moment

r

» Dip6lovy moment kvantové soustavy d=e
» Atom je bez vlastniho dip6lového momentu, tj. <1|3\l> =0, <2|8|2> =0

» Dipblovy moment se projevi pfi kvantovém prechodu, tj. <1|3\2> # 0, (2|d|1) # 0 — zmé&na konfigurace atomu
[1) < [2) (1(F) < (7))
i = e (1f2) = ¢ 41 (PFva() oV =,

_ 0 612
d= (aﬂ 0
» Stfedni hodnota dip6lového momentu (DC 2.3)

(d)=Tr {ﬁa} =Tr (dgl 6(1)2> (Z;i Zii) = d12p21 + da1paz

(d) = Re(d12)Rx + Im(d12)Ry

» Makroskopicka polarizace prostfedi P= S(d) dipolové momenty jednotlivych kvantovych soustav (mékké
dielektrikum)

» Pro uceni odezvy prostredi (vyvoje stfedni hodnoty dip6lového momentu) je tfeba popsat vyvoj dvouhladinové
soustavy (ur€it v kazdém okamziku matici hustoty)
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Dvouhladinovy systém — Pauliho fidici rovnice

i=j, wi=~Awi=0 i £, wi=wij+ Aw;

Joii ’ Jgj .

o Zk Wik ok — Ti gii ot = (M — iwj) oj

» Zanedbavame posuyv frekvence zptisobeny reservoirem a vyuzivame toho, ze wip = —wz1, M2 =M1, W1 =T @
Wi = rz.
Ip11 Op12 .
2 M — T e (™
ot 2022 1011 ot ( 21 21) P12

O0p22 Op21

=T1p11 — M2p22 = — (M2 +iwz1) p21

ot ot

» Ve stacionarnim stavu — termodynamicka rovnovaha (DC 2.4, 2.5):
Rc=Ry =0, (d)=0

. _ SXP(—PE2) — exp(~fE1) _

SS
.= - 0
exp(—BE;) + exp(—BEy) " 1 <
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Tlumeny dvouhladinovy systém v silném elmag. poli

. . Reservoir
R Dvouhladinovy R - |
w systém \ mag. pole v
S A A . termodynamické
d, Ps_Hs\l> =Eili) rovnovaze
=12 Pr Hr

» Energie interakce mezi atomem a polem E(t) plsobicim na dip6lovy moment piislusejici tomuto atomu je dana
vztahem .
W =—-d-E(t)

» Odpovidajici kvantovy operator interakce dvouhladinové soustavy s klasickym elektromagnetickym polem,
pfedstavuje prispévek od klasické sily
W =—d -E(t)
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Zavedeni vnéjsi sily do Pauliho rovnice

» Pauliho rovnice bez vnéjsi sily:

2% = 1 [(7 + ), ] i)

Po zapotteni plisobeni vngjsi sily W bude mit Liouvilova (respektive prislusna Pauliho) rovnice tvar:

v

22— 1 [(7 + As). 5] 1)+ 61 [W, 4] )

Pro zapocteni takovéto sily do Pauliho rovnice sta¢i na jeji pravou stranu pfidat ¢len (j|[W, Al

\{

» RozepiSeme operator W do baze [l

W =1Wi = (1)) + 2)@) (— d) (11| + 12)(2]) - Et) =
—(11)(1|du1 + [2) (1] dar + [1)(2|d1 + [2)(2]d22) - E(t)

» Diky symetrii vinovych funkci prislusejicich staviim |1) a |2) plati dy; = dop = 0

= —di2 - E(F,1)[1)(2] — da1 - E(7,1)[2) (1]
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Zavedeni vnéjsi sily do Pauliho rovnice

» Prispévek od klasické sily W k Pauliho rovnici bude mit tvar (DC 2.6):

Gl (W, o] i) = —diz - EF 041115l — dar - E(F,1)(012) (11l1)+
+diz - EF 0015112l + G - EF,1)(01512) (11

» Po dosazeni pfispévku od klasické sily W budou mit Pauliho rovnice pro tlumeny dvouhladinovy atom v silném
vnéjSim elektromagnetickém poli tvar:

—

0, E
P o T opap — Tapy +i - (d12p21 — G21p12) (1)
ot h

d E

orz Tip11 — Topaz +i— - (Ga1p12 — d12p21) 2
ot h

d , E

oz _ (F21 —iwo1) pro +1i— - a12(022 — p11) 3)
ot h

d , E

% = — (21 +iwp) p21 — IE : d’21(P22 — p11) (4)

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 4. bfezna 2025,8:00  17/1



Pfechod od Pauliovych rovnic k rovnicim pro méfitelné

> Cilem je na zakladé systému rovnic Pauliovych rovnic pro prvky matice hustoty napsat rovnice pro méfitelné
veli€iny
» dipblovy moment atomu (é') = o1 012 + d12021
» a stfedni hodnotu rozdilu populace horni a dolni hladiny (i) = 02 — o11

» Hledané rovnice (DC — odvozeni rovnice 2.68):

0 1 2+ 2
at T, va1

(2+ L) m-a=n=2(2+ Y

» T; = (I'1 + )~ je relaxagni doba inverze populace (podélna) — souvisi s fluorescenéni dobou;

(d) = 2wz~ |das ()

> Ty = r;ll je relaxacni doba polarizace (pficn&) — souvisi s celkovou Sitkou homogenné rozsifené spektralni cary.
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Soubor tlumenych dvouhladinovych systémd v silném elmag. poli

» Velka soustava stejnych dvouhladinovych tlumenych systémd interagujicich s klasickym elmag. polem.
» Jedina vzajemna komunikace téchto systéml je zprostfedkovana pravé timto klasickym polem
» Statisticky viyznamny poéet kvantovych soustav — stfedni objemova hustota N

» Makroskopicka polarizace P = N(d')
> Inverze populace hladin N = N(n)

» Dostaneme rovnice pro makroskopickou polarizaci a inverzi populace hladin nahrazujici materialové vztahy

o 1 2+ »
— + = w
ot ' T, 2

a 1 2E 9 1\ =
T ) (N=N) = (24P
<8t+T1)( o) T <8t+T2>

» Pfidame rovnici pro pole — klasickou vinovou rovnici sestavenou na zakladé MR

- E
P= —2w21ﬁ|621\2N

- 108%E 92P
E

T Mo
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Rovnice poloklasické teorie interakce latky a zafeni

» Deterministické pole popisujeme klasiky — Maxwellovy rovnice — vInova rovnice:

» Prostfedi slozené z tlumenych dvouhladinovych soustav popisujeme na zakladé kvantoveé teorie — Pauliovy
rovnice — rovnice pro makroskopickou polarizaci a inverzi populace hladin nahrazujici materialové vztahy:

ot ' T, 2

8 1 2E 8 1\ =
T ) (N=Np) = A2+ =)P
<8t+T1>( o) Tiwan <8t+T2)

» Zahrnuji vSechny kvantové aspekty odezvy dvouhladinové kvantové soustavy

- E
P = —2leE|621‘2N
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e

Rovnice poloklasické teorie interakce latky a zafeni

e E Elektormagnetické pole - VInova rovnice Pole E

ole . - ;

.o\e‘“ p ApLPE_ @ <

—_——= -_— c
5 o Mo =
N 3
2 °
o 3
] 5]
’% Prostredi - Rovnice pro makroskopickou polarizaci §'
o a inverzi populace hladin Q,
o 7
3 0 1\? o E - ]
%v\ <7+*> Jr(l)gl P= *20)217|d21|2N $
Y1ejog o T h d19°
a 1 28 (9 1\«
—+— ) (N=Ny) = N=+=|P
(at T]) ( 0) ha <Bt Tz)

E Elmag. pole T1 Relaxace inverze populace hladin

P Makroskopicka polarizace T, Relaxace makroskopické polarizace

N Inverze populace hladin wo1 Rezonanéni frekvence

No Inverze populace hladin |d21|  Velikost dipolového

bez vnéjSiho pole momentu
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» Poloklasickéa teorie interakce zafeni s latkou — zareni klasicky, latka kvantové.
» Sifeni zafeni popisuje vinova rovnice. Odezvu prostfedi vyjadfuje polarizace prostredi.
» Latka = soubor mnoha stejnych kvantovych soustav.

» Zakladni model kvantové soustavy — tlumena dvouhladinovéa kvantova soustava.

> Stav popsany pomoci matice hustoty 2 x 2

> Rezonancni frekvence wy = (E; — E1) /R

» Casovy vyvoj popisuji Pauliho rovnice

> Pro stanoveni odezvy nas zajima stfedni hodnota dip6lového momentu kvantové soustavy (d) = Tr {ﬁ&} = diop21 + do1p12

» Poloklasicky operator pro interakci klasického pole a kvantové soustavy W =—d- E(t)

Od Pauliho rovnic k rovnicim pro méfitelné (d) a (n) a pak stfedovani pres velky soubor stejnych kvantovych

soustav — rovnice pro P a N, vyjadfujici poloklasickou odezvu prostfedi na rezonanc¢ni zareni. Spolu s vinovou
rovnici tvofi aplny systém pro poloklasicky popis interakce rezonancéniho zareni s latkou.

v

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 4. bfezna 2025,8:00  22/1



‘ VRBOVA M., SuLc J.: Interakce rezonanéniho zafeni s latkou, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 2006
‘ LouIsELL, W. H.: Quantum statistical properties of radiation, John Wiley & Sons, New York, 1973
‘ VRBOVA M. a kol.: Lasery a moderni optika - Oborova encyklopedie, Prometheus, Praha, 1994

‘ VRBOVA M., JELINKOVA H., GAVRILOV P.; Uvod do laserové techniky, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 1994
http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/ulat/

‘ LONGAR, G.: Elektrodynamika I, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 1990
ﬁ Pfednasky: http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/FLA/

3. Sule (KLFF) Fyzika laserdi 4. bezna 2025, 8:00


http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/ulat/
http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/FLA/

