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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
©) =Tr { 50 }
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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
©) =Tr { 50 }

» Statistickému operéatoru Ize pfifadit zobecnénou (kvazidistribu€ni) funkci (zjednodusi vypocet stfednich hodnot
operatord)
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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
©) =Tr { 50 }
» Statistickému operéatoru Ize pfifadit zobecnénou (kvazidistribu€ni) funkci (zjednodusi vypocet stfednich hodnot
operatord)
» Vypocet stfedni hodnoty nahodné proménné pomoci znamé distribu¢ni funkce P(6):

(6) = /P(&)O“(&)d&

& je vektorova proménnéa a O°¢(&) funkce pfifazena operatoru o}
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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
©) =Tr { 50 }
» Statistickému operéatoru Ize pfifadit zobecnénou (kvazidistribu€ni) funkci (zjednodusi vypocet stfednich hodnot
operatord)
» Vypocet stfedni hodnoty nahodné proménné pomoci znamé distribu¢ni funkce P(6):

(6) = /P(&)O“(&) da
& je vektorova proménnéa a O°¢(&) funkce pfifazena operatoru o}

» Kvazidistribu¢ni funkci je moZné nalézt obecné pro kazdy systém a to spolu s dohodou o poradi zapisu operatord
dynamickych proménnych — usporadani operatord.
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Kvantovy popis obecnych systémd

» Stfedni hodnota operatoru O méfitelné:
©) =Tr { 50 }
» Statistickému operéatoru Ize pfifadit zobecnénou (kvazidistribu€ni) funkci (zjednodusi vypocet stfednich hodnot
operatord)
» Vypocet stfedni hodnoty nahodné proménné pomoci znamé distribu¢ni funkce P(6):

(6) = /P(&)O“(&)d&

& je vektorova proménnéa a O°¢(&) funkce pfifazena operatoru o}

» Kvazidistribu¢ni funkci je moZné nalézt obecné pro kazdy systém a to spolu s dohodou o poradi zapisu operatord
dynamickych proménnych — usporadani operatord.
» Prikladem kvazidistribu€ni funkce je Glauberova-Sudarshanova reprezentace statistického operatoru ®ar(«)

p= /¢N(o¢)|a>(a|d2a (6) = /¢'N(a) ON (o, a*) d2a
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Usporadani anihilacnich a krea¢nich operator{

» V pripadé elektromagnetického pole mohou byt operatory méfitelnych zapsany ve tvaru mocninnych fad
anihilagnich a krea¢nich operatorl 47, 4.
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Usporadani anihilacnich a krea¢nich operator{

» V pripadé elektromagnetického pole mohou byt operatory méfitelnych zapsany ve tvaru mocninnych fad
anihilagnich a krea¢nich operatorl 47, 4.

» Normalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vlevo od anihilacnich)

0 =) op.(ahHma"

m,n
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Usporadani anihilacnich a krea¢nich operator{

» V pripadé elektromagnetického pole mohou byt operatory méfitelnych zapsany ve tvaru mocninnych fad
anihilagnich a krea¢nich operatorl 47, 4.

» Normalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vlevo od anihilacnich)

0 =) op.(ahHma"

m,n
» Prifadime klasickou funkci komplexnich promé&nnych ON(a, o*) prostou zaménou &' na o* a & na o

ON(a,a*) = Z oN a*Man

m,n
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Usporadani anihilacnich a krea¢nich operator{

» V pripadé elektromagnetického pole mohou byt operatory méfitelnych zapsany ve tvaru mocninnych fad
anihilagnich a krea¢nich operatorl 47, 4.

» Normalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vlevo od anihilacnich)

0 =) op.(ahHma"

m,n
» Prifadime klasickou funkci komplexnich promé&nnych ON(a, o*) prostou zaménou &' na o* a & na o

ON(a,a*) = Z oN a*Man

m,n

» Antinormalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vpravo od anihila¢nich):

6 =) op.am@h)"

m,n
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Usporadani anihilacnich a krea¢nich operator{
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» Antinormalni usporadani (kreacni operatory stoji vzdy vpravo od anihila¢nich):

6 =) op.am@h)"

m,n
» Prifadime mu opét funkci komplexnich proménnych:
OMa,a*) = Z ohnama*n

m,n
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Obecné usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (&, 4z, - - -, &)
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Obecné usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (&, 4z, - - -, &)
» Operator ve zvoleném usporadani
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Obecné usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (&, 4z, - - -, &)
» Operator ve zvoleném usporadani

» Pfidruzena klasicka funkce:
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Obecné usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (&, 4z, - - -, &)
» Operator ve zvoleném usporadani

» Pfidruzena klasicka funkce:

=~ I I
Qag, ) =D -y Qf.af - of

» Vzajemny vztah zapsany pomoci usporadané §-funkce:

f
& = Q%(s, - 4f) = /~/(_Q°(a1, ) [ — &) day
i=1
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Obecné usporadani operatord

» Usporadané nekomutujici operatory & = (&, 4z, - - -, &)
» Operator ve zvoleném usporadani

» Pfidruzena klasicka funkce:

=~ I I
Qag, ) =D -y Qf.af - of

» Vzajemny vztah zapsany pomoci usporadané §-funkce:
R _ f
Q= Q%(an, &) = [ @(an a0 [[8%(ar — &) day
i=1

» Pro c-usporadanou §-funkci plati:
5°(6 — &) = e %5 6(a)
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Kvazidistribuéni funkce

» Statisticky operator p < ® 5 Kvazidistribu¢ni funkce

p= [ ex(@la)(ald?a
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Kvazidistribuéni funkce

» Statisticky operator p < ® 5 Kvazidistribu¢ni funkce
p= / & rr(a)|a)(ald2a

» Zobecnéné c-usporadani operatorll = Kvazidistribuéni fce P¢ (&, t)

Pc(a,t) = Tr {A(t)0° (& — &)}
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Kvazidistribuéni funkce

» Statisticky operator p < ® 5 Kvazidistribu¢ni funkce
p= / & rr(a)|a)(ald2a
» Zobecnéné c-usporadani operatorll = Kvazidistribuéni fce P¢ (&, t)
Pc(a,t) = Tr {A(t)0° (& — &)}

» Vypocet stfedni hodnoty operatoru M:

My =T (oM} <M>:/P°(&)M°(&)da
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Kvazidistribuéni funkce

» Statisticky operator p < ® 5 Kvazidistribu¢ni funkce
p= / & rr(a)|a)(ald2a
» Zobecnéné c-usporadani operatorll = Kvazidistribuéni fce P¢ (&, t)
Pc(a,t) = Tr {A(t)0° (& — &)}

» Vypocet stfedni hodnoty operatoru M:
My =T {pM} @) :/PC(&)MC(&)d&

» Normalné usporadana kvazidistribu¢ni funkce pro jednomodové pole

1
(DN(Dé*,O{) = ;EA(ar Oé*)
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné

(N (t), 1) = Tr { AN [E(t0)] | = /ddoMC(do)Pc(do,t)
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(N (t), 1) = Tr { AN [E(t0)] | = / déioM® (d0)Pe (dio, 1)

» Casovy vyvoj kvazidistribuéni funkce — pohybova rovnice pro kvazidisribuéni funkci P (&, t) — F-P rovnice
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(N (t), 1) = Tr { AN [E(t0)] | = / déioM® (d0)Pe (dio, 1)

» Casovy vyvoj kvazidistribuéni funkce — pohybova rovnice pro kvazidisribuéni funkci P (&, t) — F-P rovnice
» Postup odvozeni z Fidici rovnice:

o . oPs
oL = + Pe(a,t) =Tr {p(t)s°(a—a)} | = ot
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(N (t), 1) = Tr { AN [E(t0)] | = / déioM® (d0)Pe (dio, 1)

» Casovy vyvoj kvazidistribuéni funkce — pohybova rovnice pro kvazidisribuéni funkci P (&, t) — F-P rovnice
» Postup odvozeni z Fidici rovnice:

o . oPs
oL = + Pe(a,t) =Tr {p(t)s°(a—a)} | = ot

» Obecny tvar F-P rovnice
OPc(Go,t) o . .
=L — P t
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Fokkerova-Planckova rovnice

» Casovy vyvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(N (t), 1) = Tr { AN [E(t0)] | = /ddoMC(do)Pc(do,t)

» Casovy vyvoj kvazidistribuéni funkce — pohybova rovnice pro kvazidisribuéni funkci P (&, t) — F-P rovnice
» Postup odvozeni z Fidici rovnice:

Do | 4 | Pi@n =T pOF G- | 5 | =
» Obecny tvar F-P rovnice ;
7‘3P°§‘°’t) =[° (820,&0) Pe(Gio, t)
» V mnoha pfipadech ma F-P rovnice tvar (A; (&) — drift, D (&) — difGze):
eldl) _ Z [Ai(@)Pe(a ] + Z o [Di(@)Pe (1)

ot
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Plati nasledujici pfifazeni:
a = (a',8), o = (", )
MN(Gp—8) = e ¥ aar §(a*)e 45 8(a)
= §(a* —af)é(a—Aa),
(B]6(ar —aT)s(a—a)|B) = & —5%)d(a-p)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Plati nasledujici pfifazeni:

= (af,a), ao = (a*, )
MN(Gp—8) = e ¥ aar §(a*)e 45 8(a)
= §(a* —af)é(a—Aa),
(B]6(ar —aT)s(a—a)|B) = & —5%)d(a-p)

» Ridici rovnice ve Schrodingerové reprezentaci a markovovské aproximaci pro tlumeny harmonicky oscilator
buzeny vnéjsi (klasickou) silou v (t):

% = et aw){@ndaralag} - v - v O +
+ Z[za@éf atap — pata) + yi[af
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Plati nasledujici pfifazeni:

= (af,a), ao = (a*, )
MN(Gp—8) = e ¥ aar §(a*)e 45 8(a)
= §(a* —af)é(a—Aa),
(B]6(ar —aT)s(a—a)|B) = & —5%)d(a-p)

» Ridici rovnice ve Schrodingerové reprezentaci a markovovské aproximaci pro tlumeny harmonicky oscilator
buzeny vnéjsi (klasickou) silou v (t):

b atla . A
o = —ilwe+aw){[af gla+aT[a )| —iv(n[a, el - v (0)[a 8] +
+ Z [2a0aT — aTas — pata] + yi[atoa + apat —afas — paal)

» Protoze

%@A(a,a*) = op(a) =Pa(w),

staci jen pravou stranu fidici rovnice pfevést do antinormalniho uspofadani a po formalnim pfechodu & — &
dostaneme pfimo P-F rovnici
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Neusporadana fidici rovnice:

%
ot
+ (208" - a%ag - 5a'a] +1n[a’pa + aga’ — atag - gaal]

= —i(we + Aw){[aT,5la + &[4, 0]} —iv()[aT, 2l - iv* ()[& 8] +
T
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Neusporadana fidici rovnice:

% = —i(we + Aw){[a, gla+4a"[8,0]} —iv(D)[aT, 2l - v (1)[a, ] +
t

+ S [2apa" —a'ap— pa'a)] +~ii[afpa +apal —atap — paal]

A
SAx _AsA
o a—ap ar’
S A
afpA — pAal = ,‘997
oa
At A AAAA 004
tapA = aptal —a 4 oA
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Neusporadana fidici rovnice:

% = —i(we + Aw){[a, gla+4a"[8,0]} —iv(D)[aT, 2l - v (1)[a, ] +
t

+ —[2apa" —aTap—pa'a] ++njatpa +4pa" —atas — paa

AAA Aa 94
ota—apt = AT
. . doA
alogt — el = -
o0a
904
ataghA = aptat —a oA
0 0 a0

» a prevedeme Fidici rovnici do antinormalniho usporadani (DC 7.2):

o0t _ . [ L00%  90* . Y O as 9 (saq A 8
W:—m;c{—a 7 at aT}+7{7A(agA)+ 0 (QAaT)}+7n 204 +iv(t
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Pas(«) popisujici dynamiku jednoho médu elektromagnetického pole:

6PN(a,a*,t) Y < %] Y s %] * _ 0 P./\/
Pl et l) (o 9 (ap T i) 2 (ap
ot 5 Tt ) 5o (aPa) + {5 —iwe ) 5 o (o7Po) i oo

2 OP A

[o)e"

+iv(t)aa%" —iv*(t)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Pas(«) popisujici dynamiku jednoho médu elektromagnetického pole:

6PN(a,a*,t) Y < %] Y s %] * _ 0 P./\/
Pl et l) (o 9 (ap T i) 2 (ap
ot 5 Tt ) 5o (aPa) + {5 —iwe ) 5 o (o7Po) i oo

2 OP A

[o)e"

+iv(t)aa%" —iv*(t)

» Zavedeme pomalu proménné amplitudy pole 3, 3* a pfedpokladame harmonicky prlb&h buzeni v rezonanci s
LHO v (t) = vpe i

i -
a — ﬁe 1wcl7 Oé* — ﬁ:«eer;Ct7

p(B, 8", 1) Par(e, ™, 1)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Pas(«) popisujici dynamiku jednoho médu elektromagnetického pole:

P (a0t ) _ (1+iw,> 9

2
ot 2 ¢

vy ., o N _ 0°Pys . OP ey OPA
P P
(aPn) + (2 1wc> " (a*Par) 4+ v — +iv(t) iv(t)——

» Zavedeme pomalu proménné amplitudy pole 3, 3* a pfedpokladame harmonicky prlb&h buzeni v rezonanci s
LHO v (t) = vpe i

«

—iw’ iw’
ﬁe 1wcl7 Oé* — ﬁ:«eer;Ct7

p(B,B" 1) = Pn(a,a”t)

» F-P rovnice je pak separovatelna a vede na Schrodingerovu rovnici pro dvojrozmeérny izotropni harmonicky
oscilator (DC 7.3-4)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Pas(«) popisujici dynamiku jednoho médu elektromagnetického pole:

OP (o, %, ) (7 ) ,> s, (’Y . ,> a ., _O%Prn . 0PN . OPA
Pl et l) (o 9 (ap T i) 2 (ap )N vt
ot g T ) 5o (@Px) + (5 —iwe ) 5o (a7 Pa) il oo +iv() =50 — v () 5

» Zavedeme pomalu proménné amplitudy pole 3, 3* a pfedpokladame harmonicky prlb&h buzeni v rezonanci s
LHO v (t) = vpe i

a — ﬁe—iwél7 Oé* — ﬁ*e+iwét7
p(8,8",t) = Pnx(a,a”,t)
» F-P rovnice je pak separovatelna a vede na Schrodingerovu rovnici pro dvojrozmeérny izotropni harmonicky
oscilator (DC 7.3-4)
» Stacionarni feSeni odpovidajici nejniz§imu fadu (DC 7.5-6):

o b 1
Poo(B,8") = - exp{ = ’ﬁ+

Zivo
Y

2 e L
} BB. on({e})=]]

- T(Nx)

3. 8ulc (KLFF) Fyzika laserti 29. bfezna 2025,8:00  10/20



Fokkerova-Planckova rovnice pro tlumeny LHO

» Fokkerova-Planckova rovnice pro Pas(«) popisujici dynamiku jednoho médu elektromagnetického pole:

aPN(a:O‘*:t) Y < %] Y s %] * _ 0 P./\/
Pl et l) (o 9 (ap T i) 2 (ap
ot 5 Tt ) 5o (aPa) + {5 —iwe ) 5 o (o7Po) i oo

2 OP A

da*

+iv(t)aa%" —iv*(t)

> Zavedeme pomalu proménné amplitudy pole 3, 3* a pfedpokladame harmonicky prlib&h buzeni v rezonanci s
LHO v(t) = voe et
a — ﬁe—iwél7 Oé* — ﬁ*e+iwét7
p(8,8",t) = Pnx(a,a”,t)
» F-P rovnice je pak separovatelna a vede na Schrodingerovu rovnici pro dvojrozmeérny izotropni harmonicky
oscilator (DC 7.3-4)
» Stacionarni feSeni odpovidajici nejniz§imu fadu (DC 7.5-6):

o b 1
Poo(B,8") = - exp{ = ’ﬁ+

2iVg
v

2 67
} BB. on({e})=]]

X 7T<n/\>
» VSechny ostatni vlastni funkce vymizi prot — oo
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» UvaZzujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

o =P
Auway

o ) =)

) =0)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» UvaZzujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

o =P
Auway

o ) =)

) =0)

» Ridici rovnice pro statisticky operator ¢ v Hilbertové stavovém prostoru viech N atomél ma tvar:

% _ i{z([if—](|l><\)xg—[% + e ans) +

A=1

+3 (w1 K )x (k) () — T (|k><k|)Ag(|l><l|)A)},

k,l
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Zavedeme nové operatory:

No=S"(0aDa, M =3"(1@)a, MT=3"(12)(L)a

A=1 A=1 A=1
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Zavedeme nové operatory:

K= ST00a0a, M=S"30@Dx, M =Y(2)(1)a
=1 A=1 A=1

A
» Komutagni relace [Ny, Nz] = 0, [Ny, M] = M, [M, M+] = Ny — N, (DC 8.1).
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Zavedeme nové operatory:
Ne=3"(0 0D M =3(11@Da, MT=>"(12)(2))a
A=1 A=1

A
» Komutagni relace [Ny, Nz] = 0, [Ny, M] = M, [M, M+] = Ny — N, (DC 8.1).
» Po dosazenim do

% _ i{ (L5 - Savanse- [+ F]aumans ) +

3w KDA2(K) 15 = TR (k) (D x (1 1) }

k,l
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Zavedeme nové operatory:
Ne=3"(0 0D M =3(11@Da, MT=>"(12)(2))a
=1 A=1 A=1

A
» Komutagni relace [Ny, Nz] = 0, [Ny, M] = M, [M, M+] = Ny — N, (DC 8.1).
» Po dosazenim do

% _ i{;([e'](ux)x@[; ]9("“')*)*

A=1

" (N RDAB(KNID = TRk (D21 ) }

_l’_

» bude mit Fidici rovnice tvar:

24 = iﬂ_i N@_i 2_1_5 oN, +
at lin 2] in 2]

3. Sule (KLFF)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Pro dany problém staci pouZit system MT, Ny, Np a M, nebot
No =N1- Nl — N2 takZe No je navic.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Pro dany problém staci pouZit system MT, Ny, Np a M, nebot
No =N1- Nl — N2 takZe No je navic.

» Pro dané c-usporadani zavedeme §¢-funkci:

5° S(M* — Mf)a(/\fl N1)8(Nz — Na)§(M — M)

=Ny 52—

= e ke e NN e M0 M (AT )S(NG)S(NG)S(M)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Pro dany problém staci pouZit system MT, Ny, Np a M, nebot
No =N1- Nl — N2 takZe No je navic.

» Pro dané c-usporadani zavedeme §¢-funkci:

5° S(M* — W)é(/\fl —N1)S(N2 — Np)§(M — M)

=Ny 52—

= e ke e NN e M0 M (AT )S(NG)S(NG)S(M)

» Ridici rovnici pro ¢
00 2 2 7q 0.,
£ Ela D gt
+ ZZ (Wlk(\ (k) A9(|k><|\)x*rﬁh(|k><k|)xé(||><|\)x>
A=1 kI

vynasobime §¢ z pravé strany a vypocteme stopu
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Pro dany problém staci pouZit system MT, Ny, Np a M, nebot
No =N1- Nl — N2 takZe No je navic.

» Pro dané c-usporadani zavedeme §¢-funkci:

5° S(M* — W)é(/\fl —N1)S(N2 — Np)§(M — M)

=Ny 52—

= e ke e NN e M0 M (AT )S(NG)S(NG)S(M)

» Ridici rovnici pro ¢

00 2 2 7q 0.,
2 - Sl dnefla S
+ ZZ (Wlk(\ (k) AQ(“Q(”)A*rﬁh(|k><k|)xé(||><”)x>
=1 k.l

vynasobime §¢ z pravé strany a vypocteme stopu
» S pomoci cyklické zamény pod stopou pfesuneme (t) nalevo a vytkneme
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Pro dany problém staci pouZit system MT, Ny, Np a M, nebot
No =N1- Nl — N2 takZe NO je navic.

» Pro dané c-usporadani zavedeme §¢-funkci:

65

S(M* — MHS(N — Np)8(Ns — No)6(M — M)
= e e TN o TR oM Bk (M )S(NL)S(NR)S(M)

» Ridici rovnici pro ¢

D 3 Sl AN N (SN A ICDNADIIN|

vynasobime §¢ z pravé strany a vypocteme stopu
» S pomoci cyklické zamény pod stopou pfesuneme (t) nalevo a vytkneme

» Pritom poloZime energii zakladniho stavu rovnou nule ¢g = 0, pouZijeme relaci Uplnosti, podminku F’fg = th
predpoklad, Ze N ~ Ng > Ng, N
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Ridici rovnice (x4¢, Tr, rotace, e = 0, Ih = 2" N ~ No > Ny, Ny)
08 _ ¢ [a rly 2 [el } -
LI O R N oK, +
ot ; T L LD ¢ Z:

1k,

% (Wlk(l' (kDxa(lk){Ix = TR'(k) (k)x (11 <||)A)

3. Sule (KLFF)
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Ridici rovnice (x4¢, Tr, rotace, e = 0, Ih = %" N ~ No > Ny, Ny):

@:ZE[F—'J] Nlafg[f—;i }@N ) (TN (N ACSICONUI N

ot purfir

» Vysledna rovnice ma tvar:

opP r . r
TC = Trda(t)| — oNs® + ,il—i 6Ky — (2 4+ ) Ryec +
ih ih 2

ot
e MY\ o e I c
* (ﬁ‘?)“‘r(ﬁ* z)’“
+ Z (le(\ 2)(L NadS(1 1)¢2 [)a +wan (| 1)(2 Nad°(I 2)(1 Da +
~
+ wor(] 1)€0 [)ad0°(] 0)(1 [)x 4+ wio(] 0)(1 [)ad°(| 1){0 [)x +
+ woz(] 2)¢0 )x6°(] 0)(2 [)x + wao(] 0)(2 [)x0°(| 2)(0 [)» +

= TBIDA DN 2 s - T 22 D5 10 D) |}

29. bfezna 2025, 8:00  14/20
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Ridici rovnice (x4¢, Tr, rotace, e = 0, Ih = %" N ~ No > Ny, Ny):

%_ > FREILE S ETSA RS 3p sl (RGN (SIS ACIONI LN

ot A=1 k|

» Vysledna rovnice ma tvar:

‘9% = Tr{@(t){— ToNS® + (16711 - %) 5Ny — C—;L + %) Nyg® +
+ ) (wlz(\ 2)(LNA6°(1 12 D +war( 1)(2 )ad°(1 2)(L D +
A

+ wor(] 1)€0 [)ad0°(] 0)(1 [)x 4+ wio(] 0)(1 [)ad°(| 1){0 [)x +
+ woz(] 2)¢0 )x6°(] 0)(2 [)x + wao(] 0)(2 [)x0°(| 2)(0 [)» +

= TBIDA DN 2 s - T 22 D5 10 D) |}

» Cleny s (] 0)(0 |)» vypadly, protoZe (| 0)(0 |)» komutuje s 6, resp. s N, Np, M a M, a protoze (| 1){I |)x byly jen
u P, tak tam zlistaly jen %) = ro"
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Dale se budeme zabyvat €lenem:

TH{a()6°Ry} =  Tr{pt)e ™ ahre Mot e Mok e Mok

xRy 3 e ™M a%i L 5(M*)3(M)S(NL)I(N3).
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Dale se budeme zabyvat €lenem:
A~ A 5 e .o ~
Tr{a)5 Ry} =  Tr{a(t)e ™ aime e o e Mokl x
xRy 3 e ™M a%i L 5(M*)3(M)S(NL)I(N3).
» S vyuzitim vztahu:

o o 7]

NieMom =Ny + ——M
e amNie™ am 1+8M
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Dale se budeme zabyvat €lenem:
A o 5 e N8 N
Tr{a)5 Ry} =  Tr{a(t)e ™ aime e o e Mokl x
xRy 3 e ™M a%i L 5(M*)3(M)S(NL)I(N3).

» S vyuzitim vztahu:
I\7I 6 N O -
VN =N+ —M
1€ 1+ oM
» mlzeme pfedchozi vyraz upravit nasledujicim zptisobem:

Tr{8(t)6°Ny }

—N L P o Arf
e e e e
XS(M)S(N)S(NZ)S(M) } =
= oo™ e R e e

X3(M)SNL)S(N2)S(M) } +
+ %Tr{g(t)e Wk e Mk e TN el
X5(M*)S(N)SNZ)5(M) }
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

Il
m\
m
)
=
=
o]
m
)

Il
z
e
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [Ny, M]efM =
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [Ny, M]efM =
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [Ny, M]efM =

I
—
=2>
o
E<4)
I
>
——
I
('D‘
m
ES
=
o
m
=
Il
=
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [l<11,|\7l]e‘5'\7| =

{ml,m] - M} )
» Integraci podle £ dostaneme:

Eafol’— fl\“/ld' f f(0) =M f(&) =N M
8?5‘/0 ¢ = 1(O-f0) =N = 1(&)=Ry+em.
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [l<11,|\7l]e‘5'\7| =

{ml,m] - M} )
» Integraci podle £ dostaneme:
€ of A N N .
5erde’ :/ Mde = (&) —f0)=ME = (€)= KRy +em.
0
» Dosadime-liza £ = 9/0M,
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

of

T = —l\?le’g"hlclle‘f'\7| +e7§"7'l<11|\7|e§"7' =M [l<11,|\7l]e‘5'\7| =

{ml,m] - M} )
» Integraci podle £ dostaneme:
€ of A N N .
5erde’ :/ Mde = (&) —f0)=ME = (€)= KRy +em.
0
» Dosadime-liza £ = 9/0M,
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Pomocny vyraz

» Uvazime funkci f (¢) s nasledujicimi vlastnostmi:

f()
f(0)

e MR efM,

N17

» Funkci (&) derivujeme podle &:

f N N N ~ A A ~ A A ~ ~
% = —Me MNetM 4+ e tMN MetM = e~ EM[Ny, M]etM =

{ml,m] _ M} — el — 1.

» Integraci podle £ dostaneme:

Eafol’— fl\“/ld' f f(0) =M f(&) =N M
8?5‘/0 ¢ = 1(O-f0) =N = 1(&)=Ry+em.

» Dosadime-li za £ = 9/9.M, je relace

dokazana.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» V rozvoji pro exponencialni funkci pouzijeme jen prvni dva cleny:

e_ai/\/l —1+i+}672
T AN 20NF

derivace vyssich Fadl mohou byt zanedbany jako tmérné 1/N;.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» V rozvoji pro exponencialni funkci pouzijeme jen prvni dva cleny:

7] 1 82
~n — =1 =
¢ Eitom T2ane
derivace vyssich Fadl mohou byt zanedbany jako tmérné 1/N;.

» Tak se od F-P rovnice s obecné libovolnym fadem derivaci dostaneme k rovnici jen druhé&ho fadu. . .

P P P _ .
atc _{ oM (M21 +iwp ) M + ——— YvE (F21 — iwar ) M* —

0 1o}
BETA (R — TNT + WioN3) — W(Rz — Moo 4+ Wo N7 )+
a2 a2
+§87/\/2(R1 + MNT + WieN2) + > 8/\/2 (Ra + T2 + Woy N1 )+
82 _/\/ N 2 82
(- - rM rM*
+8N18N2( W12 /N2 — Waoy, 1)+8N16M 1 +8N18M* 1 +
+672(—w M)+872(—w M*)-&-L(R + M1+ 2r5ING 4+ WarN7) P
oNpoM L ONzoM=* OMOMx 2T BT SRz AL e
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

-

oP, 1o] )
- _{ (T2 + iwp ) M + (Mo1 — iwag ) M* —

ot OM OM*
o

7W (Rl — N +W12N2) — W(Rz — N2 +W21N1)+
+Ea—(R + TaNG + WG + Lo (Ra 4 TaNs + War N7 )+
2 ONZ 1+ 11N 12/N2 28/\/’2 2 + 22 21N1

92 N I 0? 9?2

—-w — W Mm M M*

+8./\f16./\f2( 12/V2 21 1)+6./\/18M 1 +8./\f16/\/l* 1 +

92 92 0?2
—  (—wWaM)F —— (W M)
T VaM) g (T M) + e

3. Sulc (KLFF) Fyzika laserli
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

oP, 1o] o )
c _{ oM (T21 +iwp ) M + ——— (T21 — fwpy ) M* —

ot oM~
d
7W (Rl — N +W12N2) — 87./\/’2(R2 — N2 +W21N1)+
+Ea—(R + TaNG + WG + Lo (Ra 4 TaNs + War N7 )+
2 N2 1 1N1 12/N2 28/\/’2 2 2N2 21NV1
82 ~ N 02 82
——(—w — W Mm M M*
+8./\/’16./\/’2( e A 1)+6N18M Mt o U
+872(—w M)+872(—w M*)—&-L(R + [F1 4 2r5ING 4 WarN7) P
oNpoM L ONpOM=> OMoMx 2T BT SRz AL e

» R = Nwijo, pro i = 1, 2, pfedstavuiji rychlost excitace pfislusné hladiny.
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

oP, 1o] o )
c _{ oM (T21 +iwp ) M + ——— (T21 — fwpy ) M* —

ot oM~
d
7W (Rl — N +W12N2) — 87./\/’2(R2 — N2 +W21N1)+
+Ea—(R + TaNG + WG + Lo (Ra 4 TaNs + War N7 )+
2 N2 1 1N1 12/N2 28/\/’2 2 2N2 21NV1
82 ~ N 02 82
——(—w — W Mm M M*
+8./\/’16./\/’2( e A 1)+6N18M Mt o U
+872(—w M)+872(—w M*)—&-L(R + [F1 4 2r5ING 4 WarN7) P
oNpoM L ONpOM=> OMoMx 2T BT SRz AL e

» Ri = Nwjo, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MaN> Gbytek populace hladiny 1 a 2 v dlisledku spontanni emise
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

oP, 1o] o )
c _{ oM (T21 +iwp ) M + ——— (T21 — fwpy ) M* —

ot oM~
d
7W (Rl — N +W12N2) — 87./\/’2(R2 — N2 +W21N1)+
+Ea—(R + TaNG + WG + Lo (Ra 4 TaNs + War N7 )+
2 N2 1 1N1 12/N2 28/\/’2 2 2N2 21NV1
82 ~ N 02 82
——(—w — W Mm M M*
+8./\/’16./\/’2( e A 1)+6N18M Mt o U
+872(—w M)+872(—w M*)—&-L(R + [F1 4 2r5ING 4 WarN7) P
oNpoM L ONpOM=> OMoMx 2T BT SRz AL e

» Ri = Nwjo, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MaN> Gbytek populace hladiny 1 a 2 v dlisledku spontanni emise
» Wi N2 stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1
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Fokkerova-Planckova rovnice pro soubor tfihladinovych atom

» Fokkerova-Planckova rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi

oP, 1o] o )
c _{ oM (T21 +iwp ) M + ——— (T21 — fwpy ) M* —

ot OM*
d
7W (Rl — N +W12N2) — 87./\/’2(R2 — N2 +W21N1)+
+Ea—(R + TaNG + WG + Lo (Ra 4 TaNs + War N7 )+
2 N2 1 1N1 12/N2 28/\/’2 2 2N2 21NV1
82 N N 82 2
——(—w — W Mm M M*
+8./\/’16./\/’2( e A 1)+6N18M Mt o U
+672(—w M)+872(—w M*)—&-L(R + [F1 4 2r5ING 4 WarN7) P
oNpoM L ONpoM=* OMoMx 2T BT SRz AL e

» Ri = Nwjo, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MaN> Gbytek populace hladiny 1 a 2 v dlisledku spontanni emise
» Wi N2 stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1

» wo1 N7 absorpce pro prechod 1 — 2
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» Dospéli jsme k Fokkerové-Planckové rovnice pro tlumeny LHO jakoZto model jednoho modu pole a pro
tfihladinové aktivni prostfedi (soubor tlumenych tfihladinovych kvantovych soustav)
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» Dospéli jsme k Fokkerové-Planckové rovnice pro tlumeny LHO jakoZto model jednoho modu pole a pro
tfihladinové aktivni prostfedi (soubor tlumenych tfihladinovych kvantovych soustav)

» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi:

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 29. bfezna 2025, 8:00  19/20



» Dospéli jsme k Fokkerové-Planckové rovnice pro tlumeny LHO jakoZto model jednoho modu pole a pro
tfihladinové aktivni prostfedi (soubor tlumenych tfihladinovych kvantovych soustav)
» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi:

1. Latku tvofi N stejnych, vzajemné neinteragujicich, tfihladinovych kvantovych soustav; kazda ma svdj tlumici rezervoar, vdechny
rezervoary maji stejnou teplotu

€2 — N2
hwy

€1 L—— N;

€ — Np
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» Dospéli jsme k Fokkerové-Planckové rovnice pro tlumeny LHO jakoZto model jednoho modu pole a pro
tfihladinové aktivni prostfedi (soubor tlumenych tfihladinovych kvantovych soustav)
» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice pro tfihladinové aktivni prostfedi:

1. Latku tvofi N stejnych, vzajemné neinteragujicich, tfihladinovych kvantovych soustav; kazda ma svdj tlumici rezervoar, vdechny
rezervoary maji stejnou teplotu

€2 — N2
hwy

€1 L—— N;

€ — Np

2. Trihladinové KS = v zakladni stavu s populaci Ny se nachazi vétsina KS, pracovni pfechod je mezi prvni a druhou excitovanou
hladinou s populaci N; a Ny, pfitom N ~ Ng > N;, N, > 1
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2. Trihladinové KS = v zakladni stavu s populaci Ny se nachazi vétsina KS, pracovni pfechod je mezi prvni a druhou excitovanou
hladinou s populaci N; a Ny, pfitom N ~ Ng > N;, N, > 1

3. Na pravé strané F-P rovnice jsme zanedbali derivace vy$siho nez druhého fadu
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3. Na pravé strané F-P rovnice jsme zanedbali derivace vy$siho nez druhého fadu

» Pristé: Hamiltonian pIné kvantové interakce rezonancniho zareni s latkou a Fokkerova-Planckova rovnice pro laser
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‘ VRBOVA M., SuLc J.: Interakce rezonanéniho zafeni s latkou, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 2006
‘ LouIsELL, W. H.: Quantum statistical properties of radiation, John Wiley & Sons, New York, 1973
‘ VRBOVA M. a kol.: Lasery a moderni optika - Oborova encyklopedie, Prometheus, Praha, 1994

‘ VRBOVA M., JELINKOVA H., GAVRILOV P.; Uvod do laserové techniky, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 1994
http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/ulat/

@ Pfednasky: http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/FLA/
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