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Program přednášek

1. Kvantová teorie tlumenı́, řı́dı́cı́ rovnice

2. Aplikace na „atom“, Pauliho rovnice

3. Poloklasický popis interakce zářenı́ s látkou

4. Aplikace na šı́řenı́ rezonančnı́ho zářenı́ prostředı́m

5. Aplikace na laser – kontinuálnı́ režim

6. Aplikace na laser – Q-spı́nánı́

7. Koherentnı́ šı́řenı́ impulzů

8. Dalšı́ jevy v poloklasické aproximaci

9. Spektrum laseru a režim synchronizace módů

10. Kvantová teorie laseru, F.-P. rovnice

11. F.-P. rovnice pro zářenı́ a atom

12. F.-P. rovnice pro laser

13. Statistické vlastnosti laserového zářenı́



Kvantová teorie laseru

I Kvantově popisujeme jak prostředı́, tak zářenı́.

I Na rozdı́l od poloklasické teorie je možné studovat statistické vlastnosti generovaného zářenı́

I Amplituda elektrického pole∼ 〈â〉
I Intenzita zářenı́∼ 〈â†â〉
I Stupeň koherence∼ korelačnı́ funkce 2. řádu∼ 〈â†(t)â(t − τ)〉

I Operátoru Ô přiřadı́me zobecněnou funkci O(α̃)
I Od výpočtu střednı́ch hodnot pomocı́ statistického operátoru přejdeme k použitı́ kvazidistribučnı́ funkce P(α̃)

〈Ô〉 = Tr
{

ρ̂ Ô
}

× 〈Ô〉 =
∫

P(α̃)O(α̃) dα̃

I Kvazidistribučnı́ funkce P(α̃) obsahuje stejnou informaci jako statistický operátor ρ̂, nenı́ ale stanovena
jednoznačně.

I Kvazidistribučnı́ funkci je možné nalézt obecně pro každý systém a to spolu s dohodou o pořadı́ zápisu operátorů
dynamických proměnných (uspořádánı́).

I Kvazidistribučnı́ funkce včetně jejı́ho časového vývoje je určena řešenı́m Fokkerovy-Planckovy rovnice

∂P(α̃, t)
∂t

= −
∂

∂αi
Ai(α̃)P(α̃, t) +

∂2

∂αi∂αj
Dij(α̃)P(α̃, t) (1)
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〈Ô〉 = Tr
{

ρ̂ Ô
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I Amplituda elektrického pole∼ 〈â〉
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Kvantová teorie laseru
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Kvazidistribučnı́ funkce

I Vzájemný vztah operátoru a přidružené klasické funkce zapsaný pomocı́ uspořádané δ-funkce:

M̂ = Mc(â1, · · ·, âf︸ ︷︷ ︸
ã

) =
∫
· · ·

∫
M̄c (α1, · · ·, αf )︸ ︷︷ ︸

α̃

δc(α̃− ã) dα̃

I Zobecněné c-uspořádánı́ operátorů ⇒ Kvazidistribučnı́ fce Pc(α̃, t)

Pc(α̃, t) = Tr {ρ̂(t)δc(α̃− ã)}
I Časový vývoj střednı́ hodnoty operátoru měřitelné

〈M̂c [ã(t0), t]〉 = Tr
{

ρ̂(t)M̂c [ã(t0)]
}
=

∫
dα̃0Mc(α̃0)Pc(α̃0, t)

I Pohybová rovnice pro kvazidisribučni funkci Pc(α̃) – F-P rovnice

∂Pc

∂t
(α̃0, t) = L̄c

{
∂

∂α̃0
, α̃0

}
Pc(α̃0, t)

I Postup odvozenı́ z řı́dı́cı́ rovnice:

∂ρ̂

∂t
= · · · + Pc(α̃, t) = Tr {ρ̂(t)δc(α̃− ã)} ⇒

∂Pc

∂t
= · · ·
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ã
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· · ·
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Model laseru jako uzavřený systém10 Interakce rezonančního záření s látkou

Elektromagnetické

pole laseru

Buzení

Tlumení

-

Chlazení¾

-

-

¾

-

Kvantové soustavy

aktivního prostředí

(atomy. . . )
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∑

i V̂i

?

6

Vlastní systém laseru

V̂1 V̂2

V̂3

V̂4

Ĥ1 Ĥ2 Ĥ3

Ĥ4 Ĥ5

Obrázek 1.1: Model laseru jako uzavřený systém. Buzení, chlazení a tlumení považujeme za

termodynamicky rovnovážné systémy.

energií, schopných prostřednictvím rezonanční interakce zesilovat energii elektromagne-

tického pole. Nutnou podmínkou je inverzní obsazení (populace) energetických hladin

na příslušném rezonančním kvantovém přechodu. I při ustálené činnosti laseru se aktivní

prostředí nachází v termodynamicky nerovnovážném stavu.

Buzení (čerpání) je způsob, jakým je do aktivního prostředí dodávána excitační ener-

gie a zajišťuje se vznik inverze populace hladin, díky které prostředí zesiluje rezonanční

záření.

Chlazení zajišťuje odvod tepla z aktivního prostředí a tak udržuje stálý průtok

energie aktivním prostředím. To umožňuje v ustáleném stavu udržet termodynamicky

nerovnovážné obsazení hladin aktivního prostředí.

Laserový rezonátor je soustava optických prvků (např. zrcadel) zajišťující jednak

kladnou zpětnou vazbu záření do aktivního prostředí a vznik laserových oscilací, jednak

tlumení rezonátoru – vyvázání energie záření z laseru.

1.2.2 Laser jako uzavřený kvantový systém

Aktivní prostředí laseru a rezonanční záření příslušející vybraným módům rezonátoru

(které dohromady označujeme jako vlastní systém laseru) netvoří uzavřený systém.



Kvantový model laseru

Mód elmag.

pole â†â
-� Tlumenı́

ŴAF

?
6

1. atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

2. atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

..

..

.

N-tý atom-� -�Buzenı́ Tlumenı́

N̂1, N̂2, M̂, M̂†

Vlastnı́ systém laseru
â†, M̂†, N̂1, N̂2, M̂, â



Model aktivnı́ho prostředı́ – třı́hladinový atom

I Uvažujme aktivnı́ prostředı́ tvořené N třı́hladinovými kvantovými systémy

ε0 |l〉 = |0〉

ε1 |l〉 = |1〉

ε2 |l〉 = |2〉
6

?
~ω21

I Přı́slušné operátory:

N̂l =
N∑

λ=1

(|l〉〈l|)λ, M̂ =
N∑

λ=1

(|1〉〈2|)λ, M̂† =
N∑

λ=1

(|2〉〈1|)λ

I Relativnı́ populace hornı́ a dolnı́ laserové hladiny je malá

N = N0 + N1 + N2 ∼ N0 � N1, N2 � 1
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Kvantový model laseru

I Hamiltonián vlastnı́ho systému laseru:

Ĥ0 =
∑

i

εi N̂i + ~ωc â†â+ ŴAF ,

I Hamiltonián interakce pole – prostředı́:
ŴAF = i~d(â†M̂ − M̂†â)

I Liouvilleův teorém:

i~
∂%̂

∂t
=

[
Ĥ0, %̂

]
,

I Uvažujeme markovovský systém ⇒ Řı́dı́cı́ rovnice:

∂ρ̂

∂t
= atomy+ pole+ interakce

I Volı́me uspořádánı́:
ã = (â†, M̂†, N̂1, N̂2, M̂, â) ⇒ α̃ = (α∗,M∗,N1,N2,M, α)

I Kvazidistribučnı́ funkce:
PC(α∗,M∗,N1,N2,M, α) = 〈δc(α̃− ã)〉.

I Fokkerova-Planckova rovnice:
∂Pc

∂t
=

∂PAtomy

∂t
+

∂PPole

∂t
+ interakce
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ŴAF = i~d(â†M̂ − M̂†â)
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Kvantový model laseru

I Fokkerova-Planckova rovnice pro třı́hladinový atom:

∂PAtomy

∂t
=

{
∂

∂M
(
Γ21 + iω21

)
M +

∂

∂M?

(
Γ21 − iω21

)
M?−

−
∂

∂N1

(
R1 − Γ1N1 + w12N2

)
−

∂

∂N2

(
R2 − Γ2N2 + w21N1

)
+

+
1

2

∂2

∂N 2
1

(
R1 + Γ1N1 + w12N2

)
+

1

2

∂2

∂N 2
2

(
R2 + Γ2N2 + w21N1

)
+

+
∂2

∂N1∂N2

(
− w12N2 − w21N1

)
+

∂2

∂N1∂M
Γ1M +

∂2

∂N1∂M?
Γ1M?+

+
∂2

∂N2∂M
(
− w21M

)
+

∂2

∂N2∂M?

(
− w21M?)

+
∂2

∂M∂M?

(
R2 + [Γ1 + 2Γph

12]N2 + w21N1
)}

PAtomy

I Fokkerova-Planckova rovnice popisujı́cı́ dynamiku jednoho módu elektromagnetického pole:

∂PPole

∂t
=

{(
γ

2
+ iω′c

)
∂

∂α
α +

(
γ

2
− iω′c

)
∂

∂α∗
α
∗ + iv(t)

∂

∂α
− iv∗(t)

∂

∂α∗
+ γn̄

∂2

∂α∂α∗

}
PPole



Kvantový model laseru
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Kvantový model laseru

I Přı́spěvek Hamiltoniánu interakce ŴAF = i~d(â†M̂ − M̂†â):

I =
1

i~
Trs

{[
ŴAF , %̂

]
δc(α̃− ˆ̃a)

}
=

=
1

i~
Trs

{
%̂
[
δc(α̃− ˆ̃a), i~d(â†M̂ − M̂†â)

]}
=

= d Trs

{
%̂

[
e−â† ∂

∂α∗ e−M̂† ∂

∂M∗ · · · e−â ∂

∂α (â†M̂ − M̂†â) −

− (â†M̂ − M̂†â)e−â† ∂

∂α∗ e−M̂† ∂

∂M∗ · · · e−â ∂

∂α

]}
δ(α∗)δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)δ(α)

I Jednotlivé členy převedeme do zvoleného c-uspořádánı́. Např.:

e−â ∂

∂α â† = e−â ∂

∂α â†e+â ∂

∂α e−â ∂

∂α =
(

â† −
∂

∂α

)
e−â ∂

∂α

I Postupně dostaneme (DC 8.2)

I = d
{
−

∂

∂α
M−

∂

∂α∗
M∗ −

∂

∂M
(N2 −N1)α−

∂

∂M∗ (N2 −N1)α∗ +

+ (α∗M+ αM∗)[1− e
∂

∂N1
− ∂

∂N2 ] +
∂2

∂M2
Mα+

∂2

∂M∗2
M∗α∗

}
PC



Kvantový model laseru
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]}
=

= d Trs

{
%̂

[
e−â† ∂

∂α∗ e−M̂† ∂

∂M∗ · · · e−â ∂

∂α (â†M̂ − M̂†â) −

− (â†M̂ − M̂†â)e−â† ∂

∂α∗ e−M̂† ∂

∂M∗ · · · e−â ∂

∂α
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δ(α∗)δ(M∗)δ(N1)δ(N2)δ(M)δ(α)

I Jednotlivé členy převedeme do zvoleného c-uspořádánı́. Např.:

e−â ∂

∂α â† = e−â ∂

∂α â†e+â ∂

∂α e−â ∂

∂α =
(

â† −
∂

∂α

)
e−â ∂

∂α

I Postupně dostaneme (DC 8.2)

I = d
{
−

∂

∂α
M−

∂

∂α∗
M∗ −

∂

∂M
(N2 −N1)α−

∂

∂M∗ (N2 −N1)α∗ +

+ (α∗M+ αM∗)[1− e
∂

∂N1
− ∂

∂N2 ] +
∂2

∂M2
Mα+

∂2

∂M∗2
M∗α∗

}
PC



Kvantový model laseru

I Exponenciálnı́ funkce rozvineme do druhého řádu Taylorova rozvoje:

e
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∂N 2
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∂
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∂
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∂N 2
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Kvantový model laseru – F-P rovnice

Výsledná Fokkerova-Planckova rovnice

∂PC

∂t
=

{
−

∂

∂α

[
dM−

(
γ

2
+ iωc

)
α

]
−

∂

∂α∗

[
dM∗ −

(
γ

2
− iωc

)
α
∗
]
−

−
∂

∂M
[
d(N2 −N1)α− (Γ12 + iωa)M

]
−

∂

∂M∗

[
d(N2 −N1)α

∗ − (Γ12 − iωa)M∗]
−

−
∂

∂N2

[
R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α∗M + αM∗)

]
−

∂

∂N1

[
R1 + w12N2 − Γ1N1+d(α∗M + αM∗)

]
+

+
1

2

∂2

∂N 2
1

[
R1 + w12N2 + Γ1N1 − d(α∗M + αM∗)

]
+

1

2

∂2

∂N 2
2

[
R2 + w21N1 + Γ2N2 − d(α∗M + αM∗)

]
+

+
∂2

∂N1∂N2

[
− w12N2 − w21N1 + d(α∗M + αM∗)

]
+

∂2

∂N1∂M
Γ1M +

∂2

∂N1∂M∗
Γ1M∗ +

∂2

∂N2∂M
(−w21M)+

+
∂2

∂N2∂M∗
(−w21M∗) +

∂2

∂M∂M∗

[
R2 + (Γ1 + 2Γph

12)N2 + w21N1
]
+

∂2

∂M2
dαM +

∂2

∂M∗2
dα

∗M∗ +
∂2

∂α∂α∗
γn̄

}
PC

I Ri = Nwi0, pro i = 1, 2, představujı́ rychlost excitace přı́slušné hladiny.

I Γ1N1, Γ2N2 úbytek populace hladiny 1 a 2 v důsledku spontánnı́ emise
I w12N2 stimulovaná emise z hladiny 2 na hladinu 1
I w21N1 absorpce pro přechod 1 → 2
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I Ri = Nwi0, pro i = 1, 2, představujı́ rychlost excitace přı́slušné hladiny.
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I w12N2 stimulovaná emise z hladiny 2 na hladinu 1
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Časový vývoj střednı́ch hodnot – Langevinovy rovnice

I Známe-li statistický operátor systému %̂, můžeme střednı́ hodnotu operátoru Ô určit pomocı́ následujı́cı́ho vztahu:

〈Ô〉 = Tr
{

%̂Ô
}

.

I Je-li operátor Ô vyjádřen ve Schrödingerově reprezentaci, platı́ pro popis časové změny střednı́ hodnoty operátoru
následujı́cı́ rovnice:

d〈Ô〉
dt

= Tr
{

Ô
d %̂(t)

dt

}
.

I Tomuto operátorovému vyjádřenı́ lze v daném c-uspořádánı́ s pomocı́ přı́slušné kvazidistribučnı́ funkce PC(α̃)
přiřadit rovnost:

d〈Ô〉
dt

=
∫

α̃

dα̃ Oc(α̃)
∂PC(α̃, t)

∂t
.

I Fokkerova-Planckova rovnice tedy může být použita pro nalezenı́ rovnic udávajı́cı́ch časový vývoj střednı́ch
hodnot dynamických proměnných systému.
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Časový vývoj střednı́ch hodnot – Langevinovy rovnice

I Pro střednı́ operátorů âk dostaneme:
d〈âk〉

dt
=

∫
α̃

dα̃ αk
∂PC(α̃, t)

∂t
.

I Za ∂PC(α̃, t)/∂t dosadı́me z Fokkerovy-Planckovy rovnice:

d〈âk〉
dt

=
∫

α̃

dα̃ αk

{
−

∂Ai P

∂αi
+

∂2Dij P

∂αi∂αj

}
= −

∫
α̃

dα̃ αk
∂Ai P

∂αi
+

∫
α̃

dα̃ αk
∂2Dij P

∂αi∂αj

I Opakovaně použijeme integraci per-partes:∫
α̃

dα̃
∂

∂αi
αk Ai P =

∫
α̃

dα̃ αk
∂

∂αi
Ai P +

∫
α̃

dα̃ Ai P
∂αk

∂αi∫
α̃

dα̃
∂2

∂αi∂αj
αk Dij P =

∫
α̃

dα̃ αk
∂2Dij P

∂αi∂αj
+

∫
α̃

dα̃ Dij P
∂2αk

∂αi∂αj
+

∫
α̃

dα̃
∂αk

∂αi

∂Dij P

∂αj
+

∫
α̃

dα̃
∂αk

∂αj

∂Dij P

∂αi

I Využijeme toho, že P → 0 pro αi →∞ a že ∂αk/∂αj = δkj :

−
∫

α̃

dα̃ αk
∂

∂αi
Ai P =

∫
α̃

dα̃ Ak P a
∫

α̃

dα̃ αk
∂2Dij P

∂αi∂αj
= 0

I Tedy:
d〈âk〉

dt
=

∫
α̃

dα̃ Ak PC(α̃, t) =
〈

Âk

〉
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d〈âk〉
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Časový vývoj střednı́ch hodnot – Langevinovy rovnice

I Např. pro střednı́ hodnotu anihilačnı́ho operátoru â elektromagnetického pole generovaného laserem dostaneme:

d〈â〉
dt
=

∫
α̃

dα̃ α
∂PC(α̃, t)

∂t
.

I Po dosazenı́ za kvazidistribučnı́ funkci PC(α̃, t) z Fokkerovy-Planckovy rovnice a po úpravě jednotlivých integrálů
lze ukázat, že platı́:

d〈â〉
dt
=

〈
dM̂ −

(
γ

2
+ iωc

)
â
〉
, tj. Tr

{
%̂

dâ

dt

}
= Tr

{
%̂

(
dM̂ −

(
γ

2
+ iωc

)
â
)}

I Této rovnici lze přiřadit následujı́cı́ Langevinovu rovnici:

dâ

dt
= dM̂ −

(
γ

2
+ iωc

)
â+ L̂a,

kde operátor L̂a představuje přı́slušnou Langevinovu sı́lu, 〈L̂a〉 = 0.
I Pro přiřazenou klasickou veličinu (komplexnı́ amplitudu elmag. pole) platı́:

dα

dt
= dM−

(
γ

2
+ iωc

)
α+ La,

I Až na La stojı́ na pravé straně této drifrový člen, který se nacházı́ na pravé straně F-P rovnice u derivace ∂/∂α.
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kde operátor L̂a představuje přı́slušnou Langevinovu sı́lu, 〈L̂a〉 = 0.
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Soustava Langevinových rovnic

I Obdobně lze pro popis časového vývoje přı́slušných dynamických proměnných využı́t i dalšı́ch driftových členů.
Tak zı́skáme následujı́cı́ soustavu Langevinových rovnic:

dα

dt
= −

(
γ

2
+ iωc

)
α+ dM+ Lα,

dM
dt

= −(Γ12 + iωa)M+ d(N2 −N1)α+ LM,

dN2

dt
= R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α∗M+ αM∗) + LN2 ,

dN1

dt
= R1 + w12N2 − Γ1N1 + d(α∗M+ αM∗) + LN1

I Řešenı́m těchto rovnic lze určit pohyb – drift – maxima kvazidistribučnı́ funkce PC(α̃, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak časový vývoj nejpravděpodobnějšı́ch hodnot vektoru α̃.

I Funkce Lα,LM,LN2 ,LN1 jsou náhodné (v čase fluktuujı́cı́) Langevinovy sı́ly, jejichž autokorelačnı́ funkce je
δ-funkcı́ časového zpožděnı́.

I Frekvence ωc přı́slušı́ vybranému módu optického rezonátoru a ω21 = ωa je rezonančnı́ frekvence kvantového
přechodu.
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nalézt tak časový vývoj nejpravděpodobnějšı́ch hodnot vektoru α̃.
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Langevinovy rovnice pro pomalu proměnné amplitudy

I Budeme hledat řešenı́ této soustavy pro pomalu proměnné amplitudy:

α(t) = α′(t)e−iω0 t , M(t) =M′(t)e−iω0 t .

I Soustava rovnic pro pomalu proměnné amplitudy má tvar:

dα′

dt
= −

[
γ

2
+ i(ωc − ω0)

]
α′ + dM′ + gα,

dM′

dt
= − [Γ12 + i(ωa − ω0)]M′ + d(N2 −N1)α′ + gM,

dN2

dt
= R2 + w21N1 − Γ2N2 − d(α′∗M′ + α′M′∗) + gN2 ,

dN1

dt
= R1 + w12N2 − Γ1N1 + d(α′∗M′ + α′M′∗) + gN1 .
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Poloklasický popisu laseru

I Zanedbáme náhodné Langevinovy sily a zavedeme označenı́:

d =
√

ωc

2ε0L3~
〈1|ex̂|2〉, kde 〈1|ex̂|2〉 = d12

P =
d12

L3

∑
λ

{| 1〉〈2 |}λ =
d12M

L3
−→

d12M′

L3

E(t) = −i

√
~ωc

2ε0L3
α′(t)

I Dostaneme soustavu rovnic reprezentujı́cı́ poloklasický popisu laseru:

dE
dt

=
iωa

2ε0
P −

[
γ

2
+ i(ωc − ω0)

]
E

dP

dt
= − [Γ12 + i(ωa − ω0)]P − i

∣∣d21
∣∣2

~
(N2 − N1)E

dN2

dt
= R2 + w21N1 − Γ2N2 −

i
~
(E∗P − EP∗)

dN1

dt
= R1 + w12N2 − Γ1N1 +

i
~
(E∗P − EP∗)
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I Polokalsické rovnice pro signál v rezonanci a bez modulace fáze
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Shrnutı́

I Odvodili jsme Fokkerovu-Planckovu rovnice pro soubor tlumených třı́hladinových kvantových soustav interagujı́cı́
jednı́m módem elektromagnetického pole, reprezentovaný tlumeným LHO.

I Interakce rezonančnı́ho zářenı́ a prostředı́:

ŴAF = i~d(â†M̂ − M̂†â)

I Členy u prvnı́ch derivacı́ na pravé straně Fokkerovy-Planckovy rovnice lze využı́t pro nalezenı́ tzv. Langevinových
rovnic.

I Řešenı́m těchto rovnic lze určit pohyb – drift – maxima kvazidistribučnı́ funkce PC(α̃, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak časový vývoj nejpravděpodobnějšı́ch hodnot vektoru α̃.

I Zanedbánı́m kvantových fluktuacı́ dostaneme soustavu rovnic reprezentujı́cı́ poloklasický popisu laseru.
I Přı́ště: řešenı́ Fokkerovy-Planckovy rovnice
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I Zanedbánı́m kvantových fluktuacı́ dostaneme soustavu rovnic reprezentujı́cı́ poloklasický popisu laseru.
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