3. Sule (KLFF)

Fyzika laser{
Kvantové generatory optického zareni 2

Statistické vlastnosti laserového zareni a jejich zména v oblasti prahu
Van der Pohlllv oscilator.
Jan Sulc

Katedra laseroveé fyziky a fotoniky
Ceskeé vysoké ugeni technické v Praze
jan.sulc@ffi.cvut.cz

13. kvétna 2025

Fyzika laserti

13. kvétna 2025, 8:00


mailto:jan.sulc@fjfi.cvut.cz

Program pfednasek

. Kvantova teorie tlumeni, fidici rovnice

. Aplikace na ,atom*, Pauliho rovnice

. Poloklasicky popis interakce zareni s latkou

. Aplikace na Sifeni rezonan¢niho zafeni prostfedim
. Aplikace na laser — kontinualni rezim

. Aplikace na laser — Q-spinani

. Koherentni §ifeni impulzl
. Dalsi jevy v poloklasické aproximaci

© 00 N O 0 b WN P

. Spektrum laseru a rezim synchronizace mod

=
o

. Kvantova teorie laseru, F.-P. rovnice

=
[N

. F.-P. rovnice pro zafeni a atom

Juny
N

. F.-P. rovnice pro laser
. Statistické vlastnosti laserového zareni

-
w

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  2/26



Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribu€ni fce P¢ (&, t) vs statisticky operator

Pc(é,t) = Tr {p(t)s°(a — a)}
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribu€ni fce P¢ (&, t) vs statisticky operator
Pe(ét) = Tr {p(t)5°(a — &)}

» Casovy vyvoj stredni hodnoty operatoru méfitelné

(W°fat0), 1) = Tr {HONCTA(R)]} = [ daoM(d0)Pe(do, )
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribu€ni fce P¢ (&, t) vs statisticky operator
Pe(ét) = Tr {p(t)5°(a — &)}
» Casovy vyvoj stredni hodnoty operatoru méfitelné
(NI [A(to), ) = Tr { A(OM[A(t0)] } = /ddoMc(&o)Pc(do,t)

» Pohybova rovnice pro kavzidisribu¢ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice

OP¢
ot

= 0
(&o,t) = L° {%,&o} Pc(éo,t)
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribu€ni fce P¢ (&, t) vs statisticky operator
Pe(ét) = Tr {p(t)5°(a — &)}
» Casovy vyvoj stredni hodnoty operatoru méfitelné
(NI [A(to), ) = Tr { A(OM[A(t0)] } = /ddoMc(&o)Pc(do,t)

» Pohybova rovnice pro kavzidisribu¢ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice

OP¢
ot

= 0
(&o,t) = L° {%,&o} Pc(éo,t)

» Postup odvozeni z fidici rovnice:

o o P
== + | Pe(@t) =Tr {p(t)0°(a —8)} | = an
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Kvantovy model laseru

r-— — — 7/ "

‘ Méd elmag. ‘

‘ pole ata ‘

| Wae |
Buzeni [F % 1. atom % J] Tlumeni
Buzeni [F % 2. atom % jJ Tlumeni
Buzeni [L % N-ty atom % J] Tlumeni

| Ny, Np, M, M |

‘ Vlastni systém laseru ‘
af, M7, Ry, Ko, M,8
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZzujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

@ — | =2
Auway

€ ——F— =1

€@———[ =0
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZzujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

@ — | =2
Auway

€ ——F— =1

€@———[ =0

» Prislusné operatory:

K= S"(Da, M=S(0@ha, MT=3"(12)(L)x
A=1

A=1 A=1
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» UvaZzujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

@ — | =2
Auway

€ ——F— =1

€@———[ =0

» Prislusné operatory:
N N N
Ni=D (D, M= "(112)x, MT=>(12)(2)x
A=1 A=1 A=1
» Relativni populace horni a dolni laserové hladiny mala

N =No+ Nz +Nz2~Ng>Nj, N2> 1
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)
» Kvazidistribu€ni funkce: R
Pe(a®, M*, N1, N, M, ) = (6°(& — &)).
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)
» Kvazidistribu€ni funkce: R
Pe(a®, M*, N1, N, M, ) = (6°(& — &)).

» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice:
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)
» Kvazidistribu€ni funkce: R
Pe(a®, M*, N1, N, M, ) = (6°(& — &)).

» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvorici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliujici podminky Markovovské aproximace;
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)

» Kvazidistribuéni funkce: R
Pc(a™, M*, N1, N2, M, a) = (§°(& — ).

» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvorici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliujici podminky Markovovské aproximace;
» Zanedbavame depopulaci zakladni hladiny, tj. Ng = N;
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

I:|0 = Z aNi + hweata + WAF7

» Hamiltonian interakce pole — prostredi: R o
Wae = ikd(aTM —MT4)

» Kvazidistribuéni funkce: R
Pc(a™, M*, N1, N2, M, a) = (§°(& — ).

» Predpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvorici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliujici podminky Markovovské aproximace;
» Zanedbavame depopulaci zakladni hladiny, tj. Ng = N;
» Ve F-P rovnici zanedbame derivace vysSiho nez druhého fadu.
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice

oP e} o
e :{7— [d./\/lf <Z+iwc) a] — [d./\/[*7<17iwc> a*]f
ot 2 da* 2

b )
_W[d(j\/'z — N)a — (M2 Jriu.)a)./\/l} — W[d(NZ — Ni)a* — (T — i‘*"a)/\/l*}—
a . . o . .
TN, [Ro + War N1 — N2 — d(@" M + aM™)] — N, [Ri + Wi N — TN +d (" M+ oM7)+
+1 o [Ry + W25 + MN; — d(a™ M + M*)]+l i [R2 + W N1 + TN, — d(a* M + aM™)]+
- w _ z w _
28_/\[12 1 12/V2 1/V1 o [ 28./\[22 2 21/V1 2/NV2 (e (&7
82 2 2 2
[ = Wi N2 — W N7 +d(a" M+ aM™)] + MM+ MM+ ———— (=W M)+
oNmoN, | e — waki +d(a AR R yvryvik AN OM: oo M)
92 92 92 92 d?
+———— (W M™) + ————[Ro + (M1 + 2N + Wy N3] + ——daM + ——da* M* + AbP
onzont MO G Re T (T 2T Nz ] o G0 daM it g de dadar | } ¢

» R = Nwijo, proi = 1, 2, pfedstavuiji rychlost excitace pfislusné hladiny.
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice

oP P P
—c:{f— [d./\/lf (1 +iwc) a] - [dM*7<17iwc> a*]f
ot 2 da* 2

b )
_W[d(j\/'z — N)a — (M2 Jriu.)a)./\/l} — W[d(NZ — Ni)a* — (T — i‘*"a)/\/l*}—
a . . o . .
TN, [Ro + War N1 — N2 — d(@" M + aM™)] — N, [Ri + Wi N — TN +d (" M+ oM7)+
+1 o [Ry + W25 + MN; — d(a™ M + M*)]+l i [R2 + W N1 + TN, — d(a* M + aM™)]+
- w _ z w _
28_/\[12 1 12/V2 1/V1 o [ 28./\[22 2 21/V1 2/NV2 (e (&7
82 2 2 2
[ = Wi N2 — W N7 +d(a" M+ aM™)] + MM+ MM+ ———— (=W M)+
oNmoN, | e — waki +d(a AR R yvryvik AN OM: oo M)
92 92 92 92 d?
+———— (W M™) + ————[Ro + (M1 + 2N + Wy N3] + ——daM + ——da* M* + AbP
onzont MO G Re T (T 2T Nz ] o G0 daM it g de dadar | } ¢

» R; = Nwjg, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MoN; Gbytek populace hladiny 1 a 2 v diisledku spontanni emise
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice

oP P P
—c:{f— [d./\/lf (1 +iwc> a] - [dM*7<17iwc> a*]f
ot 2 da* 2

) )
_W[d(j\/'z — N)a — (M2 Jriu.)a)./\/l} — W[d(NZ — Ni)a* — (T — iwa)/\/l*}—
0] . . 9 . .
_aNz [Rz + W Ny — AN, —d(a™ M + aM )} — N, [Rl + Wi Ny — TN +d (@™ M + aM )}-‘r
+1 o [Ry + W25 + MN; — d(a™ M + M*)]+l i [R2 + W N1 + TN, — d(a* M + aM™)]+
- w _ z w _
28./\[12 1 12/V2 1/V1 «@ «@ 28./\[22 2 21/V1 2JN2 «@ @
82 2 2 2
[ = Wi N2 — W N7 +d(a" M+ aM™)] + MM+ MM+ ———— (=W M)+
oNoN, | Wele — WM +d(a M+ o aNTOM= onpom WM
82 82 82 82 92
(W M*) + ———[Ry + (T + 2PN + Wy N1 + ——daM + ———da* M* + iy P
onzont MO G Re T (T 2T Nz ] o G0 daM it g de dadar | } ¢

» R; = Nwjg, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MoN; Gbytek populace hladiny 1 a 2 v diisledku spontanni emise

» Wi N> stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice

oP P P
—c:{f— [d./\/lf (1 +iwc> a] - [dM*7<17iwc> a*]f
ot (o2 2 da* 2

_[i [d(j\/'z — Ni)a — (M2 + iwa)/\/l} — d;_/\a/l* [d(]\/z — Ni)a* — (T — iwa)/\/l*}—

oM
. . o B .
“ N [Ro + War N7 — TN, — d(a* M + aM™)] — N, [Ry + WipNp — TN +d(a* M + aM™)]+
+1 o [Ry + W25 + MN; — d(a™ M + M*)]+l o [R2 + W N1 + TN, — d(a* M + aM™)]+
1 w _ - w _
28_/\[12 1 12/V2 1/V1 «@ «@ 28./\[22 2 21/V1 2JN2 «@ @
82 2 2 2
[ = Wi N2 — W N7 +d(a" M+ aM™)] + MM+ MM+ ———— (=W M)+
oNmoN, | e — waki +d(a O yvryvik ONLOM" ' onpom M)
82 a2 a2 a2 a2
b (~WuM* )+ ——— Ry + (M1 + 2PN + W N1 + ——daM + ———da* M* + iy P
onsont MO E G (Re T (k2T Nz twa i+ 50 M2 804604*7} ¢

» R; = Nwjg, proi = 1, 2, pfedstavuji rychlost excitace pfislusné hladiny.
» N1, MoN; Gbytek populace hladiny 1 a 2 v diisledku spontanni emise
» Wi N> stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1

» w1 \; absorpce pro prechod 1 — 2
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Casovy vyvoj stfednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice miiZe byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich ¢asovy vyvoj stfednich hodnot
dynamickych proménnych systému = soustava Langevinovych rovnic:

da
at
dm
dt
dA>
dt
dAN;
dt

7(%+iwc>a+dM+£a,

= *(r12+iwa)M+d(N2*Nl)a+LM,

= Ry +wuN1 — A, —d(a* M+ aM™) + Ly,

= Ryi+wpMNo — N +d(a* M+ aM™) + L,
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Casovy vyvoj stfednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice miiZe byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich ¢asovy vyvoj stfednich hodnot
dynamickych proménnych systému = soustava Langevinovych rovnic:

d .

?? = 7(%+lwc>a+dM+£a,

dM .

T —(M12 + iwa)M +d (N2 — N1)a + L,

d-/\/—Z * *

at = Rz +WaN; — AN, —d(a* M+ aM™*) + L,
le * *

at = Ri+WppN2 — TN +d(@* M+ aM*) + L,

» Resenim t&chto rovnic Ize urgit pohyb — drift — maxima kvazidistribu&ni funkce P¢ (&, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak Casovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich hodnot vektoru &.
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Casovy vyvoj stfednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice miiZe byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich ¢asovy vyvoj stfednich hodnot
dynamickych proménnych systému = soustava Langevinovych rovnic:

d .

?? = 7(%+Mc>a+d/vt+£a,
dm .
T — 7(r12+1wa),/\/1+d(./\/27./\/1)044’[:./\/17
dN;

dt2 = Ra2+walN — ANz —d(a* M+ aM™) + L,
le * *

= = R1 + Wi — MG + d(a* M + aM*) + Ly,

» Resenim t&chto rovnic Ize urgit pohyb — drift — maxima kvazidistribu&ni funkce P¢ (&, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak Casovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich hodnot vektoru &.

» Funkce L., L, L, L, jsou ndhodné (v Case fluktuujici) Langevinovy sily, jejichz autokorelacni funkce je
6-funkci €asového zpozdéni.
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Casovy vyvoj stfednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice miiZe byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich ¢asovy vyvoj stfednich hodnot
dynamickych proménnych systému = soustava Langevinovych rovnic:

d .

?? = 7(%+Mc>a+d/v1+ca,
dm .
F — 7(r12+1wa),/\/1+d(./\/27./\/1)044’[:./\/17
dN;

dt2 = Ra2+walN — ANz —d(a* M+ aM™) + L,
le * *

= = R1 + Wi — MG + d(a* M + aM*) + Ly,

» Resenim t&chto rovnic Ize urgit pohyb — drift — maxima kvazidistribu&ni funkce P¢ (&, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak Casovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich hodnot vektoru &.

» Funkce L., L, L, L, jsou ndhodné (v Case fluktuujici) Langevinovy sily, jejichz autokorelacni funkce je
6-funkci €asového zpozdéni.
» Budeme hledat FeSeni této soustavy pro pomalu proménné amplitudy:

Ol(t) = a/(t)e_iuot’ M(t) — M’(t)e_i“’ot‘
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’
dt
dm’
dt
dN;
dt
dN;
dt

kde:

3. Sule (KLFF)

- B +i(we — wo)} o +dM' + ga,

—[F12 +i(wa — wo)] M’ +d (N2 — M) + g,
Rz 4+ Wor N1 — TNz —d(a/* M’ + o/ M) + gy,

Ri + Wiy — TN +d(a* M + o' M™) + gn,.
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’
dt
dm’
dt
dN;
dt
dN;
dt

kde:

- B +i(we — wo)} o +dM' + ga,

—[F12 +i(wa — wo)] M’ +d (N2 — M) + g,
Rz 4+ Wor N1 — TNz —d(a/* M’ + o/ M) + gy,

Ri + Wiy — TN +d(a* M + o' M™) + gn,.

» wp — nosna frekvence hledaného pole
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’ .

dotl = - B +i(we — wo)} o +dM' +4ga,
dm’ . ’ /

pm = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a" + g,
d

('1/1\’[/’2 = Ro+WalN; — N, —d(@”" M’ + o' M™) + g,
le I3 ’ ’ /%

at = Ry +WwWpN; — TN +d(@* M + o' M )+ an;,-

kde:
» wp — nosna frekvence hledaného pole
» we — vlastni frekvence rezonatoru
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’ .

dotl = - B +i(we — wo)} o +dM' +4ga,
dm’ . ’ /

pm = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a" + g,
d

('1/1\’[/’2 = Ro+WalN; — N, —d(@”" M’ + o' M™) + g,
le I3 ’ ’ /%

at = Ry +WwWpN; — TN +d(@* M + o' M )+ an;,-

kde:
» wp — nosna frekvence hledaného pole
» we — vlastni frekvence rezonatoru

> wa =w = (2 —€1)/h
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’ .

dotl = - B +i(we — wo)} o +dM' +4ga,
dm’ . ’ /

pm = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a" + g,
d

('1/1\’[/’2 = Ro+WalN; — N, —d(@”" M’ + o' M™) + g,
le I3 ’ ’ /%

at = Ry +WwWpN; — TN +d(@* M + o' M )+ an;,-

kde:

» wp — nosna frekvence hledaného pole
» we — vlastni frekvence rezonatoru

> wa =w = (2 —€1)/h

» ~ — tlumeni (ztraty) rezonatoru
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’ .

dotl = - B +i(we — wo)} o +dM' +4ga,
dm’ . ’ /

pm = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a" + g,
d

('1/1\’[/’2 = Ro+WalN; — N, —d(@”" M’ + o' M™) + g,
le I3 ’ ’ /%

at = Ry +WwWpN; — TN +d(@* M + o' M )+ an;,-

kde:

» wp — nosna frekvence hledaného pole

» we — vlastni frekvence rezonatoru

> wa =w = (2 —€1)/h

» ~ — tlumeni (ztraty) rezonatoru

» o’ ~ komplexni pomaluproménna amplituda elektrického pole, M ~ P, d ~ dj;
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy ma tvar:

da’ .

dotl = - B +i(we — wo)} o +dM' +4ga,
dm’ . ’ /

pm = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a" + g,
d

('1/1\’[/’2 = Ro+WalN; — N, —d(@”" M’ + o' M™) + g,
le I3 ’ ’ /%

at = Ry +WwWpN; — TN +d(@* M + o' M )+ an;,-

kde:

» wp — nosna frekvence hledaného pole

» we — vlastni frekvence rezonatoru

> wa =w = (2 —€1)/h

» ~ — tlumeni (ztraty) rezonatoru

» o’ ~ komplexni pomaluproménna amplituda elektrického pole, M ~ P, d ~ dj;
» Postupné budeme eliminovat jednotlivé proménné az na amplitudy pole
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

» 1. pfedpoklad — rychla relaxace dolni laserové hladiny, tj. [; > ostatni ' = N; = 0 = P¢ nezavisi na N1, tj.

oPc 9P
N, ON?

=0
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

» 1. pfedpoklad — rychla relaxace dolni laserové hladiny, tj. [; > ostatni ' = N; = 0 = P¢ nezavisi na N1, tj.

» Po eliminaci Ny mame

kde:

3. Sule (KLFF)

do’
dt
dm’
dt
dA,
dt

oPc 9P
N, ON?

=0

- B +i(we — wo)} o +dM' + ga,
—[M12 —i(wo — wa) | M’ +dN2" + g,

Ry — ToAN2 — B+ 0ns,

B =d(a* M’ +a’ M'™).

Fyzika laserli 13. kvétna 2025, 8:00
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

Fokkerova-Planckova rovnice pro N = 0, OP¢/ON; = 02 0?P¢ /ONZ =0

P P P
—C:{f—[dec +iwc)a}f [d/\/l*7<lfiwc) a*}f
ot [oJe" 2 da* 2

o 9 “ . «
_W [ng(x — (M2 + iwa)./\/l} — (97./\/1* [nga' — (M2 — 1wa)/\/l'}—

2

10
— Ry, — NN, —d(a™ M + aM™)|[+—
BNZ[ 2 2/N2 (a @ )} 28N22
+ o (=W M) + s (=W M™) + o [Rz + (M1 + 2M5) A2+
9w 9w _ g

ONZOM ANZOM* AMaM- - o T T

[Rz + N7 — d(a*M + aM*)}-ﬁ-

52 92 2
+——daM + ——da*M* + i ¢ Pe
OM?2 OM*2 dada*

3. Sule (KLFF) Fyzika laser{i
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. pfedpoklad — rychlost relaxace polarizace 1, ~ '1/2 je velka v porovnani s v a s I, takze miizeme zanedbat
derivaci O M’ /dt oproti [, M.
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. pfedpoklad — rychlost relaxace polarizace 1, ~ '1/2 je velka v porovnani s v a s I, takze miizeme zanedbat
derivaci O M’ /dt oproti [, M.
» Z rovnice pro polarizaci 0 = — [rlz —i(wo — wa)}M’ + dAN>2a’ 4+ gaq je mozné vyjadfit okamzitou hodnotu
amplitudy polarizace:
’_ d-A/—ZO/ + gm
M2 —i(wo — wa)’
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. pfedpoklad — rychlost relaxace polarizace 1, ~ '1/2 je velka v porovnani s v a s I, takze miizeme zanedbat
derivaci O M’ /dt oproti [, M.

» Z rovnice pro polarizaci 0 = — [rlz —i(wo — wa)}M’ + dAN>2a’ 4+ gaq je mozné vyjadfit okamzitou hodnotu
amplitudy polarizace:
’_ d-A/—ZO/ + gm

N I'12 — i(uJo — wa)’

» ...adosadit ji do zbyvajicich rovnic pro pole o’ a N>.
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. pfedpoklad — rychlost relaxace polarizace 1, ~ '1/2 je velka v porovnani s v a s I, takze miizeme zanedbat
derivaci O M’ /dt oproti [, M.

» Z rovnice pro polarizaci 0 = — [rlz —i(wo — wa)}M’ + dAN>2a’ 4+ gaq je mozné vyjadfit okamzitou hodnotu
amplitudy polarizace:
’_ dMal + gm

N I'12 — i(uJo — wa)’
» ...adosadit ji do zbyvajicich rovnic pro pole o’ a N>.
» Zbyvaji nasledujici Langevinovy rovnice:

do/ 1 . [KN
dot[ :§<ICN277+1{ rlzz(wofwa)fZ(wcfwo)}>a/+fa,
dN,

K
= - — M+ K+ K| 2 o
p 2{ 2F1J [2+ + |a|]1\f2+ N>

kde:

2r,d? dga(t
e B
r12 + (wo - U-’a) r12 — 1(w0 — wa)

a’*gam(t) a'ga (1)
Mo —i(wo —wa) T2+ i(wo —wa)

fra (1) = g (1) — d [

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  12/26



Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
do/ 1 K.
@ :7<ICN2—7+1{ Nz(wo—wa)—Z(wC—wo)}>a'+fa,
dt 2 (B
dN> K
=Rp|1— — |- | 2 frv,-
p 2{ 2[_12} [2+’C+’C|a|]/\/2+/\[2
kde:

2F12d2 dgM(t)
= 2T ) =gat) M
M2, + (wo — wa)? ) =9(1) M2 —i(wo — wa)
o/ *gm(t) o'gm-(t)
fae (1) = t) —d
A (1) = gne (1) L—lz —i(wo —wa) T12+i(wo — wa)

3. Sule (KLFF)

13. kvétna 2025, 8:00
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
do/ 1 K.
@ :7<ICN2—7+1{ Nz(wo—wa)—Z(wc—w@})a'—i—fm
dt 2 (B
sz K 2
Ry |1- = |- r ' -
p 2{ 2[_12} [2+’C+’C|a|]/\/2+/\[2
kde:

2F12d2 dgM(t)
=218 () =ga(t) MU
M2, + (wo — wa)? ) =9(1) M2 —i(wo — wa)
o/ *gm(t) o'gm-(t)
fae (1) = t) —d
A (1) = gne (1) L—lz —i(wo —wa) T2 +i(wo — wa)

» 3. pfedpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci pfechodu atomll (wa), tj. wo = wa @
rezonator je naladén taky do rezonance, tj. wo = we

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
do’ 1 K
@ :7<ICN2—7+1{ Nz(wo—wa)—Z(wc—w@})a'—i—fm
dt 2 o
sz K 2
R l1— = |- r ' -
dt 2{ 2r12] [ZHCHC'O"]NZJ“NZ
kde:

2F12d2 dgM (t)
= ———, foat)=0a(t) + ————
M2, 4+ (wo — wa)? © O Mo —i(wo — wa)
o’ grm(t) a’gm-(t)
fa,(t) =gn (t) —d { - -
(1) =0v() M2 —i(wo —wa) T2 +i(wo — wa)
» 3. pfedpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci pfechodu atomll (wa), tj. wo = wa @
rezonator je naladén taky do rezonance, tj. wo = we

» 4. predpoklad — pro plynové lasery ma ¢len K /21, = d?/I'%, hodnotu ~ 10~8 = Ize ho zanedbat.

3. Sulc (KLFF)

Fyzika laserti
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
do’ 1 K
@ :7<ICN2—7+1{ Nz(wo—wa)—Z(wc—w@})a'—i—fm
dt 2 o
sz K 2
R l1— = |- r ' -
dt 2{ 2r12] [ZHCHC'O"]NZJ“NZ
kde:

2r,d? dgm(t)
= 5———, fat)=0.(t)+ —————
M2, 4+ (wo — wa)? © O M2 —i(wo — wa)
o’ grm(t) a’gm-(t)
fa,(t) =gn (t) —d { - -
() =0x ) M2 —i(wo —wa) T2 +i(wo — wa)
» 3. pfedpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci pfechodu atomll (wa), tj. wo = wa @
rezonator je naladén taky do rezonance, tj. wo = we
» 4. predpoklad — pro plynové lasery ma ¢len K /21, = d?/I'%, hodnotu ~ 10~8 = Ize ho zanedbat.

» 5. pfedpoklad — rychlost relaxace horni laserové hladiny ve srovnani s relaxaci pole v rezonatoru je vysoka, tj
M1 < yalN > dAN,/dt =

R2 +fN2 2d2

> 2T kde K=—— |Li=Ty, =T
r2+lc‘a/|2 I—12 [ 2 1 12 2:|

2

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do pdvodni F-P rovnice a do rovnice pro
amplitudu pole:

P B P d & &2
——={ - Ao, A DF DF. .4+ ———2DF, ‘P
at { B T gars et gz Dee T e Parar T g Lg s Para (e

da’

8t :Aa+ga
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do pdvodni F-P rovnice a do rovnice pro
amplitudu pole:

2 2 2
aPc:{ 9 Ao + o AL+ 0 Df, + o DF,a*JraZDF*a}Pc

ot Oa’ Oa’* da'? Oa’*2 % Oa’da’*
da’
ot = Aa + ga
» A, — nelinearni soucinitel ,driftu“ — asové zmény
1 KR
Ag=2|—22 4o

2| HL+K|o 2
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do pdvodni F-P rovnice a do rovnice pro
amplitudu pole:

OPc P ¢ 2 ¢ o2 F
—_— = D Dgigr + ———2D..,, P
ot { da’ a t g Daa T gana Patar T gigam Para (Fe
6 !
- AQ «
e +G
» A, — nelinearni soucinitel ,driftu“ — asové zmény
1 KR
.Aa = = 72 - Ol,

2 MR+K|a 2
» D, — souginitel ,difuze"
(Ga(s)Ga(t))r = 2(DL0)8(s — 1),
(Ga+(8)Ga(t))r = 2(DL.4)d(s —t)

Go =

z (0 +fal)

%
M+ Ko ?
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole
OPc { 0 0 8? DF 82

o AL+ +

T 90T T far a2 X gorx2

D} 0 2DF P
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole
OPc { 0 0 8? DF 82

o= ot o+ + DF. 4+ % _50F
ot oo’ xe

a7 T g2 et g2 o' da’* Ot*a} Pc
» Linearizace driftového &lenu v okoli stacionarniho feseni rovnice pro o/, pfedpokladame, ze | ~ Iy = |a|3

A 1|: ’CRQ ] / 1|: ’CRZ :|0/
o = — — o = — — =
2 v 2 [+ Ko+ k(1 —1o) !
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole
OPc { 0 0 8? DF 82

o= ot o+ + DF. 4+ % _50F
ot oo’ xe

a7 T g2 et g2 o' da’* Ot*a} Pc
» Linearizace driftového &lenu v okoli stacionarniho feseni rovnice pro o/, pfedpokladame, ze | ~ Iy = |a|3

A 1|: ’CRQ ] / 1|: ’CRZ :|0/
o = — — o = — — =
2 v 2 [+ Ko+ k(1 —1o) !
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole
OPc { 0 0 8? DF 82

o= ot o+ + DF. 4+ % _50F
ot oo’ xe

a7 T g2 et g2 o' da’* Ot*a} Pc
» Linearizace driftového &lenu v okoli stacionarniho feseni rovnice pro o/, pfedpokladame, ze | ~ Iy = |a|3
1 { KRy ] , 1 { KR2

-

Ao = -1 N
M+ Kl ¢ T2+ Klo + K(1— o) 7]“

2

2
o —1
o[ kre (1+IC(I |0)) e
2 ’7(F2+’C|0) I+ Klg

14
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole
OPc { 0 0 8? DF 82

E
Ha2 e« aa/*zDa*a* + o’ Ha'* a*a} Pc

» Linearizace driftového &lenu v okoli stacionarniho feseni rovnice pro o/, pfedpokladame, ze | ~ Iy = |a|3

82
— N AX, 2D},
ot Oa’ + Oa’* < + +

A 17 ’CRQ ] / 1 |: ’CRZ ]0/
o = — — o = — — =
2tk 2+ Ko+ (1 —1o) |

i - -1

Y AR ) R PR
2 | v(Fz + Klo) M+ Klo

o 7 KR (1_K(|—Io))_l}alzj[n_sua,
2 ,’Y(FZ +IC|0) rz +’C|0 2

kde: )

n— KRy [1 n Klo ] Y _ K?R;

’y(rz + ,C|0) I+ Klg ’y(rz + ’Clo)z
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali vSechny proménné, az na pole

OP¢ 1o} 2 2 o? E }
— =< * D Do+ +———2D..., ¢+ P
at { gt 5a /*A t gz Dee T gama Darar 505 @ Daca g Pe
» Linearizace driftového ¢lenu v okoli stacionarniho feSeni rovnice pro «’, predpokladame, Zze | ~ Iy = |a\0
1 1[ KRy ] , 1 { KRz ] /
o = — — o = — — o =
2 v 2 [+ Ko+ k(1 —1o) !
i - -1
N (R EL R
2 | v(Fz + Klo) M+ Klo
[ R |
~ 7 KRe (1 Ka = 0)) 1}0/21[”—8”0/
2 ,’Y(FZ + IC'O) rz + ’Clo 2
kde:
_ KR; [ n Klo ] _ K?R,
’y(rz + ,C|0) I+ Klg ’ ’y(rz + ’Clo)z

» V této aproximaci ma Fokkerova-Planckova rovnice tvar:

oP o 7 0 v 9?2 ( _ ICR2>
& n—sija’P — Yn=sija*P+-—2 (4i+222)p,
ot o 2 | ] a2 | 1P+ o g (T
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F-P rovnice pro jednomodovy laser jako rovnice pro VAP oscilator

» Ve F-P rovnici s linearizovanym driftovym ¢lenem

ok __ 0
ot da’ 2

2
M—slja/P — %[I’I—SI]a’*P—l—ai(fyﬁ-i—@) P.
v

da’* da’da’*

zavedeme nové bezrozmérné parametry r =t/T a 8 = o’/ a g (par. buzent)

T LR (KR [ KR {M}/ oot (KR 1)
~ L8r, \ 4T, ~T, (2K /T2) (KR2/~T>2) 2r, 2
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F-P rovnice pro jednomodovy laser jako rovnice pro VAP oscilator

» Ve F-P rovnici s linearizovanym driftovym ¢lenem

ok __ 0
ot da’ 2

2
M—slja/P — %[I’I—SI]a’*P—l—ai(fyﬁ-i—@) P.
v

da’* da’da’*

zavedeme nové bezrozmérné parametry r =t/T a 8 = o’/ a g (par. buzent)

T LR (KR [ KR {M}/ oot (KR 1)
~ L8r, \ 4T, ~T, (2K /T2) (KR2/~T>2) 2r, 2

» Potom Ize F-P rovnici zapsat ve tvaru:

apf _i _ 2 _ 8 _ 2 * 8
= { ag[g 18118 8&*[9 1BI]8 +4aga,@*}P

or

= F-P rovnice pro Van der Pollv oscilator
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 2 * 82
{—M[g 181°18 85*[9 181718 +4aﬁag*}P
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 2 * 82
{—M[g 181°18 85*[9 181718 +4aﬁag*}P
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 2 * 82
{—M[g 181°18 85*[9 181718 +4aﬁag*}P
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 21 g* >
{—M[g 9718~ 5510 — 18718 +4aﬂaﬁ*}P

» 1920 — B. van der Pol (nizozemsky inZenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 2 * 82
{—aﬁlg 181°18 85*[9 181718 +48685*}P

» 1920 — B. van der Pol (nizozemsky inZenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0

» Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 21 g* >
{—M[g 9718~ 5510 — 18718 +4aﬂaﬁ*}P

» 1920 — B. van der Pol (nizozemsky inZenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0

» Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu
» Regeni je citlivé na pocatedni podminky
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 21 g* >
{—aﬂlg 9718~ 5510 — 18718 +4aﬂaﬁ*}P

v

1920 - B. van der Pol (nizozemsky inzenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0

Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu
» Regeni je citlivé na pocatedni podminky
Bylo pozorovano chaotické chovani pfi pfidani periodického buzeni

v

v
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 21 g* >
{—aﬂlg 9718~ 5510 — 18718 +4aﬂaﬁ*}P

v

1920 - B. van der Pol (nizozemsky inzenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0

Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu
» Regeni je citlivé na pocatedni podminky
Bylo pozorovano chaotické chovani pfi pfidani periodického buzeni

v

v

v

Historicky prvni matematicky model d&jd, ozna¢ovanych jako
deterministicky chaos
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

P _
or

i _ 2 _ 0 _ 21 g* >
{—aﬂlg 9718~ 5510 — 18718 +4aﬂaﬁ*}P

v

1920 - B. van der Pol (nizozemsky inzenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Yy 4+ puy? —1)y’ +y =0

Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu
» Regeni je citlivé na pocatedni podminky
Bylo pozorovano chaotické chovani pfi pfidani periodického buzeni

v

v

v

Historicky prvni matematicky model d&jd, ozna¢ovanych jako
deterministicky chaos

» PouZiva se pro studium pfechodd mezi periodickym a chaotickym
chovanim.
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

v

v

oP
or

Y+ u(y? -

19}
= { - @[g — 1818 -

1y’ +y=0

Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu

» Regeni je citlivé na pocatedni podminky

v

v

3. Sule (KLFF)

1920 - B. van der Pol (nizozemsky inzenyr a fyzik pracujici pro firmu
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického
obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srdec¢ni arytmie

Bylo pozorovano chaotické chovani pfi pfidani periodického buzeni

Historicky prvni matematicky model d&jd, ozna¢ovanych jako
deterministicky chaos

» PouZiva se pro studium pfechodd mezi periodickym a chaotickym
chovanim.

Fyzika laserti
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Reseni F-P rovnice pro jednomédovy laser

oP | 9. o,
pu { 551918716

or

0 21 ox 02
5510~ 19713 +4558ﬁ*}P

» Pfechod k polarnim soufadnicim r, :

B=re¥, dg=rdrde
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Reseni F-P rovnice pro jednomédovy laser

o o5

aP_ _i _ 2 _ 8 _ 2 * 62
87—{ aﬁ[g 18118 o - 1818 +4a,@ag*

» Pfechod k polarnim soufadnicim r, :
B=re¥, dg=rdrde

» Zameéna promennych:
iﬁzl{ﬁ,ﬂ,ii],
B 2 Lor 2 9¢
O g —{gr—i-l-i-li]
o pB* 2 |or 20¢]’
92 19 9] 1 0?2
agag*‘?ﬁ(ﬁ) 2 9y?

Fyzika laserti
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F-P rovnice pro jednomdédovy laser v polarnich soufadnicich

1o (), 1o 1o Lo
E_Fg(r—)-i- [(g —r?)rp]

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:
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F-P rovnice pro jednomdédovy laser v polarnich soufadnicich

@_gg(rap) 10p 190
ar  r or

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

0 o
— =0, — =0
or e )
» Dostaneme: 10 5
290, g2zl
rar{rar (9 r)rp}fo
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F-P rovnice pro jednomdédovy laser v polarnich soufadnicich

@_gg(rap) 10p 190
ar  r or

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

0 o
— =0, — =0
or e )
» Dostaneme: 10 5
290, g2zl
rar{rar (9 r)rp}fo

> Integrujeme 2x. ..
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Normalizované stacionarni feSeni:
exp [ —(r* —9)*/4]

P(r) = /2 €Xp [—x2] dx
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Normalizované stacionarni feSeni:
exp [ —(r* —9)*/4]

P(r) = /2 €Xp [—x2] dx
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» S vyuzitim fotodetekéni rovnice je mozné na zakladé distribucni funkce najit prisluSné pravdépodobnostni
rozdéleni pottu fotond pro jednomodovy laser p(n) — fotopulzni statistika laseru:

Wn+1
n!

p(r) = [ Eoexp [ (w—g)%/4 —w] dw,

kde A je normovaci konstanta volené tak, aby platilo - p(n) = 1.
» Jedna se o sub-Poissonovou (tepelnou) nebo super-Poissonovau (koherentni) statistikou.
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» S vyuzitim fotodetekéni rovnice je mozné na zakladé distribucni funkce najit prisluSné pravdépodobnostni
rozdéleni pottu fotond pro jednomodovy laser p(n) — fotopulzni statistika laseru:

wh+1

o exp [—(w—9)*/4—w]dw,

mm:NAw

kde A je normovaci konstanta volené tak, aby platilo - p(n) = 1.
» Jedna se o sub-Poissonovou (tepelnou) nebo super-Poissonovau (koherentni) statistikou.

Pravdépodonost p(n)

Pocet fotont n
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Stfedni hodnota poétu fotond:

%52 (9 + 2x) exp [-x?] dx

(ata) :/ r2ps(r)rdr = —
o %5280 [—x2] dx
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Stfedni hodnota poétu fotond:

oo o + 2x) exp [—x?] dx
(é’fé)z/ r2ps(r)rdr = Lg/zg ) pz[ )
o %5280 [—x2] dx
104
<a'a>
5|

-10 -5 0 5 10
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Stfedni hodnota poétu fotond:

oo o + 2x) exp [—x?] dx
(é’fé)z/ r2ps(r)rdr = Lg/zg ) pz[ )
o %5280 [—x2] dx
104
<a'a>
5|

-10 -5 0 5 10

» Prog >0 (4f4) =~ g.

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  22/26



Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

PIre,) =Y > AmaPmn(r) exp (ing) exp(—Ama).

m=0nN=—oco
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:
p(r e, t) = Z Z AmnPmn () exp (ine) exp(—AmnT)-
m=0n=—oco

» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r4 r
pmn(r) = W exp {_g + gT:| Wimn(r),
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

oo

PIre,) =Y > AmaPmn(r) exp (ing) exp(—Ama).

m=0nN=—oco

» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r r
pmn(r) = W exp {_g + gT:| Wimn(r),

» Po dosazeni do F-P rovnice dostaneme pro neznamé vlastni funkce Wy (r) diferencialni rovnice:

d2Wma(r) B
T + P\mn - Vn(r)} wmn(r) =0,

kde pro ,potencial” Vn(r) plati:

1\ 1 g2 1 r6
Vn(r):(ngz)r—2+g+<I72>rzf§gr4+Z.

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  23/26



Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladame obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

oo

PIre,) =Y > AmaPmn(r) exp (ing) exp(—Ama).

m=0nN=—oco

» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:

1 r r
pmn(r) = W exp {_g + g7:| Wimn(r),

» Po dosazeni do F-P rovnice dostaneme pro neznamé vlastni funkce Wy (r) diferencialni rovnice:

d2Wma(r) B
T + P\mn - Vn(r)} Wmn(r) =0,

kde pro ,potencial” Vn(r) plati:
1\ 1 g2 1 r6
Ve =(g?2-=)= = 22— Zgrt 4+ —.
n(r) (g 4)r2+g+(4 ) LA

» Jedna se o jednorozmérnou Schrodingerovu rovnici s potencialni energii Vi (r), kterou Ize jiz dale feSit znamymi
postupy.
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

P _
or

0 2 0 21 p* 82
{—M[g—m 16~ 55-la 16718 +4Maﬁ*}P
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

P _
or

o
[0—I8P18* +4—

2 o188 - -
_8/6’[9_‘” ap 9305

» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP N o
87—{ Sla 19818 - 57l |ﬁ|]ﬁ+4aﬂaﬁ*}l’

» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:
1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);

3. Sule (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  24/26



» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP 82
- = - - * 44 P
5 { Sla 19818 - 57l |ﬁ|]ﬁ+aﬂaﬁ*}
» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:

1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prostedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotonm v rezonatoru;
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP N o
87—{ Sla 19818 - 57l |ﬁ|]ﬁ+4aﬂaﬁ*}l’

» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:

1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);
2. Polarizace prostedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotonm v rezonatoru;
3. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP 2
—_ = —1BI718 — 44— P
o { S5la = 10718 - 5 0cla — |8P1 6" +ag
» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:

1. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);

2. Polarizace prostedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotonm v rezonatoru;

3. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;

4. Plati, Ze K£/2l 1, < 1 (plynové lasery);
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP N o
87—{ Sla 19818 - 57l |ﬁ|]ﬁ+4aﬂaﬁ*}l’

» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:
. Dolni hladina laserového prechodu je prazdna (N; = 0);

. Polarizace prostfedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotonlim v rezonatoru;

. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;

. Plati, ze /2, < 1 (plynové lasery);

. Fotony v rezonatoru relaxuji pomaleji nez populace horni laserové hladiny;

O hWNE
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckové rovnici az na pole:

oP N o
87—{ Sla 19818 - 57l |ﬁ|]ﬁ+4aﬂaﬁ*}l’

» Tato F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator byla odvozena za nasledujicich pfedpokladd:
. Dolni hladina laserového prechodu je prazdna (N; = 0);

. Polarizace prostfedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotonlim v rezonatoru;
Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;

. Plati, ze /2, < 1 (plynové lasery);

. Fotony v rezonatoru relaxuji pomaleji nez populace horni laserové hladiny;

. Linearizovany driftovy ¢len F-P rovnice (feSeni blizko prahu).

oUhwWN R
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Dllezité pojmy a vztahy, které je tfeba znat a rozumet jim

Liouvillova rovnice e fidici rovnice e markovovska aproximace e Pauliho rovnice e tlumeni a Lambdiv posuv e
poloklasicky model interakce rezonanéniho zafeni s latkou e dvouhladinovy model rezonanéniho prostredi e
rovnice pro odezvu rezonancniho prostfedi e relaxacni doby polarizace a inverze populace hladin e komplexni
susceptibilita e disperzni vlastnosti rezonancniho prostfedi e zesileni slabého signalu e zesileni a soucinitel
zesileni e (¢inny prlifez pro stimulovanou emisi (absorpci) e spektralni zavislost zesileni (absorpce) o
homogenni a nehomogenni rozsifeni spektralni ¢ary e pfitahovani frekvenci e saturace zesileni (absorpce) a
saturagni intenzita e Sifeni optickych impulzdl rezonan&nim prostfedim e rychlostni rovnice pro popis laseru s
kratkym rezonatorem e Cerpaci rychlost, absorpce, spontanni emise a stimulovana emise v rychlostnich
rovnicich e doba Zivota fotonu v rezonéatoru a doba ob&hu fotonu rezonatorem e vystupni charakteristika
kontinualné pracujiciho laseru (prah, strmost, prahova podminka) e popis pfechodového jevu v rezimu volné
generace e popis rezimu Q-spinani (tvar impulzu, mezni délka impulzu) e generace kratkych impulzd v rezimu
synchronize modd e pasmové limitovany impulz e ASE (vznik a vyuZiti) e koherentni Sifeni e plocha impulzu e
Rabiova frekvence e soliton a samoindukovna propustnost e piné kvantovy model laseru e kvazidistribu€ni
funkce e Fokkerova-Plankova rovnice e Van der Polllv oscilator
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‘ VRBOVA M., SuLc J.: Interakce rezonané&niho zéafeni s latkou, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 2006
‘ LouIsELL, W. H.: Quantum statistical properties of radiation, John Wiley & Sons, New York, 1973
‘ KvAsiL, B.: Teoretické zaklady kvantové elektroniky, Academia, Praha, 1983

‘ VRBOVA M. a kol.: Lasery a moderni optika - Oborova encyklopedie, Prometheus, Praha, 1994

‘ VRBOVA M., JELINKOVA H., GAVRILov P.: Uvod do laserové techniky, Skriptum FJFI CVUT, Praha, 1994
http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/ulat/

ﬁ Pfednasky: http://people.fijfi.cvut.cz/sulcjan1/FLA/
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