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. Kvantova teorie tlumeni, Fidici rovnice

. Aplikace na ,atom“, Pauliho rovnice

. Poloklasicky popis interakce zafeni s latkou

. Aplikace na Sifeni rezonan¢niho zafeni prostfedim
. Aplikace na laser — kontinualni rezim

. Aplikace na laser — Q-spinani

. Koherentni Sifeni impulzl

. Dalsi jevy v poloklasické aproximaci
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. Statistické vlastnosti laserového zafeni
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Fokkerova-Plankova rovnice

» Kvazidistribu¢ni fce Pc(&,t) vs statisticky operator
Pc(a,t) = Tr {A(t)0° (& — &)}

» Casovy vjvoj stfedni hodnoty operatoru méfitelné
(W fat0), ) = Tr {HONCTA(0)]} = [ daoM(do)Pe(do, )

» Pohybova rovnice pro kavzidisribu¢ni funkci P¢ (&) — F-P rovnice

OP¢
ot

(80,1) :EC{ 9

&0’

do} Pc(do,t)

» Postup odvozeni z fidici rovnice:

9% _ . 9P

ot T PUE) =T OG- E) | - | =
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Kvantovy model laseru

r-— — — 7/ "

‘ Méd elmag. ‘

‘ pole ata ‘

| Wae |
Buzeni [F % 1. atom % J] Tlumeni
Buzeni [F % 2. atom % jJ Tlumeni
Buzeni [L % N-ty atom % J] Tlumeni

| Ny, Np, M, M |

‘ Vlastni systém laseru ‘
af, M7, Ry, Ko, M,8
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Model aktivniho prostfedi — tfihladinovy atom

» Uvazujme aktivni prostfedi tvofené N tfihladinovymi kvantovymi systémy

Q— | =2
hwsy

€ —— =1

€@———[ =0

» Pfislusné operatory:
N R N R N
Ni=> (00D M= (112D, MT =3 "(12)(1])x
A=1 A=1 A=1
» Relativni populace horni a dolni laserové hladiny mala

N =No + Nz + Nz ~No>Ng, N2> 1
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Kvantovy model laseru

» Hamiltonian vlastniho systému laseru:

|:|0 = ZEiNi + ﬁwcéfé-l- WAF’

» Hamiltonian interakce pole — prostfedi: R o
Wae = ikd (&M —MT4)

» Kvazidistribu¢ni funkce: N
Pc(a®, M*, N1, N2, M, a) = (6°(& — a)).

» Pfedpoklady pouzité pfi odvozeni F-P rovnice:
» Atomy a pole, tvofici vlastni systém laseru, jsou tlumené systémy spliujici podminky Markovovské aproximace;

» Zanedbavame depopulaci zakladni hladiny, tj. Ng ~ N;
> Ve F-P rovnici zanedbame derivace vysSiho nez druhého fadu.
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Kvantovy model laseru — F-P rovnice

Vysledna Fokkerova-Planckova rovnice

op 8 o
€ _ { [d/\/l - (1 +iwc> a] _ [dM* - (3 - iwc) a*] -
2 Do 2

at o
o [Nz — M)a — (M2 + iwa) M| o [d(N2 — Ni)a™ — (T2 — iwa) M¥]
_—— — — 1 - — — — 1w, —
OM 2 1) 12 Wa OM* 2 1) 12 a
a * * a * *
,TNZ[RZ + W Ny — TN, —d(a" M+ aM™)] — Q—M[Rl + Wi N7 — TN +d(a™ M + aM™)|+
+l o [R1 4+ Wip N2 + TNy — d(a" M + M*)]+l o [Rz + War N1 + ToN7 — d(a" M + aM™)|+
- W - o [e3% — W; - [e% [e3%
28N12 1 12NV 2 1/V1 28/\/22 2 21/V1 2/V2
82 2 2 2
+——— [ — W22 — Wu N +d(a" M + aM™)] + MM+ MM™ + —————(—Wu M)+
ONLoN, | e — W d( I anaom ™M oniont oo M
62 82 N 82 82 2
(W M)+ ———[Ry + (T1 + 2MDN2 + W Ni] + ——daM + ———da* M* + firP
onorts MO T G R (B4 22 v+ A oM~ dadar | } ¢

» Ri = Nwjo, pro i = 1, 2, predstavuiji rychlost excitace pfisluSné hladiny.
» 1N, T2N3 Gbytek populace hladiny 1 a 2 v disledku spontanni emise
» wip N> stimulovana emise z hladiny 2 na hladinu 1

» Wy \; absorpce pro prechod 1 — 2
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Casovy vyvoj stfednich hodnot — soustava Langevinovych rovnic

» Fokkerova-Planckova rovnice miiZe byt pouZita pro nalezeni rovnic udavajicich asovy vyvoj stfednich hodnot
dynamickych proménnych systému = soustava Langevinovych rovnic:

d

(T? - _(%+iwc)a+d/\/l+£a,

dM

F = —(r12+iwa)M+d(N2—./\/—1)044-[,/\/1,

dAN;

FZ = Rp+WaNi — oAz —d(@* M+ aM*) + Ly,
le ® *

F = R; —|—W12N2—F1N1+d(0( M+ aM )+[’N1

» ReSenim t&chto rovnic Ize ur&it pohyb — drift — maxima kvazidistribuéni funkce P¢ (&, t) ve stavovém prostoru a
nalézt tak Casovy vyvoj nejpravdépodobnéjSich hodnot vektoru &.

» Funkce L., L, L, L, jSOu ndhodné (v €ase fluktuujici) Langevinovy sily, jejichZ autokorela¢ni funkce je
6-funkci €asového zpozdéni.

» Budeme hledat feSeni této soustavy pro pomalu proménné amplitudy:

Ot(t) = a’(t)e—iwot7 M(t) _ Ml(t)e_iwot.
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Langevinovy rovnice pro pomalu proménné amplitudy

» Soustava rovnic pro pomalu proménné amplitudy mé tvar:

da’ .

G = {% +i(we — wo)} o +dM’' +ga,
dm’ . , ’

ot = —[M2+i(wa—wo)] M +d(N2 — N1)a' + 9,
d
% = Ro4+wWaN; — oA, —d(a* M + ' M™) +gn,,
dAN; 1% A 41 1AL
F = R1—|—W12./\/'2—F1/\/'1+d(a M 4+ a’' M )+gN1

kde:

> wp — nosna frekvence hledaného pole

> we — Vlastni frekvence rezonatoru

> Wa = W21 = (62 — 61)/h

» ~ — tlumeni (ztraty) rezonatoru

> o’ ~ komplexni pomalupromé&nné amplituda elektrického pole, M ~ P, d ~ dx
» Postupné budeme eliminovat jednotlivé promé&nné az na amplitudy pole
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

» 1. pfedpoklad — rychla relaxace dolni laserové hladiny, tj. '} > ostatni I = N; = 0 = P¢ nezavisi na N\, tj.

oPc _,  9Pc

— = =0, =0
ON1 8/\/12
» Po eliminaci N; mame
d /
dott = - B +i(we — wo)} o' +dM' + ga,
dm’ .
o [M12 — i(wo — wa)] M +dN2a" 4 gra,
dN;
Tz Rz — MoN2 — B 4 gas,

kde:
B — d(a/*MI +Q/M/*)~
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Zanedbani populace dolni laserové hladiny

Fokkerova-Planckova rovnice pro N = 0, 9P¢/ON; = 02 9?Pc /ONZ =0

9P 9 Y . o * Y . *
7:{7— [d./\/l7<7+1wc>a}f [dM 7<771wc>a]7
ot [oJe" 2 da* 2

o 3] . .
_W [d./\/.zrx — (M2 + iwa)/\/ﬂ — TA/I" [d./\/'zof — (M2 — iwa)./\/l*}—

. 18 . .
78/\/2 [Rz — N7 —d(a" M + aM )}+§67’/V,22[R2 + LN, —d(e" M+ aM )}+
+ o ( M) + o ( M)+ i [Ry + (1 + 2M0)NG]+

—(—w —(—Ww —_—

ONOM "' ONOM* AMaM= 2 TN T Al

82 82 82

+——daM + ——da" M* + ——~ii; P¢

oM? OM*2 dada*
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Adiabaticka eliminace polarizace

» 2. predpoklad — rychlost relaxace polarizace 'y, ~ I';/2 je velka v porovnani s v a s I, takze miizeme zanedbat
derivaci O M’ /dt oproti [, M.
» Z rovnice pro polarizaci 0 = — 12 — i(wo — wa)] M’ + dN2a’ + gaq je mozné vyjadfit okamzitou hodnotu
amplitudy polarizace:
M= dN2a’ + gm

- r12 — i(u)o — wa)7
» ...adosadit ji do zbyvajicich rovnic pro pole o’ a N.
» Zbyvaji nasledujici Langevinovy rovnice:

do’ 1 K
@ :7<IC./\/'2*7+i{ Nz(wofwa)fZ(wcfwo)}>o/+fa,
dt 2 M2
d./\/z K 2
— =Ry |1-— — | K+ Ko far,-
pm 2{ 2F1J [z+ + |oc|]/\/2-i-/\/2
kde: )
2l ,d d t
=22t 0 = ga() + 2
M, + (wo — wa) M2 —i(wo — wa)

a’*gm(t) a’gam-(t)
M2 —i(wo — wa) M2 +i(wo — wa)

fa, (1) = gac(t) —d {
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Rezonance a adiabaticka eliminace obsazeni horni hladiny

» Mame:
do/ 1 K
@ :7<IC./\/2—7+1{ Nz(wofwa)—Z(wcfwo)}>o/+fa,
dt 2 M2
sz K 2
=Ry |1———| — |l K+K|o fa,-
at 2{ ZFJ [2+ + |C¥|]N2+N2
kde:
2F12d2 dgM(t)

fa(t) = gal(t) + -

T2, 4 (wo — wa)?’ 12 — i(wo — wa)

a™gm(t) a’ga(t)
fan(t) =gar (t) —d { - + -
(1) = o (0 Mo —i(wo —wa) T2 +i(wo — wa)
» 3. pfedpoklad — rezonance generovaného pole (wo) s rezonanéni frekvenci pfechodu atomd (wa), tj. wop = wa @
rezonator je naladén taky do rezonance, tj. wg = wc
» 4. predpoklad — pro plynové lasery ma ¢len iC/2 1, = d? /2, hodnotu ~ 108 = Ize ho zanedbat.

» 5. pfedpoklad — rychlost relaxace horni laserové hladiny ve srovnani s relaxaci pole v rezonatoru je vysoka, tj.
M K~va Mo, > d./\/z/dt =

Ry, +fN2 2d2 _1 _1
o 2T e o= [rptoTy, rpti=T
2 M2+ Ko’ ? M2 [ 2 b 2]
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Vyrazy pro polarizaci a populaci horni laserové hladiny dosadime do plvodni F-P rovnice a do rovnice pro
amplitudu pole:

OPc 0 0 2 ¢ 2 ¢ 62 E
— =4 — Ao A Do Dovor + =—=——2D,., P
ot { oo’ + oa’* + da’? + Oa’*? + oo’ da’* ¢

oo’

- Aa @
e +g
» A, — nelineéarni soucinitel ,driftu — Casové zmény
1 KR
.Aa = = 72 - a’

2| +K|o 2
» DF _ —souginitel ,difaze"
(Ga(8)Ga(t))r = 2(DE,)d(s — 1),
(Ga+(8)Ga(t))r = 2(DE.4)d(s — )
pficemz:

K o
= = fan, (1) + fa(t
G = G Err MO + a0

M+ K
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F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Ve F-P rovnici jsme eliminovali véechny proménné, az na pole

OP¢ 0 2 2 ¢ 82 E }
— =49 Ao AL D, Dheor + — 2D, ¢ P
ot { oo’ + 3 /3% 8 72 at OHa'*2 car T da’ Ho’* ata ¢
» Linearizace driftového &lenu v okoli stacionarniho fe3eni rovnice pro o', pfedpokladame, ze | ~ Iy = |3
1 1 KR, } , 1 { KR, } )
a = — — o = — — o =
2+ 2 [+ Ko+ k(1 —10)
- R B .
[ (e )
2 _’y(rz + }C|0) rz + ’C|0
~ 7 KR <l Kl = IO)) 1} o =2 [M—=sSl]a’
2 [ (F2 + Klo) 2+ Klo 2
kde:
_ KR; [ Klo } _ _ K?R>
’7(|—2 =+ ’C'o) I+ Klg ’ ’7(|—2 =+ K:lo)z
» V této aproximaci ma Fokkerova-Planckova rovnice tvar:
oP 8 ¥ 2 v o? < _ ’CR2>
— = MN-Sla'P — Nn-Slja*P+ ——— [0+ —= | P.
ot 2 | ] o= 2| ] towaar "
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F-P rovnice pro jednomodovy laser jako rovnice pro VAP oscilator

» Ve F-P rovnici s linearizovanym driftovym ¢lenem

P __ 94
ot O’ 2

9 v N 0? _
CYIP— [ﬂ Sl]o/ P-‘rm (’Yn‘i‘i) P.

zavedeme nové bezrozmérné parametry 7 =t/T a 8 = o’ /¢ a g (par. buzeni)

1 R Ry7Y) ~1/2 A Ry /T 2 R
T=i{£(l€z)[ﬁ+ﬁz]} s fi + (KR2/AT2) 7g:T<)C2_1>
v L8M \ AT, 2 (2K /T2) (KR2 /~T2) 2r, 2
» Potom lze F-P rovnici zapsat ve tvaru:

oP o . o
={w[gb’|2]ﬁ [9—18°18* + }P

or a9 B* 8/886*

= F-P rovnice pro Van der Polllv oscilator
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Van der Pollv oscilator

» Fokkerova-Planckova rovnice pro jednomodovy laserovy generéator:

oP | 9. o,
—{ 5319~ 19713

[9 - BI°] 6" +4

or aﬁ* aﬂaﬁ*}

M) ‘quv Y@
» 1920 — B. van der Pol (nizozemsky inZzenyr a fyzik pracujici pro firmu 7 5
Philips) a I. van der Marek sestavili matematicky model elektronického

obvodu pracujiciho s elektronkami, ktery simuloval srde€ni arytmie

y" +u(y? =1y +y =0 g‘-” T

» Nelinearni diferencialni rovnic druhého fadu “ ‘N‘h W M‘ M

» Reseni je citlivé na pogate&ni podminky -1 “I' l“\‘ “‘ | “‘ | “‘\.

» Bylo pozorovano chaotické chovani pfi pfidani periodického buzeni ‘ '

» Historicky prvni matematicky model déjli, oznaovanych jako
deterministicky chaos

» Pouziva se pro studium pfechodl mezi periodickym a chaotickym
chovanim.

3. Sulc (KLFF) Fyzika laserfi 13. kvétna 2025, 8:00  17/1



Reseni F-P rovnice pro jednomédovy laser

oP 7] 5 0 5 0
= ={-"[g- - - * 44 P
o { aﬁ[g 18118 85*[9 18118 +658ﬁ*}
» Pfechod k polarnim soufadnicim r, ¢:
B=re¥, dg=rdrde
» Zaména proménnych:
LI SE R
a8 2 |or 28p]’
0 1[0 io0
== 14 - —
o Ta2la T +23<p:|’
0? 10 ( 6) 1 62
4 = —(r—)+=—=—
030 B* r or or r2 9p?
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F-P rovnice pro jednomdédovy laser v polarnich soufadnicich

op _ 10 (dp\ 10 19, a0
E_Fg(r—)-i- [(g —r?)rp]

» Hledame stacionarni feSeni, nezavislé na ¢:

0 o 9 g
or e
» Dostaneme: 10 5
p 2\,2
— —r——(g—r)r =0
rar{ or (g ) p}

» Integrujeme 2x. ..
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Normalizované stacionarni feseni:
exp [ —(r* —9)*/4]

P(r) = /2 8Xp [—x2] dx
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» S vyuzitim fotodetekéni rovnice je mozné na zakladé distribu€ni funkce najit pfislusné pravdépodobnostni
rozdéleni potu fotond pro jednomodovy laser p(n) — fotopulzni statistika laseru:

— (W —9)?/4 —w] dw,

p(n) = N/oo

kde A je normovaci konstanta volené tak, aby platilo >~ p(n) = 1.
» Jedna se o sub-Poissonovou (tepelnou) nebo super-Poissonovau (koherentni) statistikou.
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Stacionarni feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Stfedni hodnota poétu fotond:

oo > + 2x) exp [—x?] dx
<afa>:/ r2ps(r)rdr = Lg/zg ) pz[ }
o 5/2€XP [—x2] dx
104
<a'a>
5

-10 -5 0 5 10

» Prog > 0 (414) ~ g.
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Obecné feSeni F-P rovnice pro jednomodovy laser

» Predpokladadme obecné feSeni F-P rovnice ve tvaru fady:

[e'e]

p(r, o,t) = Z Z AmnPmn (1) exp (ing) exp(—AmnT).

m=0n=—o0
» Vlastni funkce pmn(r) volime ve tvaru:
4 4
9

Pmn(r) = % exp {—% + %} Wmn(r),

» Po dosazeni do F-P rovnice dostaneme pro neznamé vlastni funkce W (r) diferencialni rovnice:

d?Wn(r) —
T —+ P\mn — Vn(r)} Wmn(r) =0,

kde pro ,potencial” Vi (r) plati:
1\ 1 g? 1 ré
Vh(N=(g?2->)= 22— Zgrt 4+ —.
n(r) <g 4>r2+g+(4 ) LA
» Jedné se o jednorozmérnou Schrddingerovu rovnici s potenciélni energii Vi (r), kterou Ize jiz dale feSit znamymi
postupy.
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» Postupné jsme eliminovali jednotlivé proménné ve Fokkerové-Planckoveé rovnici az na pole:

oP | 0. o,
—{ 5319~ 19713

[9 - BI°] 6" +4

or aﬂ* 6686*}

» Tato F-P rovnice pro Van der Poldv oscilator byla odvozena za nasledujicich predpoklad:

. Dolni hladina laserového pfechodu je prazdna (N; = 0);

. Polarizace prostfedi relaxuje rychle oproti relaxaci horni laserové hladiny a fotondim v rezonatoru;
. Kvantové soustavy, zafeni i rezonator jsou v rezonanci;

. Plati, Ze K /2N, < 1 (plynové lasery);

. Fotony v rezonatoru relaxuji pomaleji nez populace horni laserové hladiny;

. Linearizovany driftovy €len F-P rovnice (feSeni blizko prahu).

O U WNE
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Dllezité pojmy a vztahy, které je tfeba znat a rozumeét jim

Liouvillova rovnice e Fidici rovnice e markovovska aproximace e Pauliho rovnice e tlumeni a Lambdv posuv e
poloklasicky model interakce rezonanéniho zareni s latkou e dvouhladinovy model rezonanéniho prostredi e
rovnice pro odezvu rezonancniho prostfedi e relaxacni doby polarizace a inverze populace hladin ¢ komplexni
susceptibilita e disperzni vlastnosti rezonancniho prostfedi e zesileni slabého signalu e zesileni a soucinitel
zesileni e (¢inny prlifez pro stimulovanou emisi (absorpci) e spektralni zavislost zesileni (absorpce) o
homogenni a nehomogenni rozsifeni spektralni ¢ary e pfitahovani frekvenci e saturace zesileni (absorpce) a
saturagni intenzita e $ifeni optickych impulzd rezonan&nim prostfedim e rychlostni rovnice pro popis laseru s
kratkym rezonatorem e Cerpaci rychlost, absorpce, spontanni emise a stimulovana emise v rychlostnich
rovnicich e doba Zivota fotonu v rezonéatoru a doba ob&hu fotonu rezonatorem e vystupni charakteristika
kontinualné pracujiciho laseru (prah, strmost, prahova podminka) e popis pfechodového jevu v rezimu volné
generace e popis rezimu Q-spinani (tvar impulzu, mezni délka impulzu) e generace kratkych impulzd v rezimu
synchronize mod{ e pasmové limitovany impulz e ASE (vznik a vyuZziti) e koherentni Sifeni e plocha impulzu e
Rabiova frekvence e soliton a samoindukovna propustnost e piné kvantovy model laseru e kvazidistribu¢ni
funkce e Fokkerova-Plankova rovnice e Van der Polliv oscilator
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http://people.fifi.cvut.cz/sulcjanl/ulat/

ﬁ Pfednasky: http://people.fjfi.cvut.cz/sulcjan1/FLA/
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