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Einsteinovy relace pro A, B koeficienty

I Dvouhladinová kvantová soustava – „úzké hladiny“
I Energie E1 a E2 kde E2 > E1 a degenerace hladin jsou g1 a g2
I Interakce se zářenı́m o frekvenci ω21 = 2πν21 = (E2 − E1)/~
I Hustota energie zářenı́ na jednotku objemu a jednotkový interval frekvencı́ u(ω)
I Rychlost absorpce B12u(ω21)
I Rychlost stimulované emise B21u(ω21)
I Rychlost spontánnı́ emise na jednotkový frekvenčnı́ interval A21
I Podle Einsteina platı́:

g1B12 = g2B21 a A21/B21 = 16π2~(ω21/2πc)3 = 8πhν3n3/c3
0

I Účinný průřez σ = B~ω21/c
I Dvouhladinová kvantová soustava – „širšı́ hladiny“

I Účinný průřez g1σ12 = g2σ21
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B21~ω21
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g(ω) – normalizovaný tvar čáry –
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I Lorenzovská čára
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I Gaussovská čára

σ21 =
A21λ2

0

4π2n2∆ν

�
ln 2

π

�1/2

I Obecné „široké“ spektrum? Teplota?



Princip reciprocity – zobecněnı́ vztahu B12 = B21

Předpoklady
I Nt — celková hustota kvantových soustav
I Ni,j — pásy hladin

P
j Nj = Nt

I Eiβ , Ejα – Energie podhladin pásů i, j , jejich
degeneraci zanedbáváme

I Platı́ princip detailnı́ rovnováhy:

σa(iβ, jα) = σe(jα, iβ)

I Čas potřebný pro ustavenı́ tepelné
rovnováhy v rámci každého pásu je krátký
v porovnánı́ s dobou života různých pásů

I Zanedbáme nezářivé přechody

I Součinitel zesı́lenı́ na dané frekvenci:

gi,j(ω) = Njσji(ω)− Niσij(ω)

σji(ω) – efektivnı́ součinitel stim. emise na frekvenci ω
σij(ω) – efektivnı́ součinitel absorpce na frekvenci ω



Princip reciprocity – zobecněnı́ vztahu B12 = B21

I Pravděpodobnost obsazenı́ stavu s energiı́
Ejα při skutečné rovnováze při teplotě T

pjα =
exp (−Ejα/kT )P

i

P
β exp (−Eiβ/kT )

I Hustota stavů s energiı́ Ejα je pjαNt , tj.:

Nj = Nt

X
α

pjα

I Součinitel absorpce na frekvenci ω:

Niσij(ω) = Nt

X
α,β

piβσa(iβ, jα)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)

I Poměr pravděpodobnosti absorpce a emise:

Niσij(ω)
Njσji(ω)

=

P
α,β piβσa(iβ, jα)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)P
α,β pjασe(jα, iβ)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)

I Přitom:

piβδ(Ejα − Eiβ − ~ω) = pjα exp
�
(Ejα − Eiβ)| {z }

~ω

/kT
�
δ(Ejα − Eiβ − ~ω)



Princip reciprocity – zobecněnı́ vztahu B12 = B21

I Poměr „součinitele“ absorpce a emise:

Niσij(ω)
Njσji(ω)

=

P
α,β piβσa(iβ, jα)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)P
α,β pjασe(jα, iβ)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)

I Přitom:

piβδ(Ejα − Eiβ − ~ω) = pjα exp
�
(Ejα − Eiβ)| {z }

~ω

/kT
�
δ(Ejα − Eiβ − ~ω)

I . . . plus princip detailnı́ rovnováhy σa(iβ, jα) = σe(jα, iβ)
I Dostaneme:

Niσij(ω)
Njσji(ω)

= exp (~ω/kT )

P
α,β pjασe(jα, iβ)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)P
α,β pjασe(jα, iβ)δ(Ejα − Eiβ − ~ω)

I Princip reciprocity:

σij(ω) = σji(ω) exp [~(ω − µij)/kT ] ,

kde
exp (−~µij/kT ) = (Nj/Ni)eq

I ~µij – tepelně závislý excitačnı́ potenciál odpovı́dajı́cı́ čisté volné energii
potřebné pro excitaci iontu přı́měsi ze systému hladin i na j při zachovánı́
počátečnı́ teploty dielektrika T .



Princip reciprocity – excitačnı́ potenciál ~µij

I Stanovenı́ ~µij obecně problém
I Odhad pomocı́ tzv. bezfononové

energie – rozdı́l energiı́ nejnižšı́ch
hladin pásů – čistě elektronové
přechody

~µij
∼= Ej − Ei

I Změna elektronových stavů musı́
jen slabě rušit vibračnı́ stavy.
Přiblı́ženı́ dobré pro pokojové
teploty.

I Vı́ce energeticky vázaných elektronových stavů
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I Aproximace:
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Přı́klad – Yb:sklo



Zobecněnı́ vztahu mezi B a A

I Bezrozměrná fluorescenčnı́ funkce fji(~kα, ω) je definovaná tak, aby
fji(~kα, ω)dΩ~kα

byla průměrná intenzita toku fotonů za sekundu na jednotkový
frekvenčnı́ interval α-polarizovaného zářenı́ na frekvenci ω emitovaného do
prostorového úhlu dΩ~k v důsledku spontánnı́ho zářivého z pásu j na nı́že ležı́cı́
pás i.

I Jestliže τij je doba života spojená se spontánnı́ emisı́ pro tento přechod, potom

τ−1
ji =

X
α

Z
4π

dΩ~kα

Z ∞
0

dω

2π
fji(~kα, ω)

I Necht’ ρ(~kα, ω)dΩ~k je hustota módů α-polarizovaného zářenı́ s frekvencı́ ω na
jednotku objemu a na jednotkový interval frekvencı́, šı́řı́cı́ch se v prostorovém
úhlu dΩ~kα

, potom:

ρ(~kα, ω) =
�

ωnα(ω)
2πc

�2

v−1
g (~kα, ω)

nα(ω) je index lomu
vg(~kα, ω) je grupová rychlost

I Průměrné obsazenı́ každého zářivého módu s frekvencı́ ω fotony je dáno
Bose-Einstein-Planckovou distribučnı́ funkcı́

φ(ω) = [exp(~ω/kT )− 1]−1 ,

I φ(ω)ρ(~kα, ω) je průměrná hustotu fotonů s frekvencı́ ω a polarizacı́ α, vztažená
na jednotkový prostorový úhel a na jednotkový frekvenčnı́ interval



Zobecněnı́ vztahu mezi B a A

I Rychlost spontánnı́ emise pro přechod j → i do módu (~kα, ω)

fji(~kα, ω)Nj

I Rychlost stimulované emise zářenı́ do módu (~kα, ω) je:

φ(ω)ρ(~kα, ω)vg(~kα, ω)| {z }
rovnovážný tok fotonů (~kα, ω)

σji(~kα, ω)Nj

I Rychlost absorpce zářenı́ z módu (~kα, ω) je:

φ(ω)ρ(~kα, ω)vg(~kα, ω)σij(~kα, ω)Ni

I V rovnováze je rychlost emise = rychlosti absorpceh
fji(~kα, ω) + σji(~kα, ω)ρ(~kα, ω)φ(ω)vg(~kα, ω)

i
Nj = σij(~kα, ω)ρ(~kα, ω)φ(ω)vg(~kα, ω)Ni

fji(~kα, ω)+σji(~kα, ω)ρ(~kα, ω)φ(ω)vg(~kα, ω) = σji(~kα, ω) exp(~ω/kT )ρ(~kα, ω)φ(ω)vg(~kα, ω)

fji(~kα, ω) = σji(~kα, ω)ρ(~kα, ω)vg(~kα, ω)

fji(~kα, ω) = σji(~kα, ω)
�

ωnα(ω)
2πc

�2



Füchtbauer-Ladenburgova rovnice

I Intenzita změřená spektrometrem Iij(~k, ω) je úměrná výkonu vyzářenému na
dané frekvenci. Funkce fij(~k, ω) je úměrná počtu fotonů na dané frekvenci, tedy:

fji(~kα, ω) = C
Iji(~kα, ω)

~ω

I Konstanta C charakterizuje měřı́cı́ systém:

C =

 
τji
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Z
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Z ∞
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Iji(~kα, ω)
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I Dosadı́me do vztahu pro σji :

σji(~kα, ν) =
Iji(~kα, ν)c2

τjiν3n2
α(~kα, ν)

 X
α

Z
4π

dΩ~kα

Z ∞
0

dν
Iji(~kα, ν)

ν

!−1

I Přechod k vlnové délce (−dλ/λ = dν/ν, I(ν) = λ2I(λ)):

σji(~kα, λ) =
λ4

cτjin2
α(~k, λ)

λIji(~k, λ)P
α

R
4π

dΩ~kα

R∞
0 λIji(~kα, λ)dλ



Füchtbauer-Ladenburgova rovnice

I Izotropnı́ prostředı́:

σji(λ) =
λ4

8πcτjin2(λ)
λIji(λ)R∞

0 λIji(λ)dλ

I Umožňuje spočı́tat emisnı́ účinný průřez i pro přechody, které majı́ nulovou
nebo jen malou absorpci na dolnı́ hladině (většina laserujı́cı́h přechodů)

I Oproti principu reciprocity nenı́ nutná znalost energie bezfononového přechodu
I Při reálném použitı́ mnoho komplikacı́:

I Stanovenı́ τji (relaxace mezi hladinami j, i v důsledku zářivých přechodů) často nenı́
možné v důsledku vlivu dalšı́ch přechodů (na jiné hladiny, nezářivé přechody,
reabsorpce, překrývánı́ emisnı́ch pásů. . . )

I Stanovenı́ intenzity fluorescence Iji (λ) prakticky nemožné
I Spektrálnı́ kalibrace spektrometru obvykle nenı́ známá a hlavně na krajı́ch citlivosti

detektoru (1030 nm pro Si, 1700 nm pro InGaAs,. . . ) i úzké čáry silně deformované
I Při relaxaci na vı́ce hladin je obtı́žné stanovit podı́l intenzity fluorescence pro danou dvojici

pásů (pro všechny nižšı́ přechodu bude mı́t σji (λ) stejný tvar, což neodpovı́dá principu
reciprocity)

I V oblasti překryvu emise a absorpce bude křivka Iji (λ) ovlivněna reabsoprcı́ (v mı́stě s
malou absorpcı́ bude Iji (λ) nadhodncena a naopak)

I Ve stejné spektrálnı́ oblasti může dojı́t k překrývánı́ emisnı́ch pásů různých přechodů
I Stanovenı́ disperznı́ křivky n(λ)



Pokus o řešenı́ problémů s Füchtbauer-Ladenburgovou rovnicı́

I Kalibrace spektrometru
I Omezı́me se na úzké spektrálnı́ čáry
I Speciálnı́ tvar vzorku (prášek)
I Cı́lená excitace konkrétnı́ho emisnı́ho pásu
I Modifikace Füchtbauer-Ladenburgovy rovnice

σji(λ) =
ηjiλ

4

8πfjcτf n2

λI(λ)R∞
0 λI(λ)dλ

kde fj je relativnı́ populace startovnı́ho pásu/hladiny daná Boltzmanovým
rozdělenı́m (pokud by byla struktura hladin složitějšı́) a ηji je kvantová účinnost
zářivých přechodů z tohoto pásu na pás i.

I Eliminace nezářivých přechodů při stanovenı́ τf
I Měřenı́ při nı́zkých teplotách
I Stanovenı́ τr z Judd-Ofeltovy teorie

I Kalibrace σji(λ)
I Přı́mé měřenı́m σji ze zesı́lenı́ nebo ze saturačnı́ intenzity jednom bodě
I Porovnánı́m s výsledky zı́skanými z principu reciprocity v oblasti „rozumného“

překryvu emisnı́ho a absorpčnı́ho spektra
I Srovnánı́ výsledků z Füchtbauer-Ladenburgovy rovnice a metody reciprocity je

dobré pro ověřenı́ správného odhadu parametrů jako koncentrace, radiačnı́
doba života (ověřenı́ Judd-Ofeltovy teorie), energie bezfononvých přechodů. . .



Přı́klad – Yb:YAG



Přı́klad – Yb:Y2O3, pinhole-metoda [Kühn09]



Přı́klad – Yb:LuAG
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Přı́klad – Er:GGAG a Ho:CaF2



Efektivnı́ součinitel zesı́lenı́

I Efektivnı́ součinitel zesı́lenı́ (zisk) respektive záporně vzatá efektivnı́ absorpce

gji(~k, ω,~r , t) = eji(~k, ω,~r , t)− aij(~k, ω,~r , t),

I Dvoupásový model – populace dolnı́ hladiny N1, hornı́ N2, celková populace
Nt = N1 + N2

g21(ω,~r , t) = σ21(ω)N2(~r , t)− σ12(ω)N1(~r , t)
I Princip reciprocity σ12(ω) = σ21(ω) exp [~(ω − µ12)/kT ], relativnı́ populace

hladin p = N2/Nt :

g21(ω) = σ21(ω) (N2 − N1 exp [~(ω − µ12)/kT ])| {z }
inverze populace hladin N

= σ21(ω)Nt| {z }
max. zesı́lenı́

(p − (1− p) exp [~(ω − µ12)/kT ])

= σ12(ω)Nt| {z }
max. absoprce

(p exp [−~(ω − µ12)/kT ]− (1− p))

I Inverze populace hladin vs faktor redukce inverze populace hladin
κ = 1+ g2/g1 = 1+ exp [~(ω − µ12)/kT ]

N = N2 − N1 exp [~(ω − µ12)/kT ] = N2 −
g2

g1
N1 = N2 − (κ− 1)N1



Přı́klad – Yb:YAG



Přı́klad – Yb:YAG



Prahová podmı́nka a pracovnı́ frekvence laseru

I Celkové logaritmické ztráty rezonátoru l(ω) > 0, efektivnı́ délka aktivnı́ho
prostředı́ L součinitel zesı́lenı́ g(ω):

Lg(ω) = l(ω)

exp[Lg(ω)] =
√

R−1



Přı́klad – Yb:YGAG



Přı́klad – Yb:sklo



Shrnutı́

I Podle Einsteina platı́:

g1B12 = g2B21 a A21/B21 = 16π2~(ω21/2πc)3 = 8πhν3n3/c3
0

I Účinný průřez g1σ12 = g2σ21

σ21(ω) =
B21~ω

c
g(ω) =

A21

8π

�
2πc
ω21

�2

g(ω)

g(ω) – normalizovaný tvar čáry –
R

g(ω)dω = 1
I Princip reciprocity pro efektivnı́ účinné průřezy:

σij(ω) = σji(ω) exp [~(ω − µij)/kT ] ,

I Füchtbauer-Ladenburgova rovnice pro izotropnı́ prostředı́:

σji(λ) =
λ4

8πc0τjin2(λ)
λIji(λ)R∞

0 λIji(λ)dλ
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